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Sobre respostas: as provas devem ser elaboradas em dedugao natural ou a la Gentzen, apresentadas como
arvores de derivagao e devem incluir o nome de cada regra utilizada em cada passo da derivacao.

1. (4 pontos) O sistema de dedugao natural é equivalente ao célculo de sequentes. Para o caso intuicionista,
esta equivaléncia é estabelecida mostrando-se que qualquer prova em dedugao natural pode ser simulada
em calculo de sequentes e vice-versa, i.e.,

I'Fn @ se, e somente se Fg I'= ¢

A prova de equivaléncia citada acima é feita por inducdo na estrutura da derivagdo. Abaixo vemos
alguns casos criticos do passo indutivo.

(a) (2 pontos) No sentido “T'Fy ¢ se Fg T' = ¢, considere uma derivagao que termina na aplicagéo
da regra (L_,) (intuicionista):

V1 VQ

I'=s¢y §,T =09
v —0,T= ¢

(L)

Demonstre entao que existe uma derivagao correspondente no sistema de deducao natural. Para

/ /
isso suponha por hipétese de indugao, que existem dedugdes naturais Vl e v2 paral' Fyx ¥ e
0,T' Fny ¢ como abaixo:

r 6] T
V., V,
(0 ®

Combine essas dedugdes para obter uma dedugado natural de ¢ — 6, Fn .
I
Para obter a derivagdo natural desejada, todas as suposi¢oes [0]* em V2 sao substituidas por

/
aplicagoes da regra (—.) a conclusdo ¢ de derivagoes Vl e suposicoes [¢p — §]":



1_\/
V,
ol v

ﬁq%j

/
Acima, por claridade, omite-se I' das premissas de C 9

(b) (2 pontos) No sentido “I" Fx ¢ implica Fg I' = ¢, considere uma derivagéo natural paraT' by ¢
que finaliza numa aplica¢ao de (3,) como abaixo:

Demonstre que existe uma derivagao no cédlculo de sequentes de Gentzen para Fg I' = .
Neste caso, por hipdtese de inducao, pode ser assumido que existem derivagoes no calculo de

/ /
sequentes Vl e V2 para I' = 3,4 e ¥[z/y],T = ¢, respectivamente. Combine essas derivagdes
utilizando (Cut) e (Lg) para obter a prova.

I !/
Por hipotese de inducao, existem derivacoes a la Gentzen Vl e VQ para os sequentes ' = 3,1
e Y[x/y],T = ¢, respectivamente. A derivacao é constroida como abaixo. Note que y & £v(T, ¢)
o que permite aplicagao de (L3).

, v,
V., l/yT=e

I'= 3.9 .0, T = ¢
I'=9p

(L3)
(Cut)

2. (4 pontos) Demonstre, seja em dedugao natural ou no célculo de sequentes de Gentzen o seguinte:

Jx ¢ Fn V29 Vr-¢ Fy Jz o
Fog dxz ¢ = -V —¢ Fg “Ve—-¢ = Jx o

(a) (2.0 pontos) Construa uma derivagao para -V —¢ Fy Jxd ou kg Ve —¢ = Tz ¢.

[¢(a)]"
g 3zg )
(PBC) v
Ve—g ' -V ¢ _
ﬁ (PBC) u

ou



olz/t] = olz/t], L (Ax)
= Pla/t], ~plz/t]
= 3z ¢, ~olz/Y (I?H)
= ¢,z -0 (Rv)
V¢ = Jz o

(R)

1= dx¢

(L)

(b) (2.0 pontos) Construa uma derivagdo para 3z ¢ Fn —Vo ¢ ou kg Jz ¢ = Vo —¢.

Vo g
ol o
dx ¢ 1L €
AAAAAAiIAAAAAAi (36) Uu
ﬂV$ﬁ¢ CH)U

ou

(Ax) ¢lz/t] = L, ¢lz/1] L glz/t] = L (Ly)
Glz/t], ¢lz/t] = L

olz/t],Ve—-¢ = L

Jxp,Vr—¢ = L

dr ¢ = —Vr—o

(L)

3. (2 pontos) A seméntica légica do comando de especificagdo IF-THEN-ELSE no sistema PVS, em parti-
cular, estd expressa nas seguintes inferéncias obtidas por aplicagdo do comando (PROP) (que aplica
repetidamente transormagoes proposicionais via commandos como por exemplo (FLATTEN) e/ou
(SPLIT)):

I'|--- A,IF C THEN A ELSE B

O
[,Cl-—— A, A FI———A,C,B(PR P)

IF C THEN A ELSE B,T'|-— A
T,C,Al-—— A B,T'|-—- A, C

(PROP)

Qual o resultado de aplicar (PROP) a um sequente da forma

T'|--- A,IF (A AND B) THEN C ELSE (D OR E) ENDIF

Responda especificamente o seguinte:

(a) (1.0 ponto) Quantos e quais sdo os sub-casos ( i.e., sequentes a ser demonstrados) gerados ao
aplicar (ProOP) ?

Sao gerados os trés seguintes sequentes:

I'|--- A,IF (A AND B) THEN C ELSE (D OR E) ENDIF (bron)
PROP
I,ABl--- A,C, I'l--- A,A,D,E I'l--- A,B,D,E

Do ponto de vista do cédlculo de sequentes, temos a seguinte derivacao:



V, V,

v = A D FE = B,D,FE
1 (Rn)
A B=C (L) (o) = AANB,D.E (L) L(Ro) +
. ~) +C-E
S AABC —~ ~(ANB) 5> DVE v Q(R)
= (AANB—=C)A(~(AANB) > DVE) "

Serd, entao, necessario constroir provas V;, para ¢ = 1,2, 3, para completar a prova.
(b) (1.0 ponto) Suponha que queremos demonstrar o sequente I'|--- A utilizando um (case “p”).

Qual é a correspondéncia da aplicagao desse comando com deducao do sequente I' = A no
céalculo de sequentes de Gentzen?

Para responder adequadamente é necessario esbocar a dedugdo do sequente I' = A utilizando
propriedades e regras do célculo de sequentes.

A correspondéncia envolve uso de LEM para a férmula ¢, e aplicagdo das regras (Ly) e (Cut) como
ilustrado abaixo.

V, V,

o, I'=A Fé(p,A(L)
= oV ¢ LEM oV -p,T = A !
(Cut)
'=A

Assim, a prova do sequente I' = A, com o uso do comando (case) serd obtida obtendo provas Vi e Vs
para os sequentes ¢, I' = A e I' = ¢, A, respectivamente.



Tabela 1: REGRAS DE DEDUGAO NATURAL PARA LOGICA PROPOSICIONAL (CLASSICA)

introduction rules elimination rules
LY pAY
AP (i) o (Ne)
(0] [
Y PV X X
oV (V4) > (Ve) u,v
o]
0 o oY
—i) U e
o ) D
o]
L L
- (ﬂl) u 1 ( e)
—|—\SO
T (‘\ﬁ€>
p{x/xo} Vi
— (i) (Ve)
Voo p{x/t}
where g cannot occur free
in any open assumption.
[p{z/z0}]"
plo/t) 5
S @) 3 p X (3.) u
zP X
where xg cannot occur free in any open
assumption on the right and in y.




Tabela 2: REGRAS DE DEDUGAO A LA GENTZEN PARA A LOGICA DE PREDICADOS

left rules right rules
Axioms:
o= ¢ A (Ax) 1L,I'=A (L))
Structural rules:
= A , r=A ,
ST oA (LW) eakening TS Ao (RW) eakening
e, 0= A , F=A ¢ ,
ST S A (LC)ontraction TS A (RC)ontraction

Logical rules:

Yicfr,2y, L = A
w1 A2, I'= A

(L)

o, I'=A ¢, T'=A

oV, T = A (Lv)
F'=A¢ ¢, I'=A L

o=, = A (L)

olz/t],T = A

Voo, I = A (L)

plr/y], I = A

J © r=A (Lﬁ)v Yy QfV(F,A)

I'= A plz/y]

F'=Ae I'= AW
F'=A4A0A%

(Rn)

I'= A pic(1,2)
I'= A0V

(Rv)

o, '= A9 ()
F=Ap—=y

= A,Vmcp (RV)7 Yy g fV(F,A)

I'= A pz/t]

L= A, 3,0 (Ra)

Tabela 3: REGRA DE CORTE

F'=Ap o, '=A
s A

(Cut)




