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Sobre respostas: as provas devem ser elaboradas em deducgao natural e apresentadas como
arvores de derivacao e devem incluir o nome de cada regra utilizada em cada passo da
derivagao.

INDUCAO ESTRUTURAL E SEMANTICA

1. (3.0 pontos) Considere o seguinte operador T' utilizado para transformar férmulas da
logica de predicados sem disjungao nem implicacao.

T(p)=p T(~¢) = —1(¢)
T(¢1 A ¢2) = T(p1) AT (¢2) T(¢1V ¢a) = =(=T(¢1) A =T(¢2))
T(¢p1 — ¢2) = =(T(¢1) A =T (¢2))

Deseja-se demonstrar que este operador é correto; i.e., que para qualquer formula ¢,

¢ =T(p)

ou, em outras palavras, que para qualquer designacao de valores de verdade das
varidveis que ocorrem em ¢, o valor de verdade de ¢ e de T'(¢) é o mesmo.

Para isto é necessario completar a demonstragao por inducgao na estrutura dos termos
embaixo.

Prova indutiva de que 7" é uma transformagao correta: para toda p, ¢ =
T(p).

Base da Indugao. ¢ = p, uma varidvel proposicional. Por definigao T'(p) = p.
Dessa forma, p = T'(p).



Tabela 1: REGRAS DE DEDUGAO NATURAL PARA LOGICA PROPOSICIONAL (CLASSICA)
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Passo da Inducao.

Caso negacao: ¢ = —p;. Por hipétese de indugao, 1 = T'(¢1), ja que ;1 é sub
férmula de ¢. Assim, —¢; = =T'(p1), mas por definicao T'(—¢1) = =T (¢1). Logo,
—p1 = T(2g1).

(a) (1.0 ponto) Caso conjungao: ¢ = @1 A 2. Por hipdtese de indugao, ¢ = T'(¢1)
e o = T(p2), ja que p; e ps sdo sub formulas de ¢. Sempre que T'(¢1 A o) =
T(p1) AT (p2), obtem-se o1 A s = T(p1) AT (p2).

(b) (1.0 ponto) Caso disjuncao: ¢ = 1 V 2. Provar ¢ V oo = T(¢1 V ¢2).

Por hipétese de indugao, @1 = T'(p1) € w2 = T'(v2), ja que p; e ps sao sub férmulas
de ¢. Por definicao

T(p1V p2) = =(=T(p1) A =T(p2))

Para qualquer designacao de valores de verdade das varidaveis em ¢, ¢ e o tem
valor de verdade T ou F, e esses valores coincidem, respectivamente, com os



valores de T'(y1) e T'(¢2), por hipotese de indugao. Dessa forma, basta comparar
uma tabela de valores de verdade para as férmulas ¢ e T'(p):

o1 =T(p1) | p2=T(p2) | =
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Assim, ¢ = T'(p).
(¢) (1.0 ponto) Caso implicagao: ¢ = @1 — 2. Provar p; — ps = T'(¢1 — ¢2).

Por hipétese de indugao, 1 = T'(¢1) € o = T'(p2), ja que @; e o sdo sub férmulas
de ¢. Por definicao

T(p1 = p2) = =(T(p1) A =T (p2))

01=T(¢1) | p2=T(p2) | ¢ — @2 | “T(p2) | T() = (T (1) A =T (g2))
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Assim, ¢ = T'(p).

Observe que para completar a prova dos ultimos dois itens, pode-se supor a hipotese
de inducao (i.e., o1 = T(p1) e o = T'(p2) ) e trabalhar com tabelas de verdade.

DEDUCAO NATURAL

2. (7.0 pontos) Deseja-se constroir uma arvore de dedugao natural para o sequente

(p—>q)—r, r—>pkEpA(g—rT)

Além das regras de derivagao usuais, pode ser utilizada (PBC) e as seguintes regras
derivadas para contraposi¢cao:

Y = oy Y=

Aplique regras de eliminagao da disjuncao para rV —r, ¢V =q e p V —p, conforme o
esquema embaixo:
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(a) (2.0 ponto) Apresente uma arvore de deducao natural para I, i.e., (LEM):
FoV-op
(b) (1.0 ponto) Apresente uma arvore de dedugao natural para I'; i.e., para

(p—=q)—r, r—=p, rEPpA(g—T).

(¢) (1.0 ponto) Da mesma forma, apresente uma arvore de deducao natural para T's.

(d) (1.0 ponto) Apresente entao uma arvore de dedugao natural para I's.

(Ve) m, 1
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(e) (2.0 ponto) Finalmente, para completar a arvore, apresente uma arvore de dedugao

natural para I'y.
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