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Ordenacao Otima

e Eixiste algum método de ordenacao que seja
“melhor” que todos os outros?

e (Juais critérios de comparacao de métodos e para
quais métodos esses critérios sao significativos?

e Restricao a classe de algoritmos de ordenacao por
comparagao (OC) de chaves entre si, 2 a 2, de
itens a serem ordenados.

e Hipodtese: as chaves sao distintas umas das
outras.

o A complexidade, em n® de comparacoes, tanto
na média, quanto no pior caso, de todo
algoritmo da classe OC' € de ordem de grandeza
igual ou superior a nlog,n.

e Assim, os algoritmos de ordenacao rapida e
ordenacao com monte sao 6timos na média.

e Ordenacao com monte ¢ também 6timo no pior
caso.

e O n® de movimentacoes de itens durante a
ordenacao ¢ critério importante, além das
comparacoes.
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e O gasto em memoria necessaria para a execucao
do algoritmo também é um critério importante.

e A ordenacao dicotomica é 6tima, no pior caso, em
n® de comparacoes. Mas o n® de movimentacoes

é O(n?).

e Na pratica, o tempo de execucao desse algoritmo é

proporcional a n?.

e Como provar o limite inferior para o n® de
comparacoes dos algoritmos da classe OC?

Arvores de deciséo'

e A andlise das arvores de decisao permite
calcular a complexidade 6tima da classe OC em
n® de comparacoes média e no pior caso.
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e Arvore de decisiio da ordenaciio da bolha (bubble
sort) para uma lista de 3 itens z1, T9, T3,
armazenados em v[1],v[2],v|3]:
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e Como a ordenacao da bolha nao é 6tima, certas
comparacoes podem ser efetuadas varias vezes
durante a execucao do algoritmo.

e Lema: A drvore bindria de decisao associada a
um algoritmo de ordenacao por comparacoes de
n chaves tem exatamente n! folhas.

e As complexidades 6timas no pior caso de toda
classe de algoritmos que podem ser representados
por arvores de decisao se exprimem em funcao da
altura dessas arvores.
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e Além disso, sabe-se que o conhecimento do n® de
folhas de uma arvore bindria permite determinar
os limites inferiores de sua altura e de sua
profundidade média.

e Notagao: OCpax(n) e OCp ,q(n) denotam o
n® minimo de comparagoes para n chaves que
deve efetuar, no pior caso (resp. no caso médio),
todo algoritmo da classe OC.

Limite inferior para a complexidadel

do pior casof

e Toda arvore binaria com k folhas tem uma altura
superior ou igual a [log, k1.

e Resulta que o n® maximo de comparagoes para
ordenar n itens é:

OCmax(n) > [logy(n!)]

e [ixiste algum algoritmo para o qual o limite
inferior é atingido?

e Podemos nos contentar com um algoritmo com
uma complexidade no pior caso da mesma ordem
de grandeza de [logy(n!)].

el a complexidade 6tima em ordem de grandeza.
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e Podemos também procurar um algoritmo que
efetue no pior caso exatamente [logy(n!)]
comparacoes.

e a complexidade 6tima exata.

Complexidade étima em|

ordem de grandeza

e Desenvolvimento assintotico de n! dado pela
formula de Stirling:

nl = 27m(g)”.(1 +1/12n + o(1/n))

logy(n!) = logy v2mn + nlogy(%) +
+ logy(141/12n 4 o(1/n))

logo(n!) = nlogom — nlogye +
+ %loan + %log227r +
+ loge(1+1/12n+ o(1/n))

e Logo, [logy(n!)| = O(nlogn).
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Complexidade 6tima exata

e Principio da ordenacao por fusdo (mergesort):

1. Divide-se a lista em duas partes.
2. Ordena-se cada uma das partes.
3. Funde-se as duas sublistas ordenadas em uma
SO.
° Esse algoritmo utiliza memoria extra para a fusao.

E usado para ordenacao externa.

e No pior caso, a operacao de fusao necessita n — 1
comparagcoes.

e O n® maximo de comparacoes para ordenar n
itens com este algoritmo verifica a eq. de
recorrencia abaixo:

F(n) =n—-1+F(|n/2])+ F([n/2])
F(0) =0

cuja solucao é

F(n) = nllog,n] —2Meenl 1




F(n) = n[log,n] — 2/eenl 41

n =123456 7 8 9 10 11 12
[logon!] = 0135710 13 16 19 22 26 29
F(n) = 0135811 14 17 21 25 29 33

e Mas é possivel ordenar 5 itens com 7 comparacoes,
no pior caso!

3.
1 2 Binary insertion
b O e b d
O e
O

W: /O/O

o

e A generalizacao deste algoritmo foi proposta for
Ford e Johnson em 1959.

e Knuth o chama de merge insertion.
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e Para ordenar n elementos:

1. Forme |n/2] pares de elementos
comparando-os dois a dois. (Se n é impar,
deixe um elemento de fora.)

iy

I/TI/T
7T 1T

2. Ordene os |n/2| elementos maiores (max),
encontrados no passo (1), recursivamente:

ty =3 t3=>5 t; =11

1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 3#4 3k

T

2 4 3100 9 & 7o 6 5 17 16 15 140 13 12 1l

3. Insira os elementos pendentes (bolinhas

segundo a ordem da seqiiencia abaixo:

(1, 9, b3, ta,...) = (1,3,5,11,..".)
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e Os t;, sao definidos por

ty = (2" 4 (=% /3

e Seja F'(n) o n® de comparagoes necessarias para
ordenar n elementos pelo algoritmo FJ.

o F(n) = [n/2] + F([n/2]) + G(|n/2]).

e GG([n/2]) é o numero de comparagoes necessarias
para inserir elementos pendentes na cadeia
principal.

[

e Desta equacao, construimos a seguinte tabela para

F(n):

n =12345 6 7 8 9 10 11 12
logyn!] = 013571013 16 19 22 26 29
F(n) =013571013 16 19 22 26 30
n = 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
[log,n!| = 33 37 41 45 49 53 57 62 66 70 75
F(n) = 34 38 42 46 50 54 58 62 66 71 76
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e No entanto, é impossivel ordenar 12 itens em

menos de 30 comparacoes, enquanto que
log,(12!) = 29 (Wells, 1965).

e Nao pode existir método de ordenacao que faca
[log, n!| comparagoes para todo n.

e Mas o algoritmo FJ é 6timo?

e ['J foi proposto em 1959, mas s6 em 1979 € que
Manacher provou que nao.

e Mas e paran =13 an = 227

e Peczarski mostrou em 2004 que o nimero minimo
de comparacoes paran = 13 € 34, paran = 14 ¢é
38 e que paran = 22 é 71.

e Logo FJ ¢é 6timo para esses valores, mas nao €
6timo para um numero infinito de valores...

e Mas existe algum algoritmo de ordenacao que seja
Otimo, isto €, que sempre faca o nimero minimo
de comparacoes?

e Manacher, Bui e Mai (1989) propoem combinagoes
6timas do algoritmo de F'J com o algoritmo 6timo
de fusdo (merge) proposto por Christen (1978).
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Algoritmo 4FJ

e Algoritmo de FJ:

1. Forme |n/2] pares de elementos
comparando-os dois a dois. (Se n é impar,
deixe um elemento de fora.)

2. Ordene os |n/2| elementos maiores (max),
encontrados no passo (1), recursivamente.

3. Insira os elementos pendentes (bolinhas
brancas) na cadeia principal (bolinhas pretas),
segundo a ordem da sequéncia dada acima.

e A recursividade gasta memoria e tempo no
gerenciamento da pilha da maquina virtual.

e Proposta: Em vez de formar duplas de inicio,
porque nao formar quadruplas? Idéia basica do
Algoritmo 4FJ.

e Vantagem: ganho em memoria.

e Para executar o algoritmo 4FJ para n elementos,
4FJ é chamado recursivamente para uma lista de
tamanho |n/4|, uma de tamanho |n/4%], etc.
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e Considerando que se use apontadores para o
ambiente a ser empilhado, um total de
l
sitegan]= " n /4| células extras de meméria serdo

usadas.

e Para o algoritmo F'J também, utilizamos
[logon]—

529271 /91| células extras para empilhamento

a cada chamada rcursiva.
e Para estimar a diferenca, suponhamos n = 4.

e Logo, Para o algoritmo 4FJ temos

[logan]—1 k 1 1 4
s 7L—24%M“—U—1:—n——
J

i—1 3 3

e Do mesmo modo, para o algoritmo FJ, obtemos

[logon]—1 -1 .
; Lﬁy— i — 9% ] 1=p 2
i=1 1
e [sto significa que o algoritmo 4FJ utiliza somente
33% do espaco extra utilizado pelo algoritmo FJ!
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Figure 1: Comparacao do espaco extra utilizado pela recursao nos algoritmos FJ e 4FJ: a
area escura representa o espaco utilizado pelo 4FJ e a area entre as duas curvas representa
o ganho relativo (67 %).

e [ possivel ganhar ainda mais espaco de memoria
na utilizacao da pilha?

e Generalizagao do algoritmo 4FJ: algoritmo 4+ FJ.

e Se o algoritmo forma a maior tupla possivel de
inicio, na pratica ele se tornou iterativo!
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e [sso permite a eliminacao da recursao e, logo,
eliminacao da necessidade de pilha!

e O Teorema da Recursao diz que todo
programa recursivo é equivalente a um programa
iterativo e vice-versa.

Trabalhos futuros]

¢ o algoritmo de ordenagao répida (quicksort).

e Comparar os tempos de execucao de ambos
(porque a teoria nao diferencia qual é o mais
rapido deles).

e Melhorar o desempenho do algoritmo o1 FJ:
utilizar indexacao indireta.
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