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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

O que é PVS?

O PVS ( Prototype Verification System) é um ambiente para
especificação e verificação semi-automática.

Desenvolvido na década de 80 pelo SRI International Computer
Science Laboratory, o PVS é baseado sobre uma lógica fortemente
tipada de ordem-superior, e possui um verificador de provas
baseado sobre cálculos sequentes que combina decisões de
procedimento e estratégias.
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Universo Básico U

Para definir a semântica precisamos de um universo que contém os
conjuntos 2 e IR e é fechado com respeito a produtos cartesianos,
X × Y , e potências de conjuntos, ℘(A).

U0 = {2, IR}

Ui+1 = Ui ∪ {X × Y |X ,Y ∈ Ui} ∪ {XY |X ,Y ∈ Ui} ∪
⋃

X∈Ui

℘(X )

Uω =
⋃
ı<ω

Ui

U = Uω
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Pré-tipos

Os pré-tipos da teoria de tipos simples incluem:

I os tipos básicos bool e real;

I uma função pré-tipo que é constrúıda como [A→ B], com A
e B pré-tipos;

I um produto de pré-tipos que é constrúıdo como [A1,A2], com
A1 e A2 pré-tipos.
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I um produto de pré-tipos que é constrúıdo como [A1,A2], com
A1 e A2 pré-tipos.
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Pré-termos

Os pretermos da linguagem consistem de:

I constantes: c , TRUE , FALSE

I variáveis: x : VAR T onde T é um pré-tipo

I pares: 〈a1, a2〉 onde cada ai é um pré-termo

I projeções: pi a onde i ∈ {1, 2} e a é um par

I aplicações: f a onde f e a são pré-termos

I abstrações: λ(x : T ) : a onde T é um pré-tipo e a é um
pré-termo
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pré-termo
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações
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I projeções: pi a onde i ∈ {1, 2} e a é um par
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Exemplo de Contexto, kind(Γ(s)) e type(Γ(s))

A sequência de declarações abaixo é um contexto denotado por Γ.

bool :TYPE ,TRUE :bool ,FALSE :bool , x :VAR [[bool , bool ]→ bool ]

Neste contexto temos:

I kind(Γ(bool)) = TYPE

I kind(Γ(TRUE )) = CONSTANT

I kind(Γ(x)) = VARIABLE

I type(Γ(x)) = [[bool , bool ]→ bool ]
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Observações

I O contexto vazio é representado como {}

I Seja Γ um contexto e s : D. Então:

I (Γ, s : D)(s) = D
I (Γ, s : D)(r) = Γ(r) para r 6= s.

I Se s não está declarado em Γ, então Γ(s) está indefinido.
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Observações
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Regra de Tipos: Contexto

τ()({}) = CONTEXT

τ()(Γ, s : TYPE ) = CONTEXT , se Γ(s) é indefinido
e τ()(Γ) = CONTEXT

τ()(Γ, c : T ) = CONTEXT , se Γ(c) é indefinido,
τ(Γ)(T ) = TYPE e τ()(Γ) = CONTEXT

τ()(Γ, x : VAR T ) = CONTEXT , se Γ(x) é indefinido,
τ(Γ)(T ) = TYPE e τ()(Γ) = CONTEXT
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Regra de Tipos: Pré-tipos

τ(Γ)(s) = TYPE se kind(Γ(s)) = TYPE

τ(Γ)([A→ B]) = TYPE se τ(Γ)(A) = τ(Γ)(B) = TYPE

τ(Γ)([A1,A2]) = TYPE se τ(Γ)(Ai ) = TYPE para 1 ≤ i ≤ 2
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Regra de Tipos: Pré-termos

τ(Γ)(s) = type(Γ(s))
se kind(Γ(s)) ∈ {CONSTANT ,VARIABLE}

τ(Γ)(f a) = B se τ(Γ)(f ) = [A→ B] e τ(Γ)(a) = A

τ(Γ)(λ(x : T ) : a) = [T → τ(Γ, x : VAR T )(a)]
se Γ(x) é indefinido e τ(Γ)(T ) = TYPE

τ(Γ)((a1, a2)) = [τ(Γ)(a1), τ(Γ)(a2)]

τ(Γ)(pi a) = Ti onde
τ(Γ)(a) = [T1,T2]
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Exemplo: Regra de Tipos

Seja Ω classificado como o contexto bool : TYPE , TRUE : bool ,
FALSE : bool .

τ()({}) = CONTEXT

τ()(Ω) = CONTEXT

τ(Ω)([[bool , bool ]→ bool ]) = TYPE

τ(Ω)((TRUE ,FALSE )) = [bool , bool ]

τ(Ω)(p2 (TRUE ,FALSE )) = bool

τ(Ω)(λ(x : bool) : TRUE ) = [bool → bool ]
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Semântica do PVS

Uma designação γ é uma lista de ligações da forma
{s1 ← t1} · · · {sn ← tn}. A aplicação de uma designação γ para
um śımbolo s é tal que γ{s ← t}(s) é t, enquanto que
γ{r ← t}(s) é γ(s) quando r 6= s.

A semântica da teoria de tipos simples do PVS é dada aplicando
um tipo T para um conjunto (possivelmente vazio) M(Γ | γ)(T ),
e um termo a com tipo designado T para um elemento do
conjunto M(Γ | γ)(T ) no universo U.

André Luiz Galdino Universidade de Braśılia
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Significado da Função

M(Γ | γ)(s) = γ(s) se kind(Γ(s)) está no conjunto,
{TYPE ,CONSTANT ,VARIABLE}

M(Γ | γ)([A→ B]) = M(Γ | γ)(B)M(Γ | γ)(A)

M(Γ | γ)([T1,T2]) = M(Γ | γ)(T1)×M(Γ | γ)(T2)

M(Γ | γ)(f a) = (M(Γ | γ)(f ))(M(Γ | γ)(a))

M(Γ | γ)(λ(x : T ) : a) = {〈y , z〉 | y ∈M(Γ | γ)(T ),
z =M(Γ, x : VAR T | γ{x ← y})(a)}

M(Γ | γ)((a1, a2)) = 〈M(Γ | γ)(a1),M(Γ | γ)(a2)〉

M(Γ | γ)(pi a) = ti , onde M(Γ | γ)(a) = 〈t1, t2〉
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Exemplo: Significado da Função

Seja ω uma designação para o contexto Ω do Exemplo 2.4, da
forma

{bool ← 2}{TRUE ← 1}{FALSE ← 0}

então

M(Ω | ω)([bool , bool ]) = 2× 2

M(Ω | ω)((TRUE ,FALSE )) = 〈1, 0〉

M(Ω | ω)(λ(x : bool) : TRUE )) = {〈0, 1〉 , 〈1, 1〉}
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Satisfação

Uma designação de contexto γ é dita satisfazer um contexto Γ (em
śımbolos γ |= Γ) se, e somente se,

I γ(bool) = 2,

I γ(TRUE ) = 1,

I γ(FALSE ) = 0,

I γ(s) ∈ U sempre que kind(Γ(s)) = TYPE , e

I γ(s) ∈M(Γ | γ)(type(Γ(s)) sempre que
kind(Γ(s)) ∈ {CONSTANT ,VARIABLE}.
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Correção de Tipos e Termos

Proposição
Se τ()(Γ) = τ()(Γ′) = CONTEXT e Γ é um prefixo de Γ′, então
para todo pré-tipo A, τ(Γ)(A) = TYPE implica τ(Γ′)(A) = TYPE ,
e para todo pré-termo a, τ(Γ)(a) = A implica τ(Γ′)(a) = A.

Teoremas

I Se τ()(Γ) = CONTEXT e τ(Γ)(a) = A, então
τ(Γ)(A) = TYPE .

I (Correção de Tipos)Se τ()(Γ) = CONTEXT , γ satisfaz Γ, e
τ(Γ)(A) = TYPE , entãoM(Γ | γ)(A) ∈ U.

I (Correção de Termos) Se τ()(Γ) = CONTEXT , γ satisfaz Γ, e
τ(Γ)(a) está definido e igual a A, então
M(Γ | γ)(a) ∈M(Γ | γ)(A).

André Luiz Galdino Universidade de Braśılia
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τ(Γ)(a) está definido e igual a A, então
M(Γ | γ)(a) ∈M(Γ | γ)(A).
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Adicionando Subtipos

I O subtipo de elementos de um tipo T satisfazendo o
predicado p é escrito como {x : T | p(x)}.

I Por exemplo, se T é o tipo real então o subtipo dos números
reais não nulos é dado como {x : real | x 6= 0}.
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Supertipo Maximal e Supertipo Direto

µ(s) = s
µ({x : T | a}) = µ(T )

µ([A→ B]) = [A→ µ(B)]
µ([A1,A2]) = [µ(A1), µ(A2)]

µ0({x : T | a}) = µ0(T )
µ0(T ) = T , caso contrário
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Exemplo: Supertipo Maximal e Direto

Dado um contexto contendo as declarações
int : TYPE
0 : int
≤: [[int, int]→ bool ]
nat : TYPE = {i : int | 0 ≤ i}
natinjection : TYPE = {f : [nat → nat] |

∀(i , j : nat) : f (i) = f (j) ⊃ i = j}

temos que

µ(natinjection) = µ([nat → nat])
= [nat → µ(nat)]
= [nat → int]

µ0(natinjection) = [nat → nat]
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Restrição de Subtipo

Definição

π(s) = λ(x : s) : TRUE

π({y : T | a}) = λ(x : µ(T )) : (π(T )(x) ∧ a[x/y ])

π([A→ B]) = λ(x : [A→ µ(B)]) : (∀(y : A) : π(B)(x(y)))

π([A1,A2]) = λ(x : [µ(A1), µ(A2)]) : (π(A1)(p1 x) ∧ π(A2)(p2 x))
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Exemplo: Restrição de Subtipo

π(nat) = λ(j : int) : 0 ≤ j

π([nat → nat])

= λ(g : [nat → int]) : ∀(i : nat) : (λ(j : int) : 0 ≤ j)(g(i))

π(natinjection)

= λ(f : [nat → int]) : π([nat → nat])(f )
∧ (∀(i , j : nat) : f (i) = f (j) ⊃ i = j)

= λ(f : [nat → int]) :
(λ(g : [nat → int]) : ∀(i : nat) : (λ(j : int) : 0 ≤ j)(g(i)))(f )

∧ (∀(i , j : nat) : f (i) = f (j) ⊃ i = j)
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Obrigações de Prova para Equivalência de Tipos
(Maximais)

I (s ' s) = TRUE

I ([A→ B] ' [A′ → B ′]) =

((µ(A) ' µ(A′)); (π(A) = π(A′)); (B ' B ′))

I ([A1,A2] ' [B1,B2]) = ((A1 ' B1); (A2 ' B2))

I (A ' B) = FALSE , caso contrário.
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Exemplo: Tipos Equivalentes

Seja o contexto contendo as declarações

int : TYPE

0 : int

≤: [[int, int]→ bool ]

nat : TYPE = {i : int | 0 ≤ i}

natinjection : TYPE = {f : [nat → nat] |
∀(i , j : nat) : f (i) = f (j) ⊃ i = j}

NAT : TYPE = {i : int | i ≤ 0 ⊃ i = 0}
NATinjection : TYPE = {f : [NAT → NAT ] |

∀(i , j : NAT ) : f (i) = f (j) ⊃ i = j}
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Continuação do exemplo: Tipos Equivalentes

µ([natinjection→ natinjection]) = [natinjection→ [nat → int]]

µ([NATinjection→ NATinjection]) = [NATinjection→ [NAT → int]]

Então

µ([natinjection→ natinjection]) ' µ([NATinjection→ NATinjection])

se, e somente se,

[natinjection→ [nat → int]] ' [NATinjection→ [NAT → int]]

= (µ(natinjection) ' µ(NATinjection));

(π(natinjection) = π(NATinjection));

([nat → int]) ' ([NAT → int])
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Continuação do exemplo: Tipos Equivalentes

I (π(natinjection) = π(NATinjection))

se, e somente se,

(λ(f : [nat → int]) : (λ(g : [nat → int]) : ∀(i : nat) : 0 ≤ g(i))(f )

∧ (∀(i , j : nat) : f (i) = f (j) ⊃ i = j)

=

λ(f : [NAT → int]) :

(λ(g : [NAT → int]) : ∀(i : NAT ) : g(i) ≤ 0 ⊃ g(i) = 0)(f ) )

∧ (∀(i , j : NAT ) : f (i) = f (j) ⊃ i = j)

I ([nat → int]) ' ([NAT → int])

= (int ' int);

(λ(i : int) : 0 ≤ i) = (λ(i : int) : i ≤ 0 ⊃ i = 0);

(int ' int)
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Compatibilidade entre Tipos

Definição
Dois tipos A e B são ditos ser compat́ıveis no contexto Γ (em
notação, (A ∼ B)Γ ) se `Γ a , para cada a em (µ(A) ' µ(B)).
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Exemplo: Verificando Tipo

τ(Γ)(f a) = B, onde µ0(τ(Γ)(f )) = [A→ B],
τ(Γ)(a) = A′,
(A ∼ A′)Γ,
`Γ π(A)(a)
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Exemplo: Verificando Tipo

Seja g : {f : [nat → nat] | f (0) = 0}, e x : int. Então

µ0(τ(Γ)(g)) = [nat → nat]

τ(Γ)(x) = int, e ainda

int ∼ nat, desde que µ(int) = µ(nat) = number

τ(Γ)(g(x)) = nat, com a obrigação de prova

π(nat)(x) = (x ≥ 0).
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Tipos Dependentes: Motivação

I Definição do coeficiente binomial C (n, k) = (nk)

I Primeiro, definimos a operação fatorial recursivamente:
n : VAR nat
fatorial(n) : RECURSIVE posnat =

(IF n > 0 THEN n ∗ fatorial(n − 1) ELSE 1 ENDIF)
MEASURE n

I C (n, (k : upto(n))) : rat =
fatorial(n)/(fatorial(k) ∗ fatorial(n − k))

onde upto(n) = {s : nat | s <= n}
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André Luiz Galdino Universidade de Braśılia



II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Tipos Dependentes

I Um produto de tipos com dependência é escrito como
[x : A,B]

I Uma função tipo com dependência é escrita como
[x : A→ B].
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Exemplo: Tipos Dependentes

I [i : nat, {j : nat | j ≤ i}]

I [i : nat, [{j : nat | j ≤ i} → bool ]]

I [i : int → {j : int | i ≤ j}]

I [nat, d : {n : nat | n 6= 0} → {r : nat | r < d}]
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Teoria de Prova do PVS

A teoria de prova do PVS é apresentada em termos de cálculos
sequente.

Um sequente é da forma:

Σ `Γ Λ

onde Γ é um contexto, Σ é o conjunto de fórmulas antecedentes e
Λ é o conjunto de fórmulas consequentes.

As regras de inferência são apresentadas na forma:

premissa(s)

conclus~ao
nomeladocondiç~ao
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Regras de Provas do PVS

I Enfraquecimento (W)

Σ1 `Γ Λ1

Σ2 `Γ Λ2
(W)

se Σ1 ⊆ Σ2 e Λ1 ⊆ Λ2

I Contração (C)

Direita

a, a,Σ `Γ Λ

a,Σ `Γ Λ
(C `)

Esquerda

Σ `Γ a, a,Λ

Σ `Γ a,Λ
(` C)
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Regras de Provas do PVS

I Comuta (X)

Direita

Σ1, a, b,Σ2 `Γ Λ

Σ1, b, a,Σ2 `Γ Λ
(X `)

Esquerda

Σ `Γ Λ1, a, b,Λ2

Σ `Γ Λ1, b, a,Λ2
(X `)

I Corte (Corte)

(τ(Γ)(a) ∼ bool)Γ Σ, a `Γ Λ Σ `Γ a,Λ

Σ `Γ Λ
(Corte)
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Regras de Provas do PVS

I Axiomas Proposicionais (Ax)

Σ, a `Γ a,Λ
(Ax `)

I TRUE, FALSE

Direita

Σ,FALSE `Γ Λ
(FALSE `)

Esquerda

Σ `Γ TRUE ,Λ
(` TRUE)

André Luiz Galdino Universidade de Braśılia
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Regras de Provas do PVS

I Contexto

`Γ a
(Fórmula-Contexto) se a é uma fórmula em Γ.

`Γ s = a
(Definição-Contexto) se s : T = a é uma

definição de constante em Γ.

Direita

Σ, a `Γ,a Λ

Σ, a `Γ Λ
(Contexto `)

Esquerda

Σ `Γ,¬a a,Λ

Σ `Γ a,Λ
(` Contexto)

Σ `Γ Λ

Σ `Γ′ Λ
(Contexto-W) se Γ é um prefixo de Γ′.
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Regras de Provas do PVS

I Contexto

`Γ a
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Regras de Provas do PVS

I Condicional (IF)

Σ, a, b `Γ,a Λ Σ, c `Γ,¬a a,Λ

Σ, IF (a, b, c) `Γ Λ
(IF `)

Σ, a `Γ,a b,Λ Σ `Γ,¬a a, c ,Λ

Σ `Γ IF (a, b, c),Λ
(` IF)
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Regras de Provas do PVS

I Igualdade

Reflexiva

Σ `Γ a = a,Λ
(Refl)

Substituição

a = b,Σ[b] `Γ Λ[b]

a = b,Σ[a] `Γ Λ[a]
(Subs)
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Regras de Provas do PVS

I Igualdade Booleana

Σ[TRUE ], a `Γ Λ[TRUE ]

Σ[a], a `Γ Λ[a]
(Subs TRUE)

Σ[FALSE ], a `Γ Λ[FALSE ]

Σ[a], a `Γ Λ[a]
(Subs FALSE)

Σ,TRUE = FALSE `Γ Λ
(TRUE-FALSE)
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Regras de Provas do PVS

I Redução

I β redução

`Γ (λ(x : T ) : a)(b) = a[b/x ]
(β)

I π redução

`Γ pi (a1, a2) = ai
(π)
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Regras de Provas do PVS

I Extensionalidade

Σ `Γ,s:A (f s) =B[s/x] (g s),Λ

Σ `Γ f =[x :A→B] g ,Λ
(FunExt) Γ(s) indefinido

Σ `Γ p1(a) =T1 p1(b),Λ Σ `Γ p2(a) =T2[(p1 a)/x] p2(b),Λ

Σ `Γ a =[x :T1T2] b,Λ
(TunExt)

I Restrição de Tipo

τ(Γ)(a) = A π(A)(a),Σ `Γ Λ

Σ `Γ Λ
(TipoPred)
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Regras de Provas do PVS

I Extensionalidade

Σ `Γ,s:A (f s) =B[s/x] (g s),Λ

Σ `Γ f =[x :A→B] g ,Λ
(FunExt) Γ(s) indefinido

Σ `Γ p1(a) =T1 p1(b),Λ Σ `Γ p2(a) =T2[(p1 a)/x] p2(b),Λ

Σ `Γ a =[x :T1T2] b,Λ
(TunExt)

I Restrição de Tipo

τ(Γ)(a) = A π(A)(a),Σ `Γ Λ

Σ `Γ Λ
(TipoPred)
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Aplicações

O PVS já foi aplicado:

I para demonstrar teoremas clássicos em análise matemática;

I para sistemas cŕıticos, por exemplo, para desenvolvimento de
software para aeronaves;

I para verificação de sistemas operacionais, algoritmos
distribúıdos.
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II Seminário Informal (mas Formal) Semântica do PVS: Tipos Dependentes e Aplicações

Conclusão

A essência semântica da linguagem é um lambda cálculo tipado
com funções simples, subtipos, tipos dependentes, teorias e
expressões condicionais.

Os subtipos e tipos com dependência são uma caracteŕıstica crucial
da linguagem.
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