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e Programas sdo aplicados no tratamento de gistemas criticos!

programador humanos

= Soluc¢des algoritmicas de problemas devem ser provadas corretas.

matematico

= Implementacdes (programas) de solucdes algoritmicas devem ser corretas.

matematico+cientista da computacao
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Exemplo: calculo do maximo divisor comum mdc

Teorema [Euclid 320-275 BC]Vn > 0,m > 0, mdc(n, m) = mdc(m,n mod m)

idéia

procedimento mdc(m,n)
se m < n entdo mdc(n,m)
se ndo (m > n)
mdc(m —n,n)
Fim procedimento

programa
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mde(6,4) — mdc(2,4) — mdc(4,2) — mde(2,2) — mde(0,2) = mde(2,0) — - - -

problema: Tgop infinito

Prova de totalidade: Dominio N (Tipo de objetos)

Bl: mdc(0,n) indefinida! Defina mdc(0,n) = n.
Pl: Suponha mdc(k,n) bem definida para qualquer n e kK < m, com m > 0.

Entao mdc(m,n) bem definida:
Caso 1: m > n. mde(m,n) = mde(m — n,n) Aplica-se Hl somente se n > 0!

Defina mdc(m,0) = m.
Caso 2: m < n. mdc(m,n) = mdc(n, m) que estd bem definido por HI.
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procedimento mdc(m,n)
se m = (0 entao n
se ndo (m > 0)
se m < n entdo mdc(n, m)
se ndo (m > 0&m > n)
se n = 0 entao m
se ndo (m > 0&n > 0&m > n)
mdc(m — n,n)
Fim procedimento

A 7

programa extraido da especificacao provada correta
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e [30’s, século XX] Alonzo Church (e Haskell Curry) defin(em) o A-calculus (e
a légica combinatéria) como um mecanismo algoritmico para computar fungdes
numéricas.

e [1935/36] Stephen Kleene e John Rosser demonstram que todas as fungoes
recursivas parciais podem ser representadas no A-calculus.

e [1936] Alan Turing demonstra que exatamente as fungdes Turing-computaveis
podem ser representadas no lambda calculus.

= Tese de Church-Turing: As funcdes “computdveis’ sdo as recursivas parciais.

GTC/UNB: www.mat.unb.br/~ayala/TCgroup 6



TiPoS, PROVAS E O PROBLEMA DE EXISTENCIA DE HABITANTES Mauricio Ayala-Rincén

Operacoes basicas do A-calculus:

(M N) Aplicacdo

Ay M Abstracao Operadores
(Az-M N)—p M|x/N] B-conversdo ou contragdo
cAp.(M z) =y M,sex & FV(M) 7m-convers3ao ou contracao
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(

Exemplos {

\

(Az-x Ag.x) =3 Ap.x

(Az-(x x) Apo(z ) =8 Az ) Apu(z

z))

auto-aplicacao

auto-reproducao
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Computacdes numéricas:

Chn = Az Ay (2" y) Numerais de Church
Defina: Ay =Xz A 0. 00.((z p) ((y p) 9));
A= 0 (2 (v 2));
Aezp = ANy (y ).

Proposicao [Rosser] Vn € N |

( A—i—CnCm = Un+4+m;
A*Cncm — Cn*m;

\ AerpCnCry = Cpym, exceto para m = 0.
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Prova do caso A,
A,C,C,,
Az A ((Cm 2)" v) =% A (2™ v) = Chram.

— )\xyz,aj(y z)CnCm — B )\yz.C’n(y Z)Cm —3 )\Z.Cn(Cm z) — 8

((Cnx)™ (y)) —5 (™™ (y)):
Bl (Crz)° (y) =v.

Pl Suponha vale para m e qualquer n. Entao,

(Crnz)™ ™ (y))

= ((Coz) ((Cam)™ (1)) =5 ((Coz) (™™ (y))) =5
Cuz™ (277 () =g (27 (27 () = (2D ().

Casos Ay e Ac.yp sdo similares.
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A-implementacao de operadores computacionais:

Defina:  True = A\,,.x
False = A,y
(M,N)=MX,.(zMN), para todo par de A-termos M, N

TrueMN —5 (A, M N) -3 M

If B Then M Else N" = BMN{ False MN —p5 (Ay.y N) =g N

(M, N)True =3 TrueMN = M

>elecdo boolena { (M, N)False =5 False MN = N
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A-implementacao de operadores computacionais:

lteracdo para uma funcdo definida recursivamente

fo, sen =20

f(n) :{ B(f(n—1).n), se n >0

Supondo H A-define h, define-se:
T = Xp-(S(p True), H(p False)S(p True))

Vk, Ta((Ck, Cr(x))) = Xp-(S(p True), H(p False)S(p True))((Cr,Ctwy)) — 3
(S((Chs Crxy) True), H((Cr, Cyxy) False)S({Ck, C(x)) True)) =
(S(Ck), H(C1))S(Ck)).
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A-implementac3ao de operadores computacionais: Por induciao demonstra-se:

TPI(<CO> Cfo>) _% <Cn7 Of(n)>

( CnTH(<007CfO>) False —

| Ao TR0 ((Co,Cy,)) False =5
A CoTr((Cy, C False =% Cy(., - H » Y fo %
ssim H({Co, Cy,y)) False =5 Crn) 4 ETH ((Co,Cy,))) False 3

Cn,Cn)) False = Cyp)

\

Concluindo, f pode ser especificada no lambda calculus como:

F = X.2TH((Co,Cy,)) False
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1, sen=0

Aplicacdo para factorial: fact(n) = { fact(n —1) xn, se n > 0

FACT = \;.xT4, ({Co,Cy)) False
Ou equivalentemente

Az Ap-(S(p True), A, (p False)S(p True))((Co, C1)) False

Ty,

Az-ZAp Az (2(S(PAzy-T) A (PAzy-Y) S (PAzy-2))) (A2 (2 A0 VA4 uV) ) Agy .y
onde S = A1 C1 = Agyuv-((xw) ((yu)v)) Apy-2Y =8 Aayuv-((Azy.zyu) ((yu)v)).
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e Alonzo Church (e Haskell Curry) estende(m) o A-calculus [1940] (e a ldgica

combinatéria [1934]) com tipos.

\ .

A:a = (aa)lva

Sintaxe dos x-termos livres de tipos

Anotacoes de tipos:

Mg A.M

()\:c:A-M N) — M{N/x}
Ap:a-(M z) =y M,sex & FV(M)
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(Az-T Ap.Z) =8 Ap.x auto-aplicacdo
Exemplos
(Az-(z ) Ag.(z x)) =8 (Ae.(x ) Az.(z z)) auto-reproducdo

o o

Argumentacdes paradoxais

Auto-aplicacao faz sentido:

(A5A)—>A—>A A A A—A
~ -\ ~\ ~ -\ ~ /_/\
( Ax:A—)A-x )\:U:A-x> _>B )\x:A-x

Polimorfismo!
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Auto-reproducdo nao faz sentido:

Az (@ @) Apimy- (T @) =8 Apirg- (T ) Apiry.(z T))

Termo aceitavel na linguagem do A-calculus tipado, mas nao tipavel!
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Julgamentos de tipos

contexto {
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I'-M:A

“M tem tipo A no contexto I

5\612141, ce ,IIZnZA@

lista de declaracdes de variavéis
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x:A 37F¢|_I;U - A (Start) : gg r E ;4MBB (Weak)
v ATEM:B o TEM:A—>B TEN:A,
TFX:AM:A—B T'F(M N):B PP

Fig. 1. Regras de tipagem do A-calculus com tipos simples
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Exemplo: inferéncia de tipos para (Ay.r.z Ag.p.T)

x : 7+ x: 7(Start)
I Apr T T =T

x:pk x: p(Start)
= Az T p—>p

(Abs)

:E:p—>p|—:1::p—>p(§tart) (AbS)

FAz:p—p-z:(p—p)—p—p

FdzpopZi(p—=p) = p—=p, Fdgpzip—p
= (Agiposp-T AzipZ) :p—p
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Exemplo: tentativa de inferéncia de tipos para A,.,.(z )

x: 7+ x:7(Start) x:pk x: p(Start)

Appl
impossivel redefinir 7 e/ou p para a regra Appl!( ppl)
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Problemas relevantes em teoria de tipos:
e Verificacao de tipos: Dados M e A determine se existe I' tal que I' - M : A.
e Inferéncia de tipos: dado M determine I' e A tais que I' = M : A.

e Existéncia de habitantes: Dado o tipo A. Existem habitantes no contexto I
se, e unicamente se existe um A-termo M tal que I' - M : A.
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Revisitando os problemas relevantes em teoria de tipos:

4 F JL A4
declaracoes de varidveis A-termo ou programa tipos

e Verificacao de tipos: os tipos desinados para o programa sao corretos.
e Inferéncia de tipos: o programa é correto.

e Existéncia de habitantes: extracao de um programa de uma prova.
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Relacdo entre provas e programas detetada por Haskell Curry [1934-1942], mas
so aplicada até a década de 60 (XX) por Nicolaas Govert de Bruijn e William
Howard.

Teoria de Tipos | versus Légica instuicionista

Luitzen Egbertus Jan Brouwer [1920]

Regras de tipagem do A-calculus com tipos simples correspondem 1-1 as regras
de deducao da légica intuicionista minimal: regras de tipagem sao regras légicas
decoradas com A-termos tipados.
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Légica intuicionista implicacional

Formulas implicacionais s3o constroidas de varidveis proposicionais (denotadas
por A, B,C,...) usando o conetivo implicacional — assim: se o e 7 sdo férmulas
implicacionais, entdo (o — 7) o é.
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Um julgamento na ldégica intuicionista

consequéncia légica de 2".

Mauricio Ayala-Rincén

Q7 A | denota que “A é uma

0. AF; B

O AF; AWM oF 1B

(Intro)

Q"IA—>B Ql_IA

QFr B

(Elim)

Fig. 2. Regras de deducao da légica intuicionista minimal

Uma férmula A é uma tautologia se, e unicamente se o julgamento F; A é

provavel.

GTC/UNB: www.mat.unb.br/~ayala/TCgroup
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Exemplo. A — ((A — B) — B) é uma tautologia:

(Axiom)

AA%BHA%BWW)AA%BHAHM

A,A—)B"IB
AF;(A— B)— B (Intro)
F1A— (A— B) — A)

(Intro)

No contexto do \-calculus temos:

F Az AMy:A—-B.(y z): A— (A— B) > A)
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Exemplo. Lei de Peirce: (PL) (A —-B)— A) — A
Nao é valida na légica intuicionista!

Exemplo. Uma provade (A A —C) > A—C.
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Isomorfismo de Curry-Howard: () F; A é provavel na légica intuicionista
minimal se, e somente se I' - M : A é um julgamento de tipos vélido no
A-calculus com tipos simples, onde I' é uma lista de declaracoes de variaveis
de proposicoes, observadas como tipos, em €2. O termo M é um A-term que
representa a derivacao da prova.

GTC/UNB: www.mat.unb.br/~ayala/TCgroup
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e Inferéncia de tipos: dado M determine I' e A taisque I' =M : A
corresponde a provas de correcao de programas

e Existéncia de habitantes: O tipo A é habitado em I se, e somente se existe um
A-term M tal que I'F M : A
corresponde a extracao de programas de provas
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e Quantos habitantes fechados tem um tipo 77
= Resposta: infinitos ou nenhum!
(use Az.r.x)

e Mais interessante: Quantos habitantes fechados em forma normal tem um tipo
?
T

e Um habitante S-normal de um tipo é um habitante em 3-nf.

= Habitantes B-normais caraterizam os habitantes de um tipo.
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Algoritmo de Ben-Yeles (1979): para um 7 dado decide se o nimero de termos
fechados em [-nf que habitam 7 é finito ou infinito; computa o niimero no
caso finito e lista os termos relevantes em ambos os casos.

Richard Statman (1979): O problema de existéncia de habitantes é PSPACE-
completo
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e Desenvolvimento de programas corretos é essencial.
— Erros e omisdes nas especificacoes sao possiveis
— Erros na interpretacdo/compreens3o dos métodos e transcricdo sdo possiveis

Desenvolvimento do métodg |~ Implementacao ~»| Aplicacao
Tudo bem, obvio :) Entendi! Facil, ta pronto :) Me ferre ;(

Fluxo padrdo de desenvolvimento de software/hardware
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Prova férmal de correcdo do método sy
Asistentes de prova extracao do programa

Aplicacdo

Fluxo seguro de desenvolvimento de software/hardware
e Investigacao de mecanismos de inferéncia de tipos e de extracao de programas

de provas em outras teorias de tipos: subtipos, tipos dependentes, tipos de
Intersecao, etc.
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