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Substitucién

Escencial para implementacién de sistemas computacionales:

e Lenguajes de programacion
o Lenguajes de especificacion

Matching

Reduccién o simplificacién

Deduccidn
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Traduccién via simplificacién:

espafiol es  gratis

Lol ! ! !
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Motivacién Substitucién

Historia

Tipos

Célculo A con nombres
Computaciones con el célculo \

Substitucién

Programacién via reescritura (matching e reduccién (ELAN)):

[sp/1]  split(nil,nil,nil) = nil end
[sp/1]  split(nil,nil,a.nil) = a.nil end
[spl2]  split(I11,12,a.b.l) = split(a.l1,b.12,]) end
[spl3]  split(I1,12,a.nil) = split(a.l1,12,nil) end
[spl4]  split(11,12,nil) = merge(split(nil,nil,I11),split(nil,nil,12)) end
[mgl]  merge(nil,I1) = Il end
[mg2]  merge(I1,nil) = Il end
[mg3] merge(a.ll,b.12) = a.merge(I1,b.12) if a < b end
[mg4] merge(a.ll,b.12) = b.merge(a.l1,12) if a > b end
[msort] (n = split(nil,nil,l) end
Cuadro: Merge-sort em ELAN Wmﬁﬁ
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Computaciones con el célculo \

Substitucién

Programacién via reescritura (matching e reduccién en ML):

let rec merge I1 12 =
match 11 with
|0 — 12
| a:zlpl — (match 12 with
0—n
| bi:lp2 — (ifaj=b
then (a :: (merge Ipl 12) )
else (b :: (merge 11 1p2) ))) ;;
let rec split 11121 =
match | with
| [I = ( match 12 with
| [I = ( match I1 with
[0—=1
| - — (merge (split [] [] 11) (split [] [] 12) ))
| - — (merge (split [] [ 11) (split [] 1 12) ) )
| a::[] — ( match 12 with
| ] = ( match I1 with
[0 —a:l
| - — (split (az11) 12 ]) )
e [ - 7 (Slp‘)it(ga:l:ll))l|2 m)
anb:lp — split (a1 =12) 1p 55
let Il=split[J[] I =
Universidade de Brasilia
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Célculo A con nombres
Computaciones con el célculo \

Substitucién

Programacién via reescritura (matching e reduccién):

msort(33.44.22.55.nil) — psore split(nil,nil,33.44.22.55.nil) —gp12
split(33.nil,44.nil,22.55.nil)

split(33.nil, ,22.55.nil) —¢pr2 split(22.33.nil,55.44.nil,nil)
Regla: [spl2] split(11,12,a.b.1) = split(a.l1,b.12,]) end
Sustitucién: o := {I1 — 33.nil, ,ar— 22 b~ 55 | nil}
:
— ...22.33.44.55 nil Universidade de Brasilia
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Analisis matemdtico (calculo):

1
In(x) = /1 ;dx

/n 1
*dX
Con putar /n(n) ?  Alternativas 1 X
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Célculo A con nombres
Computaciones con el célculo \

Historia

@ Tratamiento con técnicas ad hoc:

Abelson & Susman (Structure and Interpretation of
Computer Pogramms) MIT, 1985:

Despite the fact that substitution is a straightforward idea, it
turns out to be surprisingly complicated to give a rigorous
mathematical definition of the substitution process... Indeed,
there is a long history of erroneous definitions of substitution
in the literature of logic and programming semantics.

@ Implementaciones tratan aparte la nocién implicita de
sustitucion. (1]
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Historia

° %ﬂ Nicolaas Govert de Bruijn (1918-). Matemdtico
holandés lider del Projecto Automath.

@ Projecto Automath iniciado en 1967. Primer proyecto que uso
tecnologia computacional para mecanizar el razonamento
matematico:

Especificacidn y verificacién del libro-texto de S
(1877-1938) Edmund Landau's Grundlagen der Ana/yses
Leipzig 1930.
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AUTOMATH
ARCHIVE

http //automath webhop net/

@ Automath es considerado predecesor de asistentes de
demostraciéon modernos: Coq, Nurpl, Isabelle,

° [Kam03], [NGdV94], etc. 2=
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Historia

@ En el proyecto Automath de Bruijn desarrollo la primera
formalizacién de una versién del calculo A con un tratamiento
explicito de la operacién de substitucion [dB78]

e — Fairouz Kamareddine (Editora): N.G. de Bruijn was a well
established mathematician before deciding in 1967 at the age of 49 to
work on a new direction related to Automating Mathematics. In the
1960s he became fascinated by the new computer technology and decided
to start the new Automath project where he could check, with the help of
the computer, the correctness of books of mathematics. Through his
work on Automath, de Bruijn started a revolution in using the computer
for verification, and since, we have seen more and more proof-checking 1

and theorem-proving systems. Universidade de Brasilia
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@ La influencia de N.G. De Bruijn en computacién no se
restringe a Automath:

“Selected Papers on Analysis of Algorithms”
(CSLlI, 2000)
Donal Knuth dedica su libro a su mentor de Bruijn.

Universidade de Brasilia
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@ La influencia de N.G. De Bruijn en computacién no se
restringe a Automath:

“Selected Papers on Analysis of Algorithms”
(CSLlI, 2000)
Donal Knuth dedica su libro a su mentor de Bruijn.

... I'm dedicating this book to N.G. “Dick” de Bruijn
because his influence can be felt on every page.
Ever since the 1960s he has been my chief mentor, the main
person who would answer my questions when | was stuck on a
problem that | had not been taught how to solve.
1 originally wrote Chapter 26 for his (3 - 4 - 5)th birthday;
o now he is 3* years young as | gratefully present him with
Knuth with his mentor, N. G. de Bruijn, this book.
| in1977. Photo courtes; Il Knuth Donald E. Knuth
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@ Discriminacién de clases de objetos
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@ Discriminacién de clases de objetos

@ Usados implicitamente en sistemas intuitivos
- Elementos de Euclides
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Tipos
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@ Discriminacién de clases de objetos

@ Usados implicitamente en sistemas intuitivos
- Elementos de Euclides

@ Necesidad de definicidn explicita para sistemas abstractos
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Célculo A con nombres
Computaciones con el célculo \

Historia (tipos)

@ Tratamiento de paradojas e inconsistencias en la formalizacién
de las matematicas:

- Auto-referencia, auto-reproduccién
Tipos simples en el cdlculo A [A. Church 1940]
Tipos implicitos [H. Curry 1958]
Lenguajes libres de tipos: LISP [J. McCarthy 1956-9]
Lenguajes tipados: Fortran, Algol,...

Lenguajes con tipos a /a Curry: ML [R. Milner 1980]
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Motivacion: tipos, programas, demostraciones

@ Programas aplicados en el tratamiento de sistemas criticos!
—— S————

programador humanos
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Motivacion: tipos, programas, demostraciones

@ Programas aplicados en el tratamiento de sistemas criticos!
—— S————

programador humanos

@ Soluciones algoritmicas de problemas deben ser demostradas correctas.

matemadtico-+cientifico de computacién
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Motivacion: tipos, programas, demostraciones

@ Programas aplicados en el tratamiento de sistemas criticos!
—— S————

programador humanos

@ Soluciones algoritmicas de problemas deben ser demostradas correctas.

matemadtico-+cientifico de computacién

°
Implementaciones (programas) de soluciones algoritmicas deben ser correctas.

matematico+cientifico de computacién
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Motivacion: tipos, programas, demostraciones

Ejemplo: cdlculo del maximo comin divisor mcd

Teorema [Euclides 320-275 BC]Vn > 0, m > 0, mcd(n, m) = med(m,n MOD m

idea
(Detalle: “n MOD m" se computa como “(n— m) MOD m)

procedimiento mcd(m, n)
si m < n entonces mcd(n, m)
si no (m > n)
med(m — n, n)
Fin procedimiento

algoritmo
[t

Universidade de Brasilia
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Célculo A con nombres
Computaciones con el célculo \

Motivacion: tipos, programas, demostraciones

med(6,4) — mcd(2,4) — mcd(4,2) — mcd(2,2) — mcd(0,2) — mcd(2,0) — - - -

problema: loop infinito

Prova de totalidade: Dominio N (Tipo de objetos)

Bl: mcd(0, n) indefinida! Defina mcd(0, n) = n.

PI: Suponga mcd(k, n) bien definida para cualquier ny k < m, con m > 0.
= mcd(m, n) bien definida:

Caso 1: m > n. med(m, n) = mcd(m — n, n) Se aplica HI solamente si n > 0!

Defina mcd(m,0) = m.

Caso 2: m < n. med(m, n) = mcd(n, m) que esta bien definido por HI.

Universidade de Brasilia
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Célculo A con nombres
Computaciones con el célculo \

Motivacion: tipos, programas, demostraciones

procedimiento mcd(m, n)
si m = 0 entonces n
sino (x*m > 0% x)
si m < n entonces mcd(n, m)
sino (xxm>08&m>nxx)
si n = 0 entonces m
sino(x*xm>0&n>08&m>nxx)
mcd(m — n, n)
Fim procedimento

programa extraido de la especificacién demostrada correcta <

Universidade de Brasilia
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Problemas en teoria de tipos:

@ Verificacidn, inferencia y habitacién de tipos

Universidade de Brasilia
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Célculo A con nombres
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Problemas en teoria de tipos:

@ Verificacidn, inferencia y habitacién de tipos

@ Reduccién del sujeto (subject reduction): todas las
computaciones preservan los tipos

Universidade de Brasilia
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Computaciones con el célculo \

Problemas en teoria de tipos:

@ Verificacidn, inferencia y habitacién de tipos

@ Reduccién del sujeto (subject reduction): todas las
computaciones preservan los tipos

e "Tipage" principal (principal typing): para todo objeto
computacional existe un “tipage” mas general

Universidade de Brasilia
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Tipos

Calculo A\ con nombres
Computaciones con el célculo \

Célculo A con nombres: Sintaxis

TERMS a:=x]|(aa)|x.a

@ Operadores bésicos
- (ab)

- Ax.a

Universidade de Brasilia
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Motivacién Substitucion

Historia

Tipos

Calculo A\ con nombres
Computaciones con el célculo \

Reglas de reescritura del cdlculo A con nombres

@ «-conversion
Ax.a — Ay.[x/y|a

Universidade de Brasilia
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Calculo A\ con nombres
Computaciones con el célculo \

Reglas de reescritura del cdlculo A con nombres

@ «-conversion
Ax.a — Ay.[x/y|a

@ (3-contraccién
(Ax.a b) — [x/b]a

Universidade de Brasilia

Sustitucién es una meta-operacién!
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Calculo A\ con nombres
Computaciones con el célculo \

Reglas de reescritura del cdlculo A con nombres

@ «-conversion
Ax.a — Ay.[x/y|a

@ (3-contraccién
(Ax.a b) — [x/b]a

@ 7-contraccién

Ax.(a x) — a, if x ¢ FV(a)

Universidade de Brasilia

Sustitucién es una meta-operacién!

Mauricio Ayala-Rincén http://ayala.mat.unb.br 2CCC - Bogota, 19/04/2007 Sustituciones Explicitas



Motivacién Substitucion
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Tipos

Calculo A\ con nombres
Computaciones con el célculo \

Ejemplos

o (w) Ax.(Ay.(xzy)yx) —a Aw.(Ay.(wzy)yw).

Universidade de Brasilia
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Tipos

Calculo A\ con nombres
Computaciones con el célculo \

Ejemplos

o (w) Ax.(Ay.(xzy)yx) —a Aw.(Ay.(wzy)yw).

o (a) Ax.(Ay.(xzy)yx) —q Az.(\y.(zzy)yz) Erréneo

Universidade de Brasilia
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Motivacién

Substitucion
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Calculo A\ con nombres
Computaciones con el célculo \

Ejemplos

Mauricio Ayala-Rincén

Ax.(Ay.(xzy)yx) —a Aw.(Ay.(wzy)yw).

Ax.(Ay.(xzy)yx) —a Az.(Ay.(zzy)yZz)

(
(

A
A

(Ay.(yx) y) —3 )\y.(yz) Erréneo
(Ay.(yx)) y) —p Az.(zy) Correcto

http://ayala.mat.unb.br

2CCC - Bogota, 19/04/2007

Erréneo
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Motivacién Substitucion

Historia

Tipos

Calculo A\ con nombres
Computaciones con el célculo \

Ejemplos

(A-X Ax.X) =8 Ag.X auto-aplicacién

(Ax-(x x) A(x x)) =5 (Ax-(x x) Ax.(x X)) auto-reproduccién

Universidade de Brasilia

icio Ayala-Rincén http://ayala.mat.unb.br 2CCC - Bogota, 19/04/2007 Sustituciones Explicitas



Motivacién Substitucion

Historia

Tipos

Célculo A con nombres
Computaciones con el calculo A

Computaciones con el célculo A

e [1930s, Sec. XX] Alonzo Church (y Haskell Curry) define(n) el
célculo A (y la légica combinatéria) como un mecanismo
algoritmico para computar funciones numéricas.

e [1935/36] Stephen Kleene e John Rosser demonstran que todas
las funciones recursivas parciales pueden ser representadas en el
célculo A.

e [1936] Alan Turing demuestra que exactamente las funciones
Turing-computables pueden ser representadas en el calculo \.

= Tese de Church-Turing: las funciones “computables” son las
recursivas parciales.

Universidade de Brasilia
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Célculo A con nombres
Computaciones con el calculo A

Computaciones con el célculo A

Computaciones numéricas:

Ch = ANy .(X" y) Numerales de Church

Defina: AL =My ApAg((x p) (v p) 9));
A = M Az (x (v 2));
Acp = A Ay (v x).

Proposicién (Rosser)

A+CnCm = Ch+ms
Yn e N A* CnCm = Chnsxms

AexpCnCm = Cym, excepto para m = 0. =

+ Brasilia

Mauricio Ayala-Rincén http://ayala.mat.unb.br 2CCC - Bogota, 19/04/2007 Sustituciones Explicitas



Motivacién Substitucion

Historia

Tipos

Célculo A con nombres
Computaciones con el calculo A

Computaciones con el célculo A

Demostracion del caso A,
ACrCm = Az (x(y 2)) CaiCm —5 Ay2.Coaly 2)Cr —3
Az2.Co(Cm 2) =5 Az M. ((Cn 2)" V) —>2§ Azv (2™ v) = Chem-

((C)™ (y)) =5 (™™ (¥)):
BI ((Cox)° (v)) = -

Pl Suponga vale para m y cualquier n. Entonces,
HI

((Cox)™ (y)) = ((Gox) ((Cax)™ (¥))) —}
((Gx) (x™™ (¥))) =5 (AuxX"u (x™7 (y))) =5
(x" (x™™ (¥))) )

Casos AL y Aexp son similares. 1]

Universidade de Brasilia
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Célculo A con nombres
Computaciones con el calculo A

Computaciones con el célculo A

A-implementacién de operadores computacionales:

Defina: True = A,y .x
False = )\, .y
(M, N) = X,.(zMN), para todo par de A-terminos M, N

“If B Then M Else N"
_ gy d TrueMN =5 (\.M N) =5 M

FalseMN —3 (A,.y N)—3 N
(M, N)True —3 TrueMN = M

Seleccién boolena: { (M, N)False 5 FalseMN = N

Universidade de Brasilia
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Célculo A con nombres
Computaciones con el calculo A

Computaciones con el célculo A

A-implementacién de operadores computacionales:
Iteracién para uma funcién definida recursivamente

f(n):{ fo, sin=0

h(f(n—1),n), sin>0

Suponiendo H A-define h, se define:
T = Xp.(S(p True), H(p False)S(p True))

vk, Th({Ck, Criy)) =

Ap-(S(p True), H(p False)S(p True))({Ck, Cr(x))) —5

<5(<Ck, Cf(k)> True), H(<Ck, Cf(k)) FaIse)S((Ck, Cf(k)> True)) = =
<5(Ck), H(Cf(k))S(Ck)>. Universidade de Brasilia
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Célculo A con nombres
Computaciones con el calculo A

Computaciones con el célculo A

Por induccién se demuestra: T;((Co, Cr,)) —7% (Cns Cr(n))

C ((Co,Cf0>) False —3
Av.-THv((Go, C)) False —g
(Th ((Co,Cf0>)) False —7
<Cn, Cf'(n)> False = Cf'( )

ASI, CnTH(<C0, Cf0>) False —% Cf'(n)

Se concluye, f puede ser especificada en el célculo A como:
F= )\X.XTH(<C(), Cf0>) False
]

Universidade de Brasilia
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Motivacién Substitucion

Historia

Tipos

Célculo A con nombres
Computaciones con el calculo A

Computaciones con el célculo A

Aplicacién para factorial: fact(n) = { :;;Ci?nn_zl())* hsen>o0
FACT = M\.xTa,({Co, C1)) False

O equivalentemente

Ax-X Ap.(S(p True), Ac(p False)S(p True))((Co, C1)) False

Ta

*

A XAp Az (Z(S(PAxy -X)Ax(PAxy .Y ) S(PAxy X)) Az (ZAuv -V Auv.uv)) Ay .y

donde S = Ay Cr = Auyur-((x)(Yu)V)) Ay —5 .
)\quv . ( ( )\Xy qu) ( (yu) V) ) Universidade de Brasilia
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo X en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Calculo A\ en notacién de de Bruijn

e Inventado por Nicolaas Govert de Bruijn[dB72].

@ Tiene las mismas propiedades del cdlculo A con nombres.

@ Elimina la necesidad de a-conversion.

Universidade de Brasilia
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Sintaxis

TERMS

a

Haciendo la sustitucion explicita

nl(aa)|\a

http://ayala.mat.unb.br

Calculo X en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

neN

Universidade de Brasilia
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo X en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Sintaxis

Universidade de Brasilia
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Haciendo la sustitucion explicita

Calculo X en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Sintaxis

TERMS a:u=n|(aa)|\a neN

By 1 contraccién son definidas actualizando indices libres.
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo X en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Reglas del calculo A a /a de Bruijn

@ (3-contraccién
(Aa b) — {1/b}a

e 7n-contraction(USUAL)
Mal)—b, ifbt"=a
@ 7n-contraction( )
Mal)—a, ifa is well-defined
La sustitucidon permanece implicita!l

Universidade de Brasilia
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Calculos de sustituciones explicitas

@ Variaciones del calculo A donde la sustitucion es hecha
explicita.

@ Teoria mas cercana a las implementaciones.
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn

Calculos de sustituciones explicitas

Célculo Ao [ACCLI1]

SYNTAX
Terms a:=1]|(aa)|\.a|als]
Substitutions s:=id| T |a.s|sos

Universidade de Brasilia
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn

Calculos de sustituciones explicitas

Célculo Ao [ACCLI1]

SYNTAX
Terms a:=1]|(aa)|\.a|als]
Substitutions s:=id| T |a.s|sos

@ Dos clases de objetos: Terms y Substitutions

Universidade de Brasilia
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn

Calculos de sustituciones explicitas

Célculo Ao [ACCLI1]

SYNTAX
Terms a:=1]|(aa)|\.a|als]
Substitutions s:=id| T |a.s|sos

@ Dos clases de objetos: Terms y Substitutions

@ La simulacién de la (B-reduccidn inicia con

(\.a b) — a[b.id] (Beta)

Universidade de Brasilia

2CCC - Bogota, 19/04/2007

Mauricio Ayala-Rincén http://ayala.mat.unb.br



Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Ao + (Eta)

(Aa.a b) —  a[b.id] (Beta)
@bl — (als] bls]) (App)
1[a.s] — a (VarCons)
alid] — a (Id)
(Aa.a)[s] —  Aa.(a[l.(so1)]) (Abs)
(a[sD[t] — a[sot] (Clos)
idos — s (dL)
To(a.s) — s (ShiftCons)
(sios)oss — sio(s0s3) (AssEnv)
(a.s)ot —  a[t].(sot) (MapEnv)
soid — s (1dR)

1.1 — id (VarShift)
1[s].(7 os) — 5 (Scons)
Aa(al) — b if a=,b[l] (Eta)

Universidade de Brasilia
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Calculo As. [KR97]

SYNTAX
Terms a:=n|(ab) |)\A.a]aa"b\gp’,;a

Mauricio Ayala-Rincén http://ayala.mat.unb.br 2CCC - Bogota, 19/04/2007
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Calculo As. [KR97]

SYNTAX
Terms a:=n|(ab) |)\A.a]aa"b\gp’,;a

e Unicamente una clase de objetos: Terms (como en el cdlculo
A)

Universidade de Brasilia
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Calculo As. [KR97]

SYNTAX
Terms a:==n|(ab)| )\A.a]ao"b\gp’,; a

e Unicamente una clase de objetos: Terms (como en el cdlculo
A

@ Introduce los operadores de sustituciéon o y actualizacién o,
guiados por restricciones aritméticas.
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Calculo As. [KR97]

SYNTAX
Terms a:=n|(ab) |)\A.a]aa"b\gp’,;a

e Unicamente una clase de objetos: Terms (como en el cdlculo
A)

@ Introduce los operadores de sustituciéon o y actualizacién o,
guiados por restricciones aritméticas.

@ La simulacién de la B-reduccidn inicia con

(\.a b) — ac'b (o-generation)

Universidade de Brasilia
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ASe +

V=Z)

Haciendo la sustitucion explicita

Calculo A\ en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

(Aa-a b). —_— acth ) (o-generation)
(Aa-a)a'b — PYNE] _o’*lb) ) (o-A-transition)
(a1 a2) o'b — ((a1 &'b) (ap o'b)) (o-app-transition)

) n—1 ifn>i
no'b — gp{) b ifn=1 (o-destruction)

n if n<i
gp;( (Aa-a) —_— Aa- (‘r’k+1 ) (¢p-A-transition)
cher )  — (el (o)) (¢-app-transition)
i n+i—1 ifn>k

epn — T ifn<k (-destruction)
(a1 0 az) /b — (a1 oI Tb) ol(ay oI~ p) if i < (o-o-transition)
((pk a)olb — eila ifk<j<k+i (o-¢-transition 1)
(<pk a)olb — #p (a ol= '+lb) if k+i<j (o-p-transition 2)
@y (a o/ b) — (‘/’k+1 a) o (npk+1_J b) ifj<k+1 (4-o-transition)
Pl (ngl a) —_— ij/ (prJrliJ a) iflI+j<k (4-¢p-transition 1)
ol () a) — ¢7+’_1 a ifI<k<I+j (4p-¢p-transition 2)
Aa-(al) — b ifa=s p3b (Eta)

http://ayala.mat.unb.br
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Haciendo la sustitucion explicita
Calculo A\ en notacién de de Bruijn
Calculos de sustituciones explicitas

Ejemplos: SUBSEXPL

SUBSEXPL permite visualizar reducciones con diversos calculos de
SE [dMARKO06].
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Mauricio Ayala-Rincén http://ayala.mat.unb.br 2CCC - Bogota, 19/04/2007



Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Tipos simples

SINTAXIS

TYPES A:=K|A—B
TERMS a:=x|(aa)| x:B.a

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Tipos simples

SINTAXIS

TYPES A:=K|A—B
TERMS a:=x|(aa)| x:B.a

- Un término A a tiene tipo B, denotado a: B

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Tipos simples

SINTAXIS

TYPES A:=K|A—B
TERMS a:=x|(aa)| x:B.a

- Un término A a tiene tipo B, denotado a: B

- Contexto ' = {x1:A1, x2: A2, ..., Xp:An}

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Tipos simples

SINTAXIS
TYPES A:=K|A—B
TERMS a:=x|(aa)| x:B.a
- Un término A a tiene tipo B, denotado a: B
- Contexto ' = {x1:A1, x2: A2, ..., Xp:An}
- Un término X a tiene tipo B en el contexto I

[Fa:B
N——

Juicio de Tipos
(1]

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Tipos simples

(Ax-x Ax-X) =8 Aex auto-aplicacién
Ejemplos
(Ax-(x x) Ace(x x)) =5 (Ac-(x x) Ac.(x x)) auto-reproduccién

Argumentacién paraddjica

Auto-aplicacién tiene sentido:
(A—A)—A—A A-A A—A
—~ =
( AxA—AX )\XZA'X) —B Ax:A-X

Polimorfismo!

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Tipos simples

(Ax-x Ax-X) =8 Aex auto-aplicacién
Ejemplos
(Ax-(x x) Aee(x %)) =8 (Ac-(x x) Ax.(x x)) auto-reproduccidn

Argumentacion paraddjica
Auto-reproduccién no tiene sentido:
Orerz-(x X) Awirae(x %)) =5 Orirae(x %) Asirg-(x %)

Término aceptable, pero no tipable!

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

TA,, el sistema de tipos simples del calculo A

x&T x¢l TFa:B
_Xr Weak
A TFFx A CATFa B (Veak)
x:AlN+-a: B l+a:B— A ITTHb:B

] A A

FFhaa Ao B [F(ab):A (App)
Cuadro: TA,

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Ejemplo: inferencia de tipos (auto-aplicacién)

Ejemplo (Inferencia de tipos (auto-aplicacién))

x:AF x : A(Start)
FAax:A— A

x:A— Ak x: A— A(Start)
F AX:AHA-X 5 (A — A) — (A — A
= (AX;A_,A.X )\X;A.X) tA— A

(Abs)

)(Abs)

(App)

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Revisitando problemas en teoria de tipos

@ Verificacién: dados M y A determine si existe [ tal que
r=Mm:A.

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Revisitando problemas en teoria de tipos

@ Verificacién: dados M y A determine si existe [ tal que
r=Mm:A.

@ Inferencia: dado M determine I' y A tales que ' M : A.
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Revisitando problemas en teoria de tipos

@ Verificacién: dados M y A determine si existe [ tal que
r=Mm:A.

@ Inferencia: dado M determine I' y A tales que ' M : A.

@ Habitacién: dado el tipo A. Existem habitantes en el contexto
I" si, y solamente si existe un término A M tal que ' = M : A.
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Revisitando problemas en teoria de tipos

@ Verificacién: dados M y A determine si existe [ tal que
r=Mm:A.

@ Inferencia: dado M determine I' y A tales que ' M : A.

@ Habitacién: dado el tipo A. Existem habitantes en el contexto
I" si, y solamente si existe un término A M tal que ' = M : A.

@ Reduccién del sujeto (subject reduction): todas las
computaciones preservan los tipos

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Revisitando problemas en teoria de tipos

Verificacién: dados M y A determine si existe [ tal que
r=Mm:A.

@ Inferencia: dado M determine I' y A tales que ' M : A.

@ Habitacién: dado el tipo A. Existem habitantes en el contexto
I" si, y solamente si existe un término A M tal que ' = M : A.

@ Reduccién del sujeto (subject reduction): todas las
computaciones preservan los tipos
e “Tipage” principal (principal typing): para todo término M
exite un "tipage” mas general (I, A), tal que T M : A,
]
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Adicién de informacién de tipos al calculo A
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Revisitando problemas en teoria de tipos

r F M A
—~— —~

declaraciones de variables  \-término o programa tipos

@ Verificacion de tipos: los tipos designados para el programa
son corretos.

@ Inferencia de tipos: el programa es correto.

@ Existencia de habitantes: extracciéon de um programa de uma
prova.
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Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Demostraciones y Programas: el isomorfismo de Curry-Howard

Relacién entre demostraciones y programas detectada por Haskell
Curry [1934-1942], pero unicamente aplicada hasta 1960s por N.G.
de Bruijn y William Howard.

‘Teoria de Tipos‘ versus Légica instuicionista

Luitzen Egbertus Jan Brouwer [1920]

Reglas de tipagem del calculo A con tipos simples corresponden 1-1
a las reglas de deduccién de la Iégica intuicionista minimal: reglas
de tipagem son reglas légicas decoradas con A-términos tipados.
]
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Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Demostraciones y Programas: el isomorfismo de Curry-Howard

Légica intuicionista implicacional

Formulas implicacionais son construidas de variables
proposicionales (denotadas por A, B, C,...) usando o conectivo
implicacional —:

Asi, si o y 7 son férmulas implicacionais, entonces (o — 7) lo es.

Universidade de Brasilia
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Calculo X con tipos simples

Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Demostraciones y Programas: el isomorfismo de Curry-Howard

Un juicio en la légica intuicionista denota que “A es una

consecuencia légica de Q.

QAF A

(Axiom)

QA B

QFH A—B

QFHA—-B QHA
(Intro) ar, B

(Elim)

Reglas de deduccién de la légica intuicionista minimal

Una férmula A es una tautologia si, y solamente si el juicio F; A es
demostrable.

Mauricio Ayala-Rincén

http://ayala.mat.unb.br

Universidade de Brasilia

2CCC - Bogota, 19/04/2007 Sustituciones Explicitas



Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Demostraciones y Programas: el isomorfismo de Curry-Howard

Ejemplo (A — ((A — B) — B) es una tautologia)

Iz (Axiom) Axiom)

AASBE A
AA—BF B
A (A—B)— B

H1A— ((A— B) — A)

AJA—- Bk A—

(Elim)

(Intro)

(Intro)

En el contexto del calculo \ tenemos:

F )\X:A.)\y:AHB.(y X) A — ((A — B) — A)

==
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Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Demostraciones y Programas: el isomorfismo de Curry-Howard

Ejemplo. Lei de Peirce: (PL) (A— B) — A) — A
Vale en la légica cldsica, pero no es vélida en la intuicionistal
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Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Demostraciones y Programas: el isomorfismo de Curry-Howard

Isomorfismo (Curry-Howard)

Q F; A es demostrable en la logica intuicionista minimal si, y
solamente si = M : A es un juicio de tipos valido en el caculo A
con tipos simples, donde I es una lista de declaraciones de
variables de proposiciones, observadas como tipos en ). El término
M es un término A que representa la derivacion de la demostracion.

Referencias:  [Hin97], , [Sim00], ...
==

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

TAgg: tipos simples en A a la de Bruijn

l-n:B
AlFn+1:B

AltE1: A (var) (varn)

ATEDIB gy [HaiA—B Thb:iA
[Fb:A—B F(ab):B

Cuadro: TAgs

(app)

Universidade de Brasilia
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Calculo A con tipos simples 5
° P P Isomorfismo de Curry-Howard

Tipos simples en otros sistemas

Examples

AE1: A (var)
CFMl:A—A

(lambda)

http://ayala.mat.unb.br 2CCC - Bogota, 19/04/2007

Adicién de informacién de tipos al célculo A\
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Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

Examples

AE1: A (var)
CFMl:A—A

(lambda)

- A(1 1) is not typable

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

TA),: sistema de tipos simples en Ao

TERMS

AlTFb: B

A.r}_l:A(Var) m(

lambda)

lrFa:A— B F}—b:A(a ) MrM-ser’ r'}—a:A(dos)
FF(ab):B PP [Fafs]: A
SUBSTITUTIONS
M- id>T (id) AT 1 T (shift)
(Faid  Tesel o Tes'el” Mesel
[Fas> AL [Fsos' >[ ” =

Universidade de Brasilia
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Adicién de informacién de tipos al célculo A\
Isomorfismo de Curry-Howard
Tipos simples en otros sistemas

Calculo X con tipos simples

TA)s.: sistema de tipos simples en As,

'n:B
Arl_l A(Var) m (Varn)
AlEb:B lN-a:A—-B THb:A
— (L A
[T aab:A— B (L2mbda) [ (ab): B (App)
I'<k,r>k+,+a:A . F>,-Fb:B I'<,-.B,F>,-Fa:A .
rrpaa M) F-aob: A (Sigma)

Cuadro: TAjys,

Universidade de Brasilia
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Reduccién del sujeto para Ao y Ase
Explicit Eta rule for Ao

Reduccitn del sujeto - SR Explicit Eta rule for \s,

Reduccién del sujeto para Ao y As,

@ SR vale para A\c[ACCL91] y As. [KR97]

@ Pero sin restricciones existen problemas computacionales para

° [Har92] y
. [ARKO1]

Originalmente (Eta) restringida para o- o s.-formas normales, pero
sin esas restricciones SR no vale [LARKO06].
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Reduccién del sujeto para Ao y Ase
Explicit Eta rule for Ao

Reduccitn del sujeto - SR Explicit Eta rule for \s,

Reduccién del sujeto para Ao y As,

Teorema (Subjec reduction for Ase)

IfT F1a,, a:Aanda—)s, a, thenT N a A

Teorema (Subjec reduction for o)

IfT bra,, a: Aand a—y, @, thenT b1, a1 A
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Reduccién del sujeto para Ao y Ase
Explicit Eta rule for Ao

Reduccitn del sujeto - SR Explicit Eta rule for \s,

Exemplification of the computational problem in
Ase + (Eta)

2=, 95 (Lo°A(11)).

Consequently
A21) —y Lo®A(11)
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Reduccién del sujeto para Ao y Ase
Explicit Eta rule for Ao

Reduccitn del sujeto - SR Explicit Eta rule for \s,

Exemplification of the computational problem in
Ao + (Eta)

A21) =y 2[AM1 1).1.1], since 2 =, (2[A(1 1).1. 1])[1]:

(l [T])[)‘(l l)l . T] —Clos
1[To(A(L 1).L.T)] — shifecons
1 [l . T] —VarCons

1

But also A(2 1) —,, 1 may be inferred through ill-typed computations!
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Reduccién del sujeto para Ao y Ase
Explicit Eta rule for Ao

Reduccién del sujeto - SR Explicit Eta rule for \s,

Resultado principal

Formulacién de nuevos calculos que

@ implementan 7-reduccién explicitamente y

@ irrestrictamente preservan SR
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ion del sujeto para Ao y Ase
Eta rule for Ao

Reduccitn del sujeto - SR Explicit Eta rule for \s,

The system R,

(a b)[s] — (a[s] b[s]) if © occurs in s (n-App)
1Ja.s] — a if o occurs in s (n-VarCons)
(Aa-a)[s] — Aa-(a[l.(soT)]) if © occurs in s (n-Abs)
(als])[t] — a[sot] if ¢ occurs in t (n-Clos)
(stosp)ot —_— s;o(syot) if o occursin t (n-AssEnv)
(as)ot —_— a[t].(s o t) if © occurs in (a.s) ot (n-MapEnv)
To(a.s) — s if o occurs in a.s (n-ShiftCons)
o[T] —_— o (n-Cons)
ido s —_— s if o occurs in s (n-1dL)
1[o.s] —_— o (Error)

Convergence of Ry,  holds: normalisation with R,, = simply
propagates the symbol ¢ between the finite structure of the terms
and joinability of all critical pairs can be checked.
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Reduccion del sujeto para Ao y As,
Explicit Eta rule for Ao

Reduccitn del sujeto - SR Explicit Eta rule for \s,

(Eta) explicita para Ao

Aa(al) — Ng, (a[o.id]), siNg, (a[o.id]) es un Ao-término (Eta)
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Reduccion del sujeto para Ao y As,
Explicit Eta rule for Ao
Explicit Eta rule for \s,

Reduccién del sujeto - SR

(Eta) explicita para Ao

Aa(al) — Ng, (a[o.id]), siNg, (a[o.id]) es un Ao-término (Eta)

Teorema (RS para (Eta))

SelXg.(al):AyAg.(al) —Ew, b, entoncesT - b: A
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Reduccién del sujeto - SR

Reduccion del sujeto para Ao y As,

Explicit Eta rule for Ao
Explicit Eta rule for \s,

Computational improvment of R,

(alsDIe]

ido's
1fo.s]

a[s o t]
alNg,, (so0)]

error

— error if ¢ occurs in s
—  error

http://ayala.mat.unb.br

if © occurs in t and a=1
if © occurs in t and

NRTD\(7 (sot) € As

if © occurs in t and
NRy,y, (s0t) & As

2CCC - Bogota, 19/04/2007

(n-Clos)

(r-1dL)
(Error)
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Reduccion del sujeto para Ao y As,
Explicit Eta rule for Ao

Reduccién del sujeto - SR Explicit Eta rule for Ase

The system R,

(a b)n' ) — (an’ bvn'.) (n-app-transition)
(Aa-a)n' —_— Aa.anitt (n-A-transition)
i n ifn<i .
nn — n_1 ifn>i (m-destruction)
(ad’b)n' — (an') 017_1b ifi<j (n-o-transition 1)
(ac’b) q’ — (an’*l) o-f_(b ity if i > (n-o-transition 2)
((plk a)n' —_— <p1k_1 (an') ifi<k (n-¢-transition 1)
(tpjk a)n' —_— zp';jl a ifk<i<k+j (n-¢-transition 2)
(¥} a) n' — @ (a =) ifi>kandi>k+j  (n-p-transition 3)

Rys. is convergent: normalisation of an is simply a propagation of
the symbol 7 between the finite structure of a and R, is
orthogonal.
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Reduccion del sujeto para Ao y As,
Explicit Eta rule for Ao

Reduccién del sujeto - SR Explicit Eta rule for Ase

Explicit (Eta) for As.

Aa(al)— Ng, (an'), siNg, (an')esun Asetermino.  (Eta)
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Reduccion del sujeto para Ao y As,
Explicit Eta rule for Ao
Explicit Eta rule for \s.

Reduccién del sujeto - SR

Explicit (Eta) for As.

Aa(al)— Ng, (an'), siNg, (an')esun Asetermino.  (Eta)

Teorema (SR para (Eta))

SiTFXg.(al):AyAg.(al) —Ew b, entoncesT - b: A
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Reduccion del sujeto para Ao y As,
Explicit Eta rule for Ao

Reduccién del sujeto - SR Explicit Eta rule for Ase

Computational improvment of R,

n ifn<i
— error ifn=/i (n-destruction?)
n—1 ifn>i
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Tipage principal para Ao y Ase
Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Tipage Principal

Definicién (Tipage Principal [Wel02])

Un tipage T = (I', B) es principal en un sistema de tipos TA para
un termino a si, y solamente si TA > a : T y para todo 7/, si
TA > a: 7' entonces 7 <y 7' (i.e., Terms(t) C Terms(7'))
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Tipage Principal

Definicién (Tipage Principal [Wel02])

Un tipage T = (I', B) es principal en un sistema de tipos TA para
un termino a si, y solamente si TA > a : T y para todo 7/, si
TA > a: 7' entonces 7 <y 7' (i.e., Terms(t) C Terms(7'))

Ejemplo
Para TAy, (8,A— A) <14 (x:A, A — A).
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Tipage principal para Ao y Ase
Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Tipage Principal

Definicién (Tipage Principal [Wel02])

Un tipage T = (I', B) es principal en un sistema de tipos TA para
un termino a si, y solamente si TA > a : T y para todo 7/, si
TA > a: 7' entonces 7 <y 7' (i.e., Terms(t) C Terms(7'))

Ejemplo
Para TAy, (8,A— A) <14 (x:A, A — A).

(@,A — A) es tipage principal de Ax:A.x

A
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Tipage Principal

Un tipage principal en TA) de un término a es un tipage
7= (I, B) tal que
Q@ TA\>a:T
@ Si TA) 1> a: 7' para algun tipage 7" = (I, B'), entonces exite
una sustitucion s tal que s(I') C " y s(B) = B’.
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Tipage principal para \o

Un tipage principal en TA), de una expresion a es una tipage
7= (I, T) tal que

Q TAy,>a:7

@ Si TAx, > a: 7' para alguna tipage 7/ = (I, T"), entonces existe
una sustitucion s tal que s(I') = F’<|r| ys(T)="T".
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Tipage principal para \o

Definicion

Un tipage principal en TA), de una expresion a es una tipage
7= (I, T) tal que

Q TAy,>a:7

@ Si TAx, > a: 7' para alguna tipage 7/ = (I, T"), entonces existe
una sustitucion s tal que s(I') = F’<|r| ys(T)="T".

Teorema (Tipage principal para TA),)

El sistema de tipos TA,, admite tipages principales.
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Tipage principal para As,

Un tipage principal en TA)s, para un término a es un tipage T = (', B)
tal que

(1) TA>\5€|>327'

@Q Si TAxs, > a: 7' para algun tipage 7/ = (I, B'), entonces existe
una sustitucion s tal que s(I') = I"<|r| ys(B) =B
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Tipage principal para As,

Un tipage principal en TA)s, para un término a es un tipage T = (', B)
tal que

(1) TA>\5€|>327'

@Q Si TAxs, > a: 7' para algun tipage 7/ = (I, B'), entonces existe
una sustitucion s tal que s(I') = I"<|r| ys(B) =B

Teorema (Tipage principal para TAys,)

El sistema de tipos TAys, admite tipages principales.

Universidade de Brasilia

cio Ayala-Rincén http://ayala.mat.unb.br 2CCC - Bogota, 19/04/2007 Sustituciones Explicitas



Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Ejemplo

a=Mc_a((10%2) (@(2)2))
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Ejemplo

a=Mc_a((10%2) (@(2)2))

= (Ao (14, 022 ), (98274, ) ) ),
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Ejemplo

a=Mc_a((10%2) (@(2)2))

= (Ao (14, 022 ), (98274, ) ) ),

Se aplican las reglas de inferencia para el par (Ry, &)
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Ejemplo

1° step
(Ro, @) - (Ri = Ro~ {1 }, E = {I'1 = AT })(Var)

2° step
<R17 E1> - <R2 = Rl N {2;22}, E2 = E1 @] {rz = A/lAz ’2}>(Varn)
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Ejemplo

1° step
(Ro, @) - (Ri = Ro~ {1 }, E = {I'1 = AT })(Var)

2° step
<R17 E1> - <R2 = Rl N {2;22}, E2 = E1 @] {rz = A/lAz ’2}>(Varn)

El processo continua hasta alcanzar el par (&, E7), donde
E={l = Al.r’l, M= A’I.AZ.F’2,A1 = A3, 1 = Aé.A2.r2, M= A;.r2,
[y = Ag.A4.Fg,A4 = As, 5 = Ag.rg, [y = Ffw M3 ="I5,5 =T§,
As = As — As, A7 = (C — A) — As,T6 = C — AT7}
]
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Ejemplo

Después de simplificaciones triviales de E7 se obtiene

{F2 = AL ATS, Ayl = AL AL AT = C — A7, ALl = AS. AT,
AL =As— As, A7 = (C — A) — As}
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Tipage principal para Ao y Ase

Tipage principal para célculos de sustituciones explicitas

Ejemplo

Después de simplificaciones triviales de E7 se obtiene

(T = AL AT, AyTy = A Ay AT = C — AT, ALT) = Ab Aol

AL =As— As, A7 = (C — A) — As}

De donde se tiene el mgu, A; = (C — A) — A and I'; = A;.C.T%
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Conclusiones y retos

Conclusiones

@ Susititucidn es operacién escencial en computacién

@ Ya que se implementa concretamente, es necesario desarrollar
formalismos que traten la sustitucion explicitamente

@ Al hacer explicita la sustitucion, preservar las propiedades
tedricas del modelo original no es trivial.
@ Para TAy, y TA)s.:
o se detectaron problemas para SR en Ao y As. y se solucionaron
formalizando explicitamente la regla (ETA);
e se verificd que la nocién general de Wells de PT aplica para Ao
y ASe.
(1]
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Conclusiones y retos

@ Desarrollar sistemas de tipos explicitos mas complejos:
recursivos, interseccién, dependientes, ....

@ Implementacién de sistemas computacionales de orden
superior utilizando algoritmos de decisién para matching y
unificacién [dIMKARO05, ARdIMKO05].
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Conclusiones y retos

Inference rules (TA)s,)

(RU{1,},E)

_— where I’ is a new context variable;
(Ry,EUATN = AT’}

(Var)

(RU{nl,},E)

REUT= A, A AT where I’ and A],..., Al _, are new variable

(Varn)

of context and type;
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Conclusiones y retos

n-Rules a la de Bruijn

n-contraction(USUAL)
Xal)— b, ifb" =a

n-contraction( )

Aal)—a , ifa is well-defined
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