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Resumo

Neste trabalho, estudamos a localização dos zeros dos polinômios de Taylor, pn−1(nz),

da função exponencial. Nosso estudo começa com uma representação de pn−1(nz) em

termos de uma integral da forma pn−1(nz) =
∫
γ
enφ(s)

s−z ds. A essa integral aplicamos os

métodos de análise assintótica e obtemos expansões uniformes para tais integrais usando

o método de Riemann-Hilbert, em vizinhanças dos pontos cŕıticos de φ, e para para os

demais pontos a análise de Descida Mais Íngreme.

Palavras-chave: Zeros de polinômios de Taylor, curva de Szegö, Problema de Riemann-

Hilbert.



Abstract

In this work we studied the location of zeros of Taylor polynomials pn−1(nz) of the

exponential function. Our study begins with a representation of pn−1(nz) in terms of

an integral of the form pn−1(nz) =
∫
γ
enφ(s)

s−z ds. In this integral we apply the methods of

asymptotic analysis and we obtain uniform expansions for such integrals using Riemann-

Hilbert method in the neighborhoods of critical points of φ and to other points the analysis

of Steepest Descent is considered.

Keywords: Zeros of Taylor polynomials, Szegö curve, Riemann-Hilbert problems
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4.2 Expansão Assintótica de Fn(z), z /∈ Uδ(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6



5 Análise de Riemann-Hilbert 56

5.1 Caracterização de um Problema de Riemann-Hilbert escalar (RHP) . . . . 56
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Introdução

Durante os últimos quinze anos e em grande parte devido ao trabalho inovador de

Deift e Zhou,[6] , [7], o problema de Riemann-Hilbert se tornou uma ferramenta poderosa

na análise assintótica com aplicações em vários campos, tais como a teoria de espalha-

mento inverso, EDP’s integráveis, polinômios ortogonais, mecânica estat́ıstica e teoria de

matrizes aleatórias.

Com este trabalho, iremos estudar mais um item, que foi adicionado recentemente a

esta lista de aplicações, veja [9]. Este item é o estudo do comportamento assintótico dos

zeros de polinômios de Taylor de uma classe de funções inteiras.

Embora esse método funcione, a prinćıpio, para uma grande classe de funções inteiras,

vamos restringir nosso estudo ao caso clássico de polinômios de Taylor de ez, que foi objeto

de estudo de grandes matemáticos.

Denotamos por

pn(z) := 1 + z + . . . +
zn

n!

a soma parcial da série exponencial. O problema de descrever a distribuição assintótica

dos zeros de pn foi proposto e resolvido por Szegö em seu artigo clássico [13]. Ele provou

que os zeros de pn, divididos por n, convergem no limite, quando n −→ ∞, a uma curva

a qual é denotada por D∞, chamada curva de Szegö, que consiste de todos os números

complexos que satisfazem a equação |ze1−z| = 1 e |z| ≤ 1. A curva D∞ juntamente com

os zeros de pn reescalados são ilustrados na Figura 1 abaixo, para n = 20 e n = 80.

Além disso, Szegö também determinou a distribuição limite dos zeros reescalados em

D∞.
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Figura 1: Curva de Szegö(curva sólida), zeros dos polinômios reescalados p20(triângulos)

e p80(quadrados).

Um primeiro resultado, apresentando um erro limitado na distância entre a curva a

Szegö e os zeros de pn(nz), foi estabelecido por Buckholtz [4], que mostrou que eles estão

localizados no exterior de D∞ a uma distância de, no máximo, 2e/
√
n. A distância de

um zero z∗ de pn(nz) a D∞ é dado, de maneira usual, pelo ı́nfimo da distância entre z∗ e

todos os pontos da curva de Szegö.

Posteriormente foram obtidos mais detalhes assintóticos de pn(nz). Uma grande bar-

reira na análise apresentada nos trabalhos citados acima é a obtenção de boas estimativas

assintóticas do erro numa vizinhança de z0 = 1. Este é um ponto cŕıtico, onde há uma

mudança no comportamento assintótico dos zeros de pn(nz) próximos de z0.

Foi mostrado por Newman e Rivlin [11], que em vizinhanças de z0 de tamanho

O(1/
√
n) o polinômio reescalado pn(n + w

√
n) pode ser assintoticamente expresso em
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termos da função erro complementar, cuja notação clássica é erfc(z).

Carpenter, Varga, e Waldvogel [5], (veja também [15] e [14] para uma discussão mais

detalhada sobre zeros das somas parciais de ez), em seguida, apresentaram uma expansão

assintótica para pn(nz), em subconjuntos compactos de C \ {z0}. Estes resultados foram

utilizados em [5] para obter limites inferiores e superiores para a distância entre os zeros

e a curva de Szegö. Observamos que até o trabalho recente de Bleher e Mallison [3]

não haviam expansões assintóticas uniformes para pn(nz) e seus zeros em vizinhanças, de

tamanhos fixos, do ponto cŕıtico z0.

Em uma direção diferente e utilizando métodos da teoria do potencial logaŕıtmico

Andrievskii, Carpenter e Varga [2] estenderam recentemente os resultados de Szegö [13]

sobre a distribuição angular dos zeros provando erros uniformemente limitados para as

regiões que incluem z0.

Em [9] encontramos o Teorema 5.2 que fornece uma expansão assintótica, calculada

explicitamente perto de z0, para uma quantidade Fn(z) relacionada com pn−1(nz), veja

(2.9) e (2.10), abaixo. Esta expansão assintótica de Fn tem erro uniformemente limitado

para z contido em alguma região V , onde todas as ráızes de pn−1(nz) estão localizadas.

Seguindo de perto [9], iremos escrever uma representação integral para pn(z) e Fn(z).

Como veremos esta última pode ser reconhecida como a transformada de Cauchy da função

enφ(z), onde φ(z) é uma função anaĺıtica que será determinada a frente. Em seguida, é

feita a análise assintótica dessa integral, inicialmente usando o Método da Descida Mais

Íngreme. Através desse método são obtidas representações assintóticas, quando n → ∞,

de Fn(z), uniformemente para z fora de uma vizinhança de z0 = 1. Depois, lançamos

mão da Análise de Riemann-Hilbert para obter uma representação assintótica para Fn(z),

cujo o erro é limitado uniformemente para z numa vizinhança de z0 = 1. Por fim, são

enunciados alguns dos resultados mais recentes sobre as expansões assintóticas dos zeros

reescalados de pn(z).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Conceitos Básicos de Análise Complexa

Por questão de completeza e para fixarmos a notação, expomos neste caṕıtulo alguns do

resultados básicos da teoria de Cauchy. Este caṕıtulo tem uma forma de relação e pode

ser usado apenas para consulta, sem prejúızo das ideias e conceitos expostos mais adiante.

1.1.1 Arcos, Curvas e Contornos

Definição 1.1. Um arco, ou também caminho, denota uma função a valores complexa

de uma variável real, cont́ınua, definida num intervalo fechado e limitado [a, b]. Dessa

maneira, arcos são definidos em termos de uma representação paramétrica

γ(t) = x(t) + iy(t) ou γ(t) = (x(t), y(t)), a ≤ t ≤ b

Um arco é simples quando valores distintos de t se associam a pontos distintos em C, e

suave se as derivadas de x(t) e y(t) (no sentido real) existem e não se anulam simulta-

neamente em [a, b]. Os pontos z0 := γ(a) e z1 := γ(b) são chamados de pontos extremos

do arco, e dizemos que o arco é orientado de z0 a z1 quando o sentido de seu percurso é

de z0 a z1, quando o parâmetro t varia de a até b.

Definição 1.2. Uma curva fechada é um arco tal que γ(a) = γ(b). Uma curva fechada

que não possui auto-intersecção além das extremidades é dita simples.
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Definição 1.3. Uma curva fechada simples é chamada curva de Jordan.

Definição 1.4. Um contorno é uma cadeia finita de n arcos γ1(t),. . . ,γn(t), cujos domı́nios

são, respectivamente, os intervalos [a1, b1],. . . ,[an, bn] de tal forma que

γi(bi) = γi+1(ai+1), i = 1, 2, ..., n−1. Se γ1(a1) = γn(bn) dizemos que o contorno é fechado

e se além desses pontos não houverem outras auto-intersecções dizemos que contorno é

simples.

Definição 1.5. Dizemos que um contorno fechado simples tem orientação positiva se o

sentido de percurso for anti-horário.

Definição 1.6. Dizemos que um subconjunto Ω ⊂ C é conexo, se Ω admitir apenas cisão

trivial, isto é, Ω não pode ser escrito como união de dois abertos disjuntos. Dizemos

que Ω é simplesmente conexo se toda curva fechada contida em Ω pode ser deformada

continuamente a um ponto de Ω sem sair de Ω.

Definição 1.7. Definimos região como um conjunto não-vazio, aberto e simplesmente

conexo.

1.2 Resultados Básicos

Definição 1.8. Uma função f : Ω ⊂ C→ C é dita anaĺıtica em um ponto z0 de uma

região Ω se existem ρ > 0 e constantes a0, a1, a2, ..., tais que

(i) a bola aberta B(z0, ρ) ⊂ Ω;

(ii) para todo z ∈ B(z0, ρ) temos

f(z) = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + · · · (1.1)

Nesse caso dizemos que f é localmente representada pela série de potências (1.1).

Além disso, a série é única e os coeficientes da mesma são dados por

ak =
f (k)(z0)

k!
. (1.2)
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Definição 1.9. Se ρ = ∞ e Ω = C na definição acima e dizemos que f é uma função

inteira.

Teorema 1.1 (Cauchy). Se uma função f(z) é anaĺıtica em um região Ω então∫
C

f(z)dz = 0 (1.3)

para todo contorno fechado simples contido em Ω.

Observação. A prova apresentada aqui exige que f
′
(z) seja cont́ınua em Ω. De fato uma

prova mais geral, devido a Goursat, permite estabelecer (1.3) sem essa hipótese adicional.

A prova de Goursat pode ser encontrada em [1]. Em um teorema subsequente (Teorema

de Morera 1.5) mostramos que se f(z) é cont́ınua em Ω e a equação (1.3) é satisfeita,

então f(z) é anaĺıtica em Ω.

Demonstração. Da definição de
∫
C
f(z)dz, usando f(z) = u + iv e dz = dx + idy,

temos ∫
C

f(z)dz =

∫
C

(udx− vdy) + i

∫
C

(udy + vdx). (1.4)

Então usando que f
′
(z) é cont́ınua, obtemos que u e v têm derivadas parciais continuas,

logo podemos aplicar o teorema de Green, e cada uma das integrais de linha acima podem

ser convertidas nas seguintes integrais duplas sobre a região Ω̃ delimitada por C∫
C

f(z)dz = −
∫∫

Ω̃

(∂v
∂x

+
∂u

∂y

)
dxdy + i

∫∫
Ω̃

(∂u
∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy (1.5)

Uma vez que f(z) é anaĺıtica, valem as equações de Cauchy-Riemann

∂u

∂y
= −∂v

∂x
e

∂u

∂x
=
∂v

∂y
.

Assim temos
∫
C
f(z)dz = 0.

Decorre do Teorema de Cauchy (1.3), o seguinte teorema que será usado na demons-

tração do teorema de Morera, que será muito útil neste trabalho.

Teorema 1.2. Se f(z) é uma função cont́ınua numa região Ω e se
∫
C
f(z)dz = 0 para

todo contorno fechado simples contido em Ω, então existe uma função F (z), anaĺıtica em

Ω, tal que F
′
(z) = f(z).
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A demosntração desse teorema pode ser encontrada em [1]

Teorema 1.3 (Fórmula Integral de Cauchy). Seja f(z) uma função anaĺıtica no interior

e sobre um contorno fechado e simples C. Então, para todo z interior a C, vale a seguinte

fórmula

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ. (1.6)

Demonstração. Dentro da região delimitada pelo contorno C, tomemos uma circun-

ferência de raio δ, Cδ, centrada em algum ponto z. Pela teorema de Cauchy temos que∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
Cδ

f(ζ)

ζ − z
dζ. (1.7)

Reescrevemos a segunda integral como∫
Cδ

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z)

∫
Cδ

dζ

ζ − z
+

∫
Cδ

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ (1.8)

Usando coordenadas polares, ζ = z+ δeiθ, na primeira integral no lado direito da equação

(1.8), obtemos ∫
Cδ

dζ

ζ − z
=

∫ 2π

0

iδeiθ

δeiθ
= 2πi (1.9)

Da continuidade de f(z),

|f(ζ)− f(z)| < ε

para |z − ζ| = δ suficientemente pequeno. Então∣∣∣ 1

2πi

∫
Cδ

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ
∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
Cδ

|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z|

|dζ|

<
ε

δ

∫
Cδ

|dζ|

= 2πε.

(1.10)

Assim, quando ε → 0 a segunda integral na equação (1.8) se anula. Assim, as equações

(1.8) e (1.9) fornecem a Fórmula Integral de Cauchy (1.7)

Como corolário do Teorema de Cauchy podemos mostrar que as derivadas de f(z):

f
′
(z), f

′′
(z), . . . , f (k)(z), todas existem e além do mais podemos esta representação integral

nos fornece uma fórmula muito simples para elas. Deste fato podemos concluir que a

analiticidade de f(z) implica na analiticidade de todas as suas derivadas.
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Corolário 1.1. Se f(z) é uma função anaĺıtica no interior e sobre um contorno fechado e

simples C, então todas as derivadas fk(z), k = 1, 2, ... existem em um domı́nio D interior

a C, e

f (k)(z) =
k!

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ. (1.11)

Demonstração. Seja z um ponto qualquer em D. Iremos mostrar que todas as

derivadas de f(z) existem em z. A arbitrariedade de z garantirá a existência de todas as

derivadas em D.

Começamos estabelecendo a equação (1.11) para k = 1. Considere a o quociente usual

f(z + h)− f(z)

h
=

1

2hπi

∫
C

f(ζ)
( 1

ζ − (z + h)
− 1

ζ − z

)
dζ

=
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − (z + h)(ζ − z)
dζ

=
1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ +R,

(1.12)

onde

R =
h

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)2(ζ − z − h)
dζ. (1.13)

Seja 2δ = min{|ζ − z| : ζ ∈ C} > 0. Então se |h| < δ para ζ em C, temos

|ζ − (z + h)| ≥ |ζ − z| − |h| > 2δ − δ = δ

Uma vez que f(ζ) é anaĺıtica sobre C segue que existe uma constanteM tal que |f(ζ)| < M

sobre C. Então

|R| ≤ |h|
2π

M

(2δ)2δ
L (1.14)

onde L é o comprimento do contorno C. Assim, uma vez que |R| → 0 quando h → 0,

estabelecemos a equação (1.11) para k = 1, ou seja

f
′
(z) =

1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ (1.15)

Podemos repetir o argumento acima começando com a equação (1.14) e assim provar a

existência de f
′′
(z), isto é, a equação (1.11) para k = 2. Isso mostra que f

′
tem derivada
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f
′′
, e logo ela própria é anaĺıtica. Consequentemente obtemos que se f(z) é anaĺıtica,

também o é f
′
(z). Aplicando esse argumento a f

′
(z) em vez de f(z), provamos que

f
′′
(z) é anaĺıtica e, mais geralmente, a analiticidade de f (k)(z) implica na analiticidade

de f (k+1)(z). Por indução, obtemos que todas as derivadas existem e assim são anaĺıticas.

Uma vez que f (k)(z) é anaĺıtica, segue da equação (1.6) que

f (k)(z) =
1

2πi

∫
C

f (k)(ζ)

ζ − z
dζ. (1.16)

Integrando por partes k vezes chegamos à equação (1.11).

Teorema 1.4 (Liouville). Seja f(z) uma função inteira. Se existir uma contante K tal

que |f(z)| ≤ K para todo z ∈ C então f(z) é constante.

Demonstração. Começamos com a seguinte desigualdade

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ (1.17)

onde C é um ćırculo, |ζ − z| = R, e |f(z) < M , temos

|f (n)(z)| ≤ n!

2π

∫
C

|f(ζ)|
|ζ − z|n+1

|dζ|

<
n!M

2πRn+1

∫
C

|dζ|

=
n!M

2πRn+1
2πR

=
n!M

Rn
.

(1.18)

Agora, tomemos n = 1 em (1.18) e obtemos

|f ′(z)| ≤ M

R
.

Como essa desigualdade vale em todo plano, podemos fazer R arbitrariamente grande.

Logo, f
′
(z) = 0 para todo z no plano. Por outro lado,

f(z)− f(0) =

∫ z

0

f
′
(ζ)dζ = 0

Logo, f(z) = f(0) = constante, o que encerra a demonstração do teorema.
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Corolário 1.2. Seja f(z) uma função inteira e η ∈ C uma constante tal que f(z) → η

quando z →∞. Então f(z) = η para todo z ∈ C.

Teorema 1.5 (Morera). Seja f : Ω ⊂ C→ C uma função cont́ınua, onde Ω é uma região.

Suponhamos que ∫
C

f(z)dz = 0

para todo contorno fechado e simples C em Ω. Então f(z) é anaĺıtica em Ω.

Demonstração. Do teorema 1.2 segue que se a integral de contorno se anula, então

existe uma função anaĺıtica F (z) em Ω tal que F
′
(z) = f(z). O corolário 1.1 garante que

F
′
(z) é anaĺıtica se F (z) o é. Logo, f(z) é anaĺıtica em Ω.

Definição 1.10. Definimos os semi-planos superior e inferior, respectivamente, por

C+ = {z ∈ C : Im(z) > 0},

C− = {z ∈ C : Im(z) < 0}.

Corolário 1.3. Seja f anaĺıtica em C+ ∪ C− e cont́ınua sobre o eixo real. Então f(z) é

anaĺıtica em C.

Observação 1.1. É posśıvel estender o corolário 1.3 a qualquer região aberta Ω que

contenha um arco suave e simples σ. Isto é, se f(z) é anaĺıtica em Ω \ σ e cont́ınua sobre

σ, então f(z) é anaĺıtica em Ω.

Teorema 1.6 (Principio da Identidade). Sejam f, g : Ω→ C funções anaĺıticas, onde Ω

é um aberto conexo. Se existe um aberto não vazio V ⊂ Ω tal que f(z) = g(z) para todo

z ∈ V então f(z) = g(z) para todo z em Ω.

1.3 Teorema de Reśıduos

Seja f(z) anaĺıtica em uma região Ω, definida por 0 < |z − z0| < ρ e seja z = z0 uma

singularidade isolada de f(z). A expansão de Laurent de f(z) em Ω é dada por

f(z) =
∞∑

n=−∞

Cn(z − z0)n (1.19)
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com

Cn =
1

2πi

∫
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz, (1.20)

onde C é um contorno fechado simples contido em Ω. A parte negativa na série,∑−1
n=−∞Cn(z − z0)n, é chamada parte principal de (1.19). O coeficiente C−1 é cha-

mado o reśıduo de f(z) em z = z0. Usamos a notação C−1 = Res(f(z); z0).

Observamos que quando n = −1, a equação (1.20) fica∫
C

f(z)dz = 2πiC−1 (1.21)

Assim, o Teorema de Cauchy pode ser generalizado a funções que possuem singularidades

isoladas.

Teorema 1.7 (Reśıduos). Seja f(z) uma função anaĺıtica dentro e sobre um contorno

fechado simples C, exceto em um número finito de singularidades isoladas z1, z2, ..., zN

contidas dentro da região delimitada por C, veja figura abaixo. Então∫
C

f(z)dz = 2πi
N∑
j=1

Res(f(z); zj)

Onde Res(f(z); zj) denota o reśıduo de f(z) em z = zj

Figura 1.1: Singularidades Isoladas.
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Demonstração. Em cada uma das singularidades zk centramos um ćırculo, Ck, intei-

ramente contido na região delimitada por C e a conectamos a C por um corte trans-

versal de forma que as orientações sejam compat́ıveis, como ilustra a Figura . Seja

Γ = C − C1 − ...− CN . Então, uma vez que as integrais ao longo dos cortes transversais

se anulam, temos pelo Teorema de Cauchy que∫
Γ

f(z) = 0.

Ou seja, ∫
C

f(z)dz =
n∑
k=1

∫
Ck

f(z)dz.

dai, pela observação acima segue o resultado.
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Caṕıtulo 2

Representação Integral de pn(z)

Neste caṕıtulo iremos obter uma representação integral de polinômios de Taylor de

funções inteiras arbitrárias e em seguida, nos concentraremos no caso f(z) = ez.

Um dos objetos deste trabalho é o estudo assintótico, quando n→∞, da transformada

de Cauchy de uma classe de funções anaĺıticas, cuja definição precisa é dada abaixo.

Definição 2.1 (Transformada de Cauchy). Seja C um contorno suave contido em uma

região Ω e ϕ : Ω→ C uma função cont́ınua sobre C. Então para todo z ∈ C\C, podemos

definir uma função Φ dada por

Φ(z) =
1

2πi

∫
C

ϕ(τ)

τ − z
dτ.

A função Φ é chamada de transformada de Cauchy de ϕ.

Vamos nos referir as integrais do tipo mostrado acima, como integrais do tipo Cau-

chy. Como veremos grande parte dos resultados sobre comportamento assintótico, das

funções de interesse, na vizinhança do ponto cŕıtico, serão obtidos resolvendo problemas

de Riemann-Hilbert envolvendo a transformada de Cauchy. Mas como veremos nas seções

seguintes ela também joga papel importante na análise assintótica nas demais regiões do

plano complexo.
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2.1 Representação Integral de Polinômios de Taylor

de Funções Anaĺıticas

Nesta seção apresentamos uma representação integral para o Polinômio de Taylor de

uma função f : C → C, inteira arbitrária. Seja f : C → C uma função inteira. Então,

para qualquer ponto z do plano complexo, f(z) pode ser representado pela seguinte série

de potências

f(z) =
∞∑
j=0

f (j)(0)

j!
zj

e seu polinômio de Taylor de grau n, é o polinômio obtido pelas reduzidas de ordem n da

série de potências acima, notação

pn(z) =
n∑
j=0

f (j)(0)

j!
zj.

Usando a fórmula integral de Cauchy, corolário 1.1, podemos representar o polinômio de

Taylor de f de grau n da seguinte maneira

pn(z) =
n∑
j=0

1

2πi

∫
γ

f(s)

sj+1
zjds, (2.1)

onde γ denota uma curva de Jordan suave contendo a origem em seu interior e com

orientação positiva.

Uma representação mais conveniente para os propósitos deste trabalho é dada pela

seguinte proposição

Proposição 2.1. Seja f : C→ C uma função inteira, n ∈ N e pn o polinômio de Taylor

de f de grau n. Se γ é uma curva de Jordan suave envolvendo a origem e Ω denota a

região do plano complexo delimitada pela curva γ, então

pn(z) =


− 1

2πi

∫
γ

f(s)( z
s
)n+1

s− z
ds, se z ∈ C \ Ω;

f(z)− 1

2πi

∫
γ

f(s)( z
s
)n+1

s− z
ds, se z ∈ Ω.

(2.2)
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Observação 2.1. Mais adiante iremos especificar o tipo de contornos que iremos consi-

derar. Com isso, ficará claro que, mesmo que z ∈ γ, a representação integral acima será

adequada aos nossos propósitos.

Demonstração. Para todo z ∈ C \ γ, temos por (2.1) e pela linearidade da integral, as

seguintes igualdades

pn(z) =
n∑
j=0

[ 1

2πi

∫
γ

f(s)

sj+1
ds
]
zj =

1

2πi

∫
γ

n∑
j=0

f(s)

sj+1
zjds =

1

2πi

∫
γ

f(s)

s

n∑
j=0

(z
s

)j
ds.

Ora,
∑n

j=0

(
z
s

)j
=

1−( z
s

)n+1

1− z
s

. Dáı lado direito da igualdade acima é dado por

1

2πi

∫
γ

f(s)

s

[1− ( z
s
)n+1

1− z
s

]
ds =

1

2πi

∫
γ

f(s)
[1− ( z

s
)n+1

s− z

]
ds

segue que

pn(z) =
1

2πi

∫
γ

f(s)

s− z
ds− 1

2πi

∫
γ

f(s)( z
s
)n+1

s− z
ds. (2.3)

Para obter (2.2) consideramos a cisão Ω e C \ Ω de C \ γ e em seguida, avaliamos a

integral acima, para z em cada um destes conjuntos.

Suponha inicialmente que z ∈ C \ Ω. Nesse caso, como f(s)
s−z é anaĺıtica, segue do

teorema dos reśıduos que
1

2πi

∫
γ

f(s)

s− z
ds = 0. (2.4)

Usando (2.4) em (2.3), temos que (2.2) é verdadeira para todo z ∈ C \ Ω.

Por outro lado se z ∈ Ω, segue da Fórmula Integral de Cauchy que

1

2πi

∫
γ

f(s)

s− z
ds = f(z).

Usando este fato em (2.3), obtemos

pn(z) = f(z)− 1

2πi

∫
γ

f(s)( z
s
)n+1

s− z
ds,

para todo z ∈ Ω. O que encerra a demonstração da proposição.
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2.2 Reescalando pn(z)

Chamamos aqui de reescalamento uma famı́lia particular de homotetias do plano. Esta

famı́lia é definida simplesmente, a partir de uma função que denominaremos fator de

escala. No problema de localização de zeros de uma dada famı́lia de polinômios é de

grande ajuda, em várias situações, determinar um fator de escala que faça com que os

zeros de todos os polinômios da famı́lia em questão fiquem localizados em algum compacto

do plano complexo.

Nesta seção discutimos como estes fatores de escala afetam as representações integrais

obtidas na seção anterior, bem como apontamos um fator de escala natural para estudar o

problema da localização de zeros dos polinômios de taylor de grau n da função exponencial.

Fixe n ∈ N e sejam {zk,n} os zeros de pn. Para qualquer função ψ : N→ (0,∞) temos

que

pn(ψ(n)z) = 0⇐⇒ z =
zk,n
ψ(n)

para algum 1 ≤ k ≤ n.

Quando o conjunto de zeros da coleção de polinômios {pn}n∈N não forma um conjunto

limitado do plano, a introdução de um fator de escala ψ(n), pode ser interessante se existe

algum M ∈ R, tal que para todo n ∈ N e 1 ≤ k ≤ n temos∣∣∣∣ zk,nψ(n)

∣∣∣∣ ≤M.

Pois nestas situações sabemos que as ráızes da equação pn(ψ(n)z) = 0, estarão contidas

em um conjunto compacto.

Vamos examinar agora, em detalhe, como se modificam as representações integrais

obtidas na seção anterior, quando introduzimos o fator de escala. Mantendo a notação da

seção anterior, considere ψ um fator de escala tal que ψ(n)z ∈ Ω. Então pela Proposição

2.1, temos que

pn−1(ψ(n)z) = f(ψ(n)z)− 1

2πi

∫
γ

f(s)(ψ(n)z
s

)n

s− ψ(n)z
ds.

Fazendo a mudança de variável w = T (s) ≡ s
ψ(n)

(abusando da notação não indicamos a

dependência de w e T em n), na integral acima e multiplicando ambos os lados por z−n,
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obtemos

z−npn−1(ψ(n)z) = z−nf(ψ(n)z)− 1

2πi

∫
T (γ)

f(ψ(n)w)w−n

w − z
dw,

onde T (γ) é também uma curva de Jordan suave envolvendo a origem. Observe que a

segunda parcela da igualdade acima, define uma função Hn : C \ T (γ)→ C dada por

Hn(z) :=
1

2πi

∫
T (γ)

f(ψ(n)s)s−n

s− z
ds (2.5)

e esta função é a transformada de Cauchy de f(ψ(n)s)s−n. Procedendo analogamente a

prova da Proposição 2.1, obtemos a seguinte igualdade

z−npn−1(ψ(n)z) =


−Hn(z), se z ∈ C \ T (Ω);

z−nf(ψ(n)z)−Hn(z), se z ∈ T (Ω).

(2.6)

Note que para obter a representação integral (2.6), as únicas propriedades importantes que

exigimos sobre T (γ) é que T (γ) seja uma curva de Jordan suave e que envolva a origem.

Em vista desta observação, vamos escrever (2.6) usando a mesma notação introduzida na

Proposição 2.1, i.e.,

z−npn−1(ψ(n)z) =


−Hn(z), se z ∈ C \ Ω;

z−nf(ψ(n)z)−Hn(z), se z ∈ Ω.

(2.7)

Ou seja, escrevemos z−npn−1(ψ(n)z) como uma integral do tipo Cauchy. Logo, como

ilustra o caso em que f(z) = ez, podemos associar problemas de Riemann-Hilbet conveni-

entemente para a análise assintótica de Hn. Um problema em aberto é o seguinte. Dada

uma função inteira f , determinar o comportamento assintótico, em n, de Hn(z) para z

no interior e no exterior de γ. Com isso em mãos, podemos estudar o comportamento

assintótico dos zeros reescalados de pn via (2.7) para casos bem gerais. Isso porque se

z ∈ Ω, então os zeros de pn−1(ψ(n)z) são as soluções da equação

z−nf(ψ(n)z) = Hn(z).

Por outro lado, se z ∈ C \ Ω, então os zeros de pn−1(ψ(n)z) são os zeros de Hn(z).
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Enunciamos dois teoremas que apontam para uma escolha natural de um fator de

escala, no caso em que f(z) = ez.

Teorema 2.1 (Szëgo). Para todo n ı́mpar, o polinômio pn tem uma única raiz real,

denotada por z∗n, esta raiz é negativa e tem a seguinte expansão assintótica

−z∗n = ηn+ α log n+ β + o(1)

quando n→∞, onde η = 0.278464 . . . denota a única solução real da equação ηe1+η = 1,

α =
η

2(1 + η)
= 0, 108906 . . .

e

β =
η

1 + η
log

(√
2π

1 + η

η

)
= 0, 532127 . . .

Teorema 2.2 (Kakeya). Considere n ∈ N e sejam {zk,n}, com 1 ≤ k ≤ n, as ráızes de

pn. Então

1 ≤ |zk,n| ≤ n.

O teorema de Szëgo nos mostra que neste caso o conjunto de zeros dos polinômios

de Taylor da exponencial não forma um conjunto limitado, uma vez que z∗n não é uma

sequência limitada. Por outro lado, o teorema de Kakeya mostra que ψ(n) = n faz com

que todas as ráızes da equação pn(ψ(n)z) = 0 fiquem contidas dentro do disco unitário

fechado. Desta forma podemos determinar a localização dos zeros do polinômio de Taylor

da exponencial, via o fator de escala ψ, trabalhando dentro do disco unitário fechado.

2.3 Representação Integral dos Polinômios de Taylor

da Função Exponencial Reescalados

Nesta seção iremos nos restringir à função f(z) = ez. Como mencionado anteriormente

nosso objetivo é entender o comportamento assintótico para valores grandes de n da função

Hn. No caso da função exponencial o estudo assintótico de Hn pode ser facilitado pela
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introdução de uma nova função Fn que é uma transformada de Cauchy de uma função

bem conveniente para o estudo assintótico de pn reescalado.

Usando a representação provada em (2.7) e f(z) = ez temos

z−npn−1(ψ(n)z) =

 −Hn(z), se z ∈ C \ Ω;

z−neψ(n)z −Hn(z), se z ∈ Ω
(2.8)

onde

Hn(z) =
1

2πi

∫
γ

eψ(n)ss−n

s− z
ds =

1

2πi

∫
γ

eψ(n)s−n ln(s)

s− z
ds.

Do teorema de Kakeya e do teorema de Szegö sabemos que o fator de escala no caso

f(z) = ez é ψ(n) = n. Com isso, Hn fica

Hn(z) =
1

2πi

∫
γ

en(s−ln(s))

s− z
ds =

1

2πi

∫
γ

enφ1(s)

s− z
ds,

onde φ1(z) := z− ln(z) e ln(z) denota o ramo principal do logaritmo ao longo do eixo real

negativo.

Para fazermos a análise assintótica de Hn(z), quando n → ∞, vamos utilizar um

método que será exposto no próximo caṕıtulo chamado de o Método da Descida Mais

Íngreme. Como veremos, as principais contribuições para a integral, quando n → ∞,

virão das vizinhanças dos pontos cŕıticos de φ1, que neste caso é o ponto z0 = 1. A figura

abaixo mostra algumas curvas de ńıvel de Re(φ1(s)).

Na figura 2.1, a curva denotada por C3 é o esboço do conjunto pontos do plano complexo

satisfazendo a equação Re(φ1(z)) = 0. Pode-se mostrar que C3 é uma curva sem auto

interseção que divide o plano complexo em duas regiões. Na região onde está localizada

a curva C1, por exemplo, temos Re(φ1(s)) < 0 e na região onde está a curva C5 temos

Re(φ1(s)) > 0.

Por continuidade, em uma vizinhança pequena de z0 = 1, temos Re(φ1(z)) > 0. Este

fato não traz grandes complicações para aplicação do método da descida mais ı́ngreme,
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Figura 2.1: curvas de ńıvel de Re(φ1(z))

por outro lado se multiplicamos Hn(z) por e−n, obtemos

Fn(z) = e−nHn(z) =
1

2πi

∫
γ

enφ(s)

s− z
ds, com φ(s) = s− 1− ln(s). (2.9)

É claro que obtida uma expansão assintótica para Fn temos imediatamente uma ex-

pansão assintótica para Hn. A vantagem de se introduzir esta nova função está relacionada

com as seguintes observações. A função φ que aparece na integral acima, é simplesmente

a translação da função φ1. A topologia das curvas de ńıveis destas funções é basicamente

a mesma. Mas agora há uma diferença fundamental quanto ao sinal de φ em uma vizi-

nhança pequena de z0 = 1. Na figura abaixo está representada pela linha sólida a curva

Re(φ(z)) = 0:

A região hachurada corresponde aos pontos z do plano tais que Re(φ(z)) > 0. Na compo-

nente conexa onde está esboçada a curva tracejada temos Re(φ(z)) < 0. Como veremos

no caṕıtulo seguinte, o contorno no qual fazemos a integração (2.9) poderá ser defor-

mado em um contorno, passando pelo ponto z0 = 1, completamente contido na região

onde Re(φ(z)) < 0. A vantagem de se trabalhar com estes contornos é que o argumento

do integrando de (2.9), longe de z0 = 1, é exponencialmente pequeno. Com algumas

estimativas, vamos ver que este fato ajuda a localizar o problema no ponto cŕıtico.
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1

Figura 2.2: a curva Re(φ(z)) = 0

Usando a fórmula (2.8) temos imediatamente da definição de Fn que

(ez)−npn−1(nz) =

 −Fn(z), se z ∈ C \ Ω;

enφ(z) − Fn(z), se z ∈ Ω.
(2.10)

Como mencionado na introdução desta seção, as manipulações feitas tinham o objetivo

de nos conduzir a representações integrais de pn por funções Fn cuja análise assintótica é

mais simples que de Hn. De fato, o Método da Descida Mais Íngreme aplicado a ambas

Hn e Fn nos fornece as melhores estimativas assintóticas para estas quantidades. Por

sua vez Hn na curva de descida mais ı́ngreme (que é definida no próximo Caṕıtulo) é

transformada de Cauchy de uma função cuja a parte real toma valores positivos sobre

esta curva, enquanto que para Fn ocorre exatamente o oposto. Com base neste fato

mostraremos que Fn é, a menos de um erro exponencialmente pequeno quando n → ∞,

dada por uma integral em uma vizinhança de z0 = 1.
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Caṕıtulo 3

Métodos de Análise Assintótica

3.1 Expansões assintóticas

Neste caṕıtulo é feita uma exposição detalhada das técnicas que utilizaremos para avaliar

o comportamento assintótico, quando n → ∞, de certas representações integrais dos

polinômios de Taylor de grau n da função exponencial.

Iniciamos com as definições básicas de análise assintótica e em seguida passamos a

prova de dois teoremas conhecidos como Lema de Watson e Método de Laplace. Em

seguida, explicamos o chamado Método de Descida Mais Íngreme e iniciamos o estudo

assintótico das representações integrais dos polinômios pn(z) por este método.

Definição 3.1. Sejam n0 ∈ R ∪ {∞} e f, g : R→ C funções.

a) A notação

f(n) = O(g(n)), n→ n0

será usada para denotar o fato de que existe uma constante M tal que, para todo

n em uma vizinhança de n0, |f(n)| ≤ M |g(n)|. Neste caso, diremos que f(n) é da

ordem de g(n) quando n→ n0.

b) A notação

f(n) = o(g(n)) n→ n0
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será usada para denotar que lim
n→n0

∣∣∣∣f(n)

g(n)

∣∣∣∣ = 0. Eventualmente iremos nos referir a

este fato dizendo que f(n) é menor do que g(n) quando n→ n0.

Definição 3.2. Para cada j ∈ N, seja gj : R→ C uma função e n0 ∈ N ∪ {∞}.

a) Diremos que {gj}j∈N é uma sequência assintótica, quando n→ n0, se

gj+1(n) = o(gj(n)) n→ n0,

para todo j ∈ N.

b) Sejam f : R → C e {gj}j∈N uma sequência assintótica. Dizemos que
∑N

j=1 ajgj é

uma expansão assintótica válida até ordem N , se

f(n) =
m∑
j=1

ajgj(n) +O(gm+1(n)) n→ n0,

para todo m = 1, . . . , N .

Note que se
∑N

j=1 ajgj é uma expansão assintótica de f válida até ordem N , quando

n→ n0, então

lim
n→n0

∣∣∣∣∣ f(n)∑k
j=1 ajgj(n)

∣∣∣∣∣ = 1 e ak = lim
n→n0

(
f(n)−

∑k−1
j=1 ajgj(n)

gk(n)

)
,

para todo k = 1, . . . , N .

Desta forma segue que podemos calcular os coeficientes de uma expansão assintótica

sucessivamente.

O objetivo neste caṕıtulo é entender o comportamento assintótico, quando n→∞ de

integrais do tipo
1

2πi

∫
γ

F (s, z)enφ(s)ds. (3.1)

quando F (s, z) = 1
s−z e γ é uma curva de Jordan suave contendo a origem. Como

já dissemos anteriormente o método que nos permitirá obter uma expansão assintótica

destas integrais é o Método da Descida Mais Íngreme.
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Vamos iniciar a exposição deste método considerando inicialmente um problema de

expansão assintótica mais simples. Esta simplificação consiste em considerar integrais da

forma

I(n) =

∫ b

a

f(s)e−nφ(s)ds, (3.2)

onde f e φ são funções reais de classe Ck. Integrais deste tipo podem ser vistas, como

simplificações de (3.1) onde o contorno γ é substitúıdo pelo intervalo [a, b] no eixo real e

F (s, z) = f(s).

Para ter uma intuição sobre os resultados que apresentamos a seguir, vamos supor que

I(n) =
∫ b

0
f(s)e−nsds. Quando n→∞, o integrando se torna exponencialmente pequeno

(uniformemente) para todo s fora de uma vizinhança pequena de zero. Isto sugere que

as contribuições dominantes, assintoticamente, desta integral venham das vizinhanças de

zero. Em vista desta observação, aparentemente podemos analisar I(n) assintoticamente,

analisando o comportamento de f na vizinhança de s = 0. Portanto, nos casos em que este

racioćınio pode ser rigorosamente justificado, substitúımos o problema global, de realizar

uma integração em todo intervalo [0, b], por um problema local.

Note que o racioćınio heuŕıstico do parágrafo acima, se aplica se s = c é o mı́nimo de

φ restrita ao intervalo [a, b] e se f(c) 6= 0. Isto é, devem vir de uma vizinhança de s = c,

as contribuições dominantes da expansão assintótica de I(n), para n grande. De maneira

análoga, caso o mı́nimo de φ ocorra em um dos extremos do intervalo, novamente somos

levados ao estudo local de f próximo ao ponto de mı́nimo.

Motivados pela discussão acima, apresentamos o seguinte

Lema 3.1 (Integração por partes). Fixado N ∈ N, se f : [a, b] → R é uma função de

classe CN+2 em (a, b), cont́ınua em [a, b] e

I(n) =

∫ b

a

f(s)e−nsds,

então

I(n) =
k∑
j=0

f (j)(a)
e−na

nj+1
+O(n−(k+1)e−na) quando n→∞,

para todo k = 1, . . . , N .
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Demonstração. Considere 1 ≤ k ≤ N . Integrando I(n) por partes, obtemos

I(n) =
k∑
j=0

f (j)(a)
e−na

nj+1
−

k∑
j=0

f (j)(b)
e−nb

nj+1
+

1

nk

∫ b

a

f (k)(s)e−nsds.

Portanto basta mostrar que a segunda e a terceira parcela, do lado direito da igualdade

acima, são da ordem de n−(k+1)e−na quando n→∞. Vamos mostrar este fato para cada

uma das parcelas separadamente. Para a segunda parcela a igualdade

k∑
j=0

f (j)(b)
e−nb

nj+1
= O(n−(k+1)e−na),

segue do fato que

lim
n→∞

npen(a−b) = 0 para todo p ∈ N. (3.3)

Para a terceira parcela, inicialmente fazemos uma nova integração por partes, ficando

assim com

1

nk

∫ b

a

f (k)(s)e−nsds = − 1

nk+1
[e−nbf (k)(b)− e−naf (k)(a)] +

1

nk+1

∫ b

a

f (k+1)(s)e−nsds.

Por (3.3) segue que

− 1

nk+1
[e−nbf (k)(b)− e−naf (k)(a)]

é da ordem de n−(k+1)e−na. Pela desigualdade do valor absoluto para integrais, temos∣∣∣∣ 1

nk+1

∫ b

a

f (k+1)(s)e−nsds

∣∣∣∣ ≤ 1

nk+1
e−na

∫ b

a

∣∣f (k+1)(s)
∣∣ ds.

Portanto 1
nk

∫ b
a
f (k)(s)e−nsds também é da ordem de n−(k+1)e−na. Isto conclui a prova do

lema.

O próximo passo será mostrar o Lema de Watson. Com ele podemos analisar integrais cujo

o integrando apresente alguma singularidade nos pontos de fronteira. Este lema, neste

texto, também pode ser visto como um passo intermediário da exposição do Método da

Descida Mais Íngreme. Abaixo apresentamos o enunciado preciso deste lema.

Lema 3.2 (Lema de Watson). Considere a integral

I(n) =

∫ b

0

f(s)e−nsds, b ∈ R+ ∪ {+∞} (3.4)
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e suponha que f é integrável no intervalo [0, b] e que tenha uma expansão em série as-

sintótica

f(t) = tα
N∑
j=0

ajt
βj +O(tβN+α+1)

quando t → 0+, para α > −1 e β > 0 válida até ordem N , para todo N ∈ N. Suponha

adicionalmente que

a) se 0 < b < +∞, que exista M ∈ R tal que para todo t > 0, temos |f(t)| ≤M ;

b) se b =∞ que existam constantes M, c ∈ R tais que |f(t)| ≤Mect.

Então

I(n) =
N∑
j=0

an
Γ(α + βj + 1)

kα+βj+1
+O

(
1

kα+β(N+1)+1

)
.

Demonstração. Vamos decompor a integral em duas parcelas, I(n) = I1(n) + I2(n),

onde

I1(n) =

∫ R

0

f(s)e−nsds, I2(n) =

∫ b

R

f(s)e−nsds

e R é uma constante positiva, satisfazendo R < b. Independentemente da escolha de

R segue da desigualdade do valor absoluto para integrais que I2(n) é exponencialmente

pequena para n→∞. No caso em que b é finito por a) temos

|I2(n)| ≤M

∫ b

R

e−nsds =
M

n

(
e−nR − e−nb

)
.

De onde conclúımos que

I2(n) = O

(
e−nR

n

)
, quando n→∞.

Dado n ∈ N sabemos da expansão assintótica de f que a integral I1(n) pode ser escrita

como

I1(n) =

∫ R

0

[
N∑
j=0

ajs
α+βj +O(sα+β(N+1))

]
e−ns ds,

quando n→∞.
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Entretanto, para qualquer 1 ≤ j ≤ N , temos∫ R

0

sα+βje−nsds =

∫ ∞
0

sα+βje−nsds−
∫ ∞
R

sα+βje−nsds

=
Γ(α + βj + 1)

nα+βj+1
+O

(
e−nR

n

)
quando n→∞. Onde para a primeira integral utilizamos a definição da função Gama e

para a segunda integração por partes. A segunda parcela de I1(n) é majorada como segue

abaixo ∫ R

0

O(sα+β(N+1))e−nsds ≤ MN

∫ R

0

sα+β(N+1)e−nsds

= MN
Γ(α + β(N + 1) + 1)

nα+β(N+1)+1
.

Assim

I(n) =
N∑
j=0

an
Γ(α + βj + 1)

kα+βj+1
+O

(
1

kα+β(N+1)+1

)
,

quando n→∞ e sempre que f satisfaz a hipótese a). As hipóteses α > −1 e β > 0, são

necessárias para a convergência dos limites em s = 0.

Se b = ∞ então o controle dos termos que aparecem na integração por partes, é

assegurado pela desigualdade |f(s)| ≤ Me−ns e como neste caso é imediata a verificação

de que

I2(n) ≤M
e−(n−c)R

n− c
= O

(
e−nR

n

)
,

quando n→∞. O lema está provado.

3.2 Método de Laplace

Nas seções anteriores estudamos o comportamento de integrais da forma

I(n) =

∫ b

a

f(s)e−nφ(s)ds (3.5)

para o caso em que φ(s) = s. Vamos chamar atenção agora para duas propriedades

que foram importantes na prova dos Lemas 3.1 e 3.2. A primeira, é que o mı́nimo de φ

determina as taxas do comportamento assintótico I(n). Mas o que na verdade permite
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que a análise possa ser localizada no mı́nimo é a propriedade de monotonicidade de φ.

Inspirados por estas observações, vamos conduzir uma pequena discussão (informal), nas

próximas linhas, sobre as ideias do Método de Laplace. Em seguida, faremos uma demos-

tração rigorosa de um lema que será denominado Método de Laplace, com objetivo de

obter um método que permita estudar assintoticamente integrais da forma (3.5)

Vamos considerar agora φ : [a, b] → R, não monótona e vamos supor que φ seja sufi-

cientemente suave, para justificarmos algumas operações que faremos a seguir. Suponha,

por simplicidade, que o mı́nimo de φ ocorra num ponto c ∈ (a, b). Assim podemos afirmar

que φ′(c) = 0 e φ′′(c) > 0. Além do mais, vamos supor que φ′(t) 6= 0 se t 6= c. Vamos

supor também que f : [a, b] → R também é suficientemente suave e que f não se anule

em s = c. Expandindo f e φ em uma vizinhança de s = c, esperamos que, para valores

de n muito grande, o comportamento assintótico de I(n) em (3.5) seja dado por∫ c+R

c−R
f(c) exp

(
−n
[
φ(c) +

(s− c)2

2
φ′′(c)

])
ds.

Note que a integral acima é igual a

e−nφ(c)f(c)

∫ c+R

c−R
exp

(
−n(s− c)2

2
φ′′(c)

)
ds.

Para avaliar a integral restante, consideramos a mudança de variáveis

u =

√
n

2
φ′′(c)(s− c)

e ficamos com a seguinte integral

e−nφ(c)f(c)√
n
2
φ′′(c)

∫ R
√

n
2
φ′′(c)

−R
√

n
2
φ′′(c)

e−u
2

du.

Portanto estes cálculos nos leva a seguinte estimativa

|I(n)| =
∣∣∣∣∫ b

a

f(s)e−nφ(s)ds

∣∣∣∣ ≤ |f(c)|e−nφ(c)

√
2π

nφ′′(c)
.

Frequentemente na literatura os autores se referem a expressão, do lado direito da desi-

gualdade acima, por Fórmula de Laplace e a este método por Método de Laplace.
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Lema 3.3 (Método de Laplace). Considere a integral

I(n) =

∫ b

a

f(s)e−nφ(s)ds,

onde φ : [a, b]→ R é uma função de classe C4 em [a, b] e f : [a, b]→ R é de classe C2 em

[a, b]. Suponha que exista c ∈ [a, b], tal que φ′(c) = 0 e φ′′(c) > 0 e também que φ′(t) 6= 0

para todo t ∈ [a, b] \ {c}. Então

a) Se c ∈ (a, b), temos que

I(n) = f(c)e−nφ(c)

√
2π

nφ′′(c)
+O

(
e−nφ(c)

n
3
2

)
n→∞;

b) Se c ∈ {a, b}, temos que

I(n) = f(c)e−nφ(c)

√
π

2nφ′′(c)
+O

(
e−nφ(c)

n

)
n→∞.

Demonstração. A ideia da prova é dividir o intervalo [a, b] em dois intervalos semi-

abertos [a, c) e (c, b], afim de garantir monotonicidade de φ em cada um destes intervalos.

Em seguida, fazendo uma mudança de variáveis adequada, aplicar o Lema de Watson.

Considere a decomposição de I(n) dada abaixo

I(n) =

∫ c

a

f(s)e−nφ(s)ds+

∫ b

c

f(s)e−nφ(s)ds

vamos nos referir as parcelas do lado direito da igualdade acima por Ia(n) e Ib(n), res-

pectivamente. Vamos fixar nossa atenção inicialmente em Ib. Pela definição de c segue

que a restrição de φ ao intervalo [c, b] é monótona. Usando em Ib a mudança de variáveis

g(t) = φ−1(t+ φ(c)), obtemos

Ib = e−nφ(c)

∫ φ(b)−φ(c)

0

f(φ−1(t+ φ(c)))

φ′(φ−1(t+ φ(c)))
e−nt dt.

A integral acima sugere a aplicação do Lema de Watson. Para verificar que este lema

pode de fato, ser aplicado precisamos antes, determinar o comportamento assintótico de

f(φ−1(t+ φ(c))

φ′(φ−1(t+ φ(c))
quando t→ 0+.
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A mudança de variável g definida acima, manda valores do intervalo fechado [0, φ(b)]

no intervalo [c, b]. É imediato verificar que sua inversa g−1 : [c, b] → [0, φ(b)] é dada por

g−1(t) = φ(t)− φ(c).

Já que φ é de classe C4 em [a, b], da fórmula de Taylor segue que

φ(t)− φ(c) =
φ′′(c)

2
(t− c)2 +

φ′′′(c)

3!
(t− c)3 +O((t− c)4)

Para t ∈ (0, b − c), defina h(t) = g−1(t + c). Então pela definição de g−1 e pela

igualdade acima, temos a seguinte expansão assintótica para h quando t→ 0+,

h(t) =
φ′′(c)

2
t2 +

φ′′′(c)

3!
t3 +O(t4).

Vamos mostrar que h−1 admite uma expansão assintótica da forma

h−1(t) = a1t
1
2 + a2t+O(t

3
2 ), (3.6)

mostrando que a equação t = h(h−1(t)) é válida para uma escolha dos coeficientes a1 e

a2 ∈ R. Os coeficientes podem ser determinados a partir da equação t = h(h−1(t)), que

neste caso, nos fornece a seguinte igualdade

t =
φ′′(c)

2
(h−1(t))2 +

φ′′′(c)

3!
(h−1(t))3 +O((h−1(t))4)

usando a expressão (3.6), ficamos com

t =
φ′′(c)

2
(a1t

1
2 + a2t+O(t

3
2 ))2 +

φ′′′(c)

3!
(a1t

1
2 + a2t+O(t

3
2 ))3 +O(t2) (3.7)

Expandindo as potências acima, obtemos(
a1t

1
2 + a2t+O(t

3
2 )
)2

= a2
1t+ 2a1a2t

3
2 +O(t2)

(
a1t

1
2 + a2t+O(t

3
2 )
)3

= a3
1t

3
2 +O(t2)

Substituindo estas expansões em (3.7), ficamos com

t =
φ′′(c)

2
(a2

1t+ 2a1a2t
3
2 +O(t2)) +

φ′′′(c)

3!
(a3

1t
3
2 +O(t2)). (3.8)
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Igualando os coeficientes de mesmo grau, segue que

1 =
φ′′(c)

2
a2

1 e
φ′′(c)

2
2a1a2 = −φ

′′′(c)

3!
3a3

1.

Portanto

a1 =

√
2

φ′′(c)
e a2 = − φ′′′(c)

3(φ′′(c))2
.

Assim temos a seguinte expressão assintótica para inversa de h, numa vizinhança de t = 0,

h−1(t) =

√
2

φ′′(c)
t
1
2 − φ′′′(c)

3(φ′′(c))2
t+O(t

3
2 ).

Lembrando que g−1(t) = h(t− c), temos

(t− c) = h−1(h(t− c)) = h−1(g−1(t))

=
√

2
φ′′(c)

(g−1(t))
1
2 − φ′′′(c)

3(φ′′(c))2
g−1(t) +O((g−1(t))

3
2 ).

(3.9)

Aplicando novamente a fórmula de Taylor temos

f(t) = f(c) + f ′(c)(t− c) +O
(

(t− c)2
)

;

φ′(t) = φ′′(c)(t− c) +
φ′′′(c)(t− c)2

2
+O

(
(t− c)3

)
.

Analisando o grau, em ambas as expressões acima, observamos que f(t)
φ′(t)

admite uma

expansão assintótica do tipo

f(t)

φ′(t)
=

b−1

(t− c)
+ b0 +O

(
(t− c)

)
.

Os coeficientes b−1 e b0 podem ser determinados como segue

b−1 = lim
t→c+

(t− c) f(t)

φ′(t)
= lim

t→c+

f(c) +O
(

(t− c)
)

φ′′(c) +O
(

(t− c)
) =

f(c)

φ′′(c)

e

b0 = lim
t→c+

(
f(t)

φ′(t)
− f(c)

φ′′(c)(t− c)

)
=
f ′(c)

φ′′(c)
− f(c)φ′′′(c)

2(φ′′(c))2
.

Assim temos

f(t)

φ′(t)
=

f(c)

φ′′(c)(t− c)
+
f ′(c)

φ′′(c)
− f(c)φ′′′(c)

2(φ′′(c))2
+O

(
(t− c)

)
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Avaliando a expressão acima em φ−1(t+ φ(c)) = g(t), ficamos com

f(φ−1(t+ φ(c)))

φ′(φ−1(t+ φ(c)))
=

f(c)

φ′′(c)(g(t)− c)
+
f ′(c)

φ′′(c)
− f(c)φ′′′(c)

2(φ′′(c))2
+O

(
g(t)− c

)
.

Por (3.9) temos que

g(t)− c =

√
2

φ′′(c)
t
1
2 − φ′′′(c)

2(φ′′(c))2
t+O(t

3
2 ).

Portanto

f(φ−1(t+ φ(c)))

φ′(φ−1(t+ φ(c)))
=

f(c)√
2φ′′(c)

t−
1
2 +

f ′(c)

φ′′(c)
− f(c)φ′′′(c)

2(φ′′(c))2
+O

(
t
1
2

)
.

Substituindo esta expressão no integrando de Ib, ficamos com

Ib = e−nφ(c)

∫ φ(b)−φ(c)

0

(
f(c)√
2φ′′(c)

t−
1
2 +

f ′(c)

φ′′(c)
− f(c)φ′′′(c)

2(φ′′(c))2
+O

(
t
1
2

))
e−nt dt.

Usando o Lema de Watson, obtemos

Ib(n) =

√
π

2nφ′′(c)
f(c)e−nφ(c) +

(
f ′(c)

φ′′(c)
− f(c)φ′′′(c)

2(φ′′(c))2

)
e−nφ(c)

n
+O

(e−nφ(c)

n
3
2

)
(3.10)

Similarmente para o intervalo [a, c], temos

Ia(n) =

√
π

2nφ′′(c)
f(c)e−nφ(c) −

(
f ′(c)

φ′′(c)
− f(c)φ′′′(c)

2(φ′′(c))2

)
e−nφ(c)

n
+O

(e−nφ(c)

n
3
2

)
(3.11)

Somando Ia e Ib obtemos a expansão desejada se c é um ponto no interior do intervalo

[a, b]. Caso c = a ou c = b as expressões (3.10) e (3.11) fornecem o comportamento

assintótico desejado.

3.3 Método da Descida mais Íngreme

O Método da Descida mais Íngreme é baseado em uma ideia muito simples, mas por

outro lado é uma ferramenta poderosa para estudar o comportamento assintótico, quando

n→∞, de integrais da forma

I(n) =

∫
γ

f(s)enφ(s)ds, (3.12)
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onde γ é uma curva de Jordan no plano complexo e f e φ funções anaĺıticas numa região

contendo γ. A ideia é usar a analiticidade do integrando para justificar que podemos

deformar o contorno γ em um novo contorno β, de forma que a parte imaginária de φ seja

constante ao longo do contorno β.

Se φ(s) = u(s) + iv(s) em (3.12) e se existe o contorno β : [−ε, ε] → C, como acima,

então

I(n) = eink
∫
β

f(s)enu(s)ds,

onde k = v(β(0)). Embora s seja complexo, u(s) é sempre real e assim podemos usar

algumas das ideias apresentadas para o estudo das integrais do tipo Laplace para investigar

o comportamento assintótico de I(n), quando n→∞. Observamos no entanto que no caso

em que f ou φ possua alguma singularidade como, por exemplo um pólo, contribuições

importantes para a integral I(n) podem surgir no processo de deformação da curva γ.

Como veremos a seguir, se existir um caminho suave no plano onde v(s) é constante,

então neste caminho u(s) tem decrescimento ou crescimento maximal. Para determinar

o comportamento assintótico de I(n) usamos, em geral, um caminho de decrescimento

maximal, que é conhecido como Caminho de Descida mais Íngreme e por isto o chamamos

este método de o Método da Descida Mais Íngreme.

Sempre que posśıvel optamos por tomar um Caminho de Descida mais Íngreme que

passe por algum ponto s0 ∈ C onde φ′(s0) = 0. Pois assim podemos, via Métodos de

Laplace e Lema de Watson, determinar o comportamento assintótico de (3.12), apenas

analisando a integral na vizinhança deste ponto cŕıtico.

Note que, se s0 é um ponto cŕıtico de φ então segue do teorema do modulo máximo

para funções harmônicas que s0 é um ponto de sela do gráfico em R3 da função u. Por

causa desta observação alguns autores se referem a este método por Método do Ponto de

Sela.
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3.3.1 Caminhos de Descida Mais Íngreme

Um fato bem conhecido da teoria de funções reais de várias variáveis é que se f :

U ⊂ R2 → R é uma função diferenciável e (x, y) ∈ U é tal que ∇f(x, y) 6= (0, 0) então

∇f(x, y) aponta para direção em que f tem maior taxa de variação numa vizinhança do

ponto (x, y). Além do mais, quando ∇f(x, y) 6= (0, 0) este vetor aponta para a direção em

que f tem a maior taxa de crescimento numa pequena vizinhança possuindo (x, y) e por

outro lado, −∇f(x, y) aponta para a direção em que f tem a maior taxa de decrescimento

também numa pequena vizinhança do ponto (x, y).

A direção para o qual uma função diferenciável f : U ⊂ R2 → R tem a maior taxa

de decrescimento será chamada de Direção de Descida mais Íngreme. Pelos fatos citados

acima, sempre que ∇f(x, y) 6= (0, 0) a direção de máxima descida será dada pelo vetor

−∇f(x, y).

Vamos considerar novamente funções complexas φ : U ⊂ C → C holomorfas com

φ(s) = u(x, y) + iv(x, y), onde s = x + iy. A cada ponto s0 = x0 + iy0 temos associado

a direção para a qual a função u tem seu decrescimento máximo, isto é, a Direção de

Descida Mais Íngreme. Diremos que uma curva suave γ ⊂ U é uma Curva de Descida

Mais Íngreme para u se γ′(t) aponta sempre para a Direção de Descida Mais Íngreme.

Proposição 3.1. Seja U ⊂ C uma região e φ : U → C uma função holomorfa com

φ(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y). Fixe c ∈ R e suponha que v−1(c) seja o traço de alguma

curva suave γ : (−ε, ε) → U não constante. Então γ é uma curva de taxa de variação

máxima para u.

Demonstração. Sejam c ∈ R e γ : (−ε, ε) → U uma curva suave cujo o traço é o

conjunto v−1(c). Pela definição de γ segue que

∇v(γ(t)) · γ′(t) = 0. (3.13)

Usando as equações de Cauchy-Riemann temos que

∇v(γ(t)) =

(
∂

∂x
v(γ(t)),

∂

∂y
v(γ(t))

)
=

(
− ∂

∂y
u(γ(t)),

∂

∂x
u(γ(t))

)
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pela relação de ortogonalidade dada por (3.13) segue que

γ′(t) = ±
(
∂

∂x
u(γ(t)),

∂

∂y
u(γ(t))

)
.

Para concluir que γ é uma curva com taxa máxima de variação é suficiente observar que

|u(x, y)− u(γ(0))| ≤ |φ(x+ iy)− φ(γ(0))|

e que a igualdade é válida se, e somente se, v(x, y)− v(γ(0)) = 0.
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Caṕıtulo 4

Análise Assintótica de Fn(z) Longe

do Ponto Cŕıtico

Neste caṕıtulo vamos encontrar uma expansão assintótica, quando n→∞, de Fn(z)

definida em (2.9). Salientamos que a expansão obtida aqui é uniforme para todo z fora

de uma vizinhança fixada do ponto cŕıtico da função φ(z).

Para expor as ideias do resultado que queremos obter para Fn, vamos iniciar conside-

rando a seguinte integral

Gn :=
1

2πi

∫
γ

enφ(s)ds =
1

2πi

∫
γ

en(s−1−ln(s))ds, (4.1)

onde γ denota uma curva de Jordan suave, orientada positivamente e envolvendo a origem,

que será precisamente especificada mais adiante na Definição 4.1.

Afim de obter expansões assintóticas precisas para Gn, quando n→∞, vamos aplicar

O método da descida mais ı́ngreme. Já que para a função φ de (4.1) temos

φ′(z) = 1− 1

z
,

z0 = 1 é seu único ponto cŕıtico. Logo vem do Método da Descida Mais Íngreme

que o caminho, passando por z = 1, tal que Re(φ(z)) decaia com maior taxa é dado

por Im(φ(z)) = 0. Na figura abaixo, esboçamos as curvas Im(φ(z)) = 0 (pontilhada),

Re(φ(z)) = 0 (curva sólida).
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1

Figura 4.1: caminho de descida mais ı́ngreme e curva de Szegö

Antes de prosseguirmos faremos uma pequena observação. Note que os pontos da

curva de Szegö D∞, dados por

|ze1−z| = 1 e |z| ≤ 1, (4.2)

são soluções da equação Re(φ(z)) = 0 restrita ao disco unitário. De fato, suponha que

z = x+ iy ∈ D∞. Então tomando o logaritmo principal em (4.2) temos

0 = ln |z|+ ln(|e1−z|)

= ln(
√
x2 + y2) + ln(e1−x)

= ln(
√
x2 + y2)− x+ 1.

Multiplicando a equação acima por (−1) obtemos 0 = Re(φ(z)). Logo, D∞ coincide com

a parte fechada da curva sólida da Figura 4.1.

Proposição 4.1. Seja γ̃ o contorno fechado suave igual, no semi-plano direito, à curva

pontilhada e à curva tracejada no semi-plano esquerdo (no semi-plano esquerdo pode ser

qualquer curva suave que não intersecta a curva sólida ) definidas na Figura 4.1 . Então

se U é uma vizinhança suficientemente pequena do ponto z = 1, existe uma constante

c > 0, que depende de U , tal que

Gn =
1

2πi

∫
γ̃

enφ(s)ds =
1

2πi

∫
γ̃∩U

enφ(s)ds+O(e−nc). (4.3)
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Demonstração. Sejam γ̃(t) uma parametrização suave por partes de γ̃ no intervalo

[−1, 1] e U uma vizinhança contida no primeiro e quarto quadrantes. Suponha que γ̃(0) =

1. Pela continuidade de γ̃, sabemos que exite um número 0 < δ < 1 tal que para todo

t ∈ [−1, 1] \ [−δ, δ], temos Re(φ(γ̃(t))) < 0 e γ̃(t) ∈ U para todo t ∈ (−δ, δ). De fato se

fixamos δ > 0 satisfazendo a condição acima, podemos fazer uma afirmação um pouco

mais forte. Isto é, existe uma constante c > 0 tal que Re(φ(γ̃(t))) < −c, para todo

t ∈ [−1, 1] \ [−δ, δ] e γ̃(t) ∈ U para todo t ∈ (−δ, δ). Seja γ̃δ(t) a restrição de γ̃(t) ao

intervalo [−1, 1] \ [−δ, δ]. Já que∣∣∣ 1

2πi

∫
γ̃δ

enφ(s)ds
∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
γ̃δ

|enφ(s)||ds|

=
1

2π

∫
γ̃δ

enR(φ(s))|ds|

≤ 1
2π
e−cnL(γ̃δ),

onde L(γ̃δ) denota o comprimento de γ̃δ, temos que

1

2πi

∫
γ̃δ

enφ(s)ds = O(e−cn).

Logo,

Gn =
1

2πi

∫
γ̃

enφ(s)ds

=
1

2πi

∫
γ̃∩U

enφ(s)ds+
1

2πi

∫
γδ

enφ(s)ds

=
1

2πi

∫
γ̃∩U

enφ(s)ds+O(e−cn).

A proposição acima motiva a seguinte definição.

Definição 4.1 (Contorno Admisśıvel). Um contorno γ é dito admisśıvel se

(i) é uma curva Jordan suave contornando a origem no sentido anti-horário;

(ii) tem distância positiva da curva sólida na Figura 4.1, exceto para parte que se encontra

uma vizinhança fixada U de z0 = 1. No conjunto U o contorno γ coincide com o

caminho da descida mais ı́ngreme (linha pontilhada na Figura 4.1).
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4.1 Análise de Gn numa vizinhança de z = 1

Nesta seção iremos estabelecer algumas mudanças de variáveis com o objetivo de

aprofundar a análise de Gn numa vizinhança do ponto cŕıtico z = 1. A ideia é aplicar,

holomorficamente, uma vizinhança da origem sobre a vizinhança U do ponto z = 1, de

forma que o eixo imaginário seja levado sobre o Caminho de Descida Mais Íngreme. Dáı,

com uma nova aplicação holomorfa, aplicamos o eixo real sobre o eixo imaginário. Assim,

isso nos levará a uma integral sobre um intervalo do eixo real na qual se aplica o Método

de Laplace.

Temos que φ(1) = φ
′
(1) = 0 e para k ≥ 2, φ(k)(1) 6= 0, pois neste caso

φ(k)(z) =
(−1)k(k − 1)!

zk
. (4.4)

Assim, uma vez que φ é uma função anaĺıtica em C \ (−∞, 0], pode ser representada,

numa vizinhança de λ = 1, pela série de potências∑
n≥2

φ(n)(1)

n!
(λ− 1)n. (4.5)

Ou seja,

φ(λ) =
∑
n≥2

φ(n)(1)

n!
(λ− 1)n

=
1

2
(λ− 1)2 + (λ− 1)2

∑
n≥3

φ(n)(1)

n!
(λ− 1)n−2

=
1

2
(λ− 1)2(1 +R(λ)), (4.6)

onde

R(λ) = 2
∑
n≥3

φ(n)(1)

n!
(λ− 1)n−2. (4.7)

Afirmação 4.1. A função R(λ) definida acima é anaĺıtica no mesmo disco de convergência

da Série (4.5) e |R(λ) + 1| > 0 em alguma vizinhança de λ = 1.
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Demonstração. Seja Dρ(1) o disco de convergência da Série (4.5) e seja λ1 ∈ Dρ(1).

Então, pela convergência da série acima, existe uma constante M > 0 tal que∣∣∣φ(n)(1)

n!
(λ1 − 1)n

∣∣∣≤M,

para todo n ∈ N. Com isso, uniformemente em n temos∣∣∣φ(n)(1)

n!
(λ1 − 1)n−2

∣∣∣≤ M

(λ1 − 1)2
= M̄.

Dáı ∣∣∣∣φ(n)(1)

n!
(λ− 1)n−2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣φ(n)(1)

n!

(λ− 1)n−2

(λ1 − 1)n−2
(λ1 − 1)n−2

∣∣∣∣
≤ M̄

∣∣∣ (λ− 1)

(λ1 − 1)

∣∣∣n−2

Logo, por um critério de comparação, a Série (4.7) converge absolutamente em

|λ− 1| <|λ1 − 1| < ρ.

Assim, pelo teorema de Taylor, converge uniformemente em no disco D|λ1−1|(1) ⊂ Dρ(1).

Como λ1 é tomando arbitrariamente em Dρ(1), podemos podemos concluir que a con-

vergência é uniforme em Dρ(1). Portanto, a mesma define R(λ) como função anaĺıtica

neste disco.

Uma vez que R(λ) é uma função anaĺıtica ela também é uma função cont́ınua. Dai,

por definição de continuidade, dado ε > 0 podemos encontrar um δ > 0 tal que

|R(λ)−R(1)| < ε, sempre que λ ∈ Dδ(1) ∩Dρ(1).

Como R(1) = 0, temos

|R(λ)| < ε, sempre que λ ∈ Dδ(1) ∩Dρ(1).

Então, tomando ε < 1 e usando a desigualdade triangular, obtemos

0 <|1− ε| <|1−|R(λ)|| <|R(λ) + 1|.

Como queŕıamos demonstrar.
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Observação 4.1. |R(λ) + 1| > 0 implica que podemos compor h(z) =
√
z, cujo ramo é

o eixo real negativo, com a função anaĺıtica R(λ) + 1.

Observação 4.2. A decomposição (4.6) é válida para qualquer função anaĺıtica que tenha

um ponto de sela de ordem 1. Ou seja, se g(z) é anaĺıtica em z0 com g(z0) = g
′
(z0) = 0

e g(k)(z0) 6= 0 para k ≥ 2, então podemos escrever g(z) como o produto de duas funções

anaĺıticas definidas em uma vizinhança de z0.

Proposição 4.2. Seja φ : C\(−∞, 0]→ C, uma função anaĺıtica tal que φ(1) = φ
′
(1) = 0

e φ
′′
(1) 6= 0. Então existem vizinhanças U, V ⊂ C de 0 e 1, respectivamente e uma

aplicação biholomorfa λ : U −→ V , tal que

φ(λ(ξ)) = ξ2, para todo ξ ∈ U. (4.8)

Veja a Figura 4.2, onde U está representa pelo disco de raio ρ e V pelo disco de raio

δ.

Demonstração. Por (4.6), existe uma vizinhança V de 1, tal que para todo λ ∈ V , temos

φ(λ) =
1

2
(λ− 1)2(1 +R(λ)).

Pela Observação 4.1 a ráız de φ está bem definida em V e vamos denotá-la por ξ. Assim

para todo λ ∈ Uδ(1), temos

ξ(λ) =
1√
2

(λ− 1)
√

1 +R(λ).

Claramente ξ(λ) é uma função anaĺıtica e aplica uma vizinhança V de λ = 1 em uma

vizinhança U de ξ = 0. Um cálculo simples mostra que,

ξ
′
(1) =

1√
2
.

Então usando o Teorema da Função Inversa, conclúımos que podemos escrever λ = λ(ξ),

definindo uma função que aplica uma vizinhança V de ξ = 0 sobre uma vizinhança U de

λ = 1.
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Teorema 4.1 (Teorema da Função Inversa). Seja D ⊆ C uma região aberta, a ∈ D e

f : D → C uma função anaĺıtica. Se f
′
(a) 6= 0 então existem vizinhanças Da de a e Df(a)

de f(a) tal que f : Da → Df(a) é inverśıvel e vale (f−1)
′
(f(a)) = 1

f ′ (a)

Observação 4.3. A proposição 4.2 é válida para qualquer função anaĺıtica que tenha

um ponto de sela de ordem 1. Ou seja, se g(z) é anaĺıtica em z0 com g(z0) = g
′
(z0) = 0

e g(k)(z0) 6= 0 para k ≥ 2, então existe uma aplicação biholomorfa λ que aplica uma

vizinhança V da origem numa vizinhança U de z = z0 tal que g(λ(z)) = z2. Esse fato é

conhecido na literatura como o Teorema da Forma Local das Funções Anaĺıticas.

Proposição 4.3. A aplicação λ aplica o eixo imaginário sobre o caminho de descida mais

ı́ngreme, isto é, λ(iR ∩ Uρ(0)) = γ ∩ Uδ(1).

Demonstração. O caminho de descida mais ı́ngreme em Uδ(1) é caracterizado da seguinte

forma

γ ∩ Uδ(1) = {z ∈ Uδ(1) : Im(φ(z)) = Im(φ(1)) = 0 e Re(φ(z)) ≤ Re(φ(1)) = 0}.

Sabemos que se ξ ∈ iR ∩ Uρ(0), então ξ2 é real e não positivo, isto é, ξ2 ≤ 0. Por

outro lado, pela Proposição 4.2 temos que φ(λ(ξ)) = ξ2. Portanto, Re(φ(λ(ξ))) ≤ 0 e

Im(φ(λ(ξ))) = 0. Logo, pela caracterização acima, λ(ξ) ∈ γ ∩ Uδ(1), como hav́ıamos

afirmado.

Se δ > 0 é suficientemente pequeno podemos tomar a vizinhança U em (4.3) como um

disco Uδ(1). Fazendo a mudança de variáveis s = λ(ξ) e usando Proposição 4.2 obtemos

Gn =
1

2πi

∫ iρ

−iρ
enξ

2

λ
′
(ξ)dξ +O(e−nc).

Vamos introduzir uma nova mudança de variáveis para transformar a integral acima

em uma integral Gaussiana. Ela também será usada no próximo caṕıtulo. Assim considere

t = t(ξ) = −i
√
nξ (4.9)

Observemos que a imagem, por essa troca de variáveis, de iR ∩ Uρ(0), é o intervalo

(−ρ
√
n, ρ
√
n). Assim, se z ∈ Uδ(1), então a mudança de variáveis z = z(t) = λ( it√

n
) leva
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1

0

Figura 4.2: Mudanças de Variáveis

caminho de descida mais ı́ngreme no eixo real.

Com efeito,

φ(z) = φ(λ(it/
√
n)) =

−t2

n

Dai, se z ∈ γ ∩ Uδ(1) então, λ−1(z) ∈ iR ∩ Uρ(0), Ou seja, it√
n
∈ iR ∩ Uρ(0). Logo

i( it√
n
) ∈ R, o que implica que t ∈ R.

Usando (4.9) obtemos a seguinte expressão para Gn

Gn =
1

2π
√
n

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

e−t
2

λ
′
(it/
√
n)dt+O(e−nc)

Observe que embora λ tenha sido definida implicitamente, podemos usar o Teorema da

Função Inversa e obter uma expansão em série de Taylor para λ centrada em ξ = 0, uma

vez que λ−1 = ξ(λ) é definida explicitamente. Por exemplo, podemos escrever

λ(ξ) = 1 +
√

2ξ +
2

3
ξ2 +

√
2

18
ξ3 + c4ξ

4 +O(ξ5)
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assim,

λ
′
(ξ) =

√
2 +

4

3
ξ +

√
2

6
ξ2 + 4c4ξ

3 +O(ξ4).

Ou seja,

λ
′
(it/
√
n) =

√
2 +

4

3

it√
n
−
√

2

6n
t2 + 4c4

1
√
n

3 (it)3 +O
( t4
n2

)
.

Multiplicando e−t
2

2π
√
n

em ambos os lados obtemos

λ
′
(it/
√
n)e−t

2

2π
√
n

=

√
2e−t

2

2π
√
n

+
4ite−t

2

6πn
−
√

2t2e−t
2

12
√
nn

+
4c4(it)3e−t

2

2πn2
+O

(
t4

n2+ 1
2

)
e−t

2

.

Com isso,∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

λ
′
(it/
√
n)e−t

2

2π
√
n

=

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

√
2e−t

2

2π
√
n
dt+

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

4ite−t
2

6πn
dt−

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

√
2t2e−t

2

12π
√
nn

dt

+

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

4c4(it)3e−t
2

2πn2
dt+

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

O
( t4

n2+ 1
2

)
e−t

2

dt.

Note que ∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

4ite−t
2

6πn
dt =

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

4c4(it)3e−t
2

2πn2
dt = 0,

pois são integrais de funções ı́mpares sobre intervalos simétricos.

No que segue vamos usar a famosa identidade∫ ∞
−∞

e−t
2

dt =
√
π.

Afirmamos que para todo n ∈ N temos∫ ∞
ρ
√
n

e−t
2

dt = O(e−nρ
2

).

De fato, seja I =

∫ R

ρ
√
n

e−t
2

dt. Então

I2 =

∫ R

ρ
√
n

∫ R

ρ
√
n

e−(x2+y2)dxdy.

Seja T : (0, R)× (0, R)→ (ρ
√
n,R)× (ρ

√
n,R) a transformação dada por

T (x, y) = (x, y) + ρ
√
n(1, 1).
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Então, pelo teorema de mudança de variáveis segue que∫∫
T ((0,R)×(0,R))

e−(x2+y2)dxdy =

∫∫
(0,R)×(0,R)

e−(x+ρ
√
n)2−(y+ρ

√
n)2dxdy

Assim,

I2 =

∫ R

0

∫ R

0

e−x
2−2xρ

√
n−nρ2−y2−2yρ

√
n−nρ2dxdy

= e−2nρ2
∫ R

0

∫ R

0

e−x
2−y2e−2ρ

√
n(x+y)dxdy

≤ e−2nρ2
∫ R

0

∫ R

0

e−x
2−y2dxdy

≤ e−2nρ2 π

2
(−e−R2

+ 1)

≤ e−2nρ2 π

2
.

Onde usamos que e−2ρ
√
n(x+y) ≤ 1. Logo, I = O(e−nρ

2
) como hav́ıamos afirmado.

Temos que

√
π =

∫ ∞
−∞

e−t
2

dt

=

∫ −ρ√n
−∞

e−t
2

dt+

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

e−t
2

dt+

∫ ∞
ρ
√
n

e−t
2

dt

= 2

∫ ∞
ρ
√
n

e−t
2

dt+

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

e−t
2

dt.

Portanto, segue da afirmação acima que∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

e−t
2

dt =
√
π +O(e−nρ

2

),

e dai ∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

√
2e−t

2

2π
√
n
dt =

√
2π

2π
√
n

+O(e−nρ
2

)

=
1√
2πn

+O(e−nρ
2

)

Notemos que

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

t2e−t
2

dt = −1

2

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

t
d

dt
(e−t

2

)dt

= −1

2
te−t

2
∣∣∣ρ√n
−ρ
√
n

+
1

2

∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

e−t
2

dt.
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Assim, ∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

t2e−t
2

dt = ρ
√
ne−nρ

2
+
√
π

2
+O(e−nρ

2
)

=

√
π

2
+O(e−nρ

2

).

Com isso, ∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

√
2t2e−t

2

12π
√
nn

dt =

√
2

12πn
√
n

(√π
2

+O(e−nρ
2

)
)

=
1√
2πn

( 1

12n
+O(e−nρ

2

)
)
.

Notemos também que∫ ρ
√
n

−ρ
√
n

O

(
t4

n2+ 1
2

)
e−t

2

dt = O

(
1

n2+ 1
2

)
=

1√
2πn

O

(
1

n2

)
.

Portanto, obtemos a seguinte expressão para Gn

Gn =
1√
2πn

(
1− 1

12
n−1 +O(n−2)

)

4.2 Expansão Assintótica de Fn(z), z /∈ Uδ(1)

Nesta seção obtemos expansão assintótica para Fn(z), quando n → ∞, com erro

limitado uniformemente para todo z fora de uma vizinhança de z = 1. O comportamento

assintótico de Fn(z) para z em uma vizinhança de z = 1 será estudado no caṕıtulo

seguinte.

Teorema 4.2. Fixe z0 ∈ C e considere Ω = C \ {z0}. Seja h : Ω → C uma função e γ

um contorno admisśıvel segundo a Definição 4.1. Se

(i) sup
z∈γ
|h(z)| ≤M , para alguma constante M > 0(que pode depender de γ);

(ii) h é anaĺıtica em alguma vizinhança de z = 1;
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(iii) h(1) 6= 0.

Então
1

2πi

∫
γ

h(s)enφ(s)ds =
h(1)√
2πn

[
1 +O

(
1

n

)]
.

Demonstração. Pela hipótese (i) temos∫
γ

h(s)enφ(s)ds =

∫
γ∩Uδ(1)

h(s)enφ(s)ds+O(e−cn).

Considere a mudança de variáveis s = λ
(
it√
n

)
, introduzida na seção anterior, temos que a

integral acima é dada por

1

2π
√
n

∫ ρ0
√
n

−ρ0
√
n

h(λ(it/
√
n))e−t

2

λ
′
(it/
√
n)dt+O(e−cn).

Vamos mostrar agora que podemos expandir esta expressão acima em potências de 1/n

usando as expansões de λ em torno de 0 e h em torno de 1. Com efeito, da analiticidade

local de h temos para t suficientemente pequeno que

h(λ(it/
√
n)) = h(1) + h

′
(1)(λ(it/

√
n)− 1) +

∞∑
k=2

hk(1)

k!
(λ(it/

√
n)− 1)k (4.10)

com

λ(it/
√
n) = 1 +

√
2it/
√
n+

∞∑
k=2

λk(0)(it/
√
n)k

k!
. (4.11)

Substituindo (4.11) em (4.10), obtemos

h(λ(it/
√
n)) = h(1) + h

′
(1)
(√

2it/
√
n+

∞∑
k=2

λk(0)(it/
√
n)k

k!

)
+

∞∑
k=2

hk(1)

k!

(√
2it/
√
n+

∞∑
k=2

λk(0)(it/
√
n)k

k!

)k
.

(4.12)

Multiplicando (4.12) por λ
′
(it/
√
n)e−t

2
e usando (4.11) vem

h(λ(it/
√
n))λ

′
(it/
√
n)e−t

2

= h(1)
[√

2 + g1(t)
]
e−t

2

+ h
′
(1)g2(t)

[√
2 + g1(t)

]
e−t

2

+ g3(t)
[√

2 + g1(t)
]
e−t

2
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onde,

g1(t) =
∞∑
k=2

kλk(0)(it/
√
n)k−1

k!
;

g2(t) =
√

2it/
√
n+

∞∑
k=2

λk(0)(it/
√
n)k

k!
;

g3(t) =
∞∑
k=2

hk(1)

k!

(√
2it/
√
n+

∞∑
k=2

λk(0)(it/
√
n)k

k!

)k
.

Fazendo g(t) = g1(t)+
[
h
′
(1)g2(t) + g3(t)

][√
2 + g1(t)

]
, temos

h(λ(it/
√
n))λ

′
(it/
√
n)e−t

2

= h(1)
√

2e−t
2

+ g(t)e−t
2

Usando o método de Laplace e o fato que g(0) = 0, obtemos∫ −η√n
−ρ
√
n

g(t)e−t
2

dt = O(n−1).

Pela hipótese (iii), h(1) 6= 0, segue que

1

2πi

∫
γ

h(s)enφ(s)ds =
h(1)√
2πn

(
1 +O(n−1)

)
. (4.13)

Se γ é um contorno admisśıvel e z ∈ C \ γ, podemos aplicar o Teorema 4.2 a função

hz(s) = (s − z)−1. Dáı obtemos imediatamente uma representação assintótica para Fn

dada por

Fn(z) =
1

2πi

∫
γ

hz(s)e
nφ(s)ds =

1√
2πn(1− z)

(1 +O(n−1)).

Note que o erro na expressão acima é uniforme para z ∈ C \U , onde U é uma vizinhança

de 1. Assim acabamos de mostrar também o seguinte teorema.

Teorema 4.3. Para qualquer contorno admisśıvel γ e z ∈ C \ γ temos

Fn(z) =
1√

2πn(1− z)

(
1 +O(n−1)

)
onde o erro é uniforme para z ∈ C \ (Uε(1) ∪ γ) para todo ε > 0.
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Caṕıtulo 5

Análise de Riemann-Hilbert

Neste caṕıtulo, vamos utilizar as representações (2.9) e (2.10) de pn−1 para empregar

as técnicas de problemas de Riemann-Hilbert no estudo assintótico de pn numa vizinhança

de 1. A chave para isso, é que a função Fn definida em (2.9) é a transformada de Cauchy

de enφ com respeito ao contorno γ. Assim, e esta é a caracteŕıstica da transformada de

Cauchy que fornece uma conexão com o problema de Riemann-Hilbert, Fn é anaĺıtica

em C \ γ e os valores de Fn(z) diferem por enφ(s), quando z se aproxima de s ∈ γ por

lados opostos. Além disso, estas propriedades de Fn juntamente com o comportamento

assintótico de Fn(z) quando z → ∞ caracterizam Fn como uma solução única de um

problema de Riemann-Hilbert. Mais precisamente, vamos mostrar no Lema 5.1 que Fn é a

única solução de um problema de Riemann-Hilbert escalar que denotaremos por (RHP )1.

5.1 Caracterização de um Problema de Riemann-Hilbert

escalar (RHP)

Considere σ um contorno em C como sendo uma união finita de arcos suaves em C que

se intersectam numa quantidade finita de pontos e, também, que todas as intersecções

sejam transversais. Suponha que cada um desses arcos seja orientado, de modo que cada

arco de σ possua um lado positivo e um negativo - o lado positivo (negativo) fica do lado
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esquerdo (direito) quando percorremos σ no sentido de sua orientação. Definimos

σ0 = σ \ {pontos de auto-intersecção}

Sejam σ contorno com as propriedades citadas acima e J : σ0 → C, uma função anaĺıtica.

Quando σ não for limitado vamos supor adicionalmente que J(z)→ 1 quando z →∞. O

par (σ0, J) determina o seguinte problema chamado Problema de Riemann-Hilbert escalar

Encontrar uma função Φ : C→ C tal que

(i) Φ é anaĺıtica em C \ σ;

(ii) Φ+(s) = Φ−(s)± J(s);

(iii) Φ(z)→ 0 quando z →∞,

onde Φ+(s) e Φ−(s) denotam os limites de Φ(z) quando z → s ∈ σ, respectivamente,

pelos lados positivo e negativo de σ.

Observação: A condição (iii) acima, em geral, é chamada de condição de normalização

e usada para argumentar sobre a unicidade da solução do problema. Mas a unicidade de

solução deste problema pode também ser mostrada por condições um pouco mais gerais.

Para nossos propósitos o problema na forma descrita acima será suficiente. Para uma

discussão completa veja [1].

Consideremos o seguinte problema de Riemann-Hilbert escalar que denotaremos por

(RHP )1. Fixamos um contorno admisśıvel γ e n ∈ N. O (RHP )1 consiste então em

encontrar uma função Y : C→ C tal que

(i) Y é anaĺıtica em C \ γ;

(ii) Y+(s) = Y−(s) + enφ(s) para s ∈ γ;

(iii) Y (z) → 0 quando |z| → ∞.

A seguir enunciamos um resultado que é um fato geral sobre transformadas de Cauchy
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Teorema 5.1 (Fórmula de Plemelj). Seja C um contorno em C e ψ Hölder cont́ınua

sobre C. Então, a integral de Cauchy

Φ(z) =
1

2πi

∫
C

ψ(s)

s− z
ds

possui valores limites Φ+(s) e Φ−(s) à medida que z tende a s ∈ C pela esquerda e pela

direita, respectivamente. Ambos satisfazem

Φ+(s)− Φ−(s) = ψ(s) (5.1)

Veja a demonstração em [1][página 518, caṕıtulo 7].

Lema 5.1. Para cada n ∈ N a função Fn, como definido em (2.9), página 26, é a única

solução de (RHP )1.

Demonstração. Segue da representação integral de Fn dada em (2.9) que Fn é anaĺıtica

em C \ γ, logo (i) é válido.

Pelo Teorema 5.1 e pela fórmula (2.9) temos que

(Fn)+(s)− (Fn)−(s) = enφ(s)

e portanto (ii) é válido. Usando (2.9) vamos mostrar agora que Fn(z)→ 0, quando |z| →

∞. De fato, ∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ

enφ(s)

s− z
ds

∣∣∣∣∣≤ 1

2π

∫
γ

∣∣∣enφ(s)

s− z

∣∣∣|ds|
Como γ é um contorno admisśıvel, ou seja, fechado, segue que existem constantes A =

A(n) e B tais que |enφ(s)| ≤ A e |s| ≤ B. Usando a desigualdade do valor absoluto para

integrais e a segunda desigualdade triangular temos, para todo z satisfazendo |z| > B,

que ∣∣∣ 1

2πi

∫
γ

enφ(s)

s− z
ds
∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
γ

∣∣∣enφ(s)

s− z

∣∣∣|ds|
≤ 1

2π

∫
γ

A

|s− z|
|ds|

≤ 1

2π

∫
γ

A

|z| −B
|ds|.
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Portanto,

|Fn(z)| =
∣∣∣ 1

2πi

∫
γ

enφ(s)

s− z
ds
∣∣∣

≤ 1

2π

∫
γ

A

|z| −B
|ds|

= A
L(γ)

|z| −B
→ 0, quando |z| → ∞,

e assim verificamos (iii).

A fim de demonstrar a unicidade primeiro mostramos que a diferença ∆ de duas

soluções de (RHP )1 é cont́ınua sobre γ e, portanto pelo Teorema de Morera ela é inteira.

O Teorema de Liouville, juntamente com a condição (iii), implicam que ∆(z) = 0 para

todo z ∈ C. De fato, sejam Y , W soluções de (RHP )1. Definamos ∆(z) = Y (z)−W (z).

Dai,

∆+(s) = Y+(s)−W+(s)

= Y−(s) + enφ(s) −W−(s)− enφ(s)

= Y−(s)−W−(s)

∆−(s) = Y−(s)−W−(s)

= Y+(s)− enφ(s) −W+(s) + enφ(s)

= Y+(s)−W+(s)

.

Portanto,

∆+(s)−∆−(s) = 0

Logo, a função ∆(z) é anaĺıtica em C \ γ e cont́ınua em γ. Assim, segue da Observação

1.1, após o Corolário 1.3 do teorema de Morera que ∆ é uma função inteira. Pela condição

(iii) temos que ∆ é limitada. Então, pelo teorema de Liouville segue ∆(z) = C, onde C

é uma constante, para todo z ∈ C. Usando novamente (iii), conclúımos que C = 0, ou

seja, ∆(z) = 0.
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5.2 Expansão assintótica de Fn(z), z ∈ Uδ(1)

Nesta seção obtemos uma expansão assintótica para Fn(z), quando n → ∞, e z

próximo de z = 1. No caṕıtulo anterior, procuramos expansões assintóticas para Fn

via método de Descida Mais Íngreme e, a menos que z esteja numa vizinhança de z = 1,

encontramos tais expansões cujo erro é limitado uniformemente. O objetivo dessa seção é

obter uma expansão para Fn cujo erro seja limitado uniformemente para todo z ∈ Uδ(1)\γ.

Relembremos da seção 4.1, (4.9), que a mudança de variáveis z 7→ t com z = λ(it/
√
n),

z ∈ Uδ, aplica o caminho de descida mais ı́ngreme sobre o eixo real e transforma nφ na

forma normal, nφ(z) = −t2. Isso motiva as definições

h(ζ) :=
1

2πi

∫
R

e−u
2

u− ζ
du, ζ ∈ C \ R, (5.2)

Pn(z) := h(−i
√
nλ−1(z)), z ∈ Uδ(1) \ γ. (5.3)

Note que e−z
2

é uma função Lipschitziana em R, pois sua derivada é limitada, portanto

Hölder cont́ınua. Logo, pela Fórmula de Plemelj segue que

h+(t) = h−(t) + e−t
2

para t em R, onde h±(t) = limη→0+ h(t± iη).

Substituindo s = λ(it/
√
n) obtemos

(Pn)+(s) = lim
z→s+

Pn(z)

= lim
η→0+

h(t+ iη)

= h+(t).
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Analogamente,

(Pn)−(s) = lim
z→s−

Pn(z)

= lim
η→0−

h(t− iη)

= h−(t).

Dai, conclúımos que

(Pn)+(s) = (Pn)−(s) + enφ(s), para todo s ∈ Uδ(1) ∩ γ.

Pn é, portanto, uma solução local do problema de Riemann-Hilbert (RHP )1, em Uδ(1).

Além disso, Pn é de natureza bastante expĺıcita, uma vez que h está relacionada com a

função erro complementar [8] [veja também 6.5] e os coeficientes de Taylor de λ de todas

as ordens podem ser calculados explicitamente em ξ = 0, através da relação (4.8). Note,

no entanto, que a solução local Pn não pode ser continuada analiticamente a uma solução

global. Isso porque, λ−1(z) = ξ(z) tem singularidades fora de Uδ(1).

Iremos agora usar essa solução local para obter uma representação assintótica para

Fn.

Seja ε > 0 tal que o disco fechado U2ε(1) está contido em Uδ(1). Definimos

m̃ =

 Fn(z), para z ∈ C \ (γ ∪ U2ε(1))

Fn(z)− Pn(z), para z ∈ U2ε(1) \ γ.
(5.4)

Suponhamos z ∈ U2ε(1) \ γ. Então m̃ = Fn(z) − Pn(z), por definição. Sabemos que

(Fn)+(s) = (Fn)−(s)+enφ(s) para todo s ∈ γ e que (Pn)+(s) = (Pn)−(s)+enφ(s) para todo

s ∈ γ ∩ Uδ(1). Assim,

(m̃)+(s)− (m̃)−(s) = (Fn)+(s)− (Fn)−(s)− ((Pn)+(s)− (Pn)−(s))

= enφ(s) − enφ(s)

= 0.
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Dai, uma vez que m̃ é anaĺıtica em U2ε(1)\γ e cont́ınua em ∈ γ∩U2ε(1), segue do teorema

de Morera podemos estender m̃, sobre U2ε(1), a uma função anaĺıtica. Denotamos esta

função com um domı́nio de definição U2ε(1) por m.

Considere os seguintes contornos orientados positivamente

Γ1 := ∂U2ε(1), Γ2 := γ \ U2ε(1) Γ := Γ1 + Γ2.

A linha tracejada na Figura 5.1 apresenta um esboço de Γ.

Figura 5.1: Esboço de Γ

Vamos mostrar que a função m é uma solução do seguinte problema de Riemann-

Hilbert (RHP )2

Determinar uma função anaĺıtica M : C \ Γ→ C tal que

(i) M+(s) = M−(s)− Pn(s), para s ∈ Γ1 \ Γ2

M+(s) = M−(s) + enφ(s), para s ∈ Γ2

(ii) M(z) → 0 quando |z| → ∞.
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Como acima M± denota os valores limites de M a partir do interior (+) e do exterior (−)

de Γ.

De fato, seja s ∈ Γ1 \ Γ2. Então para z ∈ U2ε(1) temos

m+(s) = lim
z→s+

m(z)

= lim
z→s+

[Fn(z)− Pn(z)]

= Fn(s)− Pn(s).

Por outro lado, para z /∈ γ ∪ U2ε(1)

m−(s) = lim
z→s−

m(z)

= lim
z→s−

Fn(z)

= Fn(s).

Assim,

m+(s)−m−(s) = Fn(s)− Pn(s)− Fn(s)

= −Pn(s),

o que mostra a primeira equação em (i)

Consideremos agora, s ∈ Γ2. Então

m+(s) = lim
z→s+

m(z)

= lim
z→s+

Fn(z)

= (Fn)+(s)

m−(s) = lim
z→s−

m(z)

= lim
z→s−

Fn(z)

= (Fn)−(s).
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Assim,

m+(s)−m−(s) = (Fn)+(s)− (Fn)−(s)

= enφ(s),

e isso mostra a segunda desigualdade em (i).

Note que para |z| suficientemente grande, m(z) = Fn(z). Dai, segue de (iii) de (RHP )1

que m satisfaz (ii) de (RHP )2.

Observe que a função W (z) = 1
2πi

∫
Γ
m+(s)−m−(s)

s−z ds também resolve (RHP )2. Dáı, pela

unicidade da solução

m(z) =
1

2πi

∫
Γ

m+(s)−m−(s)

s− z
ds.

Então usando (i) de (RHP )2 obtemos

m(z) =
1

2πi

∫
Γ1

−Pn(s)

s− z
ds+

1

2πi

∫
Γ2

enφ(s)

s− z
ds. (5.5)

As orientações de Γ1 e Γ2 são escolhidas no sentido anti-horário de modo que o lado

+ esteja sempre à esquerda do contorno.

Observe que todo z ∈ Uε(1) tem distância mı́nima ε de Γ de modo que o contorno

de integração não passa pelas singularidades de (s − z)−1 no integrando. Com isso, no

que segue vamos considerar z ∈ Uε(1). Além disso, a segue de (4.3) que a integral sobre

Γ2 é exponencialmente pequena de modo que a expansão assintótica de m é determinada

apenas pela integral sobre Γ1.

Iremos agora obter uma expansão assintótica para m. Observe que não podemos usar

o cálculo de reśıduos para avaliar

∫
Γ1

Pn(s)

s− z
ds, pois Pn não é uma função meromorfa.

Contudo, usando
1

u− ζ
= −1

ζ

1

1− u/ζ

= −1

ζ

∞∑
j=0

(
u

ζ

)j

= −
2r∑
j=0

uj

ζj+1
+

u2r+1

ζ2r+1(u− ζ)
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para qualquer r ∈ N, obtemos

e−u
2

u− ζ
= −

2r∑
j=0

uj

ζj+1
e−u

2

+
u2r+1e−u

2

ζ2r+1(u− ζ)
.

Assim

1

2πi

∫
R

e−u
2

u− ζ
du = − 1

2πi

∫
R

2r∑
j=0

uj

ζj+1
e−u

2

du+
1

2πi

∫
R

u2r+1e−u
2

ζ2r+1(u− ζ)
du (5.6)

Usando deformação de contorno, uma vez que a função u2r+1e−u
2

é anaĺıtica, podemos

obter uma constante C tal que∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
R

u2r+1e−u
2

u− ζ
du

∣∣∣∣∣≤ C, para todo ζ ∈ C \ R. (5.7)

Temos também, pela linearidade da integral,

1

2πi

∫
R

2r∑
j=0

uj

ζj+1
e−u

2

du =
1

2πi

2r∑
j=0

∫
R

uj

ζj+1
e−u

2

du.

Note que para j ı́mpar uje−u
2

é uma função ı́mpar, o que implica
∫
R

uj

ζj+1 e
−u2du = 0.

Dai podemos escrever

1

2πi

∫
R

2r∑
l=0

ul

ζ l+1
e−u

2

du =
1

2πi

r∑
j=0

∫
R

u2j

ζ2j+1
e−u

2

du.

Por outro lado, para cada 0 ≤ j ≤ r∫
R

u2j

ζ2j+1
e−u

2

du =
2

ζ2j+1

∫ ∞
0

u2je−u
2

du

=
2

ζ2j+1

∫ ∞
0

e−u
2

u2j−1udu

(5.8)

Fazendo a mudança de variáveis x = u2, podemos notar que elevando ambos os membros

a potência j − 1/2, obtemos u2j−1 = xj−
1
2 . Já que dx = 2udu, segue do teorema de

mudança de variáveis para integrais que∫
R

u2j

ζ2j+1
e−u

2

du =
2

ζ2j+1

1

2

∫ ∞
0

xj−
1
2 e−xdx.
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Para z ∈ C tal que Re(z) > 0 temos que Γ(z) =

∫ ∞
0

e−xxz−1dx. Logo, temos

∫
R

u2j

ζ2j+1
e−u

2

du =
Γ(j + 1

2
)

ζ2j+1
. (5.9)

Usando (5.2), (5.6), (5.7) e (5.9) obtemos a seguinte desigualdade∣∣∣h(ζ) +
1

2πiζ

r∑
j=0

Γ(j + 1
2
)

ζ2j

∣∣∣ ≤ C

|ζ|2r+1
para todo ζ ∈ C \ R. (5.10)

Quando s ∈ Γ1, por definição,

Pn(s) = h(−i
√
nλ−1(s)).

Assim, o lado esquerdo da desigualdade (5.10) pode ser reescrito como∣∣∣Pn(s) +
1

2πi(−i
√
nλ−1(s))

r∑
j=0

Γ(j + 1
2
)

(−i
√
nλ−1(s))2j

∣∣∣.
o que implica imediatamente, após simplificações de sinais, que (5.10) é dada por∣∣∣Pn(s)− 1

2π
√
nλ−1(s)

r∑
j=0

Γ(j + 1
2
)

njλ−1(s)2j

∣∣∣ ≤ C

| − i
√
nλ−1(s)|2r+1

. (5.11)

Relembremos que λ−1(s) = 1√
2
(s−1)

√
1 +R(s). Da afirmação 4.1 temos que |1+R(s)| >

c1 > 0, c1 constante, uniformemente em Uδ(1). Já que para todo s ∈ Γ1 temos |s−1| = 2ε,

segue que

|λ−1(s)| =
1√
2
|s− 1| · |

√
1 +R(s)|

≥ 1√
2

2εc2,

onde c2 =
√
c1.

Dai, conclúımos que 1
|λ−1(s)| ≤ c̃, com c̃ =

√
2

2εc2
constante. Donde obtemos

C

| − i
√
nλ−1(s)|2r+1

≤ C ˜c2r+1

n
2r+1

2

= O(n
1

r+1/2 ).
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Usando novamente a igualdade λ−1(s) = 1√
2
(s − 1)

√
1 +R(s), no lado direito da

desigualdade (5.11) e a estimativa acima no lado esquerdo de (5.11) obtemos a seguinte

representação assintótica para Pn(s)

Pn(s) =
1

2π
√
n

r∑
j=0

Γ(j + 1
2
)

nj(s− 1)2j+1Hj(s)
+O(n

1
r+1/2 ), (5.12)

onde Hj(s) =
(

1√
2

√
1 +R(s)

)2j+1
.

Definindo Gj(s) =
Γ(j + 1

2
)

√
2πHj(s)

, podemos escrever (5.12) na seguinte forma

Pn(s) =
1√
2πn

(
r∑
j=0

Gj(s)

nj(s− 1)2j+1
+O(n−r)

)
. (5.13)

Portanto∫
Γ1

−Pn(s)

s− z
ds =

1√
2πn

(∫
Γ1

r∑
j=0

−Gj(s)

nj(s− 1)2j+1(s− z)
ds−

∫
Γ1

O(n−r)

s− z
ds

)
. (5.14)

Como estamos tomando z ∈ Uε(1), segue que |s − z| ≥ ε, ou seja 1
|s−z| ≤

1
ε
. Logo,

1

2πi

∫
Γ1

O(n−r)

s− z
ds = O(n−r). Observemos que

1

2πi

∫
Γ1

r∑
j=0

−Gj(s)

nj(s− 1)2j+1(s− z)
ds =

r∑
j=0

1

nj
1

2πi

∫
Γ1

−Gj(s)

(s− 1)2j+1(s− z)
ds

=
r∑
j=0

gj(z)

nj
,

onde gj(z) =
1

2πi

∫
Γ1

−Gj(s)

(s− 1)2j+1(s− z)
ds. Segue da teoria de reśıduos que para cada

0 ≤ j ≤ r, gj(z) é uma função anaĺıtica em Uε(1). Por exemplo, se j = 0 então

g0(z) =
1

2πi

∫
Γ1

−G0(s)

(s− 1)(s− z)
ds

=
G0(z)− 1

z − 1
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Uma vez que

G0(z) =
Γ(1

2
)

√
2π

√
1+R(z)
√

2

=
1√

1 +R(z)
,

podemos aplicar a regra L’Hopital, e obtemos que g0(1) = 1
3
, g
′
0(1) = − 1

12
. O que fornece

g0(z) =
1

3
− 1

12
(z − 1) +O

(
(z − 1)2

)
.

Assim, (5.14) fica

1

2πi

∫
Γ1

−Pn(s)

s− z
ds =

1√
2πn

(
r∑
j=0

gj(z)

nj
+O(n−r)

)
. (5.15)

Com isso, usando as equações (5.5) e (5.15) obtemos a seguinte representação as-

sintótica para m

m(z) =
1√
2πn

(
r∑
j=0

gj(z)

nj
+O(n−r)

)
.

Escolhamos ε > 0 tal que o disco fechado U2ε(1) está contido em Uδ(1) ∩ U , onde U

é determinado pela curva γ (veja a Definição 4.1 (ii)). A partir da discussão acima (veja

em particular (5.4), (5.5)), segue que a única solução, Fn, de (RHP )1 pode ser escrita,

para z ∈ Uε(1), como

Fn(z) = Pn(z) +m(z) = Pn(z) +
1√
2πn

(
r∑
j=0

gj(z)

nj
+O(n−r)

)
.

Escolhendo ε menor, se necessário, podemos assegurar que todos os Gj(z) são anaĺıticas e

não nulas em alguma região aberta contida em U2ε(1). O resto em (5.11) é uniforme para

s ∈ ∂U2ε(1).

Com isso, demonstramos o principal resultado desse estudo.

Teorema 5.2. Existe ε > o e funções anaĺıticas gj em Uε(1) tais que para qualquer curva

admisśıvel γ e qualquer r ∈ N temos

Fn(z) = Pn(z) +
1√
2πn

(
r∑
j=0

gj(z)

nj
+O

( 1

nr

))
, (5.16)
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onde o erro é uniforme para z ∈ Uε(1) \ γ e os coeficientes de Taylor de todos os gj são

calculados explicitamente em z0 = 1. Por exemplo,

g0(z) =
1

3
− 1

12
(z − 1) +O((z − 1)2).
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Caṕıtulo 6

Localizando Zeros

Temos dois objetivo neste caṕıtulo. O primeiro é mostrar que os zeros dos polinômios

de Taylor reescalados, fora de vizinhanças de z = 1, convergem para a curva de Szegö.

O segundo é enunciar resultados de pesquisa recentes sobre a convergência destes zeros

à curva de Szegö nas vizinhanças de z = 1, bem como resultados sobre as taxas de

convergência destes zeros à curva D∞.

Os argumentos e resultados apresentados nesta seção são expostos em detalhes em [9].

Os autores mostram como construir um contorno admisśıvel γ e também n − 1 soluções

distintas (juntamente com suas expansões assintóticas) da equação

enφ(z) = Fn(z), (6.1)

no interior da região delimitada por γ, para n suficientemente grande.

Por (2.10) podemos afirmar que cada zero de pn−1(nz) é uma solução da equação acima

e vice-versa. Já que podemos argumentar que a equação acima possui n − 1 soluções

distintas, e pn−1(nz) tem no máximo n− 1 zeros distintos temos a localização de todos os

zeros deste polinômio.

Para mostrar a existência de n− 1 soluções distintas para (6.1) é suficiente mostrar a

existência de n− 1 soluções distintas da equação abaixo no disco unitário U1(0)

φ̃(z)− 1

n
lnFn(z) = −2πik

n
, (6.2)
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onde φ̃ é definido como φ em (2.9) com a única diferença que o ramo do logaritmo agora

é o eixo real positivo em vez do eixo real negativo.

A existência e expansões assintóticas das ráızes da equação (6.2) são obtidas por um

procedimento padrão. Primeiro se constrói soluções αk,n de

An(z) = −2πik

n
(6.3)

onde An é uma aproximação bem escolhida da função Gn(z) := φ̃(z)− 1
n

lnFn(z). Então,

podemos utilizar um argumento de contração para concluir que a equação original 6.2

tem uma única solução zk,n próxima de αk,n para cada 1 ≤ k ≤ n− 1.

Já que é posśıvel provar que o erro nas derivadas de (5.16) são uniformemente limita-

dos, obtêm-se adicionalmente uma expansão assintótica para zk,n, em termos de αk,n.

6.1 Zeros longe do ponto cŕıtico.

Neste caso, basta usar aproximação

An(z) = φ̃(z) = z − 1− l̃n(z),

onde l̃n denota o ramo do logaritmo descrito acima. As soluções αk,n de (6.3) estão

todas sobre a curva de Szegö D∞. Pode-se mostrar que a distância de αk,n e zk,n é da

mesma ordem que An −Gn = 1
n
(lnFn) = O((lnn)/n) (veja Teorema 4.3). Note que este

resultado só é válido para zk,n que se encontram em um subconjunto compacto de C \

{1}. Enunciemos agora um resultado sobre expansão assintótica de zk,n.

Teorema 6.1. Existem polinômios Qj(x, y) de grau j na variável y e de grau ≤ 2j − 2

na variável x tal que para 0 < β < 1, nβ < k ≤ n/2, e r ∈ N temos

zk,n = αk,n

(
r−1∑
j=1

Qj(αk,n, ln[
√

2πn(αk,n − 1)])

nj(1− αk,n)2j−1

)
+O

[(
lnn

n

)r(n
k

)r− 1
2

]
,

onde a constante no erro só depende da escolha de β e r. Os polinômios Qj podem ser

calculados explicitamente. Por exemplo, temos

Q1(x, y) = −1

2
y; Q2(x, y) = − 1

18
y2 +

1

2
xy − 1

12
(x2 + 10x+ 1).
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Para r = 1 (isto é, sem termos de correção), este resultado foi provado primeiro em

[3, A.47].

Taxas mais rápidas de convergência podem ser obtidas por uso de melhores apro-

ximações de Fn na definição de An, as quais são fornecidas pelo Teorema 4.3, ou seja,

An(z) = ˜φ(z) +
1

n
ln(
√

2πn(1− z)).

O preço que se paga para obter uma taxa mais rápida de aproximação é que as soluções

aproximadas, αk,n, encontram-se agora sobre curvas Dn que dependem de n, ao invés de

estarem na curva de Szegö. As correspondentes expansões dos zeros em termos de tais

soluções aproximadas, αk,n, serão apresentadas em uma futura publicação pelos autores

de [9]. Encontramos em [3, (A.48)] e [5] um estudo sobre tais melhores aproximações.

6.2 Zeros perto do ponto cŕıtico.

Para formular o resultado, primeiro precisamos lembrar a definição da função erro

complementar

erfc(z) = 1− 2√
π

∫ z

0

e−t
2

dt =
2√
π

∫ ∞
z

e−t
2

dt ∀z ∈ C,

onde o caminho de integração da última integral está sujeito à restrição de arg(t) → α

com |α| < π
4

quando t → ∞ ao longo do caminho. É bem conhecido, veja [8], que todas

os zeros dessa função estão no segundo e terceiro quadrante do plano complexo (Ou seja,

nas regiões π
2
< arg(z) < π e −π < arg(z) < −π

2
), e que no segundo quadrante existe

uma quantidade enumerável de zeros da função erro complementar. Denotaremos esses

zeros por, wk, k ∈ N, e podemos ordená-los por módulo |wk| < |wk+1|. Nosso resultado

sobre as soluções zk,n, de (6.2) é escrita como segue.

Teorema 6.2. . Existem polinômios qj de grau j tal que para 0 < β < 1, 1 < k < nβ e

r ∈ N temos

zk,n = 1 +
r−1∑
j=1

qj(
√

2wk)

nj/2
+O

((
k

n

)r/2)
,
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onde a constante no erro só depende da escolha de r e β. Além disso, os polinômios qj

podem ser calculados explicitamente, por exemplo,

q1(x) = x; q2(x) =
x2 − 1

3
; q3(x) =

x3 − 7x

36
.

Esse resultado foi provado para r = 2 e β < 1/3 em [3, (A.34)] adaptando e estendendo

resultados obtidos anteriormente em [11] e [5].

Se |wk| ∼
√

2πk, quando k →∞, segue que o j-ésimo termo na expansão acima é de

ordem (n
k
)j/2. Em particular, temos que |zk,n − 1| é de ordem

√
k
n
. Consequentemente, a

expansão dos zk,n em termos dos zeros da função erro complementar é válido para todos

os zeros no ćırculos de tamanho n(β−1)/2. Assim, para qualquer ε > 0 e n ∈ N tal que

n−(1/2)+ε < |zk,n − 1| < n−ε, encontramos nas seções 6.1 e 6.2 expansões distintas das

soluções de (6.2).

Um pouco de cálculo mostra que o Teorema 6.2 fornece boas aproximações se os raios

dos ćırculos são reduzidos a uma taxa O(n−1/3), por outro lado as aproximações obtidas

com αk,n na curva de Szegö (ver Teorema 6.1) são melhores.

Terminamos explicando como a função erro complementar entra em cena na prova do

Teorema 6.2. Introduzindo a função auxiliar

υ(ζ) := eζ
2

erfc(ζ),

verifica-se que υ(ζ) = 2eζ
2 − υ(−ζ) é válida para ζ ∈ R e, pelo prinćıpio da identidade,

em todo plano complexo. Já que υ e a função erro complementar têm o mesmo conjunto

de ráızes, obtemos 2ew
2
kυ(−wk)−1 = 1. Estimativas elementares sobre os argumentos

mostram que o valor correto do logaritmo é dada por

w2
k = − ln(υ(−wk)/2) + 2πik = 0, ∀k ∈ N. (6.4)

Em seguida, estabelecemos uma relação entre υ e a função h definida em (5.2). Para

todos ζ com parte real positiva vale a seguinte relação

υ(ζ) = 2h(iζ) (6.5)
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Para ver isso verifica-se que g(ζ) := 2h(iζ)e−ζ
2

tem a mesma derivada e o mesmo compor-

tamento limitante para ζ →∞ que a função erro complementar. Seguindo o procedimento

descrito no ińıcio desta seção e mantendo o resultado do Teorema 5.4 em mente, aproxi-

mamos Gn por

An(z) := ˜φ(z)− 1

n
lnPn(z).

definindo αk,n := λ(wk/
√
n), usando que φ e φ̃ coincidem no semi-plano superior, e que a

parte real de wk é positiva, obtemos das equações (4.8), (6.5) e (6.4)

An(αk,n) = φ(λ(wk/
√
n))− 1

n
lnh(−iwk) =

1

n
[w2

k − ln(υ(−wk)/2)] = −2πik

n

satisfazendo (6.3), como desejado.
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