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Resumo

Nesta dissertacdo, expomos em detalhes a prova da continuidade da transicdo de fase para
0 Modelo de Ising de primeiros vizinhos em dimensdo d > 3. Seguimos a demonstragdo
apresentada em [ADCS15].

Com o objetivo de manter o texto autocontido, provamos as propriedades mais basicas
do Modelo de Ising a volume finito. Em seguida, construimos o modelo a volume infinito
e caracterizamos exatamente para quais pontos do semiplano f X h existe transi¢cao de fase.
Por fim, estudamos minuciosamente a magnetizacao espontanea a temperatura critica com
o auxilio da representacdo por correntes aleatdrias.

Este texto ndo apresenta contribui¢des originais, porém, expde detalhadamente as de-
monstragdes dos resultados aqui apresentados.

Palavras-chave: Modelo de Ising, Transi¢do de fase, Continuidade da transicao de fase,
Sharpness da transicao de fase, Plano de Fase, Representacdo por correntes aleatorias.
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Abstract

In this Master dissertation, we present in detail the proof of the continuity of the phase
transition for the Ising Model with nearest neighbors interaction on dimension d > 3. We
follow the proof given in [ADCS15].

With the objective of keeping this text self-contained, we prove the very basic properties
of the Ising Model on a finite volume. Then, we construct the model in a infinite volume
and caracterize exactly in what points of the semi-plane f X A it exhibits a phase transition.
Finally, we study meticulously the spontaneous magnetization at the critical temperature
with the assistance of the random-current representation.

This text does not present any original results, nevertheless, we give detailed proofs of
the subject discussed here.

Keywors: Ising Model, Phase transition, Continuity of the phase transition, Sharpness
of the phase transition, Random-Current Representation.
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Introducao

Mecéanica Estatistica € uma area da Fisica Matematica que usa ferramentas probabilisti-
cas para estudar situagdes nas quais fendmenos classicos (ndo quanticos, e, portanto, deter-
ministicos) ndo podem ser estudados diretamente. A necessidade de introduzir aleatoriedade
neste estudo decorre da ordem de grandeza do niimero de particulas envolvidas. Ao estu-
dar, por exemplo, as propriedades magnéticas de uma liga metalica, devemos considerar
que a magnetizacdo da liga é a soma das magnetizacdes de cada uma de suas particulas. Po-
rém, o problema € que uma tnica liga metalica € constituida por algo na ordem de grandeza
de 10?* atomos. Consequentemente, a tentativa de prever como cada um desses 4tomos se
comporta, torna-se impraticavel. Sendo assim, escolhemos medidas de probabilidade que
atribuam grande probabilidade aos resultados fisicamente esperados e uma baixa probabi-
lidade (ou, até mesmo, nula) aos resultados que ndo se comportem conforme os principios

fisicos em questdo. Discutiremos, a seguir, o que isso significa.

T<T, T>T,

Figura 1: Representacdo da magnetizacdo de uma liga metélica como soma das magneti-
zacOes de seus atomos. A esquerda, em baixas temperaturas, a interacdo dos atomos faz
com elas fiquem alinhadas e, portanto, a liga apresente magnetizacao. A direita, em altas
temperaturas, a interacdo dos atomos nao ¢é o suficiente para garantir alinhamento e, conse-
quentemente, a liga ndo apresenta magnetizagao.

Cabe enfatizar que estamos lidando com Mecanica Estatistica de Equilibrio, isto €, deixa-
mos o sistema evoluir por tempo suficientemente longo, de modo, que este sistema encontre
um equilibrio e suas propriedades nao se alterem em func¢do do tempo. Um fator importante

€ que um sistema isolado e em equilibrio é fundamentalmente descrito por algumas quanti-
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dades macroscdpicas, que, no nosso caso, serdo a temperatura 7 e a intensidade do campo
magnético h. Isto €, duas barras metalicas que alcancem equilibrio termodindmico e que
possuam a mesma temperatura e estejam sujeitas a0 mesmo campo magnético comportam-
se, de maneira quase idéntica, mesmo quando as estudamos em um nivel microscépico.
Especificamente, estudaremos, sob o ponto de vista da Mecanica Estatistica, a transicao
de fase que ocorre com certos materiais ferromagnéticos. Um fendmeno conhecido é que,
ao elevar a temperatura de um ima, este eventualmente perdera todas as suas propriedades
magnéticas. Em particular, dado certo ima, existe uma temperatura critica 7, por vezes
referida como Temperatura de Curie, sob a qual o ima apresenta propriedade magnética
para toda a temperatura T' < T, e perde seu magnetismo para " > T,. O sistema, entdo,
sofre uma mudanga abrupta em seu comportamento entre as fases T' < T, e T > T,. Por
sua vez, se este mesmo sistema estd submetido a um campo magnético ndo nulo A # 0,
o sistema sempre apresentard magnetismo, por mais alta que seja a temperatura. Por fim,
resta descobrir o que acontece exatamente quando 7' = T,. O entendimento matematico e

rigoroso das situacdes anteriores € o objetivo desta dissertacao.

Figura 2: Simplificacdo sobre a disposi¢do espacial dos atomos.

Para atingirmos esse objetivo, tentaremos descrever um modelo que aproxime de modo
simplificado o comportamento de ferromagnetos. A primeira simplificagcdo a ser feita € as-
sumir que o metal o qual estamos modelando apresenta uma estrutura cristalina cibica. Isto
€, assumiremos que seus atomos sao dispostas formando cubos no espaco. Tal simplificacdo
ndo € distante da realidade, uma vez que, por exemplo, uma liga de ferro (Fe) apresenta uma
estrutura muito similar, como pode ser visto no lado esquerdo da Figura 1. Com interesse
estritamente matematico, podemos estender essa estrutura para qualquer dimensao d > 1.
Dessa forma, assumiremos que os atomos (0s quais, daqui por diante, serdo referidos como
particulas) serdio identificados com elementos em Z¢, o qual equiparemos com uma estrutura
de grafo. Vale notar que muitos dos resultados que provaremos aqui sio vélidos para grafos
mais gerais, como por exemplo nos artigos [HSS00, JS99, Lyo89].

Uma vez definidas a estrutura espacial do modelo a ser estudado, resta definir o que
ocorre em cada elemento de Z¢. Assim, como discutido anteriormente, a magnetizacao de

uma liga metalica € dada como a soma das magnetizagdes de suas particulas. A magnetizacao



aqui referida € a direc@o para a qual o seu polo norte aponta e, portanto, € descrita por um
vetor em trés dimensdes. Neste momento, adotamos a segunda simplificacdo do modelo,
ao assumirmos que cada particula s6 pode ter seu polo norte apontado para "cima'"ou para
"baixo". Para dar um carater matemético, faremos a seguinte identificacdo: se o polo norte
de uma determinada particula estd apontado para cima, diremos que seu spin € +1; caso
contrario, diremos que seu spin serd definido como —1. Essa simplificagdo ¢ mostrada na

Figura 3.

Figura 3: Simplificac@o sobre sobre as possibilidades de posi¢des do polo norte.

Como referido, em Mecanica Estatistica, abordamos os estados de equilibrio a partir das
medidas de probabilidade. Dessa forma, precisamos escolher uma medida de probabilidade
a ser utilizada. Vamos supor, por um instante, que temos um nimero N finito de estados
aos quais atribuiremos probabilidade positiva. Se ndo tivéssemos informacdo alguma do
modelo, simplesmente supomos que todos possuem probabilidade igual, isto é, p(¢) = 1/N
para todo o.

Vale introduzir, brevemente, o conceito de entropia de uma medida de probabilidade,

que servira apenas para motivar essa discussao inicial. Se ¢ € uma medida de probabilidade

no espaco Q := {c", ..., 6™}, definimos a entropia de y como
N
hw) = Y, ~u(e™) - log (u(a™) ).
=1

onde 0 - log0 := 0. A entropia, grosseiramente, mede o quio concentrada uma medida de
probabilidade esta. Isto é, se existe k' tal que ,u(a(k')) = 1, entdo h(u) = 0. Por sua vez, se
u é uma distribuicdo uniforme em {¢'V, ..., 6™}, entdo sua entropia atinge o supremo da
entropia entre todas as medidas de probabilidade em €. Entdo, reescrevendo uma afirmagao
do pardgrafo anterior, se ndo tivéssemos informacdo alguma do modelo, escolheriamos a
medida de probabilidade com maior entropia.

Por outro lado, do ponto de vista da Fisica, introduzimos uma funcdo U : Q — R
chamada funcao energia, que mede justamente a energia em cada elemento de . A natu-
reza tende a minimizar a energia. Portanto, os elementos mais provaveis, sdo aqueles que

apresentam a menor energia possivel. Dessa forma, gostariamos que y atribuisse uma baixa
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probabilidade a elementos com uma grande energia. Um modo de conseguir tal feito, é
procurar y tal que f o —Udu seja a maior possivel.
Para satisfazer, simultaneamente, as consideracdes dos dois dltimos paragrafos, escolhe-

remos uma medida que atinja o seguinte supremo

SUP{h(M)+/Q—UdM}, (1)

"

onde o supremo ¢ calculado sobre todas as medidas de probabilidade sobre . O problema
de encontrar medidas que satisfacam tal supremo, denominado Problema Variacional, é
estudado em cendrios bem mais complexos do que €2 finito (como pode ser visto em [BC75]),
porém, este caso serd o suficiente para nos.

Em nosso caso, toda medida de probabilidade em €2 pode ser identificada com um vetor
emp = (p,...,.Py) € RY tal que p; > Oparatodoi =1,....,Nep, + - +py = 1.
Portanto, podemos aplicar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para mostrar que o
supremo ¢ atingido quando

e_U(o-(i))
—U(s" "’
ZG’EQ e~Uln

A tltima simplificacdo do modelo € a escolha da funcao de energia, que sera dada como

pi = ue") = 2)

U= pH,;,, onde = % conforme serd apresentado no Capitulo 1. A fungdo de energia
que escolhemos s6 leva em consideragdo a interag@o individual entre pares de spins.

O leitor pode pensar que o niimero de simplificacdes que fizemos pode gerar grande dis-
tancia entre os fendmenos aqui estudados e a realidade. Porém, o Modelo de Ising, apesar da
sua simplicidade, ajusta-se suficientemente bem a realidade. Esse modelo abriu o caminho
para diversas técnicas em Mecanica Estatistica e serve como base para outros modelos, onde
a estrutura espacial, os possiveis valores para os spins € a fung@o de energia sdo muito mais
gerais.

Por fim, lembramos do fendmeno denominado transicao de fase, que, em simples pala-
vras, ¢ a mudanga abrupta do comportamento do modelo em relagdo a pequenas variagdes
dos parametros f, h. O problema é que a medida de probabilidade definida por (2) € uma
funcdo C* das varidveis f e h. Logo, suas variagdes em funcdo dos pardmetros sempre
serdo suaves. Para fazer com que o modelo apresente uma transi¢do de fase, precisaremos
calcular o limite quando o niimero de particulas vai para infinito.

Restam algumas observacdes sobre esta dissertacdo. A primeira €, como o leitor notara,
que a maior parte das funcdes as quais estudaremos depende de uma grande quantidade

de pardmetros. Portanto, sempre que for possivel omitir um desses pardmetros sem causar



alguma ambiguidade, assim o faremos. Destacamos que proposi¢des, teoremas, corolarios
e lemas sdo enumerados consecutivamente; porém, defini¢des, exemplos e observagdes sdo

enumerados independentemente. Isto é, o leitor podera encontrar a seguinte ordem no texto:
Teorema 0.1.

Proposicao 0.2.

Definicao 0.1.

Lema 0.3.

Observacao 0.1.

Apesar de tentarmos manter esta dissertacdo autocontida, assumimos que o leitor possui
conhecimentos basicos em Teoria de Grafos, um primeiro curso em Teoria de Probabilidade
(com Teoria da Medida) e um primeiro curso em Anélise Funcional. Essa escolha é para
evitar que este texto se torne demasiadamente longo.

Finalmente, a Mecanica Estatistica € uma area recente e cuja pesquisa € muito ativa.
Em particular, os Capitulos 3 e 4 s@o baseados em artigos publicados a menos de dois anos
da data de conclusdo desta dissertacdo. Nosso propdsito € introduzir todo o conhecimento
basico do Modelo de Ising nos primeiros Capitulos 1 e 2, com suficiente generalidade para
que seja interessante aqueles que ja possuem um primeiro curso na area. Em seguida, nos
capitulos finais, n6s nos limitaremos a hipdteses mais restritivas, para facilitar a demonstra-
cdo dos teoremas desejados, de maneira a permitir que esses resultados sejam acessiveis aos
ndo especialistas. Ao ler esses capitulos e, com um pouco de esforco adicional, o leitor serd

capaz de ler os artigos originais e compreender seus resultados na integra.






Capitulo 1

O Modelo de Ising

Neste capitulo, construiremos em detalhes o Modelo de Ising, provando suas proprieda-
des basicas e as suas questdes mais importantes de convergéncia. Um leitor que ja estiver
familiarizado com o Modelo de Ising para primeiros vizinhos, pode achar interessante a lei-
tura do capitulo para ver as demonstra¢des basicas para interacdes mais gerais. O leitor que
por sua vez ja esta familiarizado com essa generalidade, pode se sentir mais a vontade em
simplesmente pulando a leitura deste capitulo, vale notar porém, que a Secao 1.2 se refere
a chamada Representacdo por Correntes Aleatdrias, que ndo € apresentada no curso padrao
do Modelo de Ising, mas que serd umas das ferramentas principais nos capitulos finais desta
dissertacao.

A estrutura deste capitulo € dada da seguinte forma: primeiro, formalizaremos a defini-
cdo do Modelo de Ising em um ndmero finito de particulas; em seguida, estudaremos suas
propriedades bésicas, provando as chamadas desigualdades de correlacio e suas consequén-
cias, que nos permitem caracterizar melhor o comportamento para um volume finito; e, por
fim, caracterizaremos o a extensio do Modelo de Ising para todo Z¢ e assim definiremos de

modo preciso o que € transi¢ao de fase.

1.1 Definicao do modelo a volume finito

O Modelo de Ising é definido sobre o denominado Espaco de Configuracdes que, em
nosso caso, sera dado por Q := {—1,+1 }Zd, d > 1. Esse espaco representa cada possivel

configuracdo de orientagdes (positiva ou negativa) dos spins posicionados nos pontos de Z¢.
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Para o estudo de convergéncias nesse espaco, consideremos a fungao

d: QxQ—R

(. @) — inf {2—11 o=, Vx € Z% ||x]], < 1} .
E facil verificar que (Q, d) é, de fato, um espago métrico. A partir dessa métrica, definimos
F aoc-algebrade Borel em €, isto €, a o-algebra gerada pelos cilindros quando consideramos
Q como um produto cartesiano.

Nosso objetivo € estudar o Modelo de Ising sobre o espaco €. Para isso, existem duas
abordagens padrdo. A primeira € conhecida como "Formalismo DLR" que ndo serd explo-
rada nesta dissertagdo. A segunda, denominada Limite Termodinamico que, por questio de
simplicidade, foi escolhida como abordagem para este texto, consiste em construir o Modelo
de Ising com spins posicionados em um subconjunto finito A de Z¢, e em estudar os limites
quando fazemos "A — Z9", essa nocdo de limite ser propriamente definida na Segdo 1.4.

O Modelo de Ising depende de diversos parametros que possuem suas interpretacdes
fisicas. Consideremos h € Re J = (J, ), ,ezs tal que J,, = 0,Vx € Z°. O parametro h
representa o campo magnético sob o qual o ferromagneto esta submetido, e os elementos da
colecdo J, as constantes de acoplamento, isto é, cada Iy modela a intensidade de influéncia
gerada entre o par de spins em x € em y.

Como mencionado acima, vamos definir inicialmente o modelo de Ising em um subcon-
junto A C Z? finito. O espaco das configuragdes no volume A com condigio de fronteira

livre é definido como sendo o seguinte produto cartesiano
0 . A
Q= {-1,+1}"

Considere, entdo, o espaco mensuravel (99\, 9‘7/(\)), onde FZX ¢ a o-algebra das partes.
Para possibilitar uma abordagem geométrica, vamos equipar A com uma estrutura de grafo.
Para isso, considere o grafo (V' (A), E(A)) dado por V(A) := A e com as arestas induzidas
pela colegdo J, isto €, E = E(A) = {{x,y} C A : J,, > 0}. Da mesma forma, seja
E@ZY :={{x,y}cz?:J >0}

Denotamos por 1[-] a fun¢do indicadora, isso €, 1[-] é igual a 1, se a condi¢do entre
colchetes € atingida, e 0, caso contrario. Por vezes, denotaremos 1 ao invés de 1[-].

Dessa forma, considere o exemplo com os seguintes valores d = 2, A = [0, 51> n 72,
J>0eJ, ,=J1 [|x =yl = 1], teremos o grafo apresentado na figura 1.1.

Seja ¢’ = (0}),en € €2, definimos a varidvel aleatria da projegdo no sitio x, dada por

o,.(c") = o.. No estudo de Mecanica Estatistica, ¢ usual denotar ¢, como variavel aleatdria
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Figura 1.1: O Grafo dado pela colecdo J = {Jx,y =J1 [lx -y = 1] }

X,y

e, também, como proje¢do nas coordenadas dos elementos do espaco amostral. Apesar de
gerar ambiguidades serd sempre claro pelo contexto qual € a interpretagdo correta. Com isto
€ possivel reduzir consideravelmente a pesada notacdo da area.

Considere o Hamiltoniano com condicio de fronteira livre

HY,(0):=— ) J,00,-h) o, (1.1)

{x,y}EE(N) xEA

Em geral, omitimos a dependéncia em J, a menos em casos de possivel ambiguidade.

Sob o prisma da Fisica, o Hamiltoniano representa a energia total do sistema fisico as-
sociado ao nosso modelo no volume A. A partir de (1.1), temos que a cole¢do J nos fornece
a informacdo de como a "interacdo" entre pares de spins serd contabilizada no célculo da
energia total. Agora, enfrentamos um problema comum em qualquer processo de modela-
gem: a escolha da complexidade do modelo. Um modelo mais complexo tende a ser uma
representacio mais realistica do fenomeno estudado. Por outro lado, ao considerar um mo-
delo mais complexo podemos ficar incapacitados de provar qualquer resultado interessante.
No modelo de Ising, em geral, assumimos que J € admissivel, isto €, J satisfaz as seguintes

condicoes:
J1 Invariancia por translacdo: J, , = J(||[x — y||,),Vx,y € 74,
J2 Ferromagnetismo: J, , > 0,Vx € Z¢;

J3 Interacdo regular: ), _, J, < oo;

J4 Interacdo aperiddica: Vx € Z9; existem 0 = x,,x,,...,X,_;,X, = X tais que
Y P e

Nos proximos capitulos, nosso estudo ficara restrito ao caso em que J, , = J1,_y -1y,
onde J > 0, chamado Modelo de Ising de primeiros vizinhos. Nessas condi¢des, o Ha-
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miltoniano contabilizard apenas a interagdo entre vértices com distancia 1. Em particular,
nosso objetivo € tratar dos resultados recentes no caso d = 3, por ser evidentemente o caso
de maior apelo fisico.

Apesar de parecer desnecessaria a introducdo de tamanha generalidade de parametros,
precisaremos da liberdade de adapti-los de acordo com a situacao de cada resultado. Dessa
forma, evitamos a necessidade de redefinir o modelo a cada vez que fizermos um argumento
de comparacao.

Seja f > 0 (que € interpretado como o inverso da temperatura do sistema), usaremos a
expressao (1.1) para definir para toda funcdo f : 99\ — R a seguinte quantidade medida
de Gibbs do Modelo de Ising a volume A com condicido de fronteira livre

g0
ZO_EQ?\ f(O')C pH, ,(0)

0 .
F¥apn o= 5 , (1.2)
ZA,ﬁ,h
onde
0 ._ -pHY , (0)
ZA’M = Z e "an
O'GQ(/)\

¢ a chamada funcao de particdo, que serve como uma constante de normalizacio, para que

a expressdo (1.2) defina uma medida de probabilidade ,u?\’ s dada por

y27ﬂ’h(E) (= (11E)°A’ﬂ’h,VE € F.

A fungdo de parti¢io ndio é uma mera constante sem significado. A medida que estende-
mos o modelo ao volume Z?, diversas propriedades importantes sio codificadas em termos
de propriedades dessa funcao.

Note que, se J é admissivel e A = 0, o sistema apresentard menos energia quando todos
0s spins ¢, possuirem a mesma orientacdo (sinal). Logo, temos que as configuragdes + :=
(+1),ep € — 1= (—=1),¢, sd0 aquelas que apresentam a menor quantidade de energia. Para
h > 0 (para h < 0), temos que o sistema apresentara menos energia apenas na configuracao +
(configuragdo —). Consequentemente, por (1.2), teremos de acordo com a medida ,ulo\’ 50 que
os eventos {+}, {—} € F, possuem probabilidade maior do que quaisquer outros eventos
unitarios {c}, onde o € Q.

Para o Hamiltoniano com condicdo de fronteira livre, temos que as Unicas parcelas da
energia total sdo dadas pela interacdo entre os elementos de A e as interagdes dos elementos A

com o campo h. De modo similar, podemos montar um sistema ligeiramente mais complexo
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no qual levamos em consideracdo a interagdo entre os elementos de A e os elementos no
exterior de A.
Sejat € Q, e A C Z¢ finito, considere o espago

Q) ={c€Q:0,=17,Vy&A},

que € o espago das configuragdes no volume A com condi¢do de fronteira 7. Considere &
a o-algebra das partes em QF . Para cada elemento ¢ € €, definimos o0 Hamiltoniano com
condicao de fronteira ¢

H{,(0):== Y J,o0,—-h) o - J or, (1.3)
{x.y}€EN) xEA xeA
YEA
== Z J.,0.0,—h Z o,
{x,y}NA£D xEA

Esse Hamiltoniano leva em conta as interagdes entre os spins dentro de A com os elementos
fora de A, mas ndo considera a interagdo entre pares de spins fora de A. Analogamente as
condi¢oOes de fronteira livre, para qualquer fungdo para f : Q) — R, definimos a medida
de Gibbs do Modelo de Ising a volume A com condicio de fronteira 7 como

Y pea; [(0) e

g 1= Z : (1.4)
onde
Zin 2 e PHAN@)
O'EQT
e, por fim,

,uf\’ﬂ’h(E) = (]lE)f\ﬁ’h,VE € F,.

Existem certas condi¢des de fronteira particularmente importantes, como, por exemplo, as
condi¢des geradas pela configuracio + := (+1),.,. € pela configuragdo — 1= (—=1) . A
partir dessas duas, extrairemos resultados sobre todo conjunto {(-)} gn)rezi-

Denotaremos por # uma condicao de fronteira em geral, seja livre ou definida a partir
de uma configuracdo 7 € Q. Dessa maneira, # € {0} U {7 : 7 € Q}.

Como referido, nosso objetivo € estudar o comportamento das medidas yi’ s quando

A — 79, Dedicaremos as proximas duas se¢des a propriedades do modelo a volume finito.
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1.2 Polinomios e Correntes Aleatorias

A habilidade de entender as propriedades de ,ui’ 5.,(+) estd diretamente relacionada a ca-
pacidade de avaliar ( f )i’ s onde fo Qy — R € continua, o que também ¢ uma tarefa
ardua. Portanto, assim como em R, estudar f na classe dos polindmios € mais simples.
Apesar disso, essa classe € suficientemente grande para que possamos aproximar qualquer
funcdo continua por polindomios. Consequentemente, os resultados a respeito dos valores
esperados de polindmios serdo amplamente utilizados para entender melhor as propriedades
de “i, 5.,(+). Nesta se¢do, desenvolveremos parte da teoria necessaria para avaliar o valor
esperado de polindmios. Para cada subconjunto A C Z¢ finito tal que A # @ definimos

o :=[]e- (1.5)

XEA

Em algumas situagdes, sera conveniente considerar

na =[] 1o (1.6)

XEA

onden, := %(1 +0,). Para A = @ definimos 6 := 1 e n, := 1. Além disso, definiremos

o que é uma funcgdo local.

Definicao 1.1. Seja f : Q — R uma funcdo. Dizemos que f é uma funcdo local se existe um
subconjunto A C Z* finito de modo que para todo ¢,6’ € Q com ¢, = ¢! para todo x € A,
temos que f(c) = f(c'). O menor conjunto que satisfaz tal propriedade é denominado
suporte de f e serd denotado por supp f. Um evento & é dito um evento local se sua fungdo
indicadora é uma fungdo local e seu suporte supp & é definido como sendo supp 1, onde

1., denota sua fungdo indicadora.

Intuitivamente, dizemos que f € local se ela depende apenas de um nimero finito de
coordenadas, e o supp f € exatamente o conjunto de coordenadas do qual a fun¢do depende.
Se f € local e supp f C A, entdo podemos definir a funcdo f : Qf\ — R, para qualquer #.
De fato, dado o € Qi seja o’ € Q qualquer elemento tal que o, = o, paratodo x € A. A
fungdo o — f(o) = f(c') esta bem definida, isto €, ndo depende da escolha de ¢’. A seguir,

classificaremos todas as fung¢des locais.

Proposicdo 1.1. Para cada funcdo f : Q — R tal que supp(f) C Z¢ é finito, existem duas

colecées de niimeros reais (f ;) acsupp(s) € ( £ Acsupp(s) 1AILS que

f= Z fAAO'A, f= z fA”IA‘

Acsupp(f) AcCsupp(f)
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Demonstragdo. Para mostrar o resultado, precisamos provar a seguinte identidade: para

qualquer par o, ¢’ € Q, temos que

—|B
27181 6,407 = Ly ot uen- (1.7)
ACB

A fim de provar essa igualdade, vamos separd-la em casos. Primeiro, suponha que o, =
o,, para todo x € B, entdo evidentemente ambos os lados de (1.7) sdo iguais a 1. Agora

suponha que existe x € B tal que o, # o,, entdo

Z 040 Z (GAGj4 + O'AU{X}GAU{X}>

ACB ACB\{x}

= Z <6AO':4+O'XO';(7AO';4>
ACB\{x)

= Z ((GAG;(1+0'XG;)>
ACB\(x}

= 0.

Como o lado direito da equagdo também € nulo, temos que a identidade € valida.

Agora, como f depende apenas de varidveis em supp( f), podemos expressar unicamente

#

Supp(/)’ obtendo

f em funcdo de coordenadas ¢ € Q

f@ =D fO) ol xesup s
o' €y
= Z f(o./)(z—lsupp(fﬂ Z GAG,/4>’ por (1.7)
o'eQt o ACsupp(f)
— 2~ I'supp(/)l Z 6Af(6'))6A.
Acsupp(f) o'eQ?

supp(f)

Consequentemente, basta adotar f, =271y | O WACHE
supp -
Fazendo a mudanga de varidvel 6, = [],.,(2n, — 1), conseguimos os coeficientes f,.
O]

A Proposi¢ao 1.1 mostra que podemos calcular o valor esperado de funcdes a volume
finito a partir do valores esperados dos o,'s. Para abordar esse problema, introduziremos

novas ferramentas.
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Nessa, assim como em muitas situacdes, € necessaria a analise de outros modelos capazes
de traduzir as propriedades do Modelo de Ising em termos geométricos ou combinatorios.
A capacidade de introduzir tais representagdes, que, em geral, ndo sdo triviais, constitui uma
abordagem versatil para os problemas de Mecanica Estatistica.

Aqui, adotaremos a primeira representacdo alternativa do Modelo de Ising, conhecida
como Representacao por Correntes Aleatdrias. Tal representagado sera utilizada para mostrar
os principais resultados deste trabalho.

Com o intuito de introduzir o conceito de corrente aleatéria, precisaremos fazer uma
pequena simplificacdo no Modelo de Ising. Para tanto, introduzimos o sitio fantasma g,
que tera o papel de uniformizar a natureza das parcelas do Hamiltoniano. Considere g & Z¢,
#e€ {0,+} e, parax €A,

ht Yondyy se#t=+
h, se# =0,

x.g °

e J&g =0.

Com tais escolhas o Hamiltoniano Hi , pode ser reescrito como

HY,()=- ) J,o0 (1.8)

xy?xYys
{x,y}EE(AS)

ondes, :=1eA® :=AU{g}e E(A®) :={{x,y} : x,y € A¥{e}J,, > 0}.

Figura 1.2: Uma representacdo do sitio fantasma g, para o caso d = 2.

Observe que, se h = 0 e # = 0, temos que J, , = 0, para todo x € A. Neste caso ndo ¢
necessario fazer uso do sitio fantasma. Porém, a fim de uniformizar a notagcao nos resultados

a seguir vamos trabalhar sempre em A®. Agora, definiremos uma corrente aleatoria.

Definicdo 1.2 (Corrente a volume finito). Sejam A C Z¢ finito, h > 0,# € {0,+}, J =
eyt ixpeeny Uma fungdon @ E(A®) — {0,1,2, ... } é chamada uma corrente a volume

A%. O conjunto on = {x € A : ZyeAg:#x n, , éimpar } é denominado o conjunto das
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Jontes de n. Para cada corrente n definimos

J. Y
wm) =whm g =[] u (1.9)

|
{x,y}EE(A$) nan'

onde adotamos a convencdo 0° := 1. Nesse contexto, Yg/i, denotard o conjunto de todas
g z . , .
as correntes a volume A® e a soma Zye ¢t yzx My, € chamada de multigrau do vértice x na

corrente N.

Figura 1.3: Uma corrente aleatéria com os valores dados, conforme a legenda.

De ponto de vista mais geométrico, podemos considerar n como multigrafos. De fato,
uma corrente n pode ser vista como conjunto de ciclos disjuntos e caminhos disjuntos (em
arestas) e autoevitantes (também em arestas) conectando os elementos de multigrau impar.
Por exemplo, na Figura 1.4 mostramos o multigrafo associado a n e sua respectiva decom-
posic@o em ciclos e caminhos autoevitantes, onde n € dada conforme a Figura 1.3.

Para formalizarmos o pardgrafo acima, dizemos que x, y € A% estdo conectados através
da corrente n, se existe um caminho y = ({x, y,}, ..., {x,,, ¥, }), em A%, de modo que todos
n, , >0, paratodoi=1,...,m. Pelo Lema do Aperto de Maos, qualquer elemento x € dn
sempre se conecta a outro elemento z € A® de multigrau impar. Tal observacao, apesar de

trivial, € fundamental para as propriedades geométricas dessa representacao.

Observacao 1.1. Observe que a frase anterior ndo é equivalente a "todo elemento on estd
conectado a outro elemento de on", uma vez que, por definicao, on C A. O Lema do Aperto
de Mdos faz com que a paridade de |on| determine se o multigrau de g em n é par ou impar.
Portanto, ndo perdemos informacdo ao definirmos on como um subconjunto de A. Pelo

contrdrio, essa nota¢do nos permite usar as correntes para expressar igualdades para o
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Figura 1.4: A esquerda, apresentamos o multigrafo associado a n dada na Figura 1.3.
A direita, colorimos os pares de fontes de n e as arestas que formam o conjunto de caminhos
disjuntos e autoevitantes de diferentes cores.

Modelo de Ising de modo versatil, removendo a necessidade de analisar a paridade de |on|
a cada linha de argumento. Porém, existem dois casos em que é conveniente considerar
g € on. O primeiro é quando estivermos interessados somente na natureza das correntes
em geral, como um objeto combinatorio, e ndo, em um argumento relacionado ao Modelo
de Ising. O segundo é quando houver necessidade de enfatizar que o multigrau de g é impar.

Em ambos os casos, deixaremos explicita tal excecdo.

Antes de apresentarmos o resultado central desta se¢do, precisamos introduzir mais uma
notacdo. Para A C Z? finito, p > 0,h > 0 e # € {0, +}, denotamos

ZYAB.h) 1= ) 0, e PO (1.10)
O'EQ?\

Para facilitar a demonstracao da Proposi¢do 1.3, provaremos o seguinte lema técnico.

Zyx M,
n,, _ #Xx Y
Lema 1.2. H{x,y}EE(Ag)(Gxo-y) V= HxEAg Ox '

Demonstragdo. Denote A®* = {i,...,i,}, faremos a prova por indug@o sobre n. No caso
n = 2, a identidade em questdo vale trivialmente pois

(O'xO'y)n"'y = (0'1'10'1'2)n"""2 = O'ni”2 %’”.

{x.y}€E(A®)

i iy
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Suponha que a afirmacio vale para todo conjunto de vértices A* C Z¢ U {g} com n vértices.

Seja A8 um subconjunto de Z¢ U {g} possuindo n + 1 vértices. Entdo

[ wopre= ] @ o ] (o

by} €E(S) {ips1-Y1EEA®) {(x.Y)EE(A& iy, )
H DI |
— n; 1y YEX gy © XY
(O-i"+16y) nt O-x
{ine1,y}EE(AS) x€AS\[i,y )

- X

_ GZ}’#M+1 n"n+1’y I I GZJ/#XJnJr] nx,y+nin+1,y
Il
xeAi,,, )

Zy#xnx,y
= I I Oy s

XEANS
onde na segunda igualdade usamos a hipotese de indugao. 0

Finalmente, segue o resultado que mostra a relacdo entre Correntes Aleatorias e o Modelo
de Ising.

Proposicao 1.3. Para as condigoes de fronteira # € {0,+} temos que

Z*¥(A, B, h) = 2N Z w(n). (1.11)
ne%xg
on=A

Demonstragdo. Podemos expressar

Xp < B ﬁHi,ﬂﬁ) = oXp <ﬁ Z Jx,y6x6y> = H el xsoxor

{x.y}€E(A®) {x.y}€E(A®)

Jyy0x0

Agora, expandindo o fator ¢’ v em Taylor, temos que

. Z‘” (BT, ,0,0,)" Z‘” BT
e XYyUXYYy — —_—- = —(O’xO'y) x,y'
n_ ! n_ !
=0 X,y nx,y=0 X,y

Usando essa expansio, temos que

00 J )
ziapm=Y oo [ 2 %(%%)nm

GEQi {x.y}€E(A%) n, ,=0 X,y

=2 ol T 5 I e

ceQ} ne%, {x.y}€E(Af) .y {x.y}€E(AS)
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[x

. : 1
Aplicando o Lema 1.2 acima e escrevendo 6, = []._, 0,"", obtemos

x€A
# (ﬁ ) Zy#x ny y+1[xeA]
zann=3 3 (TSI
oeQt new!, (xVIEE(A) Xy XEAS
— Z ( I I (ﬂ ) Z H y#xnx,y"'l[xeAJ
4 n
newl, (xy}EEAS) Xy ceQf xEAS
hIIE NS P
— Z w(n) 2 Ilaxy# ¥ ixeal
ne%ﬁg gegig XEAS

Finalmente, se para algum z € A%, tivermos que ), n,, + 1.c4 € um nimero impar,

y#z
entao

Z I I zey#xnx,y*'ﬂlxeﬂ — Z Z I I zey#xnxvy"'nlxexﬂ
aeﬁf\g XEAS o, €{-1.+1} aeﬂf\ £\(z) x€As

— Z y#z“zy*’ﬂ[zeﬂ( Z I I Gzy;&v“xy'*l[xefﬂ)

- X

# g
o, €{—1,+ GEQAg\(z} xEA8\{z}

= 0.

Porém, se ), n, , + 1,4 € par, para todo x € A%, temos que essa € uma soma de 21Al

y#X
termos iguais a 1 (pois podemos escolher o, € {—1, 1} para cada coordenada x € A, mas o,
¢ sempre igual a 1). Portanto, para qualquer parcela ndo nula, temos que Y.
todo elemento de A\A, e )’

obtemos a identidade

J#x My, € par para

yx My ¢ impar para todo elemento de A e, consequentemente,

Z{(Ap.hy =2 3 wm).
ne%/fg
on=A

conforme desejado. O

Observe que Z# (@, f, h) = Z¥(p, h), e, portanto, temos o seguinte corolario.

Corolario 1.4. Sob as condi¢bes da Proposigdo 1.3, temos que

Z\(A, B, h) _ Donoa W)
ZX @B R Long W)’

I (1.12)

onde na segunda igualdade omitimos tanto no numerador quanto denominador que a soma

é realizada sobre todas as correntes n € ‘gfg.



1.2 Polindmios e Correntes Aleatorias 19

Observacao 1.2. E importante que o leitor tenha em mente a Observagdo 1.1. Definimos
on como subconjunto de A\ exatamente para que ndo precisemos separar (1.12) em casos,

de acordo com a paridade de |A|. Uma consequéncia imediata dessa observacdo é que

— Zdn:A LU(II) — O
Zdnz@ LU(H)

0
<6A >A,ﬁ,0

sempre que a cardinalidade de A for impar, uma vez que J,., = 0 para todo x € A. Con-
sequentemente, n, , = 0 para toda corrente n que satisfaca w(n) > 0. Logo, g ndo pode se

conectar a elementos de on e, portanto, a soma do lado direito é nula.

A identidade (1.12) representa o principal motivo pelo qual o modelo de Correntes Alea-
torias € relevante para o estudo do Modelo de Ising. De fato, o Corolario 1.4 vale para outros
casos além de # € {0, +}, porém o objetivo é futuramente usar tal representacio como uma
distribui¢ao de probabilidade, o que nao pode ser feito se as parcelas da soma deixam de ser
nao negativas.

Agora, sabemos como podemos representar grandezas do Modelo de Ising por meio
de correntes aleatdrias, mas ainda ndo sabemos a vantagem de prosseguir desta maneira.
Existem duas poderosas ferramentas que justificam a importancia dessa representacdo. A
primeira € o Switching Lemma (SL), que sera apresentado a seguir e utilizado na proxima
secdo para provar duas Desigualdades de Correlacao de maneira simplificada. Essas desi-
gualdades sdo resultados fundamentais para o estudo do Modelo de Ising. A segunda técnica
¢ a denominada Condicionamento em Aglomerados, porém s6 a utilizaremos no Capitulo
3.

E de grande interesse definir a ideia de conectividade por meio de uma corrente n, que
serd necessdria para descrever nao somente o Switching Lemma, mas também para introduzir

argumentos importantes para os proximos capitulos.

Definicao 1.3 (Conexdo por correntes). Sejam n € %Xg uma corrente, e x,y € A C A",
Dizemos que x estd conectado a 'y em A se existe um caminho y = {e,,...,e.} no grafo
(A, E(A)) que conecte x a y e satisfaga n, > 0 para toda aresta e € y. Para indicar este
fato usaremos a notacdo x PN yem A. Dados A, B C A C A8, dizemos que A < Bem
A se existem x € A ey € B tais que x PR yem A. Quando A = A usamos a nota¢do

n n
x «— y(ou A «<— B).

n
Intuitivamente, dizemos que x «— y em A se x esta conectado a y no multigrafo que n

induz em A.
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Antes de demonstrar o Switching Lemmma (Lema 1.6), provaremos o importante Lema
1.5, que captura a natureza combinatoria do SL, mas que também serd usado para demonstrar
a Desigualdade GHS (Teorema 1.8).

Lema 1.5. Sejam A, C Z% U {g) finitoe A C A, um subconjunto de cardinalidade par.
Sejam € %}i tal que om = A/\B C A, (possivelmente contendo g), onde /\ denota a

diferenga simétrica. Entdo, para A C A,, temos que

2 (I:>=I(m~4,/\1) > (I:) (1.13)

# o5 # oo
neig/\1 :on=A ne%A1 on=g
n<m n<m

onde adotamos as notagoes (') = [\ ,1eene <'::va ), n < mdenota que n, , < m, , para
, - : ,
todo {x,y} € E(A®) e

m
1, seVxe A, 3 x tal que x <— yem A,
Im, A A,) = y# q y 1
0, caso contrdrio.

Além disso, em (1.13) on pode conter g.

Demonstragdo. Separaremos a demonstragcdo de (1.13) em dois casos. Primeiro, para o caso
mais simples, suponha que I(m, A, A,) = 0, isso implica que o lado direito da equacdo (1.13)
seja nulo. Para que o lado esquerdo de (1.13) seja ndo nulo, deveria existir n € ‘Igfl tal que
on=A,n<m. Jaque I(m, A, A,) = 0, existe x € A que ndo se conecta a outra fonte de
n através de m, mas isso implica que x também ndo se conecta a outra fonte de n através de
n, o que pelo Teorema do Aperto de Maos, € um absurdo. Logo, a soma da esquerda ndo
possui parcelas, e, consequentemente, também € nula.

Para o segundo caso, onde I(m, A, A,) = 1, adotemos a seguinte estratégia: encontrar
dois conjuntos distintos, cujas cardinalidades sejam, respectivamente, os valores dos lados
direito e esquerdo de (1.13) e construir uma bijecao entre estes conjuntos.

Considere o multigrafo .# com o conjunto de vértices A, tal que para todo x,y € A,
existam m,, arestas entre x e y. Para um subgrafo .4 de ./, denote por d.4" o conjunto de
vértices de /" com um nimero impar de arestas. Como os elementos de A estdo conectados
em m dois a dois, existe # um subgrafo dado pela unido de caminhos disjuntos (em arestas)
tais que cada caminho conecta dois elementos de A.

Considere os conjuntos

Ky = {N subgrafode M : 0N = @},
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Figura 1.5: Considere .# dado por uma corrente m, destacamos o conjunto A e as arestas
de & em vermelho.

K, = {N subgrafode & : 0N = A}.

Defina a seguinte funcdo ¢ : M — 4 dadapor p(N) = N A\ K. Note que p*(N) = N
para todo /" subgrafo de .#, e, consequentemente, ¢ € bijecao. Por sua vez, perceba que
P(HH) = K 4 e, portanto, | K 4| = | H 4.

Resta mostrar que

= Y (M) wml= Y (D)

ne‘gxl 10n=A ne%”/\#1 1on=g
n<m n<m
Agora, seja N € K ,, para cada par de vértices x, y € ./ podemos associar um nimero
n, , dado pelo niimero de arestas entre x e y. Observe que isso define uma corrente nem A,
e, como d./ = A, temos que on = A. Por sua vez, como .//* C ./, obtemos n < m. Por fim,
observamos que a aplicacdo ./* — n € sobrejetiva sobre o conjunto n € %ﬁl ton=A,n=x

m, mas ndo € injetiva. De fato, em ., sabemos que existem m, , arestas entre os vértices

X,y

X,y € M. Agora, restrito ao subgrafo ./ com n, , arestas entre x e y, temos <l:”> formas
de escolher quais arestas de .# usaremos. Sendo assim, para cada n, temos ('I‘l‘) subgrafos
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Figura 1.6: Aqui, aplicamos ¢ em /' € #,, onde # e F sdo dados pela Figura 1.5. As
arestas de ./ sdo denotadas por linhas continuas e pontilhadas para representar, respectiva-
mente, se a aresta pertence ou ndo ao subgrafo.

de ./ associados. Somando sobre o conjunto de todos os A € F ,, temos que

- 3 (%)

neg; on=A
1
n<m

De modo analogo, conseguimos o valor de #Z . E, com isso, concluimos (1.13). ]

O Lema 1.5 foi originalmente provado em [GHS70] e revisitado em [Aiz82], de modo a

chegar ao resultado que hoje conhecemos como Switching Lemma.

Lema 1.6 (Switching Lemma). Sejam A, C A, C Z U {g} finitos de modo que A, C A,,

sejam A C A, B C A, (possivelmente contendo g) e F %}i — R, entdo vale a identidade

Y F, +n)wmpwm) = Y. Fn, +n)wm)wm,)I(m, +n,, A,A,). (SL)
nle%xl ionj=A nle%oxl 1on =@
€6} 1ony=B €6} 1ony=AAB

onde n; + n, é definida aresta a aresta.

Antes da demonstra¢do do Lema, daremos um argumento heuristico para a necessidade
da fun¢do indicadora no lado direito da Equagao (SL). Essa igualdade mostra que podemos
"passar as fontes de uma corrente para a outra". Assim, alguém poderia imaginar que a

equacdo poderia ser valida sem a funcao indicadora do lado direito. Porém, no lado esquerdo
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da equagdo, se x € A N B, implica que x € fonte de n,, e, pelo Lema do Aperto de Maos,
. n;+n

temos que x estd conectado, por n, , a outra fonte y em A, , em particular, x P y, em

A,. O que nado necessariamente ocorre em cada uma das parcelas do lado direito. Logo, a

funcdo I(n; +n,, A, A;) e o Lema 1.5 far@o o papel de reparar essa "inconsisténcia".

Demonstragdo. Primeiro, podemos tratar n; como uma corrente em A,, onde (n), , = 0,
sempre que {x, y} ndo esteja contido em A,. Isso ndo altera o conjunto de fontes de n,. Para
provar o lema, faremos uma mudancga de varidveis n = n;, m = n,+n,. Dessa forma,n < m.
Note que om = A/A\B. De fato, basta analisar a paridade de 3, _ (n),,. > ..
casos x & on,; Uon,, x € on, /\dn, e x € dn, Nan,. Desse modo, o lado direito da equagio

(), , nos

serd igual a

Z F(n, +n,)wmn,))wn,) =
nle%jfl :0n;=A

n, €6} 1ony=B

GL oy Pt

Z F(n, +n,) H

n_ ! n, !
n €%} on=A (xyJ€EME)  Tlxy' (xy)€EME)  2xy
€6} 1ony=B
(BJ, y)n1x¢y+nzx,y
= 2 Fayrmy [l e
n €6} on;=4 {xy)€EMs)  Tlxy® T2xy’
nze‘gf{z :om,=B
ng, +n X
- Z F(n, +n,) (B )" (n; +my),
h ! 2 (n; +n,), ! n,
n €E} om=A {x.y}€EAS®) 4 x.y

nze‘gXZ :0n,=B

Z F(n, +n,) H

n, €6 1on;=A {x.y}€E(A®)

nze?gf{z :0n,=B

> F@, +n)w, + n2)<“1 : n )

nle%XI 1on;=A 1

nze‘ig[’fz :0n,=B

= Y Fmwm Y (‘:)

mee) :om=AAB neG) on=A
n<m

(ﬂJx y)n] xy Ty

(n; +n,), !

H (n, + nz)x,y

{x,y}EE(AS8) n, x,y
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Analogamente, temos que o lado direito da equagdo (SL), pode ser escrito como

D F(n, +ny)wm)wmy)I(n, +ny, A, A))
nle%}fl :0n, =@
nze%xz :on,=A/\B

= ) Fmwm)I(m,A,A) ) <m>

# # n
me%A2 ne‘ffA1 1on=g
om=A/\B n<m
Com isso, temos que (SL) segue do Lema 1.5. ]

Entdo, podemos escrever

2 w(n,)w(n,)
on;=A
(Corola’iio 1.4) on,=A

Y wm))wn,)

on; =@
ony, =@

(<6A>i,ﬁ,h)2

Y wm)wm,)I(n, +n,, A,A)
on =@
(g) an2=®

Y wn)w(n,)

on =@
on,=Q@
Portanto, podemos representar o quadrado do valor esperado de qualquer polindmio
como a probabilidade de determinadas conexdes pela corrente n; +n,. Isso motiva diversas
técnicas que aparecem neste texto, sobretudo, no Capitulo 4

1.3 As desigualdades de correlacao

Uma vez definidas as medidas a volume finito e estabelecida a Representagcdo por Cor-
rentes Aleatorias, aplicaremos essa representacao (e outras técnicas) para extrairmos propri-
edades a respeito do comportamento das medidas de Gibbs a volume finito. Nesta secao,
provaremos quatro desigualdades extremamente uteis para o estudo do Modelo de Ising,
conhecidas como desigualdades de correlacao. Tais desigualdades ndo sdo exclusivas do
Modelo de Ising. Na verdade, existe uma grande classe de modelos de Mecanica Estatistica
que satisfazem a chamada Desigualdade FKG. Existem outros modelos que satisfazem de-
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sigualdades que ndo existem no Modelo de Ising, como, por exemplo, a Desigualdade BK
presente no Modelo de Percolaciao de Bernoulli (veja [VDBKS35]).

Como as demonstracdes das Desigualdades FKG e GHS sdo extensas, elas podem ser
omitidas em uma primeira leitura, mas recomendamos a leitura da demonstracdo das Desi-
gualdades GKS. Na secao 1.3.1, faremos o uso extenso das desigualdades para caracterizar-
mos diversas propriedades do Modelo de Ising, que serdo fundamentais no estudo do Limite
Termodinimico.

Em um estudo sistematico de Mecanica Estatistica, dado um novo modelo, a existéncia
e a caracterizacao de desigualdades € uma das primeiras informagdes a serem estudadas. A
quantidade e a "qualidade"das desigualdades de correlagdo de um modelo podem ser o passo
fundamental entre meramente sabermos definir o modelo e podermos estudar profundamente
suas propriedades mais complexas.

Em seguida, provaremos as desigualdades (GKS-I) e (GKS-II), cujos nomes sdo refe-
rentes aos autores Griffiths, Kelly e Sherman. Essas desigualdades foram introduzidas nos
artigos [Gri67a, Gri67b, Gri67c, KS68]

Teorema 1.7 (Desigualdades GKS). Sejam A C z¢ Sfinito, p > 0,h > 0,# € {0,+} e J

admissivel, temos que, para todo A, B C A, valem as seguintes desigualdades
(0aVhpn =0, (GKS-T)

<UAO-B>j#\,ﬂ,h > <6A >f\,p,h<63 >f\,ﬂ,h (GKS‘H)

Demonstracdo. Pelo Corolério 1.4, temos que
#
(OAVapn =
AN p.h
Zén—
como no lado direito da equacdo, o numerador € ndo negativo e o denominador € positivo,

segue (GKS-I).

Agora, mostraremos (GKS-II). Tem-se que
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D wm))wn,)
on|=A
on,=B

Y wm)wn,)

on; =@
ony, =g

# #
<GA>A,ﬁ,h<O-B>A,ﬁ’h =

Z wn)wmn)I(n, +n,, A, A,)

on;=A/\B
(L) IMm=0
Y wm)wn,)
on =g
on, =@

Z w(n1))1z/w@g
on,=AAB =0 Y Y
on =@ D=0

Na ultima igualdade, usamos a seguinte relacao

# # 2 # #
<‘7AAB)A,ﬂ,h<GA\BUB\A>A,ﬂ,h = (048(04np) O_B\A>A,/3,h = <‘7AUB>A,ﬂ,h'

[]

Observacao 1.3. Apesar de a demonstracdo das Desigualdades GKS ser uma simples con-
sequéncia do Switching Lemma, suas demonstragdes originais foram um grande marco na
historia da Mecdnica Estatistica. A possibilidade de fazer tamanha redugcdo em sua demons-

tracdo mostra o qudo poderosa é a representacdo por Correntes Aleatorias.

A seguir, demonstraremos da Desigualdade GHS (Griffiths, Hurst e Sherman) como no
artigo [GHS70]. O objetivo principal é demonstra-la em sua forma original, por seu carater
histdrico, utilizando, porém, a notacdo atual de Correntes Aleatérias. Essa demonstragao faz

uso do Lema 1.5 em vez de Switching Lemma, dado que o SL ndo seria diretamente aplicavel.

Teorema 1.8 (Desigualdade GHS). Sejam A C Z¢, > 0,h > 0,# € {0, +} e J admissivel,

para quaisquer x,y, z € A, temos que
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uy(x,y,z) 1= (axayaz)i’ﬁ,h - (ax)f\’ﬁ,h(ayaz f\’ﬁ’h - (O'yﬁ\’ﬁ’h(GxO'Z f\’ﬁ’h (GHS)
# # # # #
- (%)A,ﬁ,hwxay)/\,ﬁ,h + 2<6x>A,ﬂ,h<O-y A,ﬂ,h<62 AB.h

<0.

Apesar de sua extensdo, temos que u; aparecerd, de modo natural, quando calcularmos
a derivada segunda da fungédo h — (%)i, s

Voltamos a ressaltar que [GHS70] foi o primeiro artigo a considerar a representagao por
Correntes Aleatorias. No entanto, o termo "Corrente Aleatéria" e a notacdo atual foram
introduzidas posteriormente, em [Aiz82], onde a representagdo foi amplamente estudada.

Antes de demonstrar a Desigualdade GHS, precisamos provar um lema técnico sobre
multigrafos.

Lema 1.9. Seja J um multigrafo (com arestas distinguiveis) e M |, M, subgrafos de M
com arestas disjuntas, e de modo que M = M,V M,. Sejam a,b € V(M) coma # b, e
w € V(M,). Defina

C,i={HyClly:a—wem.st, 0} | (7, C M, : b— wem.tt,u,),

isto é, o conjunto dos subgrafos de M, que "completam"caminhos de M, de modo que w

conecte-se com a ou com b. Defina como no Lema 1.5 para A C V(M ,)
Entdo, se K,y (M,) # D, temos que

| F (M y) N Cop| SN ) (M) NCy | (1.14)

Demonstragdo do Lema. Primeiramente, simplicaremos o problema. Defina
D, ={#%,c M4,}\C,,
temos que

| F (M) N Cy| + | F (M) N D, | = | T (M)

(Lema 1.5)

= KoMy = |F (M) NCy| + | F (M) N D,
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S
S

Figura 1.7: Um exemplo de grafo .# com particdo # = M, U M,. Onde M esti repre-
sentado pela linha continua azul e ./,, pela linha pontilhada vermelha.

Figura 1.8: Um exemplo de .#, U #,, com #, € D, seguindo o exemplo da Figura 1.7 .
Onde ., esta representado pela linha continua azul e %, pela linha pontilhada vermelha.

Portanto, para demonstrarmos o lema, basta mostrar que
| H () (M) N D, | < |Fy(My) N D, (1.15)

Agora, faremos uma particdo conveniente do conjunto D, e provaremos que a desi-
gualdade acima vale para cada elemento dessa parti¢do e, em seguida, somaremos sobre 0s
elementos da parti¢do. Para tanto, seja #, € D,,, seja O, a componente conexa de w em
U M,. Como #, € D, temos que a, b ndo pertencem a V' (0,). Defina

M={e€ EM):en0,=0g).
Além disso, escreva M, = M, N M . Nesse caso, podemos expressar
X, =X, U,

onde %," = #,n 0, e X, = #,n M e, evidentemente, tal unidio é disjunta (em arestas).
Por sua vez, #,"" é subgrafo de /.
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v ~. w
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amm=m= -
O.a
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Figura 1.9: Decomposicio de %,, em %," e %,"", seguindo o exemplo da Figura 1.8, onde
7," estd representado pela linha pontilhada vermelha formada pelos pequenos circulos e
%2“’6 pela linha pontilhada vermelha formada pelos pequenos retangulos. Mantivemos o
aglomerado de w em ./, para ajudar a visualizacdo.

Agora, aplicaremos tal decomposi¢do para separar D,, em conjuntos menores, dados por
D (X)={(#,€D,:7Z,nN0, =}

Dessa forma, em vez de demonstrar (1.15), podemos mostrar que, para cada #’, vale a se-
guinte desigualdade

| F 00y (M) O D (F)| < |F (M) N D, (T (1.16)

e depois somar sobre todas as possibilidades para 7 .
Para tanto, seja # tal que o lado esquerdo de (1.16) seja ndo nulo, pois do contrario a
desigualdade € trivial. Nesse caso, existe #, € Z,,,,(M,) N D, (F). Como

09, = {a,b} = A(HL VIV ) = AI)NNIY)
eab ¢ V(0O,), pois V(O,) N M = @, temos que O = 0 = QD e 8%;”5 = {a,b}.

Portanto, #;" € K, (M,). Além disso, para todo ;" € K, ,,(M,), temos que F;" U
H € K ,p(My) N D, (). Dessa forma, temos que

|<%{a,b}(ﬂ2) N Dw(%)l = |<%{a,b}(=ﬂ_2)|,
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de maneira analoga, obtemos
| H (M) N D (F)| = | F (M)
Consequentemente, nesse caso, o Lema 1.5 garante que
|\ H () (MO = | F (M),

e, em particular, (1.16) é vélida. L]

Prova da Desigualdade GHS. Denote Z' := », w(n). Entdo, temos pela Proposi¢ao
1.3

(ZVux,y,2)= ) wmpwhwn) — Y wn)wmny)wn,)
on;={x,y,z,g} on;={x,g}
on,=g on,={y,z}
on;=Q on;=Qg

— Z wn;)wn,)wn,) — Z wmn;)w(n,)w(n,)

on;={y.g} on;={z,g}
on,={x,z} ony={x,y}
on;=@ on;=Q

+2 ) wnwmny)wny).

on;={x,g}

on,={y,g}

on3={z,g}
Para demonstrar a Desigualdade GHS, faremos consideracdes similares as usadas na
demonstracdo do Switching Lemma. Primeiro, para trés correntes quaisquer n;, n,, n;, seja

m = n; +n, + n;, temos que

w(nl)w<n2>w(n3>=w<m>< m )

n;,n,n;

onde

< m ) . m; ; . m;;:
T T ! ! !
n;,n,, n;g {ij1€EA) (nl),',j’ (nz),',j’ (n3),‘,j (i j]EE(A) (nl)i,j' (n2)i,j‘ (n3)i,j‘
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Além disso, om = on,;/\dn,/\on,. Sendo assim, podemos escrever a expressdo de

(Z’)3u3(x, ¥, z) da seguinte forma

Z w(m)< Z }<n1,rr::,n3>_ Z <n1,$’“3>

om={x,y,z,g } on;={x,y,z,g on;={x,g}
on,=@,0n;=0 on,={y,z},0n;=0
Z ( N > Z < N )
on ={yg} 1,15, 1y on;={zg) n;,n,,n;
ony,={x,z},0n;=0 ony,={x,y},0n;=@

m
2 Y < )),
on;={x,g} 0y, Iy, Ny

ony={y,g},on3={z,g}

onde, em todas as somas, supomos m = n; +n, + n,.
Ao longo do restante da demonstracdo, fixamos m e sempre supomos que n,, n,, Ny sa-

tisfazem m = n; +n, + n,. Logo, para provar (GHS), basta mostrar que para cada m fixado

m m m
on=(x.g) e Y B on=(rg)  \Mof2 T

0n2={y»g}san3={zsg} 0n2={y,z},0n3=® 0]’12:{)6,2},0“3:@
(1.17)
m m
+ 2 - X -
on;={zg)} 1y, 1y, N on,=(xy,z5g) \ o> 13
ony={x,y},0n;=g on,=Q,0n;=0

Primeiramente, escrevemos

+
2 omn) = 2 (a1

on;={x,y.z.g on;={x,y.z.g
on,=,0n;=2 on,=g,0n; =g
m n;+n,
+ Z < >]l[z « gl.
om=(ryzg) N2 1

ony=g,0n; =g
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Porém,
m n;+n, n;+n, n, +n m
n,n,n n n
on ={x.y,z.g} 1> 772> 73 on ={x,y.z.g} 1 3
ony=@,0n; =0 on,=@,0n; =0
m n;+n n n
_ Z < ><]1[Zl 2g] Z ( 1+ 2))
on;=Q ny on ={x,y,z,g} n;
on,=@
_ Z < m > Z <n1 +n, >
n n
on; =g 37 on;={x,y} 1

on,={z,g}

Z ( m )
om=(xy)  \T2 0

on,={z,g},0n;=g

Na primeira igualdade, usamos que (n1 -, )= (“1:1 ") (I‘l‘; )> €, na pendltima, aplicamos

oLema 1.5. Como m esta fixado e m = n, +n, +n,, temos que, para cada n, fixado, n; +n,
também ¢é fixado.
n;+n, e eq . n;+m,
Se z <— g, temos exatamente duas possibilidades mutuamente exclusivas: x «— g ou

n;+n,
y «— g. Desse modo, podemos escrever

D < m >]1[z'l+i‘>2g]= > < m >]1[z’li“fg,x’li’3g]
nl,nz,n:;

ony=(xy,zg) N0 M2, 13 on,=(xy.2.8)
ony=@,0n;=g on,=@,0n; =g
m n1+n2 n1+n2
+ Z < )11{2<+>g,y<—>g]
anl={x’y7z7g} n19n2’ n3
ony=@,0n; =g

Podemos usar o Lema 1.5 para mostrar que

m n;+n n;+n m n;+n
> o(pm s 3o (L Jusig
omy=(xy.zg) N> Moo T on,=({x.g} n;,n,, Ny

o, =@,0n;=0 ony={y,z},on;=@

(1.18)

m n;+n, n;+n, m n;+n,
Z ( )11[Z<+>g,y<—>g]= Z ( >1I[Z<—f—>g].
on=(xy.zg) N T2 13 on,=({y.¢} n;,n,,n;

on,=g,0n;=2 on,={x,z},0n;=0

(1.19)
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Da mesma forma, temos que

3 < m >: Y ( m >11[z'li‘fg] (1.20)
) n;,n,, N, o =(x.g) n;, Ny, Ny

on;={x,g
ony,={y,z},0n3=0@ on,={y,z},0n;=0@

m n;+n
+ 0y ( >]1[z - gl.
on,={x.g) n;, Ny, Ny

ony,={y,z},0n;=0@

Analogamente, vale a expressdo similar a acima onde trocamos x e y de lugar. Aplicando
(1.18), (1.19) e (1.20) em (1.17), temos que (1.17) fica reduzida a

m m n;+n,
2 < 1 1.21
Z <n1,n2,n3> - Z <n1,n2,n3> z sl ( )

on;={x.g} on;={x.g}
ony={y,g},on;={z,g} ony,={y,z},0n;=0
m n;+n,
+ Z < >]l[z — g].
on;={y,g} n;,n,;, n;

on,={x,z},0m=0

Porém, usando o Lema 1.5 trés vezes, temos que

m n;+ny m
on ={x.g} 1y, 1y, My on,={x,z} n;,n,, ny
ony={y,z},0n3=@ on,={y.g},0n;=0
m n;+n,
= X Ix =y
on=(rg) MMM
on,={x,z},0n;=@
m
> < )
on;={y,z} ny;, 0y, Ny
an2={x’g}9an3=®
m n;+m,
= 2 Iz —¢g
l'll, n2, n3

on;={y.g}
on,={x,z},0n;=@

De modo anélogo, conseguimos a desigualdade contraria e, portanto,

> ( m >]1[z'1i>"2g]= > < m >11[z‘1i>“2g]. (1.22)
n;,n,, n, n;,n,, ng

on ={x.g} on;={y.g}
on,={y,z},0n;=0 on,={x,z},0n;=0
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Por sua vez, pelo Lema 1.5, temos que

m m n;+n
> ( ) = ) < >]1[z Ve (1.23)
on;={x,g} 1,1y, 1y on={x,z},0n,={y.g} n;, Ny, Ny

on,={y,g},on;={z.g} omn3=g

Usando (1.22) e (1.23), reduzimos (1.21) a

m n;+n m n;+n
> ( >11[z<‘—fg]s D < >11[z<1—fg].
Ty, i, s on=(x.2 amy=(.g) \ 12122

on;={x,z},0n,={y,g}
on; =@ on;=g

(1.24)
Finalmente, para mostrar (1.24), considere .# o multigrafo associado com a corrente m,
assim como na demonstracdo do Switching Lemma. Temos que o lado direito da equagdo é

a cardinalidade do seguinte conjunto

N, Ny, N5 subgrafos de A,
M= N, U N, U N disjuntos em arestas
oMy = 1{x,z},04, = {y,8}, 045 = @,
z«— gem S UM

F =Ny, Ny, H3)

O lado esquerdo € a cardinalidade do conjunto

N, N, N subgrafos de A,
M= N U N UN disjuntos em arestas
oN) ={x,z}, 04, = {y,g},04; =@,
z<«—gem N UL,

%I — (/V/,./Vz/,./’/;) .

Para mostrar (1.24), mostraremos que | % | < |#'|. Para isso, aplicaremos o Lema 1.9
com M, =N,el,=MN,ea=g,b=yew=z.

Como |#| € o nimero de maneiras de escolher um subgrafo /4, C ./, tal que 0.4, =
{y.g} ez e gem A\N, = N, U, e que S, fica completamente determinado, uma vez
que escolhemos /] e /#,. De maneira similar, | %”| € o nimero de maneiras de escolher ./,
em.#,taquedn; =@ez«— gem MA\N; =N UN;.

Por fim, resta-nos esclarecer uma pequena diferenca entre as desigualdades (1.14) dada
pelo Lema 1.9 e a desigualdade (1.24) que desejamos provar: no Lema 1.9, permitimos que
os elementos do lado esquerdo satisfagam g «— yem /4] U J/, em vez de z «— y em
N, U AN, mas como y «— g em JJ,, temos que z «— g em J, U A,. Logo, o lado direito

de (1.9) com essa interpretacao € igual ao lado direito de (1.24) , enquanto o lado esquerdo
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de (1.9) é maior ou igual ao lado esquerdo de (1.24). Isso nos permite concluir que (1.24) é

valida e, assim, concluimos a demonstragdo da Desigualdade GHS. U

Observacao 1.4. O motivo pelo qual ndo nos interessa aplicar o Switching Lemma na ex-
pressdo de (Z'u(x,y,z) é a sua iltima parcela. Note que, se aplicdssemos uma vez o

Switching Lemma, teriamos

Z i Jw(n,Jwns) = Z w(nl)w(nz)w(nﬁ]l(wa)a

on={x,g} on;={x,z}
on,={y.g} on,={y.g}
ony={z,g} on;=g

~ . .o n;+n;
mas, ndo podemos aplicar novamente o Switching Lemma, uma vez que o fator 1(x «— z)

ndo é fungdo de n, + n,.

Em seguida, provaremos a Desigualdade FKG (Fortuin, Kasteleyn, e Ginibre) que pode
ser considerada uma das propriedades mais fundamentais do Modelo de Ising ferromagné-
tico. Tal desigualdade foi provada originalmente em [FKG71] para o Modelo de Ising e
para o Modelo de Aglomerados Aleatorios, mas existem diversos modelos que gozam de tal

caracteristica.

Definiciio 1.4. Seja A C Z* finito, para 6,6’ € Q,, dizemos que ¢ < ¢’ se 6, < o/, para
todo i € A, tal relagdo define uma ordem parcial em Q. Agora, seja f : Q, = R, dizemos
que f é ndo decrescente se o < o' implica f(c) < f(c¢'). De forma andloga, definimos
uma fungdo ndo crescente em Q. Se uma fungdo f for ndo crescente ou ndo decrescente,

dizemos que f é uma funcdo mondtona.

Exemplo 1.1. A funcdo n, como definida em (1.6) é ndo decrescente, para todo A C 7°
finito. De fato,
I, seoc,=1,VxeA
’1A = pa .
0, caso contrdrio.
Com isso, se n, = 1, para uma configuragdo o, é evidente que, para qualquer ¢’ tal que
o < o', temos n, = 1. Por sua vez, para n, = para uma configuracdo o, temos que, para

qualquer outra configuragdo c', n, < n',.
Exemplo 1.2. As fungées o, com x € Z? sdo evidentemente ndo decrescentes.

Exemplo 1.3. A fungdo o, ,, como definida em (1.5) ndo é mondtona para qualquer x,y €
z°.
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Exemplo 1.4. Dado A C Z¢ finito, a fungdo g(o) = er 4 N(6) —ny(o) é ndo decrescente.
De fato, sejam 0,0’ € Q, consideremos primeiramente o caso o, = +1, para todo x € A,
temos que

ge')=1A| -1 > g(o),Yo € Q.

Por sua vez, se existe x, € A tal que o, = —1, entdo 0 mesmo vale para o, = —1. Nesse

caso, g(c") =Y, . n.(c") e glo) = Y, _,n.(0) e, portanto, g(c") > g(o).

Observacao 1.5. O leitor notard que ndo utilizaremos a representacdo por Correntes Ale-
atorias para provar o proximo teorema. De fato, ndo se espera que seja possivel usar tal
modelo para provar essa Desigualdade FKG, uma vez que as correntes sdo naturalmente
associadas ao valor esperado de mondémios, o que ndo nos permite tratar de modo apropri-
ado a hipotese de monotonicidade. Ao longo do restante deste capitulo e do proximo, ndo
voltaremos a usar a representacdo por Correntes Aleatorias.

No entanto, é recomenddvel que o leitor ndo esqueca essa poderosa ferramenta! Tendo
em vista que nos Capitulos 3 e 4, essa representacdo serd parte central de todos o0s nossos
argumentos. Decidimos introduzir tal representacdo no primeiro capitulo para podermos

apresentar as desigualdades de correlacdo acima sem postergar suas demonstragoes.

Teorema 1.10 (Desigualdade FKG). Sejam A C Z° finito, # qualquer, h € Re f,g : Q A=

R fungées ndo decrescentes, entdo temos que

(feNpn— N pnl@ihpn 20 (FKG)

Em seguida, apresentaremos uma demonstracio concisa e geral introduzida em [Hol74],
a conhecida Condi¢do de Holley. Essa € uma condi¢do suficiente para que um modelo apre-
sente a Desigualdade FKG. Portanto, primeiramente provaremos uma versao mais fraca da
Condic¢ao de Holley. E importante ressaltar que a formulacdo da Condi¢ao de Holley pode
ser construida de modo muito mais geral, mas mostraremos apenas a mais conveniente para

0 nosso estudo.

Teorema 1.11. Seja y = @\, uma medida produto em Q,, sejam f, f,, f5, f4 : Q\ =

R funcoes ndo negativas tais que

f1(0) fr(6") < f3(o Ac")fu(o Vo), (1.25)
onde o mdximo entre duas configuragoes é definido por 6 A ¢’ := (max{o,,0,}).cp € 0
minimo por o V¢’ = (min{o,,0,}),c, entdo, temos que

H(fDu(f) < u(f)u(fy), (1.26)
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onde u(f) a integral de f com respeito a medida p.

Demonstracdo da Desigualdade FKG. Podemos assumir f e g ndo negativas, pois do con-

trario bastaria escolher g = g — mingeg/\ go), f=f- minc,EQA f (o) e notar que

<fg>i,ﬂ,h - <f>f\’ﬁ,h<g>f\’ﬁ,h = <fg>f\ﬂh - (f)f\ﬁh<g>f\ﬁh

Apresentaremos a demonstracdo para # = 7 € Q, o caso # = 0 é, de fato, ainda mais

simples. Defina u ({c,}) 1= 1ot Tyea Jsocy ¢

eﬂ Zx,yeA Jx,yo-xo_y

T
ZA,ﬂ,h

p(o) =

Sejam f, = pf, f, = pg. f3 = p. f4 = pfg, note que u(f) = <f>j\,ﬂ,ha u(f) = <g>j\,ﬁ,h
u(fs) = (l);ﬁ’h =1leu(f, = (fg)f\’ﬂ’h. Como f e g sdo ndo decrescentes, temos que
f(o)g(e") < f(o vo')g(o Vo). Logo, para satisfazer (1.25), basta mostrar

p(o)p(c’) < p(o Ac')p(o Vo).
Para isso, € suficiente verificar a desigualdade nos expoentes
00,400, < (0, Ao )o,ANc)+ (0, Vo), Vo0). (1.27)

Note que a desigualdade € trivialmente satisfeita se ambos os termos do lado direito da
equacdo sao iguais a 1. Dessa maneira, vamos supor que um dos termos € igual a —1, mas,
isto ndo pode ocorrer se o, # o, € o, * a;, sendo assim, suponha, sem perda de generalidade,

que o, = o,, nNesse caso, uma vez que

r '
6,0,+0,0,=0,(0,+0))

=0,(6,A0)+(06,V0)) =00, A0,)+0.(0,V0).

E, portanto, (1.27) é satisfeita, e, pelo Teorema 1.11, concluimos a Desigualdade FKG.
O

Demonstragdo do Teorema 1.11. Seja x € A, para qualquer o € Q, fixado, podemos es-

crever o = (6,0,), onde 6 € €,,,- Mostraremos que

f1(0) /(") < fi(o Ac") fylo V') (1.28)
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implica
F18) /2" < 36 A8 [u(6 V&), (1.29)
onde paracada k € {1,2,3,4}

GRS RIACOMEIWNCID NG

s==+1

onde (-), denota o valor esperado com respeito a medida y
Aplicando reiteradamente essa implicacdo |A| vezes, temos exatamente (1.26). Sendo

assim, o lado esquerdo de (1.29) pode ser reescrito como

(16,912, V), g,. = (LLs = V118, 9)/,(8".0), g
+(Ls < 0115, ) f2(E", V) + [1(5,0) f2(E", ), .-

=A =B

Por sua vez, o lado direito de (1.29) pode ser reescrito como

<f3(& NG $)fuEV 5',u)> = <]l[s = V1fs(F NG, ) f,(5 V&, u)>

N7 Uy iy

+ <]1[s < ONf5(B NG, 9)fo(E V&, 0)+ f3(5 A, 0) f4(5 V&, s))>

U ®Hy
=C =D
E, portanto, temos que
36 A6 (6 V&) = f1(8)[2(6")
_ <]l[s - v]<f3(& A& ) [5GV &, 0) = [, 5) fo(5, u))) ]

+ (s <vlC+D-4-B))
Hx @y

Agora, por (1.25) a primeira parcela da soma acima € ndo negativa. Consequentemente, para

concluir esta demonstragdo, basta provarmos que A + B < C + D. Primeiramente, como

f1> f5. f5, f4 s@0 ndo negativas, temos que A, B,C, D > 0. Além disso, (1.25) implica que
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A, B<LCe

AB = (£16,0£,3".9)) (/6. 0)£,@.5))
= (16, 0£E ) (16G.91:6.9)

(1.25)

< <f3(&/\&’,s)f4(6v&’,s))<f3(6/\&’,U)f4(&v6’,v))
- <f3(&/\&’,U)f4(5v5’,s)><f3(&/\&’,u)f4(&v&’,s)> - CD.

Se C =0,temosque A = B=0e A+ B < C + D ¢ trivialmente satisfeita. Agora, se
C > 0, obtemos

C+D-A-B_, _ CD_A+B

+_
C C? C
AB A+ B
> 14+ = -
- C? C
_ (1—é><1—5> > 0.
C C
E, portanto, A + B < C + D, e o Teorema segue. ]

Com as desigualdades de correlacdo em maos, passaremos a estudar suas implicacdes
para o Modelo de Ising.

1.3.1 Consequéncias das desigualdades de correlacao

Nos proximos dois lemas, consideraremos o Hamiltoniano dado por um campo varidvel
h = { hx }xGZd :

HY(0) == Y J,00,-) ho,. (1.30)

{x.y}€E) xeA

Todos os resultados apresentados nas secdes anteriores podem ser provados de modo
andlogo. E, da mesma forma, vale para o Hamiltoniano H (o). A razdo pela qual de-
cidimos ndo introduzir um campo h ndo necessariamente uniforme foi para ndo carregar
desnecessariamente a notagdo. Usaremos essa versao do Hamiltoniano apenas nos Lemas
1.12 e 1.14. Para o restante desta dissertacdo, consideraremos apenas o Hamiltoniano com
campo uniforme A.
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Lema 1.12. Sejam A C A C Z* finito, J admissivel, h = {h_} .,. onde h, € R, # qualquer

condigdo de fronteira e f > 0. Se f : Qi — R é uma fungdo ndo decrescente, entdo

h= () pn

¢é uma fungdo ndo decrescente em cada entrada h.,.
Demonstragdo. Basta notar que

(FKG)

<f>A,,,, BUS oV pn = pnoNapn) = O

[]

Lema 1.13. Sejam A C A C Z¢ finito, J admissivel, h > 0e# € {0,+}, e f > 0
h (o A>f\,ﬂ,h
é uma fungdo ndo decrescente.
Demonstragdo. Temos que
(GKS-ID)
Lo =B X040 = @) = O,
XEA

Logo, o resultado segue. [

Lema 1.14. Sejam A C z¢ finito, J admissivel, h > 0, # € {0,+}, e p > 0, temos que, para
todo x € A,

h— <O’x>i’ﬂ’h

é uma fungdo concava.

Demonstragdo. Considere o novamente o Hamiltoniano Hf: .(c) onde, h,, = h, para todo
w € 7%, sejam y, z € A quaisquer, temos que

(GHS)

ah a/’l< >Aﬂh ﬂu3(x »z) <0,

onde u;(x, y, z) € dado como em (GHS). Logo,

dh2<6 han= 2 ah ah,on, <) <0

V,ZEA
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E, portanto, o resultado segue.
O

Lema 1.15. Sejam A C z¢ Sfinito, J admissivel, h € R, # € {0,+} e f > 0. Para todo
A C A temos que

#
Je (O_A>A,ﬂ,h

¢ uma fungdo crescente em cada entrada J, |,

Demonstragdo. Basta notar que

d M M 4 M (GKS-ID)
F<6A>A,ﬁ,h = ﬁ((aAGxGy ABh <GA>A’ﬁ,h<Gxo-x>A,ﬁ,h) > 0.
X,y

]

Proposiciio 1.16 (Propriedade de Markov). Sejam A C A C Z¢ finitos, 7 € Qe 7' € QF,

temos que
ﬂz’ﬁ’h('ldx =17,,Vx € A\A) = ”/T\,ﬂ,h(')'

Demonstragdo. Provaremos o caso sem campo (h = 0) para simplificar a demonstracao,
mas o leitor se convencera de que a demonstracio € analoga para o caso geral. Considere o

evento E := [0, = 7,,Vx € A\A], entdo, temos que

<f]1E>Aﬂo
<]1E>A,ﬁ,o

Tacog FOLE@ &9 (A Zppen 100, + Toca 05, + B Jyeis) )
Z,,eg;]le)exp(ﬁ(zxyeAJw o+ Toen 1,05+ Do o))

ZUEQZ f(o)exp <ﬁ( Zx YEA Iy )0 Y XZA I nyTy>> exp | f /1!
y

X, YEN T X,y Tx Ty

(flo, =1, Vx € AN 4 =

ZO’GQZ €xp <ﬂ< zx BYSN JX Y X:ﬁ JXy X )) eXp ﬂ X, yEA x,yT)/cT}’/
Y
= <f>j\,ﬁ,0’
onde, na dltima igualdade, usamos que 7, = 7, para todo y & A. [

Proposicao 1.17. Sejam f : Q — R uma funcdo ndo decrescente, entdo, para todo f > 0,
A C A C Z¢ finitos

Ehpn 2 Vapn
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Analogamente, se f é ndo crescente, entdo

hnpn Z S apn

Demonstragdo. Basta notar que

+
(MaLkov) <f]1[ax=l,Vx€A\A]>A,ﬂ7h

(FVhpn

(Lig 1 vxearnl)a g

#KG) (f)x pplLio=tvxenn)) A pn +
> m = <f>A,ﬂ,h‘
<]1[0'X=1,VXEA\A]>Aaﬁ’h

De modo similar, o resultado para condi¢c@o de fronteira —.
[

Resultados de monotonicidade a respeito aos valores esperados referentes ao volume
serdo Uteis para garantirmos a existéncia dos limites de (-)i’ﬂ’h quando "A — Z%"(a ser
definido na préxima secdo). A seguir, mostraremos um resultado de monotonicidade para
condi¢ao de fronteira livre.

Proposicao 1.18. Para todo f > 0, h > 0, J admissivele AC A CA C 74 finitos,

0 0
<6A>A,/;,h < <GA>A,ﬁ,h'

Demonstragdo. Considere J' dado por

0,sexeAeye AW\, ouye Aex € A\A
J;’yz (1.31)

J, ,» €aso contrario.

Isto é, as interagdes J' sdo dadas por J, exceto entre os elementos de A e A\A que agora estdo
desconectados. Dessa forma, temos que

0 0
<6A>A,J/7ﬂ’h = <6A>A’J’ﬂ’h'
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De fato,

ZGGQO O'A eﬂ Z[XJ’)EA nyyO'XO'y+ﬂ Z(x,y)EA\A Jx,yo—xo_y"'ﬁh ZXEA Ux+ﬂh ZXEA\/\ Oy
A

2 cq? eﬁ Z(x,y)eA Jx,yo'xo_y"'ﬂ z(x,y}GA\/\ Jx,y6x6y+ﬂh erA o+ph erA\/\ Oy
(o2
A

0
<6A>A7J/,ﬁ,h =

By J,. ofel 4 r B J ,or0)+BRY. oo
0 e {x,y}eA 5 y xEA ¥ x 00, € {x,y}eA Yx,yYx%y x€EA ¥ x
. 20’”69 ZU’GQA A
Z ” 0 eﬂ Z(x,y}eA J. , u )’1 xeAA a)’c’ z , 0 eﬂ Z(x,y)EA JXA,yO—)CUJ,’-'—ﬁh erA 0_;
o eQ o' €Q)
_ 0
= 0nypn

Como J; , < J, paratodoparx,y € Z“, temos que o resultado segue doLema 1.15. [

Xy = 7 X,

Para explorar argumentos de comparacao entre medidas distintas, precisamos introduzir
a ideia de dominacéo estocastica entre duas medidas. Essa ideia serd particularmente til
quando quisermos estudar propriedades de todas as medidas yi 5., @ partir das medidas Wy b

e “X,ﬂ,h'

Definicao 1.5 (Dominacio estocéstica). Seja p, e u, duas medidas de probabilidade defini-
das sobre um mesmo espago mensurdvel. Dizemos que y, domina estocasticamente ,, se

para toda a fun¢do f mensurdvel e crescente, temos

(hy -

Vamos escrever simplesmente p, < p, para indicar que u, domina estocasticamente |,.

Finalmente, o proximo lema nos dard um modo de comparar as medidas ,uf{ s, Para as
diferentes condic¢des de fronteira #. Tal resultado € bastante util para a anélise do comporta-

mento de todas essas medidas apenas estudando ,uZ s € Ha g

Proposi¢io 1.19 (Dominacio estocistica a volume finito). Sejam A C Z* finito, f : Q — R
uma fungdo ndo decrescente com supp(f) C A. Entdo para todo f > 0, h > 0,

hnpn S Vg S kg
Ja que supp(f) C A a fungdo f|q, estd bem definido e valem as seguintes desigualdades

(Fapn S g S0k

Demonstragdo. Seja t € Q, considere a funcio g7(o) = e Zrerser 717 note que
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Y g7 0)e D = B e ), (1.32)

ceQ) SO
Além disso, temos que, para f nio decrescente,

Y, f@ @) < B f(e)e R, (1.33)

ceQ) ceQy

onde a desigualdade decorre da possibilidade de que supp(f) ndo esteja contida em A. Com

isso, temos que

(1.32)
_gH?T + _gHT
ZGGQX f(o)e PHAN® (1.33) ZUEQX f(o)g'(o)e PH ) 4(0)
>
—PH}, - ZpHT (o)
Tca ¢ T e 8@
_ (f& ) hpn (F§G> (I)n gl
(8Apn &

De modo anélogo, provamos (f') pn S () gpe POr fim, para o caso da condicao de

<f>X,ﬁ,h =

= <f>j\ﬂh

fronteira livre, usamos o mesmo argumento com a fungio g°(c) = ¢’ Lnensen xs0x

O

1.4 O Limite Termodinamico

Até este momento, estudamos unicamente o0 Modelo de Ising em subconjuntos finitos A
de Z“. Nesta se¢iio, comecaremos a estudar os fendmenos no limite A — Z9.
Para tanto, iniciaremos o estudo do comportamento assinttico da Funcdo de Particao

Z#

AJ quando A — Z%. Em particular, ser4 ttil definir a seguinte fungio.

Definicao 1.6 (Pressio). Sejam A C z¢ finito, J admissivel, h, # quaisquer, e > 0, defini-

mos a pressdo no volume A como
# . -1 #
pA(J’ ﬂa h) - |A| log ZA’Jﬁ,h‘

E usual omitir a dependéncia em J, quando este estiver bem entendido.

Conforme referido anteriormente, a funcdo de particio Z* , codifica diversas informa-

AB,h
¢oes importantes do modelo, e podemos usar a pressdo para traduzir essas propriedades.

Antes de prosseguirmos, provaremos algumas propriedades da pressao.
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Proposicao 1.20. Sejam A C Z* finito, J admissivel e f > 0, temos que para todo h € R,

Py(B, B) = py(B, —h)

Pr(B. h) = p (B, —h)

Demonstragcdo. Para provar a primeira igualdade, observe que

-B(- Zx E(A J yOxCy (_h)ZXGAGX)
P(B.~h) = — log e
e X
—B(= X pyerm) Txy(-0)(=0)=h ¥ 7 (=)
Og e {x.y}€E(A) y xEA
" 2
|A| Og 2 e ﬂ( nyEE(A)J 66 hZXGAa;)’ Onde O-/ ::_6
o'
— 50 h
= pp(B, h).

A segunda igualdade segue de modo andlogo e sera deixado como exercicio para o leitor.
O]

Proposicao 1.21. Sejam A C Z¢ finito, J admissivel, # qualquer e p > 0, temos que pf\(ﬂ, h)

é uma fungdo convexa de h

Demonstragdo. Sejam h;, h, € R, note que podemos ver a funcio de parti¢do log Z A Jph
como a integral da fungio ¢ — e ##"A) com respeito a medida da contagem. Logo, temos
que, para todo t € (0, 1), pela Desigualdade de Holder, com p = 1/t e g = 1/(1 — 1),

Ziﬂthl+(1 —0hy = Z &P
ceQf
_ Z etﬂHi,hl(a) e(I=DBH*Ahy(0)
ceQf
(Des. HO]der)( 3 e Y, @) )’( ¥ PH <a>>“")
ceQf ceQf

( ﬁh)( Aﬂh)(l_t)

Agora, calculamos o logaritmo em ambos os lados, dividimos por |A|, e o resultado segue.
[
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A convexidade da func¢do de pressdo ndo € mera curiosidade. De fato, sequéncias de fun-
cdes convexas se comportam muito bem com respeito a limites. Faremos uso dessa proprie-
dade em breve. Antes disso, precisamos garantir a existéncia do limite pf\, quando A — Z¢.
Definiremos, agora, o significado de "A — 74,

Definicao 1.7 (Convergéncia no Sentido de van Hove). Seja {A,}, uma sequéncia de sub-

conjuntos finitos de Z°, dizemos que A, converge para Z° no sentido de van Hove se

1. {A,}, é uma sequéncia crescente, i.e, A, C A\, ,, para todo n € N;

n+1°

2. {A,}, converge para Z¢ como conjunto, i.e, UneN A, = 74
3. Vale a seguinte igualdade _

. |0" A, | 0

im =0,

= |A|

onde d"A, ={i€A,:3j&A,li—jl, =1}

Denotaremos tal convergéncia apenas como A, — Z“ no sentido de van Hove. Quando

apenas as condigbes 1 e 2 forem satisfeitas, usaremos a notagdo A, 1t Z°.

Exemplo 1.5. A sequéncia A, = [—n, n]? satisfaz A, — Z* no sentido de van Hove. Basta

observar que |0"A,| = 2dn’"" e |A,| = n’

Exemplo 1.6. A sequéncia A, = B(n) := {x € Z¢ : ||x||, < n} também satisfaz \,, — Z°

no sentido de van Hove. Fica a cargo do leitor a demonstracdo desse fato.

Sugerimos, como exercicio, a constru¢do uma sequéncia de conjuntos {A,}, talque A, 1

Z¢, mas que ndo satisfaz lim,__ 12l = .

n—0oo |A"|

Observacio 1.6. Seja {A,}, qualquer sequéncia tal que A,, — Z“ no sentido de van Hove.
Seja m € N, considere a particdo de Z° dada por hipercubos de lado m, isto é, a familia
H"™, cujos elementos sdo da forma {x € Z° : n;m < x; < (n; + 1)m} para alguma escolha
de inteiros ny, ... ,n; € Z. Denotaremos o conjunto de tais retdngulos por C,,.

Para um dado subconjunto de A C Z°, definimos N}(A) como a quantidade de ele-
mentos de C,, que intercepta A e N, () como a quantidade de elementos de #,, que estd
contido em A. Note que

0N, (AL % < NS(A) <A, (1.34)

4 =

uma vez que cada elemento de ¥, tem cardinalidade m*.



47

1.4 O Limite Termodinamico

/
N
N[>

Figura 1.10: Na figura, A é o conjunto dos pontos de Z¢ delimitado pela linha continua em
vermelho Além disso, colorimos os retangulos de lado m, que interceptam ou estao contidos

em A

Observe que N (A) — N, (A\) é o niimero de hipercubos que interceptam A e ndo estdo
contidos em A, cada hipercubo que satisfaca tal condicdo, necessariamente, contém ao
menos um elemento de 0" A. Logo, 0 < NY(A) — N (A) < [0"A|. Sendo assim, se A, —>

Z¢ no sentido de van Hove, temos que

Nr;(An) |alnAn| |‘)|I;\A|n|
0<1- N < NTY = N+("A) — 0, quando n — 0.
E, portanto,
. N,A)
=1,VmeN. (1.35)

i
n—oo N H( A)
Além disso, pela desigualdade (1.34) e pela equagdo (1.35), temos que se A, — Z“ no

sentido de van Hove, temos que, para todo m € N,

N_(A N*H(A
lim M = 1 = lim M (1.36)
oo A mi e |A]

Em outras palavras, a densidade de hipercubos dentro de A, é cada vez mais uniforme.

A convergéncia no sentido de van Hove € a forma mais apropriada de convergéncia para
nossos estudos. O primeiro e o segundo item sdo hipoteses intuitivas, enquanto o terceiro
item garante que a condi¢do de fronteira do sistema tera sua influéncia restrita quando formos
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calcular o limite termodindmico. De fato, quando essa convergéncia existir, teremos que ela
¢ independente das condic¢des de fronteira!

Ao longo do restante desta secdo, faremos uma mudancga de notacdo. No Modelo de
Ising, consideramos somente as interagdes entre pares de particulas e entre cada particula e
o campo magnético. Porém, podemos considerar interagdes entre quaisquer conjuntos fini-
tos. Por exemplo, poderiamos adicionar na definicio do Hamiltoniano Hfi ,(0) 0 somatorio

De fato, existem modelos

X2 X7y Tz ,y,z}x,y,Z'

Zx’y’z J.,,0.0,0,, para alguma familia de constantes {J,
fisicos que consideram a interacao de trés &tomos, como, por exemplo, o modelo de Axilrod—
Teller [AT43]. De modo mais geral, dada uma familiaJ = {J,} ,.,«, onde A € sempre finito,

podemos definir o Hamiltoniano de o € €, como

ACA

e,parat € Qe o € Q)

ANA#QD

Descrevendo o Modelo de Ising nesses termos, obtemos

ph, se A = {x};
Ju=1BJ,,. sese A={x,y}; (1.37)

0, caso contrario.

# _ #
Dessa forma, temos que H AJ = PH AJA

natureza das somas das parcelas do Hamiltoniano. Sendo assim, introduzimos conceitos de

Faremos essa mudanga para assim uniformizar a

Andlise Funcional.
Nosso interesse € no caso em que tal interagdo € invariante por translacdo, isto €, para
todo A € Z% e todo x € Z%, temos J(A — x) = J(A),onde A —x = {a—x : a € A).

Considere a norma de J como

J
=y = %

OeAczd

E defina espaco

F ={J={J }scza : J(A) € R,]J é invariante por translacdo e ||J|| < oo}.
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Temos que (7, || - ||) é, de fato, um Espaco de Banach (veja [Brel10]). Dizemos que J
possui alcance finito se existe R > 0 tal que diam(A) := sup{||lx — y||, : x,y € A} > R
implica que J(A) = 0. Em outras palavras, no sistema descrito por J, cada particula s6 terd
interacdo com um nimero finito de outras particulas, que estdo a uma distdncia maxima R.

Com isso definimos
Fo=1{J € 7 : J possui alcance finito}.

E facil verificar que %, € um subespaco denso de 7. O leitor pode questionar a necessidade

de introduzir tais conceitos neste momento. O motivo principal € gartirmos a convergéncia
~  # 1 H

da pressao p), (J) = |A|™ log Zueﬂf\ e/

de Banach para estender o resultado para todo 7. Nas proximas duas demonstragdes, ado-

no caso J € %, e usarmos a estrutura de Espago

taremos a notacao pf\(J), mas, de fato, estaremos pensando no caso equivalente ao modelo
de Ising dado em (1.37).

Vale lembrar que o foco desta dissertag@o € o caso para primeiros vizinhos, que € um mo-
delo de alcance finito. Logo, o leitor que nao possuir familiaridade com Anélise Funcional
nao precisa se preocupar com tal extensao.

Em seguida, desejamos mostrar que J — pf\(J ) € uma func¢do Lipchitz continua. Para

1Ss0, usaremos o seguinte lema técnico.

Lema 1.22. Sejam y uma medida de probabilidade e f,g € L*(P), vale a seguinte desi-
gualdade

10g<ef>/,4 _10g<eg>/,4 S ”f_glloo

Demonstragdo. Para tanto, utilizaremos a famosa Desigualdade de Jensen, que nos mostra
que, para uma fun¢do convexa @ : R — R e PP uma medida de probabilidade, X uma
variavel aleatéria, temos

P((X),) < (P(X)),. (1.38)

Agora, para u,(A) = ({e*) M)‘1 (1,e7#),, defina uma medida de probabilidade. Observe
que

log(e’), —log(e®), = log(ef_g)ug
(Des. Jensen)

2 ([ =)y, 2 ~Ilf — &l

Permutando os papéis de f e g, conseguimos a desigualdade

log(e’), —log(e®), < |If — &llq-
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e, portanto, vale o Lema. L]

Dados J,J' € #, aplicamos o resultado anterior em (Q°, 97[8, 1), onde y é a medida de
.. . _pH" _ p
probabilidade uniforme e f(c) :=e PHL @) o glo) i=e PH) ), de modo a obter

AP = Py )| = | log (21¢e”),, ) — Tog (2Mef),, )|
= |1AHog2 + log(e/), ~ 1AHogZ ~ log(e'), |
< ||H2,J - HX,J’

Por sua vez,
0 0 ’ |JA - J,:1| ,
Hyy = Hyplle < Z [y = 4l = Z( Z T) < AT =TI,
ACA XxEA x€EACA | |
e, portanto,
1P = pAD < 1T =T'1]. (1.39)

De modo anélogo, estendemos o resultado para # = 7 uma condicdo de fronteira qualquer.

Com isso, vamos a um dos resultados principais desta secdo, iniciando a caracterizacao
do Modelo de Ising a volume infinito. A seguinte demonstracdo segue de perto o texto de
[Isr15].

Teorema 1.23. Sejam J admissivel, h, # quaisquer, § > 0 e {A,}, tal que A, — Z“ no
sentido de van Hove, entdo o limite

Pl B.h) := lim p} (3. B ) (1.40)

e ndo depende da escolha de # ou da escolha da sequéncia {A\,},.

Demonstragdo. Provaremos o teorema em trés partes:
i) #=0e A, =[-n,n]%;
ii) #=0e {A,}, qualquer;
i) #e {A,}, quaisquer.

Durante esta demonstracdo, adotaremos a descri¢do do sistema viaJ = {J 4} 4.z«, usando
a descricdo dada em (1.37). Além disso, faremos esta demonstracdo para o caso J € 7, e,
no final da demonstracdo, usar o fato de que %, € denso em _# para concluir que vale no caso

geral.
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Seja R € N tal que diam(A) > R implique que J, = 0. Seja, entdo, n € Ne m € N tal
que2n+1=k(2m+1+R)+/talquek > 1e0 </ <2m+ 1+ R, podemos entdo separar
o hipercubo [—n, n]? em dois subconjuntos, A/ dado pela unido dos k¢ hipercubos de lado
2m + 1 que estdo separados por corredores largura R, e o conjunto dado por A} = A \A,.

2m+1 R 1

R 2m+1

Figura 1.11: Nafigura, A, € definido pela linha continua mais grossa, e A,, o seu subconjunto
definido pela 4rea sombreada.

Pela escolha de R, temos que os elementos de hipercubos distintos de A ndo interagem
uns com os outros. Podemos, entdo, pensar na pressdo em A,, bastando escolher J, = 0, se
A ¢ A!. Comisso, temos que o sistema é constituido de k? cépias independentes do sistema
em A, e, portanto,

Pi;(J) = k_dm_d 10g( Z eH/\,',VJ(”))kd

cEQ,

= m_d log Z CH’\va(J) = pg)\m(J)

oEQ,

Além disso, temos que

MDY, () = I8, D] < 11H 5 = Hyg gl

< X< X 1), (141)
ACA,, 0eAczd
AgA!

onde, na ultima desigualdade, usamos a invariancia por translagao.

Defina
RN I

0cAczd
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Se J possui alcance finito, € evidente que ZOE Aczd |J 4| < oco. Dividindo ambos os lados da

expressio (1.41) por |A,| = (2n + 1)¢, obtemos

RO (%)dﬁmu)‘ < (1 - (%)d) ( Y |JA|>. (1.42)

0eAczd

Usaremos tal estimativa para provar que { P?\ (J)}, € uma Sequéncia de Cauchy. De fato,
sejam n;, n, € N e, para um mesmo m € N, escolha k, e k, de modo que satisfaga 2n, + 1 =
k2m+1+R)+ [, talquek, >1e0<1/, <2m+ 1+ R,i € {1,2}. Temos que

k,2m+1)
2n; +1

m - () R0

k,(2m+1)\d k,2m+1)\d
| o) - (G
2n; + 1 2n, + 1

- () (3 )

A - @<

A @ ). @)

+

Py, D

0eAczd
k,(2m+ 1)\d
(- (B 2
2n, +1 0eAczd

N |<k1(2m+ 1))d B <k2(2m+ 1)>d

0
2n, + 1 1 ) 1Pa, D

Agora, usando que k;(2m + 1 + R)(2n, + 1)"! — 1, quando n, — co. Temos que

lim sup p?\nl(J)—Pg)\"z(J)‘ S2<1—<2r(n2’j_1—f+l)R>d>< Z |JA|>.

My =00 0eAczd

Considerando m — oo, temos que lim SUP, 1 oo | p?\nl - p?\nz (D] = 0. Logo, a sequéncia
{ P(/)\” (J)}, € de Cauchy, e, portanto, convergente. Isso encerra o caso 1i).

Por sua vez, seja {A,}, qualquer sequéncia tal que A, —> Z? no sentido de van Hove.
Agora, aplicaremos a Observacédo 1.6. Considere A/, como a unifio dos hipercubos de %, x
que estdo contidos em A,,. Temos, exatamente, N, .(A,) copias de um hipercubo C,, de lado
m contidos em A/, separados por corredores de espessura R, e, portanto, ndo interagindo uns

com 0S outros.
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Figura 1.12: A, ¢é definido como o interior da linha continua mais grossa e A;, o seu subcon-
junto definido pela drea sombreada.

De modo anélogo ao caso anterior, temos que p?\,(J ) = pg(.] ) e, também,

MDY, () = I, < 11H 5 = Hogyll

<InI( Y 1),

Aczd

onde A) = A, \A/. Além disso, também segue que dividindo ambos os lados por |A, |

d nr— d ar—
0 m Nm+R(An) 0 m Nm+R(An)
e T pAm(J)\s(l——Mnl ) A

0eAczd

e, por fim, do limite (1.36), temos que |An|_1mdN;+R(An) — (MLR)‘I e, portanto, conse-

guimos a estimativa

A= () ) < (- (-2=)") ( Y |JA|>.

0eAczd

lim sup

n—oo

d
Porém, se considerarmos m — oo, temos que pg J) — pDHe <m+LR> — 1, e segue

que p?\n J) — p()), concluindo assim o caso ii).
Para o caso i), para # = 7 € Q, como J € 7, temos que
lHR, — Hy

SIS 1O"ANBMRPE - 1111,
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onde, novamente, B(R) = {x € Z? : ||x||, < R}. De fato, isso ocorre pois a diferenca
entre os dois hamiltonianos se resume as interagdes que ocorrem entre os elementos de A,
que estdo no maximo a uma distancia R de dA e os elementos de z¢ que estdo, no maximo,

a uma distancia R dos mesmos. Com isso, temos que

0 L—10"A, BRI T 0 LI0"ALIBRZIIII
ZA’Je sZA’JSZA,Je .

A partir dessa observagado, basta calcular o logaritmo e, em seguida, dividir por |A,,| e
mostrar que |p} (J) — pg\ J)| — 0, quando n — o e pelo caso ii), concluimos que o
argumento vale ;)ara ii). ”Para isso, usaremos que A, — Z“ no sentido de van Hove.

Por fim, provamos que para uma interacdo J € _# qualquer, temos que { pf\n J)}, € uma
sequéncia de Cauchy, o que garante a sua convergéncia. Suas demais propriedades sdo feitas
de modo similar. Seja € > 0 qualquer, e considere J' € 7, tal que ||J — J'|| < €/3 e basta
escolher N, € N tal que m,n > N, implique | p’f\n J) - pf\m J’)| < €/3 e, como provamos
anteriormente, ||J—J'|| < /3 implica |pf\n(J’) —pf\"(J)l, |pf\n(J’) —pf\"(J)l < €/3. Com isso,
para todo m,n > N,,, temos que

1P}, =Pk DI <1p} D= p} A+ 1P D= pf A
+1py, (D) = p) )l <e,

0 que conclui o teorema.
O

As propriedades de paridade e de convexidade de fungdes sdao preservadas pelo limite
pontual. Assim, usando as Proposicdes 1.20 e 1.21 e o Teorema 1.23, temos o seguinte

resultado.

Proposicao 1.24. Sejam J admissivel e f > 0 temos que, para todo h € R, entdo p(J, f, h)

é uma fungdo par e convexa de h.
Agora, introduziremos a grandeza mais importante no estudo do Modelo de Ising

Definiciio 1.8. Sejam A C Z finito, J admissivel e p > 0, temos que, para todo h € R,

definimos a variavel aleatoria densidade de magnetizacdo como

1
=—M,,
my |A| A
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onde M, =Y, E definimos a densidade de magnetizagdo média como

XEA O
mA(J’ )B7 h) i= <mA>j#\’ﬁ’h'
Vale observar que, para qualquer A C Z“, uma conta simples mostra que

# —BH* (0)
0 4 %ZA,Jﬂ,h Zaegi(ﬁm/\)e Ak
%PAK(J,ﬂ, h) = —; = }

Z\ 3 Z 3o

= ﬂ : mA(J5ﬂ7 h)

Agora, dada a convergéncia de pf\(J , B, h), seria possivel extrair propriedades da con-
vergéncia de mi(J , B, h)? A resposta € afirmativa, e isso ocorre gracas a convexidade p em
h. Daqui até o final desta sec@o, omitiremos os parametros J em p(f, h). As proximas trés
proposi¢cdes foram extraidas do Livro [FV14].

Se f : I - R, onde I éum intervalo de R, for uma fun¢@o convexa, pela defini¢do de
fun¢do convexa, para todo A, h,, h; € I tais que h, < h, < h;, temos que

h3_

h, —
f(hz)sh 2

h3_

h, "
) h1f( )+

" )
ho
0 que, por sua vez, implica

f(hy) = f(hy) - f(hy) = f(hy) - f(hy) = f(hy)
hy—h, ~—  hy—h, ~  h—h,

(1.43)

Além disso, por propriedades simples de limite, temos que se { f,,},, € uma sequéncia de
fungdes convexas f, : I — R, e essa sequéncia converge pontualmente para uma fungao f,

entdo f € uma fun¢do convexa. Com isso, provaremos uma sequéncia de proposicoes tteis.

Proposicao 1.25. Seja f : I — R convexa, entdo para todo compacto K C I, temos que
existe Cy < oo tal que |f(h,) — f(hy)| < Cglh, — h,|,Vx,y € K. Em particular, f é

continua.

Demonstragdo. Seja K C I e € > 0 suficientemente pequeno ta que K, = {h € R :
d(h,K) < e} C I. Agora, defina M = SUP e f(hyem = infheke f(h), e, por sua vez,

sejam h,,h, € K, hy := h, + e% € K,. Entdo, temos que h, = (1 — A)h, + Ah;, onde
= |fllhl;:|215’ e, portanto, f(h,) < (1 — A)f(h))+ Af(hy)e
M —-—m
f(hy) = f(h) < A(f(hs) = f(h) < MM = m) < ——|hy = hy].
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Proposicao 1.26. Seja { f,}, uma sequéncia tal que f, : I — R sdo convexas convergindo
pontualmente para f . 1 — R. Entdo f, — f uniformemente em todos os compactos
KcClI.

Demonstragdo. Sejam @' < a < b < b' em I de modo que K C [a, b], entdo para todo
h,, h, € [a, b], pela desigualdade (1.43)

fa(@ - f,(a) < Sulho) = fulhy) f2(0") = f,(b)
a—a' - hy—h - b-b

Pela convergéncia pontual de f,, temos que as sequéncias numéricas £@-/ @) ¢ f (”1;,):;: @)

convergem, e, portanto, sao limitadas. Consequentemente, existe uma constante C > 0 tal

que, para todon € N
|fn(h2) - fn(h1)| < Clhz - h]l-

Agora, sejam e > 0,e N € Ntal que N > 3C(b — a)e~!, eescolhad = (b—a)N~'e
h, = h, + ké, para todo k € {0, ...,n}. Pela convergéncia pontual, existe n, tal que para
todo n > n,

| £, (R = F(RD] < %,Vk €l,...,N.

Agora, sejah € [a,b]le k € {0, ..., N} tal que |h; — h| < 0. Entdo, para todo n > n,, temos

|fu(h) = f(W] <11, (h) = £,(h)l + 1 fu(hy) = f(R)L+ 1 f (hy) — f(W)] <€,

NG a'g V
<Cé<el3 <el3 <Cé<el3

0 que conclui a demonstracgao. L

Seja agora f :— R, definimos as derivadas laterais de f como

o (hy) := lim W~ J (k) e (hy) = 1imfw
oht hoht h— hO oh- hoht — ho

0

Agora, enunciaremos o mais importante resultado para fungdes convexas.
Proposicao 1.27. Seja f : I — R uma funcdo convexa, entdo

1. As derivadas laterais (fh—ﬁ(h) e ;l—{(h) existem em todos os pontos h do interior de I;

2. a"h_f_(h) < a‘)h_f+(h), em todos os pontos h do interior de I;

3. 2L(h) < 2L(R"), em todos os pontos h < h' do interior de I;

4. ;h—fH ;Tf_ sdo fungoes ndo decrescentes;
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5. (;’h—er é continua a direita e aaf{_ é continua a esquerda;

6. O conjunto D = {h : ah+ 91 (h) ;é 91 (h)} é enumerdvel;

7. Seja { f,}, uma sequéncia de fungoes f, : I — R convexas que converge pontual-

~ . o . o 1 of, oy —
mente para uma fungdo f que é diferencidvel em h, entdo lim,_, , =+ =lim,_ 52 =
d

%(h).

Demonstragdo. Note que, pela desigualdade (1.43), para todo h, € I, a fungdo

(h) w € ndo decrescente. (1.44)
1. Sejam a < b em I e uma sequéncia decrescente {h,}, com h, > b, para todo n.
Obtemos de (1.44) que a sequéncia g,(h,) € ndo crescente e a Desigualdade (1.43) garante
que a sequéncia € limitada inferiormente por g,(a). Portanto, a sequéncia € convergente,
digamos g,(h,) — [, . Agora, seja { h, } outra sequéncia satisfazendo as mesmas condicdes,
entdo temos que g,(h,,) converge, digamos para /,. Pretendemos mostrar que /, = /,. Para
tanto, considere o conjunto H = {h, : n € N} U {h, : n € N}, e escreva H de modo que
H = {h) : ne N}, onde {h} seja uma sequéncia decrescente. Temos que g,(h,) — I,
mas entdo {g,(h,)}, e {g,(h,)}, sdo subsequéncias de uma sequéncia que converge para /5,
logo também convergem para /5, e, portanto, /; = [/, = /;. Com isso, temos que a% estd bem
definido em qualquer ponto de interior a € I. Repetindo o mesmo procedimento, podemos
mostrar que / estd bem definido para qualquer ponto de interior.
2. Sejaum ponto de interior & € I e k suficientemente pequeno de modo que h — k, h +

k € I, a partir da desigualdade (1.43), temos que

fh—k)— f(h) < fh+k)— f(h)
—k - +k '

Agora, basta calcular o limite k — 0.

3. Basta notar que, para h,, h, € I,

aa}f:( 1)Sf(h;) £( 1)—0;{
2T

(hy) (1.45)

4. Segue imediatamente de /. e 2.

5. Mostraremos o resultado para 2L, o outro é analogo. Pela monotonicidade de 2

oht’ 0h+ ’

sabemos que
af af
k o oh* (o) 2 oh* (R).
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Por outro lado, f € continua, e, a partir de (1.45), temos

f@a-fth .. fl@-fk_ . odf
— = lim —————= > lim —(k).
a—h k—ht a—k k—ht oht

Agora, basta calcular a — h*, e o resultado segue.

6. Como I pode ser escrito como a unido enumeravel de intervalos fechados limitados,
e a unido enumeravel de conjuntos enumeraveis € enumeravel, podemos assumir sem perda
de generalidade que provar apenas para um intervalo fechado [a, b] C I de modo que, para
um e > 0, [a —e,b+ €] ¢ I. Como f é continua, temos que existe M € R, tal que

SUP,_¢ piep | F (W] < M. A partir de (1.45), que

0f < L+ =) _2M
oh* I3 I3
e
I s f@=fa=0) oM
oh- —& I3
€, por sua vez,
aof aof af of
%(0) < W(h), W(h) < %(b),Vh € [a, b].

Portanto, obtemos que sup,,c;, u; |2 (R)], SUp,,c oy | 25 (h)] < 2Me™". Entdo, para cada n €

N, provaremos que o conjunto &, = {h : ;h—ﬂ(h) — %(h) < n~'}. Considere, entdo, k

pontos distintos h; < --- < h; em Z,, temos que

k

of O hy=S 9Ly _9F s k
S () = S (h) = Y = () = = (h) >

i=1
Consequentemente, provamos a seguinte cota superior

0 0
k < n<#<hk> _ #(hl)) <4

7. A partir das desigualdades (1.45), temos que

tim 2 (h) < lim Lol K) = fu(h) _ f(h+K) - f(h)

,Vk > 0.
n—oo ght n—o00 k k
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Agora, basta calcular k — 0", e teremos que lim,_, %(h) < ;h—f+(h). Podemos proceder
da mesma forma para ;h—ﬂ(h), para concluirmos a expressao
af . 0f, . 0f, af
—(h) <1 h) < lim —(h) £ —(h),
o= < im = () < lim 2 (h) < 55 ()
assim, se f € diferenciavel em h, segue que
of . 0f, . 0f,
—(h) = lim ——(h) = lim —(h).
op W = m 5= = Iim = (h)

Consideremos o seguinte conjunto
Dy =1{h €R : pJ, B,-) ndo € diferenciavel }.

Da Proposigéo 1.27 item 6., temos que Dy, € enumeravel. Com isso, vamos ao segundo

teorema desta sec¢ao.

Teorema 1.28. Sejam J admissivel, # qualquer p > 0 e {A,}, tal que A, — Z“ no sentido
de van Hove, entdo existe um conjunto QZM enumerdvel tal que, para todo h € IR\QZI,, a

densidade de magnetizacdo a volume infinito
m(¥, . ) 2= lim mi (3, B, h).

existe e é independente da escolha de {A,}, ou de #. Além disso, a seguinte igualdade é
satisfeita
0
p-m.p.h) = =2 (J.B.h). (1.46)

A fungdo h = m(J, B, h) é uma fungdo ndo decrescente, impar continua em R\Dy ,. Por sua

vez, se h € 9“,, temos que

9p

) _ap
—r BB Jim m(Tph) = (k). (14T)

g lim m(),p,h) =
Em particular, a magnetizagcdo espontinea
m(J.f) = lim m(J. B, h)

estd sempre bem definida.
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Demonstragao. Como vimos na Proposi¢do 1.24, p(J, f, h) € convexa, entdo, se h & Dy,
o item 7. da Proposi¢do nos garante que o limite das derivadas € a derivada do limite. Por

sua vez, a Proposicao 1.27 mostra que
P 3, p.h) = 2 tim pf, (3. 5. 1) = lim 2 p* (1. g, 1) = § lim i, (3. B, )
0h ’ ’ ah n—oo A" ’ ’ n—00 ah A" ’ ’ n— 00 A" ’ ’ ’

0 que assegura a existéncia de min(J, p, h) e demonstra (1.46). Por sua vez, o Teorema
1.23 nos garante que o lado esquerdo da equacdo acima niao depende da escolha de # ou de
{A,},.Ositens 4. e 5. da Proposicdo 1.27 nos afirmam a continuidade e monotonicidade das
derivadas laterais, e, portanto, a monotonicidade e a continuidade de min (J, p, h) sdo garan-
tidas. Por fim, a Proposi¢do 1.24 nos garante que p € uma fun¢do par. Consequentemente,
sua derivada é um fun¢do impar.

Agora, seja h € R\Qy,. Como 9y, € enumerével, existe uma sequéncia decrescente
{h}, tal que h;, € R\D;, e hy, — h™. Pela identidade (1.46), temos que %(J,ﬂ, h,) =
p - m(J,p, h,) para todo k € N. Porém, pela continuidade da derivada a direita, pro-
vada no item 5. da Proposicao 1.27, o resultado segue. De modo andlogo, provamos que
plimy,_,- mJ, p,h') = 221, B, h).

[

Com isso, podemos, enfim, definir pela primeira vez o que € transicao de fase.

Definicao 1.9. Seja J admissivel, dizemos que o Modelo de Ising passa por uma transicdo
de fase em f > 0 e h € R se p(J, p, -) ndo é diferencidavel em h.

O Teorema 1.28 garante que para cada J admissivel e f > 0, existem, no maximo, uma
quantidade enumeravel de pontos A para os quais o modelo passa por transi¢do de fase.

No préximo capitulo, comecaremos o estudo sistemético para determinar precisamente
em que regides do plano existe transicdo de fase. Antes disso, porém, teremos mais uma
se¢do neste capitulo a fim de encontrar uma importante equivaléncia para a nossa de transi¢ao

de fase.

1.5 As medidas no volume infinito

Agora, estudaremos a ideia de convergéncia de medidas, em particular, das medidas de
Gibbs, quando o volume A — Z no sentido de van Hove. Para tanto, aplicaremos alguns
elementos de Analise Funcional, em particular a ideia de convergéncia fraca-*. O leitor

que ndo possuir familiaridade com o assunto nao precisa se preocupar, introduziremos as
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ideias necessarias para o desenvolvimento deste texto. Vale notar que, ao longo desta secao,
voltaremos a omitir a dependéncia em J nos objetos estudados.

Antes de mais nada, estenderemos as medidas M,T\, 5. ,(+) da forma mais simples possivel.
Seja o € Q, definimos

—-pHT , (0)
e, seo, =71,VXEA;
T .
Happ(0) 1= o _
0, caso contrario.

De fato, isso ndo altera nosso estudo até aqui, uma vez que s6 trabalhamos nos finitos A.
Tal construgdo é mais delicada no caso em que # = 0, uma vez que nao temos candidatos
para as coordenadas em A°. Portanto, nds nos concentraremos, por alguns instantes, nos
casos # =17 € Q.

Quando pretendemos tratar de convergéncia de medidas de probabilidade, digamos { 4, }
convergindo para y, todas definidas em um mesmo espago de probabilidade, a defini¢do
mais natural seria que as probabilidades y,(A) — u(A) para todo A na o-algebra em ques-
tdo. Infelizmente, a tal definicdo de convergéncia € forte demais, no sentido de que varias
sequéncias { 4, }, mesmo que bastante bem comportadas, ndo admitiram subsequéncias con-
vergentes.

No estudo de Anélise Funcional, a ideia de "enfraquecer"a topologia de um espaco nor-
mado tornou-se extremamente frutifera. Ao gerarmos uma topologia mais fraca, fica mais
facil a convergéncia de sequéncias, e faz com que mais conjuntos sejam compactos. A pre-
senca de conjuntos compactos facilita a demonstracdo de teoremas e possibilita novos re-
sultados que nao seriam possiveis sob condi¢cdes mais gerais. Para tanto, foram definidas
as chamadas topologias fraca e fraca-*, que s@o capazes de simultaneamente fazer com que
convergéncias sejam suficientemente faceis, mas que mantenham propriedades importantes
(Condic¢ao de Haussdorf e continuidade de funcionais lineares limitados). Para maiores in-
formacdes a respeito da topologia fraca e fraca-*, recomendamos a leitura do capitulo 3 do
livro [Brel0]. Para este estudo no contexto de medidas de probabilidade, recomendamos
[Bil13].

Sejam {u,},, 4 medidas de probabilidade, dizemos que pu,, - U, isto €, converge no

sentido fraco-*, se
(f >/4,, — (f),» para todaf fung¢do em R continua e limitada, (1.48)

onde (-) 4, (+), representam os valores esperados de acordo com as medidas y, € u, respec-

tivamente.
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Agora, definiremos um conceito importante que serd utilizado diversas vezes ao longo

desta dissertacao.

Definicao 1.10. Seja f : Q — R, dizemos que f é uma funcdo quasi-local se existe um
conjunto se existe uma sequéncia de fungoes locais { f,}, tal que f, — f uniformemente.
Analogamente, um evento é dito um evento quasi-local se sua funcdo indicadora é uma

fungdo quasi-local.

ComoQ = {-1,1 }Zd e ¢ dotado da topologia produto, temos que €2 € o espaco do produto
de espacos compactos, e, portanto, pelo Teorema de Tychonoff (veja [Mun00]), temos que €
€ compacto. Essa compacidade implica que toda fun¢ao f : Q — R continua seja limitada
e uniformemente continua. Note que, se f € uniformemente continua, temos, entdo, que,

para qualquer {A,}, uma sequéncia tal que A, 1 Z¢,

Jim  sup [f(e)— f(c")|=0. (1.49)
o,0'eQ
o.=0,VxEA,

Por sua vez, seja f continua, seja 7 € Q arbitrario, definimos

fa(o) = foy),

onde

o sex € A

(o)) =

xX°

7., sex €A

X

Observe que f € uma fungdo local. Entédo, por (1.49), temos que || f{ — fl, — 0. Isto &,
funcdes locais formam um conjunto denso em C(£€2), o espaco de todas as fungdes continuas
de Q em R. Isto é, toda fun¢@o continua € quasi-local. Por sua vez, como toda funcio local
¢ continua, temos que pela convergéncia uniforme, toda funcio quasi-local é continua.
Com isso, podemos simplesmente procurar limites fraco-* das sequéncias { ,uf\w gnt €S-
tando (1.48) apenas para fungdes locais. Observe que a Proposicdo 1.1 garante que toda
funcdo local pode ser escrita como combinagdo linear de fungdes do tipo 6, ou 1,, para

A C Z¢ finitos. Sendo assim, como integrais sido operadores lineares, podemos dizer que

*

Hp,pn = HSE
d .
(0uVapn — (04), YA C Z¢ finito

ou
<’7A>‘/[\’ﬂ’h — <’1A>M’ VA C z4 finito,
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onde (-), denota o valor esperado de acordo com a medida de probabilidade . Porém, note
que tal defini¢do pode ser estendida para o caso # = 0, bastando escolher A suficientemente
grande de maneira que A C A. Passamos, entdo, a formalizar

Definicao 1.11. Sejam J admissivel, h € R, > 0, {A,},, A, 1 Z? (ndo necessariamente

3k
no sentido de van Hove) e # qualquer. Dizemos que ,uf\ g — M e

<6A>f\,ﬂ,h . <6A>Il’ VA C Zdﬁnito

ou
(m)i,ﬂ,h — (14),, YA C Z finito,

onde (-), denota o valor esperado de acordo com a medida de probabilidade p. Além disso,

neste caso, denotaremos ,uz , = M e seuvalor esperado por ()#ﬂ'E A

Nao € claro, a principio, que existe um limite fraco-* para toda toda sequéncia Mf\n, B
condicdo de fronteira, ou sequer que existiria para alguma medida. Porém, pelo menos nos
casos mais simples, isto €, # € {—,0,+}, podemos usar as desigualdades de correlacdo
para provar a existéncia de tais limites. Para isso, teremos que fazer uso do seguinte famoso
Teorema de Riesz-Markov-Kakutani.

Lema 1.29. Suponha que {A,}, é uma familia de eventos quasi-locais tal que A, ., C A,
de modo que N,. | A, = @, entdo existe N € N tal que para todon > N, temos A, = Q.

Demonstragdo. Suponha que todo A, € ndo vazio. Por se tratar de eventos quasi-locais,
podemos escolher um evento C, da forma C, = {o : = J,i"),Vl e { z(k) . (k()n)}} para
alguma colecdo {l(k) (k()n)} e J(") | (n)} de modo que C, C A,. Além disso, podemos
escolher C, de modo que C,,; C C,. Como C, sdao conjuntos compactos (pelo Teorema de
Tychonoff) e ndo vazios, segue do Teorema de Cantor que @ # N2, C, C N> A,, 0 que €

um absurdo. Logo, a coleg@o { A, }, s6 possui um nimero finito de conjuntos ndo vazios. L[]

Lema 1.30. Seja u : ¥ — R uma medida finitamente aditiva no conjunto na dlgebra dos

cilindros %, entdo y é c-aditiva.

Demonstragdo. Primeiro, provaremos que, se {A,}, € uma cole¢do de conjuntos locais e
disjuntos, entdo existe N € N de modo que A, = @ para todo n > N. Defina B, :=
Ur_,A,eC, i1 Ay Temos que C, € quasi-local e satisfaz as hipoteses do Lema
1.5. Portanto, Cn = @, paratodo n > N, para N € N suficientemente grande. Dai decorre
que,

w(Ua,) - (LNJA ) =gu(An)=gu<An>.

n=1 n=1
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[]

Teorema 1.31. Sejam J admissivel, h € R, > 0, {A,},, A, T Z (ndo necessariamente
no sentido de van Hove). Entdo, existem os limites fraco-* '“/;, o ,ug’ e ,u;{ , medidas de proba-
bilidade de forma que

- -0 0 + o4
Ha,50 = Hpn Ha,pn = Hpn € Ba,pn — Hpn

Os limites My ,ug PR y; , Ndo dependem da escolha de { A\, },.

Demonstragdo. Comegaremos pelo caso # = +. No Exemplo 1.1, mostramos que 7, €
uma fungio ndo decrescente para todo A C Z¢ finito. Agora, de acordo com a Proposi¢io
1.17, segue que {(n A)Xm gn) € uma sequéncia nao crescente, limitada inferiormente por O
e, portanto, a sequéncia converge. Para provar que esse limite ndo depende da escolha de
. Apd 1 2 . i d
{A,},, considere duas sequéncias {A,}, e {A;}, ambas tais que A, T Z°,i € {1,2}. Para
d G , ] i
todo A C Z“ finito, temos que {<’7A>+;,ﬂ,h}k é convergente, digamos (nA)J“:.“ﬂ’h — (Ma)gh
Considere uma sequéncia {A, }, de modo que

Ay €{A, :neN}L A, €{A, :neN}talque A, CA,,,,VkEN.

Evidentemente que A, 1t Z%. Além disso, temos que para todo A C Z“, obtemos que
£ - +.,3 2 .

{{n4)x,_pnti € convergente, digamos <’1A>X£,,ﬁ,h — (M4) - Porém, {(n,)y ,,} admite

uma subsequéncia que converge para (i A);’}ll e outra subsequéncia que converge para (# A);’fl,

e, portanto,
3 1 2
<7IA>;3r,h = <’7A>;3r,h = <nA>;’h'
Logo, o limite ndo depende da escolha de {A, },. Falta provar que <>; ,» de fato, € induzido

por uma medida de probabilidade. Para isso, note que toda funcdo indicadora de eventos

locais, temos que
Hyp(E) 1= 113)10 MIWﬁ,h(E)

sdo numeros reais bem definidos e definem uma medida na algebra de eventos cilindricos.
Portanto, pelo Lema 1.30 e pelo Teorema da Extensdao de Caratheodory (ver [Barl4]), po-
demos definir uma medida de probabilidade 4 em % de maneira que u(E) = y;h(E), para
todo evento E cilindrico.

O caso # = — segue de maneira aniloga, usando a Desigualdade FKG, e a monotonici-
dade das sequéncias {(—# A>/_\n, ﬂ’h} (—n, € uma funcdo ndo crescente). Por sua vez, o caso
# = 0 explora o mesmo tipo de argumento, porém, usando a Proposi¢do 1.18 que garante

que {{(c A)?\ s} S80 sequéncias monotonas. O]
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Antes de concluir o capitulo, analisaremos dois importantes conceitos. O primeiro, é
um conceito que explora como as medidas a volume infinito se comportam em relacio a
simetrias de Z¢.

Seja z € Z9, definimos a translagio por z como 6, : Z¢ — 7% como 0_(x) := x + z.
Além disso, para ¢ € Q definimos 0,(c) = {(0,0),},czq¢, Onde (0,0), := o,_,.€ para
AcC 7% denote O,A :={x+z:x€ez.

Definicao 1.12. Dizemos que uma medida de probabilidade y em (Q, F) é invariante por
translagdo se, (f - 0.),=(f),.Vz € Z° N f fungdo local.

Teorema 1.32. Sejam J admissivel, h € R, f > 0. Temos que ,u; woMgp€ ,ug , Sdo invariantes

por translagdo.

Demonstragdo. Mostraremos para o caso # = +, € os demais seguem de maneira analoga.

Note que 0, : Q;r_ 4 — Q7 é uma bijecdo. Além disso, para toda f local, temos que

Z f(gz o) eﬂ Zyeo_. A Txy0x0tBh Xco _nOxtBh Yico _nygo_.n JxyOx
O'EQ;'_ZA
= Z f0.0) e’ Zyeo_on Jxtzyrz(020)52(0:0)y 4Bh Yicp £ (0:0)c 4B Xiveo  nygo_on Txtzysz(020)csz
GEQ;_ZA
= 2 f(azO') eﬂ Drzyrzen Sxrzytz 020054200y PR Y e n(O20) B Xy ien yrzgn Txtzyrz(020)xi:
erGQX
= Z F(o7) &P Zerwen sty 0o P Earen o+ Turenyen I yes

’ +
o' eQy

onde, na ultima igualdade fizemos a substituicdo x’ = x+ 2z, = y+ze o = 0,0. Em
particular, temos que ZX ph = Z ; ApR Portanto, para toda f local, temos

(f o 92>;_ZA,ﬁ,h = <f>X,ﬂ,h’

Agora, seja {A,}, tal que A, 1 Z“, temos que, para todo z € Z, a sequéncia {0_A,},
também satisfaz @_A, 1 Z“. Logo,

<f ° 9z>;,h = }Lrg(f ° 9Z>;—2An’ﬂ7h = y}gg<f>/tnﬂh = ,}gg(f);h

Portanto, ,u;; , € invariante por translagao. L]

Um detalhe fundamental na demonstracdo acima é que J e # € {—, 0, +} s@o invariantes

por translacdo. O nimero de simetrias (por exemplo, reflexdo ou rotacdo) de uma medida
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de Gibbs a volume infinito, dependerd fundamentalmente das simetrias das condi¢des de
contorno e da interacdo J. De fato, como J e # € {—, 0,4} sdo invariantes por rotagdes de
7, % e 3Z e por reflexdes sobre hiperplanos de Z“, tais simetrias sdo herdadas pelas medidas
y;’ Mgy © ,ug’h. Essas simetrias, porém, ndo serdo uteis neste texto.

Agora, provaremos uma importante propriedade das medidas ,u; -

Teorema 1.33. Sejam J admissivel, p > 0 e h € R. Para f, g funcoes quasi-locais, temos
que
lim (f(ge Hz»;h = <f>;h<g>;h

llzll; =00

Dizemos que um evento A € invariante por translacoes se 1, = 1, o 6, para todo
z e 74,

Antes de provar o Teorema, cabe mencionar que o Teorema 1.33 garante que todo o
evento invariante por translacdes um evento que satisfaz ;4;; ,(A) € {0, 1}. Tal propriedade
¢ chamada de ergocidade. Essa implicacdo ndo serd explorada para y;h e portanto nao
provaremos o aqui. Porém, no Capitulo 4 usaremos essa implica¢do para outra medida de

probabilidade, e 14 detalharemos sua prova.

Demonstracdo. Sejam A, B C Z¢ finitos, seja n tal que A, B C [—n, n]¢. Temos que 74, 1p
sdo fungdes ndo decrescentes e, além disso, segue que 1 ° 0, = n5_.. Note que, por (FKG)

, € pela Invaridncia por Translagdes, temos que

Mattp-2) 5 2 Ma) g altp_zsn = M) s uMe)ss (1.50)

Agora, seja ||z||, suficientemente grande de modo que [—n, nl“n @,([—n, nl") = @. Lem-
brando que, como 7,41z_, = 14y, € uma fungdo ndo decrescente, temos que a sequén-
cia (n AnB_Z>E“_n 14 ph decresce para (n A”B—z>; ,- Usando tal observacdo e o fato de que
[—-n,n]Y N 0,[—n, nlY) = @, temos

<}1A’13—Z>;,h S (nAnB—z>;__n,n]dugz[_n’n]d,ﬂ’h

— + +
- <11A)[—n,n]dnez[—n,n]d,ﬂ,h<nB—Z [~n,n]N0,[—n,n]d,B,h

= <’7A>P-—n,n]d,ﬂ,h<nB>P-—n,n]d,ﬂ,h' (151)
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Portanto,

(1.50)
<’7A>;3r,h<’73>;,h < 1||1zrﬁ1 mf(’lA’?B—z);,h
1700

(1.51)
ShmsuP(nArlB—z>;,h S <’1A>r—n,n]‘/,ﬂ,h<r]3>E_—n,n]d,ﬂ,h'

llzllj =0

Quando n — oo, temos que

lim <’7A(’73 ° 91)>;3:h = <’7A>;,h<nB>;,h'

llzll; =0

O caso geral segue da linearidade do valor esperado e da Proposi¢ao 1.1. [

Cabe mencionar que 4, , também € sempre uma medida ergodica, ,ug ,- POr sua sua vez,

ndo € ergddica em geral, mas possui uma propriedade mais fraca.

Teorema 1.34. Sejam J admissivel, f > 0e h € R. Para f, g funcoes quasilocais tais que
f(—0) = f(o) e g(—0) = g(o) para todo ¢ € Q, vale que

||z1||ilriloo<f(g ° 0z)>2,h = <f>(ﬂ)h<g>2h
Precisaremos desse resultado no Capitulo 4. Sua demonstrag@o segue da seguinte iden-

tidade

1 1 _
Hy = SHy + SHy (1.52)

e do fato de que M; e py sdo ergodicas. Porém, a prova da Identidade (1.52) ndo sera feita
nesta dissertacdo por sua extensao, o leitor interessado pode encontrar a demonstracdo desta
identidade em [Aiz80], para o caso d = 2, e [Bod06], parao casod > 3

Agora, introduziremos duas definicdes fundamentais que nos orientardo no restante deste

texto.

Definicdo 1.13. Sejam J admissivel, h € R, > 0, definimos o conjunto G,(f, h) como
o conjunto de todos os limites fracos das medidas { Mf\m ﬂ’h}n, onde # qualquer e {A,}, é
alguma sequéncia tal que A, t Z°. Além disso, definimos o conjunto das medidas de Gibbs
a volume infinito como

g (P, h) = conv(G,(p, h),

onde conv(Z,(p, h)) denota o menor conjunto convexo que contém Gy(f, h).
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O Teorema 1.31 garante que &(f, h) # @, mas nao sabemos se ;4; o /,12’ e ,u;’ , 30 ou nao
a mesma medida. Por se tratar de um conjunto convexo, temos que |Z(f, h)| € {1,}, 0

que motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.14. Seja J admissivel, dizemos que o Modelo de Ising passa por uma transicdo
de fase de 1? ordem se
2B, M| > 1.

Os nomes 'transic¢do de fase de 1* ordem' e 'transicdo de fase' ndo sdo mera coincidéncia.
No préximo capitulo, mostraremos a equivaléncia das duas definicdes para o Modelo de
Ising. Ao longo do restante desta dissertacdo, estudaremos o caso do Modelo de Ising de

primeiros vizinhos, definindo para que pontos do semiplano f X A temos transi¢do de fase.



Capitulo 2

O problema da existéncia de transicao de
fase

No capitulo anterior, nosso interesse foi definir o Modelo de Ising em volume infinito
e apresentar duas defini¢des de transi¢do de fase, cuja equivaléncia serd provada a seguir.
Posteriormente, passaremos a caracterizacdo do Diagrama de Fase. Isto €, desejamos carac-
terizar exatamente em quais regides do semiplano f X h existe transicao de fase.

Para garantir que a solidez teoria na qual nds nos baseamos, decidimos que escrever o Ca-
pitulo 1 em condi¢des mais gerais. Por isso, até este ponto, optamos por supor que J € apenas
admissivel. A partir daqui, por questdes de simplicidade, voltaremos ao nosso objetivo de
analisar o Modelo de Ising com intera¢@o de primeiros vizinhos, isto €, J, , = J 1y =1}
onde J > 0. Porém, os resultados neste capitulo e no Capitulo 3 sdo validos para J admis-
sivel em geral. Comentaremos como o leitor pode estender todas essas demonstragdes.

Neste capitulo, estudaremos duas representacdes graficas para o Modelo de Ising. Uma
representacio grafica consiste em introduzir um novo espaco amostral sobre subgrafos (por-
tanto a expressdo grafica) de Z¢. Tais subgrafos podem parecer, a principio, ndo ter relaciio
alguma com nossos objetivos, mas sob um olhar atento, podemos traduzir a probabilidade
de eventos e valor esperado de varidveis aleatérias do Modelo de Ising em fungdo destes
novos espacos. O grande beneficio dessa abordagem é que escolhemos espacos nos quais
as grandezas do modelo em questdo sejam traduzidas em propriedades de conex@o nesses
novos subgrafos, e portanto podemos usar argumentos de cunho geométrico.

Essa ideia é similar & Representacao por Correntes Aleatorias, introduzida na Secao
1.2, a principal diferenca é que uma corrente aleatéria é nio se trata subgrafo de Z¢, mas sim,
de uma funcao do conjunto de arestas nos inteiros nao negativos. Porém, como veremos nos
capitulos seguintes, podemos sim, extrair uma representacdo geométrica a partir de correntes

aleatorias.
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As representacdes graficas introduzidas neste capitulo serdo: a Representacio por Con-
tornos de Peierls e a Representacdo por Polimeros Aleatdrios. Usaremos, também, a Desi-
gualdade GHS e alguns teoremas de andlise convexa apresentados na Secao 1.4. Terminare-
mos este capitulo provando uma convergéncia que serd fundamental para o capitulo seguinte.

A seguir, apresentamos uma figura que resume onde aplicaremos cada argumento.

Analise convexa

Argumento
de Peierls

/ B. B
Expansao em

Polimeros

Analise convexa

Figura 2.1: A regido em vermelho representa a drea onde ocorre transi¢ao de fase. Por sua
vez, toda a regido em cinza (incluindo o segmento pontilhado) representa a area onde ela
nado ocorre. Note que nada estamos afirmando sobre o ponto f = f,.

2.1 Equivaléncias de transiciao de fase

Como referido no final do capitulo anterior, existe uma equivaléncia dos dois fendmenos
de transicao de fase: o primeiro, baseado na analiticidade da funcao de pressao; e o segundo,
na cardinalidade do conjunto de Medidas de Gibbs a volume infinito.

A seguir mostraremos essa equivaléncia. A apresentacdo desta e das proximas duas
secoes € inspirada no livro [FV14].

Teorema 2.1. Sejam f > 0 e h € R, temos que as seguintes afirmativas sdo equivalentes

1. |EB,h)|=1;
2 M;,h - Mﬂ_h’
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Demonstragdo. A implicagdo 1. = 2. = 3. € trivial. Provaremos que 3. = 2.. Para tanto,
seja {A,}, talque A, 1 Z? e seja A C Z“ finito. A fungdo (¥, n,) —n, € ndo decrescente,
como mostrado no Exemplo 1.4. Logo, a Proposi¢@o 1.19 nos garante que

- +
(Zm—m) S<Zf1x—m> -
An,ﬂ,h ed A,,,ﬁ,h

XEA

Usando a linearidade, quando n — o0, segue que

> ((m)},h - <'7x>,},h) > M)~ Madgp 2 0.

xX€EA

A ultima desigualdade segue da dominagéo estocdstica i, < ,u; ,» para provar isso, basta
usar a Proposicdo 1.19 paraum volume A C Z“ finito e, em seguida, calcular o limite quando
AR

Agora, como ut, e 43, sdo invariantes por translacdo, temos que
p.h p.h

<71X>;,h - <’1X>E,h = <’10>23-,h - <’70>;,h = %((O-O”;:h - <GO>EJ,) =0,

onde, na ultima igualdade, usamos a hip6tese de que 3. € valida. O que nos leva a

0 < <’7A>;,h - <’7A>;,h < 0

Logo, pela Proposicado 1.1, o resultado estende-se a toda a fun¢do local, e, portanto, y/;h =
Hp pe

Mostraremos agora que 2. = 1.. Usando novamente a ideia de dominagdo estocéstica,
temos que y, ,, < yim o = ,uj{w 5., Para todo #, tal dominag@o estocastica ¢ mantida quando
n — 00, € como o conjunto & (f, h) é definido com combinacdes convexas de tais limites,
temos que para todo u € €(p, h), vale

Hop S H S g,
Em particular, como 7, € ndo decrescente, temos que
<’7A>/;,h < (Ma)y < (’7A>;,h,

onde (11, , denota o valor esperado de acordo com a medida u. Porém, se 2. € vélido, temos

que

<’7A>;,h = <’7A>ﬁ,h = <’7A>Z;L,h-
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Usando novamente a Proposicdo 1.1, podemos estender tal igualdade para toda func¢ao local
e, portanto, y = y;h = U, para toda u € €(f, h), e, consequentemente, | & (g, h)| = 1.
[]

O Teorema 2.1 forneceu um critério de unicidade das medidas de Gibbs baseado apenas
nas grandezas (00>; 1 €{00)5,,- Por sua vez, a diferenciabilidade da fungéo de presséo p(f, h)
estd relacionada com a a existéncia de m(f, h), a densidade de magnetizacdo. A seguir,

comecaremos a relacionar tais objetos.

Proposicao 2.2. Seja {A,}, tal que A, — Z no sentido de van Hove. Os limites
m* (B, h) = lim my (B, h), m™(B, h) = lim m (B, h)
estdo definidos para todo h € R (e ndo somente para R\9; ). Além disso,

m+(ﬁ, h) = <GO>;,h’ m_(ﬁ’ h) = <GO>;,h'
Por sua vez, h = m™(p) é continua a direita, e h — m™(p) é continua a esquerda.

Demonstragdo. Pela invariancia por translacdo e pela monotonicidade no volume, temos
que

(0'0>;,h = (mAn>;,h < <mAn>Xn,ﬂ,h'
Logo, <O.0>;,h < liminfn%o(mAn)Xmﬁ’h. Denotamos a notagdo B(k) = {x € Z% : ||x||, <
k}. Agora, para k > 1 fixadoe x € A,. Se x+ B(k) C A,, novamente, pela monotonicidade

no volume, temos que

+ + _ +
<GX>A,,,ﬁ,h < (o, x+B(k).Jh — <‘70>B(k),ﬁ,h'

Lembre que seja A C Z¢ finito, definimos, no capitulo anterior, 0"A={x€eA:3Iye
ZN\A, ||x — y|l, = 1}. Se x + B(k) ¢ A,, entdo a caixa x + B(k) intercepta 0"’ A,. Conse-

quentemente

€[-1,1]

—
T O TR SRR Y S, S
A'l Ansﬂ!h - |A | X An’ﬂ’h |A | x An’ﬁ!h
n x€EA, n XEA,
x+B(k)CA, x+B(kZA,
| B(k)||0™A,,|

+
< {00) poy,pn + 2 A
n
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Como A, — Z? no sentido de van Hove, temos que, para todo k > 1, limsup, _ _(m A, > B
< (ao);(k) s Calculando o limite em k — oo, a identidade segue. O caso de m™(f, h)
segue analogamente.

As propriedades de continuidade sdo consequéncias do lema a seguir. [

Lema 2.3. Para f > 0, h — <60>;,h ¢ ndo decrescente e continua a direita e h — (0y);,
é ndo crescente e continua a esquerda. Além disso, para todo h > 0, f — (6()); , € ndo

decrescente continua a direita e f} — (60); , € ndo crescente continua a esquerda.

Demonstragdo. Demonstraremos as propriedades de (0'0>;’ »» O resultado pode ser estendido
para (oy), , por simetria. Seja {A, },, tal que A, — Z“ no sentido de van Hove. Primeiro,
pelo Lema 1.13, temos que A — (GO)XW 5., € ndo decrescente. Logo, o limite em n —> oo
mantém tal monotonicidade. Seja {A,,}, uma sequéncia de niimeros decaindo para h. A
monotonicidade no volume e em A garantem que a sequéncia {<GO>XW o }mn € limitada e

ndo crescente em n € em m €, portanto, podemos trocar a ordem dos limites

1. + — 1. 1. +
ml_I}go<O_0>ﬂ,hm 1m 1m<O_O>An,ﬂ,hm

m—-o0 n—>o0

= lim lim <00>Xmﬂ’hm = }L%(%)Xn,p,h = <°'0>1J3r,h’

n—o00 m—oo

onde, na terceira igualdade, usamos a continuidade de (60>X ph

Por sua vez,
9 + _ +
ﬁ<o_0>A",ﬂ,h = {%o|/ Z c.0,+h Z o, +J Z o,
{x.y}€EA,) X€EA, xea""/\n Ay.Bih
+ (GKS-II)
+
- <60>Anﬁ,h<J Z c.0,+h Z o, +J Z GX>A . > 0.
{x.y}€EX,) x€EA, XEQNA,, b

Logo, f — <60>; , € ndo decrescente. A continuidade ocorre de modo anélogo ao anterior.
Para provar as propriedades desejadas para os casos # € {—, 0}, basta usar novamente as

desigualdades de correlagdo e seguir de maneira similar. 0
Lema 2.4. Para f >0, h=0e A C Z? finito, f (O’A>2 é continua a esquerda.

Demonstragdo. Mais uma vez, usaremos a monotonicidade em volume finito para podermos
trocar a ordem dos limites.Para { A}, uma cole¢do de subconjuntos de 79, tal que A, z°,
temos que para n suficientemente grande tal que A C A,

0 (GKS-I)
o =1J Y (o400, —(o)o0,)) > 0.

x,yeA: ||x—yll;=1
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Seja {f,},, uma sequéncia tal que f,, — f~, temos que a sequéncia dupla {(c A>?\n, 5 Yom
€ ndo decrescente em m. Por sua vez, pela Proposicdo 1.18, temos que a sequéncia dupla

{(c A)E)\m 5. tnm também € ndo decrescente em n. Portanto,

0 _ 1: . 0 T . 0 T 0
(Oa)p = r}lm lim (O'A)Amﬂm = lim hm<0A>A,,,pm = ,iglc}ow“‘)ﬁm'

—>00 m—0oo m—00 n—0oo
Pela arbitrariedade da sequéncia {f,,},,, o resultado segue. O]

Observacao 2.1. Observe que (60);’0 = m*(,0) = lim,_ . m* (B, h) = lim,_, m(B, h) =
m* (). Além disso, pela ergodicidade de /,t;h, dada pelo Teorema 1.33, temos que

I 1||lm <600-i>;,o = (<0_0>;’0)2 = (m*(ﬂ))z

X 1—?00
Por simetria, temos <‘70>;,o = —<60>;’0. Logo, p(p, h) é diferenciavel no ponto (f, 0) se,

e somente se, m*(ff) = (00);0 = 0. Por sua vez, a monotonicidade f +— (00)2;0 confere

naturalidade a seguinte definicdo.

Definicdo 2.1. O ponto critico do Modelo de Ising em Z° é definido pela seguinte quantidade

p.(d) :=inf{f >0 : m*(f) >0} =sup{f >0 : m"(f) =0}

Pela defini¢@o de f.(d), segue que para todo f < f.(d), temos m*(f) = 0. Por sua vez,
para § > B,(d), m*(8) > 0.
Neste momento, apresentamos as duas principais perguntas que motivam esta disserta-

cdo. E importante ressaltar que as suas respectivas respostas dependem do valor de d.
Pergunta 2.1. Podemos garantir que f.(d) € (0, c0)?
Pergunta 2.2. Qual é o valor de m*(p.)?

Neste capitulo, mostraremos que a resposta da primeira pergunta é afirmativa se
d > 2. Defato, parad = 1, Ising provou que f,(1) = oo em [Isi25]. Isso o levou a conjecturar
que 0 mesmo ocorreria para toda a dimensao e, portanto, nao sendo um modelo interessante
para os fendmenos de magnetismo. Por conta dessa crenga, o modelo foi abandonado por
quase dez anos, até que Peirls provou que f.(d) < oo para todo d > 2.

A resposta da segunda pergunta também € positiva para d > 2. No Capitulo 4, de-
monstraremos tal fato para d > 3. O caso d = 2, porém, possui uma demonstracdo de
uma natureza completamente diferente, e, por sua extensao, ndo serd demonstrada nesta dis-

sertacdo. A demonstracdo original em [Ons44] rendeu a Lars Onsager o Prémio Nobel de
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Quimica. Uma demonstracdo baseada em técnicas mais modernas pode ser encontrada em
[DCST17].

Observacao 2.2. A invaridncia por transla¢do garante que <Gx>;’o = (60);0 = m*(p).

Portanto, a Desigualdade FKG implica que
(000,050 = (00)5.0(0. )50 = (m*(B)).

Em particular,
: +
xlélzfd<000x>ﬂ,h > 0,Vp > p.(d).

Tal comportamento é referido como ordem de longo alcance. A presenca de uma ordem
de longo alcance ndo garante, porém, que as varidveis o, sejam fortemente correlacionadas
em longas distdncias. De fato, pela ergodicidade de P‘/}Lo’ temos que para todo f

lim <600-x>;,0 - <GO>;,0<O-X>;,O =0,

llx|l; —c0
E, portanto, o, e o, sdo sempre assintoticamente ndo correlacionadas.

A seguir, mostraremos a equivaléncia entre as defini¢des de transi¢do de fase. Como
referido, p(f, h) € convexa em h e, portanto, suas derivadas laterais em A estdo sempre bem
definidas.

Teorema 2.5 (Equivaléncia das transicdes de fase). Valem as seguintes igualdades

O LS
%p(ﬁ, h)=p-m™(, h), ah_p(ﬁ, h)y=p-m= (B, h).

Em particular, h — p(p, h) é diferencidvel em h se, e somente se, existe uma tinica medida
de Gibbs em (f, h).

Demonstragdo. Como definimos anteriormente, denotamos por &, o conjunto dos pontos
de nao diferenciabilidade de p(f, h) em funcao de h. Pela convexidade de h — p(f, h), temos
que 9, €, no maximo, um conjunto enumerével. Portanto, para 4 € R, sempre conseguimos

uma sequéncia {4,,}, C R\Z,; de modo que h,, — h*. Segue de (1.47), que

9

S P h) = lim - m(f, h,)

= §- lim m*(8, h,), pois h,, & P, logo m*(§,h,) = n* (B, h,,) V#

= p-m*(B, h),
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onde, na terceira igualdade, usamos a continuidade a direita dada pelo Lema 2.3. Agora, por

simetria

9 =9 S B—h) =B - (B.—h) = B - m
=P B0 == p(B. =) = =f - m™ (. —h) = - m" (B, h).

Consequentemente, concluimos que
0 . + _
£p(ﬁ, h) existe < m"(f,h) =m (f, h).
Agora, pela Proposicao 2.2, e, pelo Teorema 2.1, temos

m*(B.h) = m™(B.h) <> (og)}, = (0p);, <> unicidade de Z(f, h).

Nas proximas se¢des, estudaremos, respectivamente, os seguintes casos:
e fgrande e h = 0;
e fpequenoe h =0;e

e ch#0.

2.2 Nao unicidade em baixas temperaturas: o Argumento

de Peierls

Ao longo desta secio, consideraremos o caso do Modelo de Ising em Z* para provar que
sempre que f# > 0 for suficientemente grande, temos que m*(f) > 0. Observe que uma vez
que esse resultado € provado, temos que o mesmo € valido para todo d > 2. De fato, note
que, para d > 2, obtemos o modelo em duas dimensdes como a partir de um subgrafo de

Z¢, definindo J' = {J;,}, ,cz¢ cOMO

J/ P Jx’y,
Xy " .
0, caso contrario,

sex,ye Z*>x {0} x ... x {0},

onde J = {J,,}, ez € a interagdo de primeiros vizinhos. Como J; , < J,  para todo

x,y € Z¢, temos que, pela monotonicidade em J, dada pelo Lema 1.15,

(0o)xy 50 < (C0)ryp0
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para todo A C Z¢ finito e, portanto,

(Goﬁ/,ﬁ,o < (on]r,p,o-

Basta observar que (0,)}, ;o = (GO)JZrZJ’ 500 Onde ,uJZrz’J’ 50 denota a medida Hy 5> quando
d = 2. Para ver isso, basta executar um simples célculo em qualquer volume finito A C Z*
e notar que a cole¢do {o, },., tem distribui¢do igual a do Modelo de Ising com primeiros
vizinhos para os spins o, em que x € AN (Z* x {0} X ... X {0}) e spins uniformemente
distribuidos e independentes para todo x & AN (Z>x {0} X ... x {0})°. Isso nos mostra que

<O-O>£d’ﬁ,0 S <00>2d’ﬁ’0’Vd S d,-

E, em particular, f.(d) é decrescente em d. Dessa maneira, € suficiente mostrar que f,(2) <

0.

Observacao 2.3. Para J = {J

vy )y @dmissivel, defina J' = {J| )}, como

’ . Jx7ya se ||x_y||]=1a
Jx,y T L.
0, caso contrdrio.

E evidente que J' < J e, portanto,

<GO>:]F/,ﬁ,() S <60>1ﬁ,0-

Logo, p.(J) < p.(J'). Porém, J' é uma interagdo de primeiros vizinhos, sendo assim, basta

provar que f, < oo para o caso de primeiros vizinhos.

Ao longo desta secdo, como A = 0, omitiremos sua dependéncia ao longo de toda a
notagdo, i.e MX,,; = P‘X,ﬁ,o e ,u; = /‘;,o'

O denominado Argumento de Peierls, originalmente publicado em [Pei36], estuda a mag-
netizacao a partir da ideia de quanto menor a temperatura, maior a energia necessaria para
que spins adjacentes tenham sinais opostos. Esse resultado foi muito importante historica-
mente, uma vez que a conjectura de que f,(d) = oo para todo d > 1, levou o Modelo de
Ising a ser abandonado por quase dez anos, até que Peierls viesse a provar que essa conjectura
estava errada.

O argumento € muito Util no momento em que ele abandona a ideia de analisar todas
as configuracdes e passa a estudar as "interfaces"entre os conjuntos de pontos, onde se tem

o, = +1 e o, = —1. Atribuindo essa natureza geométrica ao problema, somos capazes de
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melhorar as cotas para o evento ,uj{ ﬁ(ao = —1). Com base nessas ideias, reescreveremos o

Hamiltoniano de modo a enfatizar as diferencas de sinais entre spins adjacentes.

Hi(o) = Z Joo,= ) J(l-0,0)+C,,
{x,y}INA£D {x,y}INA£D
Ix=yll;=1 lIx=yll;=1

onde C, € uma constante que depende apenas do volume A e de J. Desse modo, temos que

Hie):= ¥ J-00)=2J|{{xy): (xy}InA#£@.Ix~yl;=1eo, #0,}|.
{x.y}nA£2
Ix=yll,=1

Observe que
e PH(@)+Cy) e PH (@)

+
MA,;(U)Z — = —,
. —B(H? (6)+C —pH
U (0)+C)) ZU’EQXe A (o)

G’EQX €

e, portanto, podemos analisar a medida com o Hamiltoniano modificado H A- Dessaforma,
ao alterarmos o Hamiltoniano por uma constante que dependa apenas do volume A, e
nio, da configuracio, temos que as Medidas de Gibbs sao inalteradas. Esse argumento
serd aplicado diversas vezes nesta dissertacdo. Agora, introduziremos a ideia de grafo dual.

Considere o grafo induzido pela interagio de primeiros vizinhos, isto é, G = (Z2, E(Z?)),
onde {x,y} € E(Z?) se, e somente se, ||x — yll; = 1. . Considere, entdo, G, o seu grafo
dual, dado por

G, = (zi,E*>,

onde Zﬁ =72+ (% %) e {(x+ (2, 2)) (y+ (2, 2))} forma uma aresta em G, se, e somente
se, x,y € E(Z*). A Figura 2.2 representa os grafos G e G,.

Note que existe exatamente um vértice de G, no ponto médio de cada aresta de G e que,
entre dois vértices de G, existe exatamente uma aresta de G, separando-os. Sendo assim,
podemos associar a cada configuragdo ¢ € Q7 , um tnico subgrafo de G, dado do seguinte
modo: mantemos todos os vértices de G, mas adicionamos a aresta que separa x € y se, €
somente se, o, # o,

Observe que tal subgrafo sempre possui um nimero finito de arestas, e se denotarmos tal

subgrafo de G, por ./ (o), e o seu conjunto de arestas por E_ (. (o)), temos que
H(c) = 2J|E,(M (o).

Agora, separaremos E, (. (o)) em componentes conexos disjuntos. Para isso, precisa-

remos de uma regra bem definida de como separar os ciclos de E, (. (c)). Pela definicao de
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Figura 2.2: Na figura, representamos os grafos G ¢ G, onde G esta representado por um
tom mais escuro.

Figura 2.3: O subgrafo induzido por uma configuracao.

o — J(c),toda aresta x, € Z2 possui grau par e, portanto, conecta-se com 0, 2 ou 4 de seus
vizinhos. De fato, existem apenas 16 possibilidades, e o leitor pode verificar a veracidade
dessa afirmagdo. Quando o grau de x, € 0 ou 2, ndo precisamos fazer nada, porém, quando

o grau de x, é 4, deformamos as arestas de o de acordo com a Figura 2.4.

+

Figura 2.4: Regra de deformacao.
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Aplicando tal regra a todos os vértices de .# (o) com grau 4, temos que o grafo pode ser
escrito como
M)=y,U...Uy,,

sendo cada y; € um ciclo, onde todos os seus vértices possuem grau 2 e, além disso, y; € uma
Curva de Jordan suave por partes. Denominamos cada y; de um contorno de ¢ e denotamos
I'(e) = {y,,....7,}. Sendo assim, para cada y € I'(c), definimos o comprimento |y| do
contorno y como o nimero de arestas de G, (antes da deformacdo) que o contorno possui,

isto é, antes da deformacdo. Por exemplo, na Figura 2.5, |y,| = 20.

Y2 v o 0 e e e e

Figura 2.5: O efeito da deformagdo nos contornos dados pela Figura 2.3.

Mais uma vez, podemos simplificar o Hamiltioniano modificado,

Hie)=2J ) Iyl

7€l'(o)

s
“PHAC temos que

Zt,= 3 I <,

o' €Q? y€l(")

. : 7+ . _
De igual maneira, se denotarmos Z ; := > car ©

€, portanto,
y€l'(o)

—28J1y|"
Zo/eQX Hyer(a') e/l

Como os contornos y sio Curvas de Jordan por partes, temos que y separa o plano R>

Wi p(0) = @.1)

em duas regides, e exatamente uma das regides € limitada. Essa regido serd denotada por

Int(y) o interior de y. Uma observacio de grande importancia € que, se o, = —1, temos
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que existe, pelo menos, um contorno que envolva a origem, isto €, existe y € I'(o) tal que

0 € inty. Seja A, = [—n, n]*, temos que

uh oo == <l @, €T Inr)300< Yy T3y,
7, - Int(y, )20

Lema 2.6. Para todo > 0 e todo o contorno y,,
Hy, o037, < el (2.2)

Provaremos que o Lema 2.6 implica que (0'()};; > 0, se f for suficientemente grande e,

depois, detalharemos a sua demonstracao. Temos que

uifog==< D i35y,

7, - Int(y,)20

@2)
< 28717l

7, - Int(y,)20

-3 Y e

k>4 Int(y,)0
T r.l=k

- Ze—ZﬂJk [y, : Int(r,) 2 0,7, = k}|.

k>4

Por sua vez, note que todo o contorno que envolve a origem e possui tamanho k deve,
necessariamente, conter um vértice no conjunto {(z —(3,%) : u=1,...,[4].}, onde || a
funcdo parte inteira. Por outro lado, dado um elemento de {(z — (%, % tu=1,..., [%J.},
existem, no maximo, 4 - 3*~! contornos que passam por esse ponto. De fato, no primeiro
passo, podemos escolher qualquer uma das quatro dire¢cdes e, nos passos consecutivos, pode-
mos ir, no maximo, para trés dire¢des, de maneira a ndo voltar para o vértice imediatamente
anterior. Portanto,

|{y* :Int(y,) 20,7, = k}| < 54 -3k (2.3)

Usando essa estimativa, temos que

py, 500 =—1 < % Z e Ik 3k =1 5(p). (2.4)

k>4

Para f suficientemente grande de forma que 3e™/# < 1, a série converge (segue di-
retamente do teste da razdo). Além disso, 6(f) — 0%, quando f — oo. E, portanto,
escolhendo f suficientemente grande de modo que 6(f) < % e usando que (2.2) € uniforme
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em n, temos que

1 1
oo
Hy(op=—1) < 3 <7
€, 40 Mesmo tempo, Como /4;(0'0 = 1)+,u;(00 = —1) = 1, temos que ,u;(ao =1)> /4;(00 =

—1)e
m*(B) = (op)} = 1+ (6= 1)+ (=1) - (o, = —1) > 0.

Mostrando assim que m*(f) > 0 sempre que f € suficientemente grande. Resta apenas
provar o Lema 2.6.

Demonstracdo do Lema 2.6. De (2.1), temos que

ui,Cor)= Y ui )

o:T'(c)3y,

—2BJ |
= e 2hJ17. 2651"(6)97* HVET(G)\{}'*} ¢

=287yl
ZG’EQX ILeren e

. 7
Vo
1=(k)

(2.5)

Mostraremos que (%) < 1. Para tanto, provaremos que a soma no numerador € igual a soma
do denominador, porém, com um menor nimero termos. A cada configuracio o tal que
I'(c) > v, aparecendo na soma no numerador, associamos a configura¢éo T, () obtida por

"remover"y,. Isso pode ser feito simplesmente invertendo todos os spins no interior de y,:

o
(T, (), :=
O

se x € Int(y,),

= caso contrario.
E importante notar que F(TY* (0)) =T'(o)\y,}-

Portanto, o numerador, de fato, nada mais € que a soma dos termos do denominador onde
7. ndo esta presente em I'(¢), assim concluindo o Lema. [

E, consequentemente, para todo o f suficientemente grande, temos transi¢ao de fase.

Comecando, assim, a classificagdo do Diagrama de Fase.

Observacao 2.4. Avaliando a série dada na expressdo de 6(f), podemos mostrar que, para

p< 10556), o(p) < % Desta forma, temos que f.(d) < p.(2) < 1°§§6).
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Figura 2.6: O efeito de Ty*(a) nos contornos.

Figura 2.7: A regido destacada em vermelho representa o conjunto no qual sabemos que
existe transicao de fase.

2.3 A unicidade em altas temperaturas: Expansao em Po-

limeros

Existem alguns métodos gerais para provar a ndo existéncia de magnetiza¢do esponta-
nea para f suficientemente pequeno, entre elas a expansdao em polimeros e o Critério de
Unicidade de Dobrushin, que foi originalmente introduzido em [Dob70], e a Expansido em
Polimeros, que foi originalmente introduzida em [GK71]. Ambos os métodos podem ser
utilizados ndo s6 no Modelo de Ising, como também em uma vasta classe de modelos. Por
sua facilidade de exposicdo, daremos preferéncia a segunda alternativa para esta secdo. A
expansao em polimeros € uma representagdo grafica, sendo assim nomearemos os objetos a

serem estudados.
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Introduzimos a notacao
E°(A) :={e€ E(Z%) : e={x,y}, onde x € Aouy € A},

isto €, as arestas que conectam dois vértices de A ou que conectam um vértice de A a um

vértice da fronteira. Agora, faremos uso da seguinte da seguinte identidade.

e?’%x% = cosh f(1 + tanh(pJ)o,5,). (2.6)

Agora usaremos (2.6) para reescrever a Medida de Gibbs a Volume Finito

e~ HAo© — H e/7%:% = cosh(pJ)IE"™ H (1 +tanh(B))o,0,).  (2.7)

{x.y}€EB(A) {x.y}€EB(A)

Agora, € facil provar por indu¢do em | E| que, dada uma uma funcdo f : E — R,
temos a seguinte igualdade

[Ja+ren= ) ] re. (2.8)

e€EE E'CE ecE’

onde Hee@ f(e) :=1. Aplicando (2.7) e (2.8), temos que

Z} o =cosh(BHE® Y tanh(pN)E1 Y [] 0.0,

E'CEb(A) c€Q+, {x,y}€EE’

—_——

graup(x)
er/\ Ox

onde graug,(x) = ), 1[{x,y} € E']. A igualdade final é derivada de modo estri-

yilx=yll =1
tamente anidlogo ao Lema 1.2. Agora, observe que

2, se graug,(x) for par;

graugs(x)
% =

o (1,41} 0, caso contrario.
Dessa maneira, concluimos que, de modo analogo ao feito no Switching Lemma (Lema 1.6)

ZX,p,ozzlAl cosh(BJ)E'® Z tanh(BJ) £, (2.9)

E'e GX,even

onde
G " :={E’ C E’(A) : grau, (x) ¢ par para todo x € A}.
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Figura 2.8: Um exemplo de elemento de "

Note que a restricdo da paridade do grau sé € feita nos vértices de A e ndo inclui os
vértices da fronteira. Doravante, identificaremos E’ com o subgrafo que este induz em Z¢.

Analogamente, podemos deduzir que

<00>X,ﬂ’0=2+1 2 cosh(BNE™ Y tanh(g )= (2.10)

A.B0 Erec;
El

Y preeo tanh(B)E

X pregtom tanh(fJ)IE

) (2.11)

onde
@X’O :={E’ C E’(\) : graug, (x),Vx € A\{0} e grau,,(0) é impar}.

Seja E' € E’(A), denote /\(E’) o conjunto de todas as arestas de E°(A) que ndo com-
partilham vértices com arestas de E’. Todo conjunto E’ em (SEX’O pode ser decomposto como

E’' = E U E", onde E ¢ ndo vazio, conexo e contém 0; e E” € @X’even N /A\(E").

Portanto,

Y tanh(pJ))"

E//G(gx,cvcn

E”CA(E/)

Chpo= D, — 2.12)
o Y tanh(pJ)""
E] EGX’OE(; é conexo
E,e@X,even

Agora, usaremos o seguinte Lema.

Lema 2.7. Seja G um grafo conexo com N arestas. Comegando em um ponto arbitrdrio de

G existe um caminho em G que cruza cada aresta exatamente duas vezes.
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Figura 2.9: Um exemplo de elemento de @X’O, onde a componente conexa de 0 esta destacada
em linha continua.

Demonstragdo. A provaé dadaem inducdo sobre N, notando que um grafo conexo arbitrario
pode sempre ser construido uma aresta por vez, de maneira que todos os grafos intermedia-
rios sdo conexos. Quando N = 1, o resultado € trivial. Suponha que o enunciado é valido
para N = k. Seja G um grafo conexo com |G| = k + 1, dado x € G um ponto inicial
arbitrério, escolha y € G com x # y de modo que G\{y} também seja conexo. Escolha um
caminho 7 que inicie em x e percorra todo o G\{y} passando por cada aresta exatamente
duas vezes. Escolha z € G\{y} tal que a aresta {y, x} pertenca a G. Agora, siga por x de
x até z, va de z para y e volte imediatamente, e depois siga o resto do caminho de z até x

usando 7. L]

Finalmente, provaremos que f.(d) > 0 para todo d > 1. Usando o Lema 2.7, temos
que o numero de grafos conexos de tamanho / é limitado superiormente pelo nimero de
caminhos de comprimento 2/ iniciados em 0. A segunda quantidade é limitada por (2d)%,
sendo que a cada passo um dos 2/ passos, o caminho tem 2d dire¢Oes para seguir. Agora,
seja E' € @X’O conexo, pelo Lema do Aperto de Maos, temos que 0 deve se conectar a outro
vértice com grau impar, mas como todos os vértices em x € A N E’ possuem grau par,
temos que O tem que estar conectado a um vértice do bordo de A. Com essa observacao,
segue que, para A, = [—n, n]?, todo o E' € (SEX’O conexo satisfaz |E’| > n. Além disso,

usando a desigualdade tanh(fJ) < fJ, temos que

(Oo)h po < D (Ad*pI) < emPn, (2.13)

I>n
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onde c¢(f,d) > 0 sempre que f < . Em particular, (69)5o = 0 para todo f§ > o

Consequentemente, temos que S.(d) > 0. Com isso, caracterizamos toda a regido {(f,0) :
f > 0} do semiplano g X h.

Figura 2.10: A regido em vermelho representa a drea onde ocorre transi¢cao de fase. Por
sua vez, o segmento pontilhado representa a drea onde nio ocorre. Note que ndo estamos
afirmando nada sobre o ponto f = ..

Observacio 2.5. O leitor pode usar a Expansdo em Polimeros para provar que f.(1) = .
De fato, para d = 1, existem apenas dois elementos em (SEX’O, e dois elementos em @([)\,
logo as contas podem ser feitas explicitamente. Isso, porém, so ocorre para a intera¢do

de primeiros vizinhos. Por exemplo, a interagdo de Dyson dada por J, , = I; (com

[x=yll{
a € (1,2]) é conhecida por gerar transigcdo de fase, mesmo em dimensdo 1. O leitor pode

encontrar esse resultado em [Dys71].

Observacao 2.6. A andlise feita nesta se¢do pode ser estendida a qualquer interagcdo J
admissivel. De fato, as expressoes serdo andlogas, apenas trocando J por J, , e notando
que o grafo A possuird mais arestas. Como ), J, . < oo, existe J > 0 tal que o, < J.
A maior dificuldade nesta extensdo é conseguir uma cota superior para o niimero de grafos

conexos.

Observacao 2.7. Com os resultados desta se¢do e da secdo anterior, temos que

S <A@ <) < o=

1 log6

T
E possivel mostrar que p.(2) = % log(1 + \/5) . Existem trés técnicas diferentes para fazer
este cdlculo. A primeira é o através do cdlculo explicito da funcdo de pressdo feita por On-
sager em [Ons44]. A segunda, explora a denominada "Dualidade de Kramer-Wannier"que
oferece uma relagdo entre a Expansdo em Polimeros e os Contornos de Peirls como pode

ser visto em [KW41]. Por fim, pode-se usar a Representagdo por Aglomerados Aleatérios e
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técnicas de percolacdo planaride modo a realizar esse cdlculo, como pode ser encontrado
em [BDCI2].

2.4 A unicidade sob campo magnético: Analise Convexa

A seguir, mostraremos que para todo # > 0, a fungdo h — p(f, h) é de classe C' sempre
que h # 0. Para isso usaremos a concavidade da fun¢do h — m(f, h), que € resultado da
Desigualdade GHS (Teorema 1.8).

E possivel mostrar um fato muito mais forte, a fung¢do

py i R0} — R
h+— p(f, h)

pode ser estendida a todo o dominio C\iR de modo analitico. A demonstrac¢do original para
esse resultado foi dada por Lee e Yang em [LY52]. Esse Teorema é baseado em uma mudancga
de varidvel na funcdo de particdo que a transforma em um polindmio e uma subsequente
analise da localizagdo de seus zeros. O teorema original pode ser estendido de diversas
maneiras, como ¢ feito, por exemplo, nos artigos [CCF14, Ruel0].

Preferimos mostrar que p,; € apenas C!, pois a sua demonstraciio depende apenas de teo-
remas que ja demonstramos no Capitulo 1 ao invés de utilizarmos uma ampla colecdo de
teoremas de analise complexa com os quais o leitor pode nao estar familiarizado.

Pelo Lema 1.14, as funcdes h — <Gx>X,ﬂ,h sdo cOncavas, e, consequentemente, m;, =
|1T| e A(O'())X’ 5., também €. Agora, como para toda sequéncia {A, }, tal que A, — Z“ no
sentido de van Hove, temos que pj[n(ﬁ, h) = - log Z7

(A, N
por sua vez, mX (B, h) — m™ (B, h), temos e, portanto, m* (B, h) é cOncava.

— p(f, h) quandon — e,

Para h; > h, > 0, temos que
hl
1@&@—@@@#/1wmﬂmm
hy

Uma vez que |m} (B, h)| < 1, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

que

hy
p%MPM&@=/'ﬁmew
hy
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Como m™ (B, h) é o limite de fungdes cOncavas em h > 0, temos que m™ (B, h) é uma fungéo

concava em h > 0, e pela Proposicdo 1.25, continua. Assim segue que para todo 4 > 0,

a = .
FTRAGK h) = p - m(p, h).

Portanto, p(f, h) € diferenciavel em h e ndo existe transi¢ao de fase para A > 0. Por sua
vez, podemos estender argumento para 2 < 0 por simetria. Dessa forma, temos a caracteri-
zacdo da transicdo de fase em quase todo o semiplano f X h

Figura 2.11: A regido em vermelho representa a area onde ocorre transi¢cdo de fase. Por sua
vez, toda a regido em cinza (incluindo o segmento pontilhado) representa a area onde ela
nado ocorre. Note que nada estamos afirmando sobre o ponto f = f..

Observacao 2.8. A extensdo deste resultado para J admissivel segue sem adaptacoes sig-

nificativas. O leitor pode repetir o procedimento de modo andlogo.

2.5 Uma convergéncia importante

O objetivo desta se¢do € mostrar a seguinte convergéncia
0 +
Hgn = Hpor

quando 4 — 0*. Tal resultado é fundamental para a demonstra¢do do teorema central do
préoximo capitulo. Para isso, faremos uso de um resultado que é popularmente conhecido
como '"Teorema de Strassen' por ser considerado como uma consequéncia do Teorema 11
de [Str65], essa implicag@o, porém, ndo € trivial. Sua demonstragdo pode ser encontrada
em [L*99]. Infelizmente, por se tratar de um resultado bastante complexo, ndo faremos a
sua demonstracdo nesta dissertacdo. E, para evitar tecnicalidades, como a defini¢do precisa
de Espacos Poloneses, enunciaremos o Teorema apenas com a generalidade necessaria para

nossas aplicagdes.
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Teorema 2.8 (Strassen). Seja €, um conjunto finito e S um conjunto enumerdvel, considere

Q =,

em Q de modo que p, < p,, isto é, u, domina estocasticamente p,, entdo existe um vetor

com a o-dlgebra produto . Sejam u, e u, duas medidas de probabilidade

aleatério em (X,Y) em (Q2, F2, u), onde X é distribuido conforme p,, Y conforme , e
uX <Y)=1.

Observe que
+ + _,0
Hgo = Hgp = Hgpo

onde, na primeira desigualdade, usamos o Lema 1.12, e, na segunda, que ;4;0 = /42,0 para
todo h # 0, o que € resultado da Secdo 2.3.

Mostraremos que a seguinte medida esta bem definida,

* 12 0
Hy = I pp

no sentido de que y; ¢ uma medida bem definida em € e para toda fun¢do local f : Q — R,

temos que vale a seguinte convergéncia
<f>ﬂ - llm <f>ﬁh9

onde (-); denota o valor esperado com respeito a medida p.

Seja A C Z“ finito, consideraremos a fungdo 7, definida como no Exemplo 1.1. Temos
que 7, € ndo decrescente e, portanto, pelo Lema 1.12, h — (f )g , € ndo decrescente. Além
disso, n, > 0 e logo <’7A>2,h > 0. Logo, o limite

<’7A>ﬂ = hm <’1A>ﬁ h

estd bem definido para todo A C Z¢ finito. Agora, pela Proposicdo 1.1, temos que

(f)p = Hm(f)s,

fica bem definido para qualquer funcao local f. Finalmente, pelo Teorema da Extensdo de
Caratheodory e pelo Lema 1.30, temos que {f >; fica bem definido para qualquer f quasi-
local e assim define uma medida em toda a o-algebra #

Em particular, para todo 4 > 0 e para toda fun¢do f nao decrescente, vale que

(f);,o < <f>;,h = <f>2,h
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e, portanto, calculando o limite quando A — 07, temos

F)ry < (Y5

logo, :“/Jaro < ,u;. Agora, aplicaremos o Teorema de Strassen para concluir o argumento.
Como /‘/}Lo < Hy, podemos escolher 6 = (6,),eza € 07 = (0y)ez4, Onde o € distribuido
de acordo com /‘;o’ e o* de acordo com ,u;. Porém, c* < o quase certamente, isto €, para
todo x € Z¢, o, < o, quase certamente. Mas, por sua vez, temos que
(6,)F = lim (6,)°
0790 = oo+ 078k

por conta das Proposigdes 1.27 e 2.2. Isso implica que o, = o7, para todo x € Z“ quase

certamente e, portanto, y; = M;.






Capitulo 3
A transicao de fase é sharp

No capitulo anterior, caracterizamos em quase todo o plano f X A 0s pontos nos quais

existe transicdo de fase. Em particular, mostramos que
p.(d) :=inf{f>0: (60);5,0 > 0} € (0, ).

Dessa forma, conseguimos dividir a reta {(#,0) : f > 0} em trés partes. A denominada
fase supercritica (f > f.(d)), a fase subcritica (f < f,(c)), e a fase critica (f = f.(d)).

Fase subcritica Fase critica Fase supercritica
O

Be B

Na fase subcritica, temos que m*(f) = 0 e, consequentemente, pelo Teorema 1.33, segue
que
(6y0,);, — 0, quando [|x||, — co.

O leitor pode aplicar a Representacdo por Polimeros Aleatérios apresentada na Secao
2.3, para estudar a (aoax);’() para provar que, se f > 0 for suficientemente pequeno, existe

¢ = c¢(p) > 0 tal que para todo x com ||x||, suficientemente grande, vale que

<606x>;’0 < eclixlly
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Logo,

. 1
:=liminf ——— o ro=c>0.
R i lIxIl, 8lo00lp0 2

Na fase supercritica, podemos usar novamente o Teorema 1.33 para obter
(040,)5 — (m*(£))* > 0, quando ||x||; —> co,
o que implica que para todo o f > f.(d)

o 1 +
O R T o0 = O

O que motiva defini¢do da seguinte quantidade

B.(d) :=inf{f >0 : z(f) = 0}
=sup{f>0:7(f) >0} € (0,00)

E evidente que f.(d) > p.(d), mas sera que vale a igualdade? Caso a desigualdade fosse
estrita, poderiamos dividir a fase subcritica em outros trés subconjuntos, que, por sua vez,

poderiam ter propriedades muito diferentes entre si.

Quando um modelo de Mecanica Estatistica satisfaz f.(d) = p.(d), dizemos que sua
transi¢cdo de fase € sharp, no sentido de que existe uma separacao abrupta entre a fase super-
critica e a fase subcritica.

Ao longo deste capitulo, mostraremos que no Modelo de Ising em Z¢, a transi¢do de
fase €, de fato, sharp, e, além disso, apresentar uma cota inferior para m*(f) quando f >
p.(d). Esse resultado foi originalmente demonstrado em [ABF87], porém, seguiremos a
demonstracdo dada em [DCT16], que se baseia na Representag@o por Correntes Aleatorias,
dada na Secdo 1.2.

Da mesma forma que introduzimos representacoes graficas (relacionadas a subgrafos) e
a representacdo por correntes aleatorias, na Se¢ao 3.3 introduziremos uma representagao por
passeios aleatérios denominada Representaciao por Espinhas Dorsais. Esta representacao,
como o nome sugere, traduz propriedades do Modelo de Ising como propriedades de conexao
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sobre uma cole¢do de passeios aleatdrios. Esta representacdo serd extraida da representagcao
por correntes aleatdrias, o que pode parecer suspeito para o leitor que ndo esta acostumado
com a drea. Porém, no estudo de Mecanica Estatistica € comum derivar novas representagoes
a partir de outras ja conhecidas.

O leitor notard que este capitulo possui uma elevada quantidade de contas que lidam
com tecnicalidades necessarias para obter uma desigualdade diferencial importante. A ideia
central que est4 por baixo dessas contas € usar o Switching Lemma e o Condicionamento em
Aglomerados de modo que possamos manipular as fontes das correntes aleatorias em questao
de modo que as mesmas se comportem do modo esperado. Isso gera uma quantidade, por

vezes, significativa de termos adicionais nas somas em questao.

3.1 Teorema Principal
O objetivo principal deste capitulo € provar, detalhadamente, o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Valem as seguintes afirmagoes

2
1. Paratodo p > f, temos que (60>;;0 > ﬁzﬂ—zﬂc -

2. Para todo f < B., obtemos

Z <O'00'x>;,0 < 00;

xez4d

3. Para todo f < p., existe c = c(f) > O tal que
<O'06x>;’0 < e—c||x||1 .

O leitor percebera que o item 2. do Teorema 3.1 € desnecessario, tendo em vista o item
3.. Porém, o item 3. ndo é necessariamente valido quando a intera¢do J ndo possui alcance
finito. Por esse motivo mantivemos o item 2. e 3., separadamente. O leitor se convencera de
que a demostrag@o do Teorema 3.1 pode ser feita de maneira idéntica para grafos mais gerais
que o Z¢. De fato, a mesma demonstracio pode ser usada para provar o resultado sempre
que G for um grafo transitivo e ameanable com uma interacdo J admissivel.

Para a demonstragdo, precisaremos definir alguns objetos auxiliares. Seja f > 0e .S

subconjunto finito de Z¢ finito, considere

@,(S) =Y Y tanh(BJ, ,){040,)% - 3.1)

xES y&S
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Definiremos também
ﬁc i=sup{f 20 : @y(S) < 1 para algum .S’ C A finito e contendo 0}. (3.2)

Para demonstrar o Teorema 3.1, provaremos que f, satisfaz 1., 2. e 3. para concluir que
ﬁc = ﬂc'

Ao longo do restante deste capitulo, escolheremos 4 > 0 e calcularemos o limite 7 —
0%, beneficiando-nos da convergéncia ,ug p ,u;, que foi demonstrada na Secdo 2.5.

3.2 Provado Item 1.

Nesta seciio, mostraremos que para todo f > f, temos que

2 _ A2
(oo >\ (33)

Reduziremos esse problema a uma desigualdade diferencial. Para isso, seja A C Z*
finito e A > 0, defina
0
<60>A,ﬂ,h

eA 0 )
YA (0 YA g

Como & > 0, temos que (O'y>?\’ sn > Oparatodooy € A, e, portanto, temos que c(A) esta
bem definido e por GKS-I, temos que c(A) > 0.
Para provar (3.3), usaremos o seguinte Lema.

Lema 3.2. Seja f>0,h>0e A C 74 contendo 0 0. Entdo

(@) 2 P (o) (0-(@hn)) o

2 ~
Sendo assim, definindo f(f) := <<Go>?\’ 5. h) , €, considerando f > f., obtemos @ (f) >
1 para todo o S. Aplicamos, entdo, a Desigualdade (3.4) de modo que

1B 2N
1-fB~ B

Integrando ambos os lados de (3.5) de f, até §, temos que

(3.5)
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o (ALY _ iogt - gy = [* LD g

1—f(B) iy 1=1B)
4 20(1\) p
Zé.ﬂ ﬂ—ﬂM@@)-%mmdz)

Dai decorre que

l—f(ﬂ) (ﬂ >2€<A),

1-fp ~\j

e, com simples manipulagdo algébrica, concluimos que

B (fB)— f(B) = f(BB* — f(BIB: = B — B;, para B >
Dividindo, entdao, ambos os lados por ﬂz, temos que

ﬂﬁ2

f(ﬂ)>f(ﬂ)—f(ﬁ) 7

ZO

Assim, calculando a raiz quadrada em ambos os lados, segue que

~2¢(A)
0 e — ¢
(00)npn 2 e (3.6)

Agora, considere {A,}, a sequéncia A, = [—n, n]%, temos que A, — Z“ no sentido de
van Hove. Considere y € A, defina A,,(y) como A,, + y, isto €, a caixa A,, transladada por
¥, note que A, C A,,(»), e , consequentemente,

(GKS-ID) (Inv. por Translagdo)
0 p ar ¢
(0,)) NV G WETY = (G0 a1
Logo, para todo n > 1, temos que
0
(0p) A,Bh
——<c(A) L. (3.7)
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0 0 0
Por sua vez, observe que (o) A ph? (o9) Apph (o9) 5., quando n — oo. E, portanto,

temos que

<60>/1h =

Finalmente, completamos a demonstracéo, calculando o limite A — 07,

Portanto, resta demonstrar o Lema 3.2.

Demonstracdo do Lema 3.2. Sejam f,h > 0e A C Z finito. Fixaremos a seguinte notagio

Derivando (%)9\ 5., €M B, obtemos

0 0 0 0
aﬁ 0>A ﬂh Z ((606x0—y>/\n,ﬂ,h - <60>An,ﬂ,h<o_xo—y>/\",ﬂ,h>-

x,yeA

Contudo, aplicando a Proposi¢ao 1.3 que nos d4 uma representacdo da esperanga de fungdes

do tipo o, e aplicando o Switching Lemma, podemos expressar

0 0 1 n;+mn,
55O = 7 You, D wh)wm)L[o < g,
x,yEA on;={0,g} A{x,y}
on,=g
observe que, na expressdo acima, cometemos o abuso de notagdo g € dn, para que os
célculos a seguir sejam mais evidentes.
Agora, observe que se n, e n, sdo duas correntes tais que on, = {0, g} YANERIK: on, =

@ de modo que 0 ndo esta conectado a g em n; + n,. Entdo, exatamente uma das seguintes
n;+n, n;+n, n;+n, n;+n,
situacdes acontece: 0 «— xey «— g;oul «— yex «— g Como esses casos so

iguais a menos de permutacdo de x e y, podemos escrever a seguinte expressao

o 0
ﬁ<60>/\mﬁ,h 2 X,y xy, (3.8)
x,yeA
onde
n;+n
Soyi= Y wm)wm)L0 w5 g0 S Xy T g,
on;={0,g} A\{x.y}
on,=g@

Os leitores com familiaridade no assunto podem ver a analogia dessa expressao com o evento

dado na Féormula de Russo, onde aqui, teriamos que {x, y} € pivotal.
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ﬂf Eis
1
A\SO 4 H ’E‘JX‘EO_ZJ |
C e

IR |

JIF

GH A A

Figura 3.1: Aqui exemplificamos como a adi¢do de arestas entre vértices de &), ndo altera o
conjunto &,.

Implementaremos a técnica de condicionamento em aglomerados, citada no Capitulo 1.
Dadas as correntes n; e n, e z € {0, g}, defina &, o conjunto de todos os vértices de A* que

nao estdo conectados a z em n, + n,. Calcularemos, entdo, o, ,, somando sobre todos os

X,y?
valores possiveis de &,. Uma vez que ), ¢ . L[S, = S] = 1, obtemos

n, n;+n,

b= Y Y wm)wm)Lo Y 6,0 x Y g s, = 8]
SCA8 on;={0,g} A\(x,y}

on,=@

n;+n,
2 Z wmn)wmy)lly — g 8 = S|
SCA® on;={0,g} A\{x.y}
,8€S 3ﬂz—®
0,x¢S

Contudo, como 0 e x ndo estao conectados ayemn,+n,, umavezque y € S e, portanto,

n; +n
como y € fonte de n, temos que y & g, em particular y Pl g € em consequéncia

=) Y wm)wm)L[S, = S]. (3.9)
SCAf on;={0.g} A{x.y}
¥,.8€S on, =@

0,x¢S
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Afirmacao: Seja S C Af tal que y, g € S mas 0, x ¢ S, temos que

Z wn)wmn,)1[S, = S]

on;={0,g} A{x.y}

ony, =@
1 n,+n
>——— Y wm)wm)l[S, =S,y < gl. (3.10)
(o)A pn on,={0} Af{x}
on,=g
Prova: Defina
©@:= >  wh)wn)l[s,=S].

on;={0,g} A{x,y}

on,=Q

Se &, = .5, as duas correntes n; € n, sdo nulas para toda aresta {u, v} comu € Sev ¢ S.
Portanto, parai € {1,2}, podemos escrever n, como

S AA\S
n,=n’+n; ",

onde n! denota a corrente

n({u,v}), seu,v€ A;
A b b
n; ({ua U}) = l .
0, caso contrario.

Isto é, estamos usando o fato de que, em cada n;, os conjuntos S’ e A®\S estdo em com-
ponentes conexos distintos € assim separi-los como soma de correntes 'disjuntas'. Observe

que w(n,) = wm™*)wm’) e on? = Anon,.
AB\S

De fato, como nf en; ~ ndo sdo, simultaneamente, ndo nulos, segue

;% +0,"%)(e)! = m,%(e) + n,""*(e))! = n,;*()! 0,5 (e)!
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e, consequentemente,

o= T 2

|
ccE(ns) e

(ﬂJ )n[S_'_n[Ag\S(e)
e
S+ 0,5 (e))!

e€E(A8) (n,

(BI)™ (BT )™

n,5(e)! n, (e)!

AE\S (e)

e€E(A8)

Em nosso caso, anf = {y}/\{g}, e para cada S fixado, temos que 1[§, = S] ndo
depende de nf , uma vez que &, € o conjunto dos vértices nao conectados a 0, se adicionarmos
ou retirarmos arestas apenas entre vértices que nao estdo conectados a 0, nenhuma delas sera
conectada a 0.

Dessa forma, fazendo a decomposi¢do de n,, temos que

o= Y  we™uwm)lSs,=51 Y = wn’)

S ={0) A(x) onf={y) Alg)
ony, =@
S
g Zan5=® LU(III
- Z wm)w(n,)1[S, = S Z wn?)— -
on?S={0) A{x} on’={y} A(g) Z"“f=® w(n
ony,=@
= ) wm™wm)IS, = SKo,)e,, D, wng)
1 2 0 v/ S,p.h 17
o} =(0} A(x) onj=0

on, =@
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Agora, multiplique ambos os lados da equagdo por (o), 5,- A Desigualdade (GKS-II)

implica que (6,), 5, = (0,) s 54> €, CONsequentemente,

(GKS-II) .
(0,)0,,0 = Y, wm ™ wm)I[S, = S1(e,)5 )" Y, ws)

MY ={0} A(x) ony' =
ony,=g
AB\S AA\S 0 2 S S
= Z LU(I'l1 )LU(H2 )1[6)0 = S](<O-y S,ﬂ,h) Z w(nl )LU(HZ)
S =0} A(x) ony =0
dng\g\szg 6ng=®
AB\S AA\S s s
= Z wn] Hwmy )1[S, = S] Z wn;)w(ny)
o= (0] Alx) omy={y} Alg)
i S—g onS={y}A\flg}
= Z wn))wn,)1[S, = S1.
on =({0} A {xHu({yI Ale}h
am,={y}Alg)

Finalmente, aplicando o Switching Lemma, segue que

n;+n
(0)0,,02 D wh)wm)I[S, =S,y < gl.
on;={0} A\ {x)

on, =@
|

Em consequéncia da afirmagéo anterior, obtemos a seguinte desigualdade para o, , (de-
finida em (3.9)),

1 n;+n,
beyZ 5 2, D, wm)wm)L[S, =S,y < g
<Uy>/\,;;,h SCA® on;={0} A\{x}
».8€S on,=g

0,xgS
1 n;+n, n;+n,
= Y wm)wmy)i[0 Y gy g
<5y>A,/;,h on,;={0} A\ (x}
ony, =g

Agora, faremos o condicionamento em &, lembrando que §, o conjunto de todos os
vértices de A* que néo estdo conectados a g em n; +n,. Como g ndo pode estar em &, logo

basta somar sobre as possibilidades em A, isto é, )’ ScA ]l[cS’g = .S] = 1. Portanto,



3.2 Prova do Item 1. 103

b2 Y g Y, wmwm)ils, = 5,04 gy el @)
ScA <Gy>A,ﬂ,h on,={0} A {x}
on,=Q@
1
=Y —— > wm)wm)i[s, =S, (3.12)
ScA <°'y Ak ony={0} A{x}
O,XES 0[12:@
YES

onde, na segunda linha, usamos o fato de que x e 0 sdo as tnicas fontes de n; logo estdo

. n;+n, - n;+n, . .
conectadas em n, +n,. Assim, se 0 <— g, entdo x <— g. A seguir, provaremos mais uma
afirmacao auxiliar.

Afirmacao: Seja .S C A contendo 0 e x, mas ndo contendo y. Temos que

Y wmpwm)LS, = S1 = Y wh)wmn,)o,)s,, 1S, = ST (3.13)
on;={0} A\{x} on =g
on,=@ on,=g

Prova: Como na afirmag@o anterior, se n; e n, sdo correntes tais que §, = .S, podemos

8 &
decompor n; = n? +n’"**. Novamente, usando que w(n,) = wn} **)w®;), on! = Anan,
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e que 1[S, = 5] temos que ndo depende de nf , logo

)

on;={0} A{x}

ony,=@

wn)wn)1[S, = S|

Y wmHwm,)I[S, = S|
oS =g
ony,=g

Y wmHwm,)I[S, = S|
anlAg‘S=®
on,=g

Z wm* ) wmny)1[S, = S Z wn?)

V=g
on,=Q@

on¥=(0) Afx)

ony ={0} A{x}

w(n?)

S
zanf=@ I/U(Ill )

wmn?)
: Zanf=® I/U(Ilf)

s
Zanf={0}A{x} w(ny)

K
Zanf =g w(nl )

Z w(ni\g\S)w(n2)]l[(§’g = S] Z W(nf)<006x>g,ﬂ,h

n¥S=g
ony,=g

D wm)wm,) (oo, ;, 118, = S,

on; =@
on,=@
onde, na ultima igualdade, combinamos nf e ng\g\s . [ |
Aplicando a Equagdo (3.13) dada pela afirmag¢@o na Desigualdade (3.11), temos que
1
B> Y wm)wmy)(oyo,)s ,, 1S, = SI. (3.14)

0
SCA <6y>A,ﬂ7h on| =g
0,xes ony,=g
VES

Finalmente, avaliaremos %((00)?\7 5. h)z, temos que aplicando a desigualdade acima, segue

que
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0 0
3 ((<GO>OA’ﬁ,h)2> = 2<GO>?\,ﬁ,h£ <°'0>9\,ﬂ,h

p
G4 2 <O.O>?\ﬁh o
zZ 7 2 Z — Z I, ywm)wmy)(cyo,)g ,;, 1IS, = SI.

- 2 0
z SCA xeS <O-y>A,ﬂ,h on| =@
530 ygS on,=g

(000
= % Z ( - A7ﬂ’h> Jx,y<o-00-x>g"l;’h Z l/U(nl)LU(nz)]l[é)g = S]

0
ScA | xes <O-y>A,ﬂ,h on, =
530 | YES e, e’ on,=@
Zc(A)

A seguir, aplicamos a desigualdade J, , > % tanh(BJ, ). Agora, lembrando que ¢4(.5) =

Y on—o w(nwm)L[S, = S
0 0 2\ 2¢(A) s on,=@ &
ﬁ<<<%>"’ﬂ’h> ) B Z 05(5) > on=o w(n,)w(n,)

SCcA
S$30 o=@

Yom =0 wn)wm)1[S, = S|

2¢(A) . on,=g
2 I SZA ( _ls*rgx goﬁ(S)> Y=o w(ng)w(n,)
sgo S350 on, =@
n,= c 1 5 = S
_ 2e(0) (inf 0y(5)) Zom=o 1wl )wn) 2.5cr 1S, = S1
ﬂ ScA Pp Zan,=® w(n1)w(n2)
530 on,=0
Y omi—o w(n,)w(n) 1[0 s g]
_ 2¢(N) ( inf (S)) o=@
ScA P Zan,zQ) w(n)w(n,)

S$30 an2=®
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Por fim,

Zan1=@ LU(nl)LU(n2)]1[O I:l::;z g] ZaHIZQ w(nl)w(nz)(l _ ]1[0 l:l+_n)2 g])

on,=Q@ _ on,=@
2on=g w(n)w(n,) > =g w(n,)w(n,)
omny=g ony=g
n;+n
Dom=p W n,) Don=¢wm,)wn,) (1[0 Pl I4)
— - _ m=0
on=o W n,) > on, =g w(n,)w(n,)
= on, =@

(SL)
= (<O-O>(/)\‘ﬁ$h)2

= (1 - (oo) )

Assim, concluimos que

2 ((@%0)) 2 20 )0 it

S§20

3.3 Representaciao por Espinhas Dorsais

Para provar os itens 2. e 3. em toda a sua extensao, precisaremos da denominada Desi-
gualdade de Lieb-Simon modificada. Para isso, estudaremos minuciosamente a geometria
intrinseca das correntes aleatdrias, explorando uma estrutura de caminhos aleatérios relaci-
onados com as correntes aleatdrias. Essa escolha se faz natural no momento em que perce-
bemos que a Desigualdade de Lieb-Simon modificada é o equivalente a uma desigualdade
natural dada por funcdes de Green. Derivaremos, entdo, a Representacdo por Espinhas
Dorsais.

A espinha dorsal de uma corrente n é um conjunto de caminhos disjuntos (em arestas)
que liga as fontes aos elementos de on. Essa ideia ja foi mencionada anteriormente, mas
agora exibiremos um algoritmo para a obten¢do desses caminhos. A exposi¢ao desta secao
¢ baseada no artigo [AF86]

Seja A € Z%. Considere a ordem lexicogrifica do Z¢, i.e., sejam x,y € Z¢ tais que
x=(p,....x,)ey=,....¥,), dizemos que x <,,, ysex; = y,paratodoi < k—1,¢e
x, <y, paraalgum 1 < k < d ou x = y. Podemos estender essa ordem a A® ao definir que

g <,,. x para todo x € Z“. E facil verificar que essa é uma relacdo de ordem total.
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De maneira anéloga, definimos uma ordem lexicogréfica nas arestas de A%. Sejam (x, y)

e (z, w) arestas (orientadas) do grafo A. Dizemos que (x,y) <, (z,w)se x <, zoux =z

lex

e y <, w. Novamente, essa € uma relagdo de ordem total.
Definiremos, entdo, a espinha dorsal de uma corrente n. Primeiro, suponha que dn =

{x,y}. Prossiga da seguinte maneira:
1. Escolha z; € {x, y} de forma que z € o menor no sentido lexicografico;

2. Escolha a menor aresta e, := (z;, z,) de E(A?®) (no sentido lexicografico) partindo de
z; de modo que n, € impar. Afirmamos a existéncia dessa aresta, dado que z, € fonte

de n;

3. Defina as arestas canceladas por e, como o conjunto de todas as arestas e de A® par-

tindo de z, de forma que e <, e;;

4. Escolha a menor aresta e, := (z,, z;) de E(A®) de modo que e, ndo tenha sido can-
celada em um passo anterior e n, seja impar. Se essa aresta ndo existisse, e, seria
a Unica aresta conectada a z, cujo valor de n fosse impar. Portanto, z, pertenceria a
on. Logo z, seria a fonte ndo selecionada no item /.. Caso isso ocorra, o algoritmo se

encerra ;

5. Se o algoritmo ndo se encerrou, definimos, de modo analogo, o conjunto das arestas
canceladas pelo passo e,, como o conjunto de todas as arestas e de A® partindo de z,

tal que e <, €;

6. De maneira similar, continue selecionando os menores passos no sentido lexicografico
com n, impar e cancelando as respectivas arestas até que o algoritmo se encerre. O
algoritmo termina apds uma quantidade finita de passos. De fato, uma vez que x e y
pertencem a dn, o Lema do Aperto de Maos garante que ambos estdo conectados por

um caminho de arestas com n, impar.

Definimos @ := {e,, ..., e,} como o caminho obtido pelo algoritmo acima, € @ como o
conjunto de todas as arestas canceladas pelos passos de @, denotamos d® = {x, y}. Deno-
minamos ® como a espinha dorsal de n e @ como o conjunto de arestas canceladas por
w. E importante observar que @ C @. Denotamos essa dependéncia como ® := w(n). Se
e € @\w, entdo n, € par. Do contrario, teriamos que @ teria passado por e ao invés da aresta
que a cancelou.

Sejam A C A% e n uma corrente aleatéria de A® com dn = A.

1. Escolha z} o menor de todos os elementos do conjunto A;
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Z13
T14
M l
L L_1
13912

e I I

|
F——— [oZs

y 4 Z6
—oZ10
Ty
T2 Z7

S T 3

Figura 3.2: Um exemplo de configuracdo de uma corrente cujos valores em cada aresta
estdo representados conforme a legenda. Destacamos as fontes e enumerando-as como
{xy,...,x,,} de maneira que i < j implica x; <

lex xj'

T2 LZ7 T2 LZ7 T2 o7

Figura 3.3: Apresentamos os trés primeiros elementos da espinha dorsal da configuracao
apresentada na figura 3.2. Observe que tal escolha dos caminhos nem sempre € feita de
modo que o comprimento dos caminhos seja minimal.
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2. Prossiga de acordo com o algoritmo anterior até que este termine em algum outro
ponto z}cl de on. Defina, entdo, ®, € ®, como a espinha dorsal e o conjunto de arestas

canceladas neste passo;

3. Escolha o menor zf € A\{zi, z,lcl} no sentido lexicografico e repita o processo, desta
. . . 2 2
vez, sem usar quaisquer arestas canceladas por @, gerando assim @, que liga z} a z X,

e cancela as arestas @,;

r—=1 _r—1

4. Gerando @, que liga pontos de A\{z}, z}cl, a2y a2 } sempre usando as menores
arestas de E(A)\@,U...U®,_, até que todos os elementos de A tenham sido esgotados.

Denote ® := @w(n) := @, ° ... e ®, como a concatenacio dos ®,'s, denominada a es-

pinha dorsal de n, e defina @ = U’

;_,®; o conjunto de arestas canceladas por ® € do = A.

Novamente, destacamos que @ C ®@. A concatenacdo ndo ¢ comutativa, uma vez que, para
concatenar @, € @,, precisamos que o ponto inicial de @, seja menor que o ponto inicial de
@,.

Em decorréncia, dizemos que @, » ... e ®, é consistente se i < j implica que o ponto
inicial de @; € menor que o ponto inicial de ;, e que as arestas canceladas por um caminho
ndo sdo utilizadas nos caminhos subsequentes.

Esse procedimento serve para garantir uma maneira deterministica de conseguir cami-
nhos que ligam os vértices de dn sempre disjuntos em arestas. Com isso em mente, podemos

definir a seguinte funcio

pt#\g,ﬂ’h(a)) = p/\g((o)
. 1
.= 1[w é consistente] =—————— w,. (M1 [wn) = w]. (3.15)
26n=® W pg (Il) dl;ﬂ) ;

Com isso, ao somar sobre o conjunto de todos os @ consistentes, satisfazendo do = A

(esse conjunto é sempre finito), obtemos



110 A transi¢ao de fase € sharp

_ 1
Y @@= ) DTN <n>aZ wyM1[eM) = o]

® consistente ® consistente
Jo=A Jo=A
= Y wpm ) lem) = o]
Zan 0] W pg (n) on=0w ® consistente
Jo=A
A ~- S
=1
1
= ) wy.
Zan=® W g (m) on=0dw
E, portanto, pela Proposi¢do 1.3, temos que
Chn= D pp@= Y (@) (3.16)
Jo=A ® consistente
Jdo=A

Para podermos escrever p(w) de maneira mais explicita. Isso segue das seguinte obser-
vagdo: para @ consistente, temos que as parcelas do somatério sdo dadas exatamente pelas

correntes n que satisfazem as seguintes propriedades
i) n é impar em todas as arestas de ;
ii) m € par em todas as arestas de ®\w;
iii) n restrito a ®° ou a @° € uma corrente aleatéria sem fontes.

Sendo assim, temos que para @ consistente

—— 3 wymifem = ol

20n=® W g (n) on=0w

S U

2on=g Wae(M) n—de

n impar em ®
n par em &\@
n sem fontes em @°

1 (ﬂJ) BI)"™ v (BI)™
B 20n=® W s (n) Z ell H{u lle! ele_[cb” l'le!

n impar em @
n par em &\@
n sem fontes em @°

P/\g,ﬁ,h((l’) =
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Observe que a condi¢do dn ndo depende do valor exato de cada n,, mas sim de sua
paridade. Sendo assim, como fixamos as paridades de n, para todo e € ®, a condi¢do dn

dependera apenas dos valores de n, para e € A*\@. Desta forma

(ﬂ J)"™ (ﬁ J, ) (ﬂ J )
pr@) = =—[[ D]
Zan— W g (n) e€cow n,>0 ! e€d\® n,>0 n sem fontes em @° e€E@°
n,impar n,par
1
senh(pJ,) cosh(pJ,) Wpep(M).
ZanZQ W e (n) :el;a[ e!_d)lm negz e

A8\
on=g

Multiplicando e dividindo o lado esquerdo por []._, cosh(8J,), que é sempre ndo nulo,

(SS0]
resulta a expressao

Zt. (@, P, h)
[(@) = |]tanh(ps h(pJ )27 7| 3.17
m@)Emwggmwgmwm) (3.17)

onde Z% (A, p, h) é definido como em 1.10.
E, por sua vez, a expressao dentro dos colchetes € a soma sobre todas as correntes em A

de modo que on = @ e n € par em todo o @. Consequentemente

Paepn(@) = [ [ tanh(pJ,) Z Wps (0 )]l[ne é par em todo 0 &°]. (3.18)

eE® on=g

Antes de finalizar esta secdo, provaremos uma proposi¢do importante com o intuito de
facilitar a manipulacio das grandezas envolvendo espinhas dorsais.

Proposicao 3.3. Sejam f > 0, h > 0 e ® uma espinha dorsal, temos as seguintes proprie-
dades

a) Lei de composi¢do: Sejam @, ®, duas espinhas dorsais tais que @, ° ®, seja consis-
tente, entdo vale que

Pre(@) 0o @,) = PAg(w1)PAg\(;,l(w2)§ (3.19)

b) Seja @ uma espinha dorsal tal que todas as suas arestas estejam contidas em A, entdo
pre(®) < p4(@). (3.20)

Demonstragdo. Comecaremos provando a). Seja @, - @, consistente, entdo, temos que @, N

o, = @. De fato, dada a consisténcia as arestas de @, sdo escolhidas apos retirarmos as
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arestas de @,. Entdo, cada corrente n contribuindo positivamente para a soma p,,(®) pode
ser unicamente escrita como n = n; + n, de maneira que as arestas de n, estejam em ®, €
as arestas de n, estejam em @, e ainda, on, = dw, € on, = dw,. Assim, como na se¢io

anterior, temos que w(n; +n,) = w(n,;)w(m,). Dessa forma,

Pre(@) 0 @,) = Zl Z wyM1[wn) = @, ° @,]
A8 on=ow
1
=7 X @), ()lem) = olle,) = o]

6n1=0w1;nle%ﬁzl
dn2=dw2;nze“€xg\®1
Multiplicando e dividindo o lado direito da identidade por on=gmct, Wae\a, (n,), pode-

Za oy eBt wAg\(z,l(nz)]l[w(nz)=ﬂ)2]
R A de modo a obter

mos utilizar a eXpressao p g (@,) = » )
Bn]=®;n2€$€/\g\ﬂ~) @]

1
Prs(@) o @,) = Z We, (nl)w/\g\(al(nz)]l[(o(nﬂ = w]]ﬂ,\g\@l(wz)
As nle‘gg] ;0N =0,

# . —
nze%Ag\a_)l 10N, =0

1
- Z, Z Wy 1[om) = @,]pp0z, (@)

& 0n:00)1;n€‘“6A#g
= PAg(a)1)PAg\(z,l(0)2)~

Agora, provaremos b). Seja A C A¢, observe que, pela identidade (3.18) provada antes

desta proposi¢do, temos que para @ consistente w,,(n).

()

w).(n . iy
1[n, é par em todo 0 ®°]
Z

pre(@) = [ tanh(pr,) Y

eE® on=g

(n
< H tanh(fJ,) Z w%( )]l[ne ¢ par em todo 0 @° N A]

ecw on=Q A8

zt (D, B, h)
= [T tanh(pJ h(gJ,)—2nA)
[Tranhpao TT costpro—r 2=

onde, na desigualdade, usamos que a condicao dentro da funcio indicadora € mais fraca, e,

portanto, a soma possui mais parcelas positivas.
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Por sua vez, usando a identidade (3.17), temos que

Z A2, B, )
puer= Lo | I cororo = oo |

Logo, temos que

Z4@. B 1) Zigna (D, . h)
Zt (@.8.h) Z'(@,B.h)
Z4@.8.h) Ziewwa(@: B 1)
Z3o(@. 8. 1) Z{(D.P.h)

Pre(@) < p (@)

= pyu(®)

onde, na segunda linha, usamos que @ N A = A\@ e (@ N A)° = A° U (A\®).

Resta mostrar que

Z3@. 80 Zivaw @51 |
Zj\d)(g’ ﬁ’ h’) Zjig(ga ﬁ9 h)

Mostraremos que sejam B, C C A? disjuntos, entdo

Z4 (2,8, h) - Zi(@. B, h)

m <= . (3.21)
ZAE(®3ﬁ7 h) ZBuC(Q’ ﬁ’ h)
De fato,
#
m — < e_ﬁ Zx.yEB I y0x0) ># ,
Z4(2.,8. ) ALY B
onde J' = {J;g,y }x,yeZd .
0, sex,y € B
Ji, = Y
Jx’y, caso contrario.
Por sua vez,
#
M — < e_ﬂ Zx,yeB Jx,yo-xo-y ># s
Zi(@. . h) AJ" i
onde J' = {J;,y}x,yezd-
0, sex,y e C*
7l = ’
J caso contrario.
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Porém, J;’y <J vy paratodo x,y € 7.
Aplicando a Desigualdade (GKS-II) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-
gue concluiremos a demonstragao.

Observe que

M _ <e—ﬂzxyyeBJx$y0'xo-y># :< lim No(- ﬂnyeB X,y O'y)ﬂ >#
Zh.(@, B, h) AV \ Nooo &t n! AJ Bk

Para verificar as hip6teses do Teorema da Convergéncia Dominada, usamos a seguinte cota

‘Z( ﬁzxyeB xy0 ‘ i (ﬁZXyeB xy eﬂZx,yeBny

n=0

A funcdo do lado direito € constante, e, consequentemente, integravel em qualquer medida
de probabilidade. Portanto,

Zy@.5.h) _ <e—ﬂzxyeafx<yf’x%>#
Z (@, B, h) AL

(Conv Dom.) i <( ﬂZX yeB xyG Gy)n >#

AJ'.p.h

n=0
=i( ﬁnyeBny

n
oy (o x"y) AJ'p.h

Examinando a expressdo (6,0,)" de acordo com a paridade de n observamos que para quais-

quer valores de o, ¢ 6, (6,6,)”" = 1 e, por sua vez, (6,6,)"""" = o,0,. Desta forma,

2n\# 2n\# ontl\# Y1y
por <(6x6y) n>A’J/’ﬂ’h = 1 = <(0xo-y) n)A,J",ﬁ,h € <(Gx0y) " >A,J’,ﬂ,h Z <(6x m AJ” ﬂh Por
(GKS-II). Sendo assim, usando

Zioph oy § DIl S OTuen b
Zy@.phy — m ! MR e Qe DL A
(Conv.=Dom.) < e_ﬂ Y cyeB Txy0x0y >#
AJ" ..k

_ Z5uc@ 5. )
Z4@, B h)

O que conclui a demonstragdo de (3.21). Finalmente, considerando B = A e C = A\@,

provamos a proposi¢ao. ]
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3.4 Provados Itens 2. e 3.

Com a representacao por espinhas dorsais, provaremos a seguinte Desigualdade de Cor-

relagdo.

Proposiciio 3.4 (Desigualdade de Lieb-Simon Modificada). Sejam S C Z% contendo o 0
finito, p > 0 e z & S. Temos que

(000,070 < D, D tanh(BJ, ){040,) 50(0,0.) 50, (3.22)

x€S yES

Demonstragdo. Seja A C Z% tal que S C A e seja h > 0. Considere o Modelo de Ising no
volume A com condi¢do de fronteira livre e campo magnético A. Aplicando a representacio

de espinhas dorsais dada em (3.16), temos que

(O-oaz)?\,ﬁ,h: 2 Pre(@).

d0={0,z}

Escreva {v, }o,<x a sequéncia de vértices (possivelmente passando pelo vértice fan-
tasma) pelos quais @ em ordem, isto €, se @ = {e; }, x> onde que e, = {v;_;, v, }. Denote
k' como o menor k tal que v,, € A\S. Defina y = v,, e x € § como o dltimo vértice de .S

pelo qual @ passou antes de ir para y. Temos que

e o vai de 0 a x apenas usando arestas de S U {g};

e o vai de x a y usando uma das duas seguintes op¢des, @ usa aresta {x, y} ou usa as
arestas {x, g} e {g,y};

e ® vai de y a z podendo usar arestas em todo o A®.

Sendo assim, podemos escrever ® = @, ° @, ° @5, onde ®, € o caminho realizado respec-
tivamente nos itens acima. Dessa forma, aplicando a Lei de Composi¢do, dada pelo item a)

da Proposic¢ao 3.3, temos que

Pre(@) = Ppc(@) 0 @) 0 @3) = p . (@))p(®@, ° (D3)Ag\d)1 = p/\g(a)l)p(wz)/\g\@lp(w3)/\g\((z)lud)2)~

Somando sobre todas as possibilidade de x e y, temos que

Ppe(@) = ppe(@) ° @, ° ®3)

<Z Z( Z pf\g(wl))( Z PAg\asl(wz)>< Z PAg\(@IU@Z)(CO?,)).

xES yeA\S  dw,={0,x} dw,={x,y} 0w,={y.z}
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Por sua vez, aplicando (GKS-II)

(GKS-II)
— 0 0o _ 0
z , Pana,ua,)(@3) = <Uy6z>As\a~)1uab2 < {6,000 =(0,0 )5 o
dw,={y,z}

Como w, s6 usa os vértices x,y e g, podemos aplicar o item b) da Proposi¢ao 3.3 de
modo a obter

0
2 e @) Y p(@) = (0,0,

0w, ={y.z} 0w,={y,z}

Como @, s6 usa as arestas de .S U {g}, assim usando novamente b) da Proposi¢ado 3.3,

temos que

0 0 0 0
<600z>/\,ﬁ’h < 2 Z <GOGX>S7ﬂ,h<O-xo-y>{x,y}g,ﬁ,h<o-y6z>/\,ﬂ,h'
x€S yeA\S

Calculando o limite A 1 Z¢, obtemos

0 0 0 0
<O-Oaz>ﬁ,h S Z Z (606x>5,ﬁ’h<O-x6y>{x’y}g,ﬁ,h<o-y6z>ﬂ’h'
x€S yeA\S

Agora, considere h — 0*. Como .S ¢ finito, entdo (c,0,)% Y S (640,)% s0- Por sua
vez, temos que (6062>2 € (ayaz>2 , convergem para (aoaz>;0 e (ayaz)zo, respectivamente,
em decorréncia do resultado central da Secao 2.5.

Por fim,

. 0 = 0
Jim (6.0, )1 sy = (x03) (151.0

)

=tanhpJ, ,

A ultima igualdade segue do calculo explicito de (axay)({)x J).p.0- AAssim, concluimos o resul-
tado. [

Aplicaremos, entdo, a Desigualdade de Lieb-Simon Modificada para a demonstragao dos
itens 2. e 3.. Seja f < ﬁc, considere S finito, contendo a origem, e satisfazendo ¢;(.S) < 1.
Seja {A,} dado por A, = [—n, n]?. Defina

%,(6) = max { X o0} 3

n
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Sejam w € 79, S, := S + w a translagdo de S por w. Para n suficientemente grande,
temos que S, C A,. Considere, ainda, z € A \S,,. Aplique, entdo, a Desigualdade Modifi-
cada de Lieb-Simon, de forma a obter

0
<o.waz>; S Z Z tanh(ﬂ‘]x,y)<o.w6x>S,ﬁ,0<o-yaz>;,0
XES,, &S,

= Z Z tanh(ﬂJx’yXO'on>g,ﬂ,o<°'yaz>-ﬂk,0'

xES ygS

Sendo assim, somando sobre todos os z € A,\S, € aplicando a invariancia por translagoes,

temos que

Y. (0,005 = D, (000.))

zEN\S,, zeA NS

< Z ZZtanh(ﬁJx,yXGoO'x>05,,3,0<0y0'z>;,0

z€A\S xS y¢S

< 0,(S)1,(B).

Por fim, temos que

Doy = D, (o.00+ D, (0,005

zEA, ZENNS ) Ny ZEA NS,
<1

IA

1Sl + @(S) x,(B)
= |S1+ @s(S)x,(B)

Como a cota € uniforme em w, temos que

2B < |S|+ 9,4(S) 2, (D),

com uma simples manipulacio algébrica, obtemos

S|

<—-.
X(B) < [~ 0,(S)

Calculando o limite quando » — o0, temos que
S|

|
+ ——
Z (600,050 < = ,(S)

xez4
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0 que prova o Item 2.

Por fim, para o item 3., seja {A,}, onde A, = [—n, n]¢. Considere S c Z¢ finito,
contendo a origem e satisfazendo ¢,;(.S) < 1. Seja L suficientemente grande de forma que
S C A, _,, temos que, para qualquer z, tal que ||0 — z||, > n > L, entdo

<600-z>73:() < Z Z tanh(ﬂ‘]x,y)<o-06x>0S,ﬂ,0<6y6z>;}:0 < (pﬂ(S) gé?gj(o-yaz>;’0'
xES ygS

Paray € A,,temos que ||y —z||, > n— L. Se ||y — z||; £ L, usaremos a cota superior
(ayaz);,o < 1. Se ||y — z||; > L, aplicaremos novamente a desigualdade acima com y € z ao

invés de 0 e z. Fazendo a iteragdo até |n/L| vezes, temos que

<0

—
log(op(S) |
L

log(pp(s)
T <e

Izl

(000,050 < @p(SH"H < e

Completando, assim, a prova do item 3.



Capitulo 4

Continuidade da transicao de fase: as
Correntes Aleatorias a volume infinito

No capitulo anterior, n6s nos empenhamos em caracterizar as fases supercritica e sub-
critica. O foco deste capitulo € caracterizar a fase critica, em particular, determinar se existe
transi¢cdo de fase quando f = f, parad > 3.

Mais uma vez, para a anilise, utilizaremos a representacdo por correntes aleatOrias para
estudar as correlacdes entre os spins e, assim, extrair propriedades a respeito de ,u;. Desta
vez, porém, o estudo de correlagdes a volume finito ndo serd suficiente. Apresentaremos
a ideia de corrente aleatoria a volume infinito. Essa ferramenta foi originalmente apre-
sentada em [ADCS15]. Em verdade, o leitor percebera que estamos lidando com uma re-
presentacdo grafica do Modelo de Ising que consiste em considerar o suporte da corrente
aleatoria.

A possibilidade de extrair uma representacdo grafica e, também, uma representacdo em
passeios aleatdrios (como visto no capitulo anterior) a partir das correntes aleatérias faz com
que esta seja uma versatil e poderosa ferramenta para avaliar o comportamento do Modelo
de Ising. Isso ocorre pois as correntes aleatorias mantém parte das propriedades dessas
outras duas representacdes, de maneira que podemos utilizar aquela que for mais vantajosa
no momento.

No inicio deste capitulo, precisamos provar a convergéncia dessas distribui¢des e algu-
mas propriedades elementares. Uma vez garantidas essas propriedades, mostraremos como
utiliza-las no estudo da continuidade da transi¢ao de fase. Observaremos, porém, que sua
implementacdo depende de hipoteses ndo triviais. Para garantir que estas sdo validas, uti-
lizaremos a denominada Desigualdade Infravermelha. Por fim, combinaremos esses dois

elementos de forma a responder o problema em questao.
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Com todos esses elementos, provaremos, entdo, que, para 0 Modelo de Ising de primeiros
vizinhos, com & = 0 e § = f, em dimensdo 3 (ou superior), ndo passa por transi¢ao de fase,
isto é, a transicdo de fase € dita continua. Note que essa € a primeira vez que usamos a
hipdtese de que d > 3. Isso ocorre, pois a Cota Infravermelha ndo € util para dimensao
d = 1 ou 2, uma vez que esta relacionada ao passeio aleatério simples em dimensao d.
O mesmo argumento segue valido para interacOes mais gerais que a de primeiros vizinhos,
faremos uma breve discussao sobre possiveis extensoes desta demonstracao.

O Modelo de Ising em dimensdo d = 1 com interacdo de primeiros vizinhos nio apre-
senta transicao de fase, temos que f.(1) = +o0, como provado em [Isi25]. Por esse motivo,
ndo precisamos nos preocupar em estudar fendmenos criticos em dimensao d = 1. Outras
técnicas sdo necessdrias para provar a continuidade da transicao de fase no caso d = 2. Esse
resultado é conhecido desde 1942, provado originalmente por Lars Onsager em [Ons44], o
autor adapta a técnica de matrizes de transicdo que, originalmente, foi aplicada na anéalise
do Modelo de Ising em Z. Para expandir o alcance dessa técnica para Z2, houve um au-
mento expressivo na complexidade das contas envolvidas. Nao se espera que esse método
possa ser generalizado ainda mais. Uma demonstracdo mais moderna pode ser encontrada
em [DCST17]. Nesse artigo, os autores aplicam a representacdo do Modelo de Ising via
Random-Cluster Model (RCM), também conhecido como Modelo de Aglomerados Aleato-
rios. Porém, os argumentos usados para analisar a continuidade do RCM em d = 2 usam
essencialmente a planaridade de Z* e, em particular, a possibilidade de se definir um grafo
dual (assim como fizemos na Secdo 2.2) a fim estudar argumentos do tipo Russo-Seymour-
Welsh (RSW) e, portanto. Por conta da natureza dos argumentos, sua aplicacdo parad > 3
torna-se invidvel. Em [AF86], Aizenman e Ferndndez provaram que a transicao de fase é
continua para todo o d > 4. Para isso, os autores também utilizaram a técnica de correntes
aleatorias.

Porém, o caso d = 3, considerado de maior interesse para a Fisica, s6 foi demonstrado em
[ADCS15] por Aizenman, Duminil-Copin e Sidoravicius. Sendo assim, o intervalo desde
a introducdo do Modelo de Ising (1920) a demonstracdo do comportamento de uma liga
metalica "real"na temperatura critica, foi de quase um século.

Uma outra observacdo € que o valor de J, a constante de acoplamento, afeta o valor de f,,
porém, nao afeta, qualitativamente, o que ocorre nessa temperatura. A fim de simplificarmos

a demonstracdo, a partir da Se¢do 4.3, assumimos J = .
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4.1 Correntes aleatorias a volume infinito

Nosso primeiro interesse neste capitulo € definir a representacdo por correntes aleatdrias
a volume infinito. Em todo este capitulo, assumiremos h = 0, # € {0,+}eJ = {Jx’y}, onde,
Jyy = JLjx—y,=1» em que J > 0. Dessa forma, podemos definir as correntes aleatorias
n e %X para todo A C Z? finito. Para & um subconjunto de %¥, a seguinte medida de

probabilidade
Zne%/f wy,(m)[n € o]

P y(e) = —=2 :
A Yneet Was(n)
on=g

Além disso, definimos a aplicagdo ‘€ +~ {0,1}*™ como a seguinte aplicagdo fi =

{ﬁX,y } {x,y}€E(A) de maneira que

R 1, se Ny > 0,
n = L.
0, caso contrario.

Esta aplicac@o pode ser vista intuitivamente como a transformacdo que leva os multi-
grafos gerados pelas correntes aleatorias em grafos de maneira que dois vértices x e y sdo
conectados por uma aresta no grafo se, e somente se, x € y eram conectados por, a0 me-
nos, uma aresta no multigrafo. Como n é uma funciio das arestas de Z% em Z, podemos
considerar o conjunto {e € E(Z9) : n, = 1} como o suporte de n.

}E(A)

De modo andlogo ao anterior, defina para &/ um subconjunto de {0, 1 , a seguinte

medida de probabilidade

Znegj\r wy,m)1[h € o]

IA’# ( ,Qf) — on=g
M Ynewt Whe(m)
on=g

Observacao 4.1. O leitor pode contestar a necessidade de definir fi. Uma vez que, ao estu-
darmos apenas fi perdemos informagoes relevantes de n.

Por exemplo, dado que i, = 1, ndo sabemos dizer se n, é par ou impar. Essa incerteza
gerard complicacoes técnicas quando quisermos alterar o valor de uma corrente n em um
subconjunto A C Z* finito.

Existem dois motivos para estudarmos  ao invés de n:
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VEWN - Isso é particularmente

1. Enquanton € {0,1,2... }*®™, temos que f € {0,1
interessante quando considerarmos o limite A 1 Z°. Observe que, se ndo simplificds-
semos, trabalhariamos com um produto cartesiano infinito (enumerdvel) de conjuntos

ndo compactos. A ndo compacidade do espaco dificulta a obtencdo de resultados.

Por exemplo, no Teorema 4.1, aplicaremos uma versdao adaptada do Lema 1.30 com
o0 propésito de garantir que a medida lim ;4 PX 5 esteja bem definida em toda a o-
dlgebra. Porém, o Lema 1.30 é, em geral, falso quando espaco amostral ndo é com-

pacto.

2. A representagdo © mantém as propriedades de conexidade de n. Sejam A, B C Z¢,

podemos definir conexidade entre conjuntos A e B por meio de f de modo andlogo
ao feito em 1.3. Dessa forma, temos que 1[ A PN Bl =1[A & B].

Para exemplificar a analise do Modelo de Ising por meio do suporte de correntes aleatd-

rias, considere A, fi, distribuidas independentemente de acordo com Pff 5> temos que

n,+n,
 Zaee; Tnee ()L x|
n;+n, > =g 0m=@

Pf’ﬁ (024 }A’f’ﬂ<x —y >
<Zne?€f{ wAg(n)>

on=g

n;+n,
ane%jf ZnQG%X Wpe (N, (0y)1 [x > J’]
on =g o=@

< Zne%”/’f Wye (M) ) :

on=g

) n ¢! > n,e! Wy (M)W e (0,)
(S_L) on;={x,y} ony={x,y}

(Zpegentw)

¥ 2
= (0,0,)x 50)"

Seja {A,}, uma sequéncia de subconjuntos finitos de Z¢ de modo que A, 1 Z¢. Sem
perda de generalidade, podemos supor que A, = [—n,n]?. Mostraremos a existéncia do
limite lim f’f () e outras propriedades importantes.

n—00

Teorema 4.1. Seja {A,}, uma sequéncia, de subconjuntos finitos de Z* de forma que A, 1
Z h =0, > 0elJainteracdo de primeiros vizinhos. Temos que existem medidas de
probabilidade }A’/;“ e 1319 em {0, 1 }E(Zd) equipada com a c-dlgebra gerada pelos cilindros tais

que
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P1 (Convergéncia) para todo evento o dependendo de um niimero finito de arestas, vale
a convergéncia

P ()= lim P (/) e Pj(sf) = lim P} (),

e esses limites ndo dependem da escolha de {\,},;
P2 (Invaridncia por translagoes) 13; e 13/? sdo invariantes por translagées 0,,z € 7% ;

P3 (Ergodicidade) f’; e ﬁﬂ() sdo ergodicas com respeito ao grupo de translagoes {0,
ze 7.

Demonstracdo. P1) Esta prova € técnica e requer uma sequéncia nao trivial de passos. Pri-

meiro, mostraremos que, para um evento local &/, o limite lim

n—oo

me ﬂ(.szf ) existe (note que
a expressao nao possui o chapéu). A seguir, definiremos 13; (&) (para & evento local), e, por
fim, usaremos o Teorema da Extensdao de Caratheodory para estender a toda a o-algebra.
Precisaremos da seguinte observacdo para estudar o limite: os valores de n em cada
aresta sao independentes quando condicionados as paridades. Além disso, as suas distribui-
¢Oes marginais sdo de Poisson com média fJ, , e condicionadas sob as mesmas paridades.

Consequentemente, definimos as variaveis aleatorias de paridade r = {r, ,} . /1 cgzs) COMO
_ n,,
r_x’y - (_ 1) y’

e provamos a existéncia do seu limite em distribui¢do. Por fim, aplicaremos o Principio de
Inclusdo-Exclusdo a fim de garantir a existéncia do limite de Pﬂ+ e P‘? para eventos locais. Em
ambos os casos # = 0 e # = +, as demonstrag¢des sdo anidlogas. Sendo assim, manteremos a
notagao Plf .

Seja E C E(Z") um conjunto de arestas finito, defina os eventos:

Ry =lo:r (@ =1LY{x,y) €E} ¢ RY :={w:n,(0)=0V{xy}€E}.
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Para n suficientemente grande de forma que E C A, temos que

Zne%”ff wAn (Il)]l [“%E]

P# ( B ): on=g
A8 Lnewt Wy (M)

on=g
Sncet Wy ()1 [9%;9)]
on=g
= cosh(pJ. ,)
ZBG?A’* wy () { xly:le E ?
Z} \£(2.8.0)

= h(pJ. ), 4.1
Z} (@.5.0) {x,ly—[}eECOS (P) @b

onde Z* ¢ a quantidade definida em (1.10) em que denotamos por A \E o modelo no qual
J,,=0paratodo x,y € E.

Finalmente, a expressao acima pode ser escrita como

P @) = (o) 5 T coshear,,). (42)
{x,y}eE
onde Kp =3, sjer J,,0.0,. Por sua vez, a convergéncia de (4.2) € garantida pela conver-

N #
géncia py , — ,uﬂ.

Observe que o limite lim (2 ) ndo depende da escolha da colecdo de {A, }, uma

#
n—0o PAn,ﬁ
vez que o limite lim,_ (e "X¢ )iw » também ndo depende dessa escolha.

Sejam E, F duas cole¢des disjuntas de arestas, defina o evento
Rerp i ={o:r (w)=1V{x,y} € E,r (0)=-1,V{x,y} € F}.

Pelo Principio de Inclusdao-Exclusdo, obtemos

an,ﬂ(%E,F) = Pin,ﬁ<<%E\< U ‘%Eu{e} ))
ecF

= P! (Rp) - ﬁ( U %Eu{e})

eel

=Pl (R = D DB (R )

@#GCF

= Y (=D'9P} (P o)

GCF
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E, portanto, o limite

P{( Ry ) 1= lim P} (Rpp) = ) (DB (R pi0)

GCF

também esta bem definido. Seja &/ um evento que depende de uma colecao finita de arestas
A C E(Z%). A seguir, para dois conjuntos C e D, denotaremos por C L D a unio disjunta
deCe D,istoé, CNn D = @. Segue

}Hg PX,,,/J(QY) = ,}Ln; Z P/i,ﬂ(dL%E,F)PXn,ﬁ(*%E,F)

E,FCA
EUF=A
— # . #
- 2 PA,ﬂ('Qfl'%E,F) Y}gg PAn’ﬂ(‘%E,F)’
E,FCA
EUF=A

onde, na ultima igualdade, identificamos A com o grafo induzido por suas arestas. Sendo
assim, a existéncia do limite é garantida e ndo depende da escolha de {A,},,.

Como referido na Observagio 4.1, no espaco {0, 1,2, ... }EZ", nio existe um equivalente
para o Lema 1.30, que € valido, em geral, para o produto cartesiano de espacos finitos.
Sendo assim, ndo ha forma direta de assegurar as hipoteses do Teorema da Extensdo de
Caratheodory. De fato, provar a o-aditividade de P;* seria uma tarefa muito drdua. Portanto,
dado & ¢ {0, 1}FZ) evento local, defina

D# _ #. 71
Pi(d) = Pj(d™),
onde /' :={ne{0,1,2...}5% : f e of}. Para o/ C {0, 1}E%" local, segue

Pl(at) = Pj(d™)
= Jim P (™)
= Jim By )
Observe que o limite acima, também, ndo depende da escolha de {A,,},.
Por fim, podemos estender a existéncia dessa medida para toda o-algebra, usando nova-

mente o Teorema da Extensdo de Caratheodory e o anal6go do Lema 1.30.

P2) Sejam x € Z“ fixado e E um conjunto finito de vértices, e considere novamente

#

o evento &, e a sequéncia {x + A,},, como o limite de lim,_  (-)% g = lim, ()4 4

podemos prosseguir como no item anterior para obter o resultado.
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P3) Faremos esta demonstracdo em quatro passos. Primeiro, mostraremos que, para dois

conjuntos finitos E e F, vale que

lim PRy N Rp,,) = PY( R P (Rp). (4.3)

lzll oo #

Para isso, aplicaremos algumas propriedades ergddicas de ;4; e ;42 mencionadas no Ca-
pitulo 1. Para todo || z||, suficientemente grande tal que E N (F + z) = @, vale que

# Ky —PKpo \#
PAn,ﬁ(‘%E NRpyr) (e PKee? F+Z>An,ﬁ

P! (R)PY [(Rpy) (e PKe)l (e PKee)h

Considerando o limite n — oo, temos

p;(ggE NRp,,) (e PKe e—ﬂKF+z>4;

PHR)PHRp,) (e PKeYh(ePRru)h

O Teorema 1.33 (ergodicidade de ,u;) garante (4.3) para o caso # = + e o Teorema 1.34
(semi-ergodicidade de ,ug) para o caso # = 0.

O segundo passo consiste em mostrar que

lim I)‘;‘E(‘%EIE2 n ‘%F]+Z,F2+z) = Pg(‘%E],EZ)P/?(‘%F1+Z,F2+Z)' (44)

llzllj—=e0

Novamente, pelo Principio de Inclusdo-Exclusdo, obtemos

# _ pt
Py(Rg g, N R izprr) = Py (R e 0 420).5,0F4+2)

G| p#
Y, VPR i z06)

GCE,U(Fy+z)

_ |G’ U(G" +2)| p#
- Z (_1) Pﬂ('%Elu(Fl+z)uG’u(G”+z))

G'CE,
G"CF,

D DD PA R o6 o)

G'CE,
G"CF,

Z DN EDI PR g, i+ 06 067 42)
G'CE,

G"CF,

Z (_1)|G’|(_1)|G”|P’f(,%E1Uc/ U '%(FIUG’+Z))'

G'CE,
G"CF,
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Ao calcular o limite [|z]|, — oo, temos que

. # “4.3) G’ |G"| p# #
||zl||1|IEoo Pﬁ (‘%EI,EZ N ‘%F]+Z,F2+Z) = Z (_1) (_1) Pﬂ (‘%EIUG’)P[} (‘%(F,UG’))
G'CE,
G"CF,
= ) DPHRL o) Y, CDIPH R )
G'CE, G"CF,

= Pg((%ElsEz)P;(‘%Fth)'

Para o terceiro passo, sejam &, 9% eventos locais em {0,1,2... }E(Zd), defina A :=
supp & e B := supp A. Seja ||z||, suficientemente grande de maneira que AN 6_,B = @.
Dessa forma, temos que

PHANO_B)= Y PHANO_BORy o N Ry soprs)
E|||E,=A
F || F=4

= Y PHANO_B| Ry N\ Ry g IPH( R g, O R )
E| || E,=4
F || F=A

= 2 PZ(*Q{L%EI,E)P;(G—ZQ |=%FI+Z,F2+Z)P;(=%EI,E2 NRE sz Fyez)
E || E,=A
F, || F,=A

# # #
= Y PRy g )PHBIRIPY R, 5, 0 Ry 5,12
E\ || E,=A
F || F,=A
onde, na terceira igualdade, usamos a independéncia das arestas condicionadas na paridade

e, na ultima, a invariancia de P; por translagdes. Calculando o limite ||z||; — oo, temos

im P n6_B) = Y PHAN\Ry, 1) PY(BIRy, )P (R, ) PHR )
E || E,=4
F || F=A

= P}(e)P}(RB).
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Agora, estendemos essas propriedades para 13;‘ . Sejam o e 9B dois eventos locais em

d
{0, 1}E%) temos

lim _Pfel n0_.%B) = lim P/ NO_%B )

lIz|l,—>o0 z||j— o0

= lim PHd'no_ %)

llzll;—e0
= Pj(d " Pj(HB™)
= Pi()P}(RB)

Para o tltimo passo, considere & um evento invariante por translacio na o- dlgebra de
{0,1}E@", existe o/, um evento local tal que 13: (A A\d.) < e. Obtemos

e> PHANd,) = PHa)+ Plst,) 2PN nsdl,) >|PHl) - Pl
——— —

>—2 max{ ﬁ;(ﬂ),ﬁ/’:(ﬂe)}

Além disso, temos que SN0, = 0 (4 /\d.), pois & € invariante por translagdes.
Considere, entdo, z tal que || z||, seja suficientemente grande de tal que supp &, e supp(0,<.)
sejam disjuntos. Segue, entdo, que o A\ (o, N O_oA.) = (A /\A,) U (A /\O_.). Portanto,

Pt IN(A, 0 6.,)) < Pj(d \,) + P(Ad N0, 51,) < 2e.

Prosseguindo como anteriormente, temos que | P(#/) — P(d, N 0,4,)| < 2e. Agora, calcu-
lando ||z||, — oo temos P (<, N 6,o4,) — P(,)P}(6.41,) = P](d,)*, temos que

|PH(ed) — (PH(A))| < 2e.

Considerando e — 0%, segue que 13; () = 13;; () e portanto 13;; () e {0,1}. ]

Uma vez estabelecidas as medidas PﬂO e Pﬂ+ , derivaremos uma terceira medida que sera
fundamental para a demonstra¢ao dos resultados. Sejam n, uma corrente aleatdria a volume

A com lei P/(\) 5 €N, com lei P; ., definiremos P Ap Como a lei de nﬁ-\nz, isto €, seja A C

Ap°
{0, 1}
Pys() =P, ® P} (n,+n, € o)

Sne6) Tnsees wp (0w (0,)1 0,40, € |
on| =@ on,=@

an S ane%;{ W (M)W e (0,)
on=g on=g
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Vale observar que cometemos um abuso de notacao. Isso ocorre pois a fun¢do w (definida
em 1.9) depende de J, , que, por sua vez, da condi¢do de fronteira + ou 0. Essa omisséo €
necessdria para evitar que a notagdo seja muito carregada.

A partir do Teorema 4.1, podemos provar que 5 = lim, P, , existe e ¢ invariante e

ergddica com respeito ao grupo de translacdes de Z¢.

Teorema 4.2. Seja {A,}, uma sequéncia de subconjuntos finitos de Z* de modo que A, 1
Z h =0, p > 0elJa interacdo de primeiros vizinhos. Temos que existe a medida de

probabilidade P 5 em {0, 1 }E(Zd) equipada com a o-dlgebra gerada pelos cilindros tais que

P1 (Convergéncia) para todo evento o dependendo de um niimero finito de arestas, vale
a convergéncia
Pﬁ(ﬂ) = }1_)12 PA”,ﬁ('Qf)’

e esse limite ndo depende da escolha de {A,},;
P2 (Invaridncia por translagoes) P, é invariante por translagoes 0, z € 7% ;
P3 (Ergodicidade) P é ergodicas com respeito ao grupo de translagoes {0, : z € 7).
Denotaremos como E4[-] como o valor esperado com respeito a medida P .

Demonstragdo. Por sua semelhanca a demonstragdo anterior, comentaremos as adaptagdes
necessarias para provar este teorema.

P1) Primeiro, seja E uma colecdo de arestas de 74, defina os eventos

o —

‘%E = {nl +n2x’y . nl/-RZx,y =0,V{x’y} € E}’

Ry = {, : ﬁlw =0,V{x,y} € E},R", :={i, : ﬁzx_y =0,V{x,y} € E}.

— A A P ~
Note que n; +n, , = 0 se, e somente se, h, = Oe h, = 0, porém, n; e n, sdo
sorteados independentemente. Dai, segue

ane%AOn ane%;fn wAn(nl)wAn(nz)ﬂ[nlxvy=0,V{x,y}eE]]l[nzx’y=O,V{x,y}eE]
()Ill:@ dn2=®

an €%, ane%,fn Wy, (m, )w/\n (n,)
on| =@ on,=@

P (Rp) =

ane%& w/\n(nl)]l[nlxvy=0,V{x,y}eE] ane%;n wAn(nz)]l[nzx_yzo,V{x,y}eE]
on; =@ on,=@

ane%f\)n wA"(nl) Z“ZE%L Wy, (n,)
on; =g ony=g

= P} ((RPL (D).




130 Continuidade da transi¢c@o de fase: as Correntes Aleatdrias a volume infinito

Portanto, o Teorema 4.1 garante que o limite
Py(Rp) = im Py ((Ry) = lim By (R)PY (R,

existe e nio depende da escolha de {A,},. Sejam E, F subconjuntos de Z¢ disjuntos. Con-

sidere o evento
Rpp={n+n, n+n, =0V{x,y} € En +n, =1V{xy} €F}
Com a ajuda do Principio de Inclusdo-Exclusdo, conseguimos definir
Py(Rpr) i= lim Py 5(Bpp).

Com isso, conseguimos estender P s para todos os eventos locais, e, por sua vez, a todos
os eventos da o-algebra.

P2) Primeiro, provamos o caso em que o evento ¢ da forma R £» 0 que € consequéncia do
Teorema 4.1. Em seguida, estendemos para todo evento local, usando que P; ndo depende
da escolha das sequéncias {A,},.

P3) Com a ajuda do Teorema 4.1, mostramos que para todo E, F C Z¢

Hzluilrgoo Py(RpNO_R ) =PyR PR ).
Por sua vez, aplicamos o Principio de Inclusdo-Exclusdo para provar que o resultado, tam-
bém, € valido quando substituimos R € R F por R EE € R F.F/» T€Spectivamente. A seguir,
estendemos o resultado para todo evento local e, por fim, para eventos invariantes por trans-
lacdo de maneira andloga a demonstracao do Teorema 4.1. ]

Diferentemente das medidas do Modelo de Ising, 0 modelo de correntes aleatorias nao
possui desigualdades de correlagdo tao ricas. Em particular, ndo dispomos da Desigual-
dade FKG, o que representa uma grande limitacdo para este modelo, pois se trata de uma
ferramenta essencial ndo s6 para o Modelo de Ising, bem como para uma grande classe de
modelos de Mecanica Estatistica. De fato, ao final da demonstragc@o do teorema central deste
capitulo, existe uma passagem na qual a Desigualdade FKG seria particularmente muito atil.

Para solucionar esse problema, seguiremos um caminho alternativo, baseado na unici-
dade do aglomerado aleatério infinito para correntes aleatérias. Para demonstrar essa unici-
dade, adaptaremos o Argumento de Burton-Kean [BK89].

Um leitor familiarizado com o modelo de Percolagdao Bernoulli ou com o Modelo de

Aglomerados Aleatdrios talvez reconheca o imediato problema da auséncia da propriedade
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de energia finita. O leitor leigo nesse assunto pode ver essa propriedade da seguinte forma:
podemos mudar qualquer configurag@o abrindo ou fechando uma quantidade finita de arestas
a menos de um "preco"que depende apenas do nimero de arestas sendo fechadas ou abertas.
O problema é que, no modelo de Correntes Aleatérias, exigimos dn = @. Essa exigéncia
nos traz dificuldades para fechar as arestas dependendo das paridades da corrente em cada
aresta. Mesmo com esse obsticulo, podemos abrir arestas de maneira controlada, esse € o

conteddo do préximo lema e que, de fato, serd o suficiente para adaptar o argumento BK.

Lema 4.3 (Propriedade de Insercdo). Seja @, : {0,1}5Z) — {0,1}2%" a4 fungdo que
abre todas as arestas de A, temos que existe uma constante ¢ = c¢(N,f,J) > 0 tal que

para qualquer evento o, vale
Py Dy () 2 cPy(sd).

Demonstracado. E suficiente provar o lema para eventos locais. Sejam &/ evento locale PPy ,
a distribui¢io de m; + n,, onde n, e n, sdo duas correntes aleatdrias sorteadas, respectiva-
mente, com as leis Pf\)w 5 PXn - Devido a propriedade P1 do Teorema 4.1, temos que P, ,
converge fracamente para P,. Portanto, basta provar que existe ¢ = ¢(N, f,J) > 0 tal que
Py y( @y () > cP, (o) paratodon > N.

Considere a aplicagiio @y : €, X €y —> €\ X €, definida por

d (n n ) _ (O, 2)9 N ((nl)x’y, (nz)x’y) = (0’ 0) e Jx,y > 0;
A (), ,,(m,), ) =(0,0), caso contrério.

Observe que essa aplicacdo ndo altera os conjuntos de fontes de n; e n,.
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Sejam w € {0, 1} fixada e Q,(w) := {(n;,n,) € ‘6,(\) X Gy n?i-\n1 =w}.

Py @y = D P, @)

' ed ()

l A
L oGy nal @)

> D IEA)] Z PAn,ﬂ((i)N(w))

wed

— 9-EAW) Z p/(\’"’ﬁ ® PXn’ﬂ(CI)N(QZ(w)))

wed

—|E(A)| (ﬂJx,y)z 0 +
=2 (11 )PA,,,/J ® Py, pEh(@)

wed  {x,y}€E(A,) 2
@, ,=0

J \ 2IE(AN)
> (2 T P L@ PE (@)
wed
2 CPAn,ﬁ(‘Q{)a

onde ¢ = ¢(N, J, ) > 0 nado depende de n. Concluimos a prova ao calcular o limite quando

n— oo. ]

Como mencionado, aplicaremos o argumento de BK modificado para provar o seguinte
teorema.

Teorema 4.4 (Unicidade do Aglomerado). Existe, no mdximo, um aglomerado infinito P ;-

quase certamente.

Demonstragdo. Sejak € {0,1,2,...} U {oo}, defina &, como o evento de existirem exata-
mente k aglomerados infinitos.

Separamos a demonstragdo em duas partes. Primeiro, mostraremos que P;(<,) = 0,
paratodo 2 < k < o0. Sejam k > 2 fixado e &, o evento em que os k aglomerados infinitos
interceptam A,. Fixado n > N suficientemente grande de modo que Py(%,) = %Pﬂ(ﬂk).
Para verificar que N existe, para ver isso, considere o evento &, como os k aglomerados

infinitos interceptam A, mas ndo interceptam, simultaneamente, A,_,. Dai temos

Py(d) = ) Py, NE,).
n=1
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Considere N tal que ZnN=1 Py, NE,) > 1P ,4(,). Note que, pelo Lema 4.3, temos que
Pﬁ(ﬁ)zN(?N)) > $P;(Zy). Por outro lado, ®,, (%) C o,. Portanto,

Py () > %Pﬂ(ﬂk).

Como os eventos &, e &, sdo invariantes por translagao, temos que Py (), Ps(#,) € {0, 1}.
Porém, esses eventos também sdo mutualmente excludentes, temos que Py(#/,) = 0 para
todo 2 < k < oo.

Na segunda parte desta demonstragdo, provaremos que P;(</,) = 0. Suponha que
P,(,) > 0, assim como no caso anterior, podemos fixar N o menor inteiro positivo de

maneira que
P ;(Ay, intercepta ao menos trés aglomerados infinitos ) > 0.

Além disso, defina o evento CT,, como
e Todas as arestas de Ay, estdo conectadas umas as outras em A ;

e Se & é o aglomerado de 0, entdo € N (Z“\A ) possui trés aglomerados infinitos dis-

tintos.

Dizemos que x € 2N + 1)Z¢ é uma course-trifurcation (trifurcagiio grossa) se o evento
CT, := 0,(CT,) ocorre. Uma course-trifurcation € uma adaptacdo da ideia de trifurcacio
apresentada em [BK89]. Uma trifurcacdo, intuitivamente, ¢ um vértice importante para a
defini¢do da quantidade de aglomerados aleatdrios. Porém, no caso de correntes aleatorias,
como ndo podemos fechar arestas de uma configuracdo de maneira arbitraria, a importancia
individual das arestas € reduzida. Portanto, precisamos analisar também as arestas ao seu
redor, mais precisamente, aquelas dentro da caixa 8, A . Pela invariancia por translagdo de
P,, temos que P;(CT,) = P4(CT,) > 0, uma vez que

Py,(CTy) 2P ﬂ(d3 A, (An ), Intercepta ao menos trés aglomerados infinitos distintos)) > 0.

Agora, seja n > N. Provaremos que o conjunto 7" das course-trifurcations possui uma

estrutura de floresta T’ construida indutivamente como segue.

Passo 1 Inicialmente, todos os vértices de T sdo definidos como inexplorados. Va para o Passo
2.

Passo 2 Se ndo existem mais vértices inexplorados em 7T, entdo o algoritmo termina. Do con-

trario, selecione qualquer ¢+ € T', e defina-o como explorado, com efeito de que para
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as proximas iteragoes, esse vértice ndo serd considerado inexplorado. Va para o Passo
3.

Passo 3 Seja (selecionado no Passo 2), Considere &, o conjunto dos vértices de Z¢ conectados
a t através de arestas de A,. Adicione f a T'. Como ¢ € uma course trifurcation, temos
que %, se divide em k > 3 componentes conexos de Z\(f + Ay). Denote esses
componentes por %,(1), ,%,(k). Parai =1, ..., k, faca o seguinte:

e Se existirem x € %,(i) ey & A, tais que {x, y} estd aberta, e existe um caminho
de arestas abertas em A, que ndo passe a uma distancia menor do que N de uma
course trifurcation em %,(') N (T\{t}), entdo adicione o vértice y a T' juntamente

com uma aresta {t, y} (essa aresta nio necessariamente pertence ao grafo Z%);

e Se ndo existir um par {x, y} de acordo com o item anterior, isso se deve ao fato de
existir uma outra course trifurcation s conectado a ¢t por um caminho aberto que
ndo passa a distancia menor que N de uma course trifurcation em <t‘?,(')rw(T\{ t,s}).

Se s ainda ndo estiver em T, adicione-o juntamente com a aresta {s,7}.
Va para o Passo 4

Passo 3 Va para o Passo 2.

%4

Figura 4.1: Uma configuracdo que apresenta course trifurcations e seu respectivo grafo in-
duzido T'.

O grafo produzido por esse procedimento é uma floresta (devido a estrutura de course
trifurcation). Cada course trifurcation corresponde a um vértice de grau maior ou igual a
3 em T'. Portanto, o nimero de course trifurcations € menor ou igual ao nimero de folhas

desse grafo e, em particular, menor que o nimero de elementos em dA,. Entdo, seja M, o
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namero de course trifurcations em A, temos que, pela invariancia por translacoes,

2n+1)? i
O0<P,(CT)———=E,[M]<|0A | =2dn+1)""".
E, portanto,
P,(CTy) L 2dn+ 1! oo
(2N +1)¥ T (2n+ 1)
O que contradiz o fato de que P;(CT;) > 0. Dai, concluimos Py( ) = 0. ]

4.2 Uma condic¢ao sucificiente para a continuidade da tran-

sicao de fase

Definiremos, a seguir, uma quantidade importante para a ser analisada no restante deste

capitulo.

Definicao 4.1. O long range order parameter (pardmetro de ordem de longo alcance) é dado

M o) = inf, IBI2 > (oo =inf ([ ¥ ITEIGX]ZX' (4.5)

X, yEB X, yEB
|B|<m | B]<o0

por

Lema 4.5. A quantidade M, p,(P) satisfaz as desigualdades
inf (600, < My po(B) < (m' (B (4.6)

Demonstracdo. A primeira desigualdade segue trivialmente da defini¢do de infimo.

Considere A, = [-n,n]. O Lema 1.13 garante a monotonicidade de <606x>2’h e, por-

0x0) |2 Z <6 >2,h'

x,yEA,

tanto,

xyeA

Calculando A — 0%, temos que

Ox y>ﬂ0—| |2 Z<x Y>ﬁ0

xyeA X, YEN,

Por sua vez, o Teorema 1.33 garante que (axay)“ﬁ“ — (m*(B))* quando ||x — y||, — oo,
uniformemente, devido a invariancia por translagdes. Seja e > 0, escolha N suficientemente
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grande tal que ||x — y[|; > N implica
(0,005 — (m* ()] < e.

Entao, temos que

RT3 @S 3 wwrea

x,yEA, XEA, yEA, xXEAN, YEA,
[lx=yll; <N lx=yll,>N
QN+ @n+1D)'—-QN+D* .,
< + +¢).
= Qnt 1) iy e

Calculando n — oo, obtemos

D, (000 < (m* (D) +e,

x,yEN,

LRo(ﬂ)2 hm |A B

e pela arbitrariedade de € > 0, o resultado segue. [

Apesar de que 0 < MLRO(ﬁ) < m*(f), provaremos que MLRO(,B) = 0 é o suficiente
para garantir que m*(f/) = 0. Com isso, comecaremos a relacionar as correntes aleatdrias a
volume finito e os fendmenos criticos do Modelo de Ising.

Teorema 4.6. Seja f > 0 tal que M, zo(f) = 0, entdo Py(0 o 00)=0

Demonstracdo. Sejan>0ex,y € A, :=[-n,n]?. O Switching Lemma 1.6 garante que

n;+n,
Zn]e%X 00, =@ wﬁ(nl)wﬁ(nz)]l X «— yem An]
n,+n, nze%/:'" (0N, =0
[x «— yem A ]
ane%f(\’n :0n, =g w/}(nl)wﬂ(nz)
n,EEY 10ny=0
ane‘gﬁn son,={x,y} wﬂ(nl)wﬂ(nz)
(SL) HZE%X'I :an2={x,y}

an e%l(\)n 1on =@ wﬂ(nl )wﬂ(nz)
nze‘“g/:“" 10N, =g

0
PAmﬂ QP

= (axay ?\n9ﬁ (Gxay)xwﬁ . 4.7)
——

<1

E, consequentemente,

0
PAn,ﬂ QP

[m
xX-y

x<—>yemA]<(aa)?\ﬁ.
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Ao calcularmos o limite n — oo, temos que o lado direito da desigualdade acima converge
para <axay)g. Por sua vez, temos que o evento do lado direito pode ser decomposto em
termos de f, e f,, e, portanto, a convergéncia de P[(\)m P PL  garante que a quantidade do
lado esquerdo da desigualdade acima converge para P4[x < y]. Note que esse evento ndo €
local, porém

[x < y] = U£x<—>yemB(0,n)l.

n=1

\
Eventos locais
Sendo assim,

Py(x <= y) < (axay)g.

Seja B C 7 um subconjunto finito arbitrario. Considere a variavel aleatéria X, :=
Y en Lixoo) que conta quantos elementos de B estdo no aglomerado infinito. Pela Desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz

(IBIP4I0 «— ool)? = (E,[X,1)* < E [X31= ) Pylx,y < ool.

x,yE€B

A unicidade do aglomerado infinito implica

(IBIP,[0 <= oo])* < ) Pylx,y < 0] < Y Pylx < yl.
X,YE B e e’ x,yEB

=Pjlxe—y—oo]
Portanto, temos que

Byl — o] < o 3 (0,0,

x,yEB

Como a cota € uniforme em B, segue que

Pﬂ[o «— 00] < MLRo(ﬂ) = 0.

Teorema 4.7. Se M, z,(f) = 0, entdo m*() = 0 e, portanto, | (,0)| = 1.
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Demonstragdo. Sejam x e y dois vértices fixados de Z¢. Aplicando o Switching Lemma, o

Lema 1.6 , temos que para n > 0,

(6.0  —(6.0.)° Dt somp=(x) W12 X et o =(xy) Wp(M1)
Gxay A,B - Gxay A,B = -
Znﬁ%;n -ony=p Wp(M2) anqugn omy=p W)

Z nle‘%,(\)nzdnlz(a wﬂ(nl)wﬂ(n2) - ane%}\’n:anlz{x,y} wﬂ(nl)wﬂ(n2)
nze%/fn 1ony={x,y} nze%/fn 10N, =@

anes‘gAOM :an, = Wp()wz(m,)

“26%/:, 10n,=Q

0+,
Z nle%Xn:anFQ) wﬂ(nl)wﬂ(n2)<]l [X <~ yem An]>
(SL) HZE%XH :anQ:{x,y}

an €%y, 1on=0 wﬂ(nl )wﬂ(nz)
nze%;n 10N, =@

Contudo, como x € y sdo fontes de n,,temos que ambos devem estar conectados via n, €,
—_ . ~ .
portanto, em n, + n,. Como isso ndo pode acontecer por um caminho completamente con-
tidoem A, obtemos que, nas parcelas que contribuem para a soma acima, x deve conectar-se
ao sitio fantasma g. Portanto,
0+, ]

2 nle%gn:am:@ wﬂ(nl)wﬂ(nz)]l [x «—> g
n,EGY omy={x.y}

) n, €%, 1on;=0 wﬂ(nl)wﬂ(n2)
nze%,fn 10m,=0

(4.8)

<6x6y>/_tn,ﬁ - <6x6y>2n’ﬁ <

Compararemos essa soma com a sua equivalente onde substituiremos a condicao das
fontes do numerador por dn, = dn, = @.

Seja x = x, ..., X, = y uma sequéncia de arestas tais que ||x; — x,_,||; = 1 para todo o
i =1,..., k. Considere a funcdo multivalente (isto é, associa a cada elemento um ou mais
elementos) que leva cada n, € %;( com dn, = {x,y} a diversos elementos n, € %X com
on, = @ de modo que mantemos os valores de (n,),, ,» sempre que x', y" & {{x,_,x;} : i =
1,...,k}, e definimos (n}) (x,_,x,) cOmo qualquer valor inteiro positivo de paridade oposta a

X

de (m,),, .- A condi¢do de que os valores de (n}) {x._,x,) S€jam positivos resulta que para

n;+n, n+n, , .
todo (n;,n,) tal que x «— g, temos que x «<— g. Além disso, segue

L, wy(ng) < ) w,(m}),
n;
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onde a soma em n, € feita sobre todas as imagens de n, pela fungio polivalente e

L . (senh(fJ) cosh(fJ)—1Y\k
Loy 2= <mm{cosh(ﬁJ)’ senh(fJ) }) '

E, portanto, obtemos

n;+n,
> wmwymytx ]
n, e‘g/‘\’n 1on, =g
nze%xn rony={x,y}

—

n,+n/
<T Z wﬂ(nl)wﬁ(né)]l[x — g]_ (4.9)
“16%2"50“1=@

née%;n o) =g
Ao aplicarmos (4.8) e (4.9), segue

n,+n, ]

0 - 0
0< <6x6y>X",ﬁ - <O-x6y>A,,,ﬁ < l—‘x,ylPAn’ﬂ ® P/;Lmﬂ [x — g

No modelo de primeiros vizinhos sem campo, temos que a unica forma de x se conectar a g

€ se x se conectar até o bordo de A, e, portanto,

—

+ 0 ~1p0 + A,
0< (0,004 5= (0,000 5 STlPL, ® P ,[x < 0A, | (4.10)
Calculando n — o0, 0 Teorema 4.1, garante que
¥ 0 c-1p [,
0<(0,0,)} = (0.0, TPy [x 5 oo, @.11)
n,+n,

Pelo Teorema 4.6, se M| () = 0, entdo P, [x — oo] = 0. Logo, (axay); = (axay>2

para todo x,y € 7% e, consequentemente

+ , KO + 0
0< <GO>/3 <6x>ﬁ < <606x>/3 = <606x>/3-

Por fim, como MLRo(ﬂ) = (), para todo € > 0, existe B C 79 tal que

(FKG)
E1BP> Y (0,0))= D (0,005 = Y (o5 =Y (o)) = [BI(o);)

x,yEB x,yEB x,yEB x,yEB
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onde, na segunda igualdade, usamos a invariincia por translagdes. Dai, concluimos que

(00>;; < e. E o resultado segue pela arbitrariedade de €. O

O Teorema 4.7 € surpreendente, uma vez que esse resultado define um critério suficiente
para determinar que m*(f) = 0 unicamente a partir de ;42, e ndo, de y;. Até este ponto, todos
os resultados deste capitulo sdo independentes da dimensao d. A condi¢do d > 3 se faz
necesséria, nas proximas se¢des, para verificar a hiptese M z,(f.) = 0 e essa demonstragio
ndo € trivial mesmo sob essas condicdes.

Para conseguirmos esse feito, precisaremos do teorema popularmente conhecido como
Infrared Bounds, que pode ser traduzido livremente como "Cota Infravermelha". Com o
intuito de manter esta dissertacao autossuficiente, provaremos esse teorema detalhadamente,
bem como introduziremos os seus requisitos necessario para explora-lo na préxima secao.

Um leitor ja familiarizado com essa ferramenta pode pular essa demonstracao.

4.3 A cota infravermelha

A cota infravermelha permite relacionar o Modelo de Ising de Z¢ com o passeio aleatério

em Z“ com a seguinte probabilidade de transi¢do

. Tey
P(X,.,, =yIX,=x) = SRV (4.12)
Zwezd x,w
No caso da interag@o de primeiros vizinhos, temos que J, , = J1;,_y; -, €, consequen-
temente,
1 —
e sellx—yll; =1
2d 1
Pz(Xn+1:y|Xn:x): L. )
0, caso contrario.
Dessa forma, o passeio aleatorio induzido pela cole¢do J € o passeio aleatdrio simples em
Zd
Quando lidamos com o Modelo de Ising de Primeiros Vizinhos, o valor de J € (0, o0)
afeta o valor de f,.(J), porém, ndo afeta, qualitativamente, o que ocorre em f.(J). De fato,
substituir J por J' € equivalente a substituir f por ﬁ%. Sendo assim, assumiremos que
J= ﬁ para simplificar as contas a seguir.
A relacdo entre o Modelo de Ising e o passeio aleatdrio induzido { X}, por J €, particu-
larmente, interessante quando { X, }, € transiente. Exatamente por essa razao ¢ que o método
o qual estudamos nesta dissertacdo nao € eficiente para o caso d = 2, uma vez que temos em

vista o seguinte resultado classico de Teoria de Probabilidade.
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Teorema 4.8 (Teorema de Polya). O passeio aleatério simples em Z° é recorrente para

d =1 ou?2, e é transiente para d > 3.

A demonstracao original desse teorema foi dada em [P6121] (observe que esse texto esta
em alemao). Apds o proéximo lema, apresentaremos uma demonstracdo breve para esse re-
sultado.

A conexdo entre a transiéncia do passeio aleatério em Z¢ e o Modelo de Ising segue do

seguinte lema.

Lema 4.9. Seja f(p) = erzd Jox e?* p € [-n, 7], onde i é a unidade imagindria e
ip - x é o produto escalar entre ip e x. Entdo {X,}, com probabilidades de transi¢do dadas

em (4.12) é transiente se, e somente se,

. 1 1
hm/ ——dp < . (4.13)
=1 Jicaae Q)1 - A0 (p)

Demonstragdo. Seja N, o nimero de vezes que o passeio {X,}, visita a origem em sua
trajetdria, temos que { X}, € transiente se, e somente se, E[Ny] = } » Py(X, = 0) < oo,
onde P, € alei do passeio aleatdrio simples iniciando na origem, € [E,, o valor esperado com

respeito a P,. Note que

L
]l[’(":(’]:/_md Gy &P (4.14)

De fato, se X, = 0, a fung@o a ser integrada € constante igual a e, portanto, sua integral

@z V
é¢iguala l. Se X, = x # 0, temos que

¥ Va

d
1
/[M]d (2,[)(1 H( e )cos(p X;)dp; + i L. (2—) sen(p;x;)dp; )

J/

v

=0
onde usamos que a fungdo sen(x) € impar. Agora, seja j, tal que x; # 0, entéo

V1

1
_ (2 ) Cos(pjoxlo)dplo 0.

Dessa forma, temos que a identidade (4.14) € valida. Como os incrementos do passeio ale-

atorio sao i.1.d, segue

Bl ] = (Ele™11) = ( X Joue”™ ) = T

xez4
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E, portanto, usando o Teorema de Fubini, obtemos

Py(X, =0) = / —L_ipyyap.
[

—z,xld (27[)d

Agora, seja 1 € [0, 1), temos que

Y ipyx,=0)= Y /[ » S d.

n>0 n>0

Porém, como |/1f (p)| £ 4 €10,1), temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, que

1 N 1 - 1 1
AJ "dp = AJ "dp = dp.
,,ZZO /[] Qi A Pdp /[] Qn)d ano( p)"dp /[] Q01— i) "

Por sua vez, € evidente, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona de Lebesgue, que

lim D APY(X, =0) = Y Py(X, = 0) = E,[N].

n>0 n>0

Consequentemente,
Eo[Ny] = lim ! ! —dp,
=1 i gme Q)1 = Ad (p)
o que conclui a demonstracao. ]
Para a interacdo de primeiros vizinhos, temos que J(p) = : j-i=1 cos p;. A seguir, apre-

sentaremos uma prova simples para o Teorema de Pdlya.

Demonstracdo do Teorema de Polya. O passeio aleatdrio simples € induzido pela interacao
de primeiros vizinhos, logo, J(p) = : le cos p;, portanto, 1 — J(p) = 0 no intervalo de
integracdo se, € somente se, p; € {—7,0,7} paratodo j = 1,...,d. Faremos a andlise ao
redor de p = 0, os demais pontos sdo tratados de maneira analoga.

Expandimos a fun¢@o cos(x) em Taylor ao redor de x = 0, temos que para x € [—1, 1]

x? X3
=1-—+ -2
cos(x) +

para algum x,, tal que |x,| < |x|. Portanto, para x € [—1,1]

2 2
1—x—gcos(x)51—“x.
2 24
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Consequentemente,
1 d 2 = 1 A S 1 d 2°
1—/1+%Zj=1pj 1—-AJ(p) 1—/1+% i=1P;

Logo, o limite da integral (ao redor do ponto p = 0) existe se, € somente se,

1
— <.
d 2
/[—1,1] 2i-1P;

Ao mudarmos para o sistema de coordenadas esféricas, temos que

1 b e
/ = r i ldr = ri=3dr.
d 2
- 25 P Jo 0

A ultima integral, por sua vez, € finita se, e somente se, d > 3.
Quando

. 1 1
lim y ——dp
A=1" [—jz’ﬂ]d (2][) 1 - iJ(p)

pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

< o0,

lim : ! dp = / L dp
sl e Qa) 1 — A0 (p) rmd QA1 = J(p)
O

Para provar a cota infravermelha, precisamos mostrar que o Modelo de Ising de Primeiros
Vizinhos possui uma propriedade: a Positividade por Reflexdo. Para podermos definir essa
propriedade, precisamos introduzir o Modelo de Ising com uma condi¢do de fronteira menos

intuitiva que as anteriormente apresentadas.

Definicao 4.2 (Condi¢ao de Fronteira Periddica). Sejam f > 0,J > 0, h € Re A; =

[0,L — 1]¢, onde L € N par. Considere o espaco mensurdvel (QOL,%”/?L), e definimos

sobre ele a Medida de Gibbs a Volume Finito yie; p = Ha, 3. com Condig¢do de Fronteira
P LoJsF >

Periédica como sendo o modelo onde a interacdo J é dada da seguinte forma:

J,se ¥ |x.—y., mod L| =1;
J o= Lj=i 1% =) | 4.15)

X,y o .
0, caso contrdrio.

Dessa forma, a Condi¢@o de Fronteira Periddica € uma simples modificagdo da Condi-
cdo de Fronteira Livre, onde consideramos que os vértices de lados opostos de A, interagem
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como se fossem primeiros vizinhos. Assim, como consequéncia da Desigualdade (GKS-II),
temos que ,uRL’ﬁ’h < ,uii’;’h, isto €, a medida de Gibbs com Condi¢do de Fronteira Perio-
dica domina estocasticamente a medida de Gibbs com Condi¢do de Fronteira Livre. E fécil
. ~ . per +

mostrar, seguindo as demonstragdes do Capitulo 1, que y; ,, < AL ph

Vale notar que essa nova interacao introduz uma interessante ideia geométrica. Podemos
entender a Condicdo de Fronteira Periddica como uma interagdo de primeiros vizinhos tal
que A, é identificada com toro discreto d-dimensional T, . A seguir, apresentamos as figuras
4.2 que demonstram essa imersdo de A; notoroparad =led = 2.

Figura 4.2: Acima, exemplificamos a representagio A = [0, 5] como um subconjunto do
toro d-dimensional para os valoresd = 1ed = 2.

Essa interpretacdo geométrica induz um novo conjunto de transformagdes para A ;. Por
exemplo, considere hiperplanos em R*!' que dividem o toro discreto d-dimensional em
duas partes iguais e, em seguida, considere a reflexdo de RY*! por esse hiperplano. Por fim,
podemos transportar essa transformacdo para A; através de sua identificacdo com T, . Isso
induz uma "reflexdo"em A, .

Note que, para um hiperplano dividir T, em dois conjuntos iguais, este necessariamente
deve passar por um conjunto de vértices ou pelos pontos médios de um conjunto de arestas
do toro. No primeiro caso, as reflexdes dadas por hiperplanos serdo chamadas de reflexoes
por arestas. No segundo caso, dizemos que a reflexdo é uma reflexdo por vértices. Em
ambos 0s casos, representaremos a sua transformacao por R.

A seguir, apresentaremos a expressdo explicita dessa transformacdo em A;. Porém, o

leitor podera manter em mente a sua versdo geométrica a fim de facilitar a sua intuicao.

e Reflexao por vértices Dado k € {1,...,d}, uma das d dire¢Ses paralelas ao eixos

coordenados e m € {0, ... ,% — 1}. A reflexdo por vértices R : A, — A, com
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parametros k e m é dada por leva (x, ..., x;) para (R(x),, ..., R(x),) definido por

2m—x,, casol=k;
R(x), = 4.16)

X, caso contrario.

Sendo assim, R ¢€ a reflexdo por um plano ortogonal a e,. E a sua intersecdo com o

toro T, € identificada com os pontos {x € A} : x, = moux, =m+ %}
Além disso, podemos descrever A; como a unido de duas metades que se interceptam
A, = A (R)UA](R), onde
+RY - ) L
AL(ER).={x€AL.m§xk§m+E}, 4.17)
AZ(ER):z{xEAL:m+§§xk§L—1}. (4.18)
Observe que AG(R) = A7(R) e R(AL(R)) = AJ(R). Por fim, quando fizermos

a identifica¢do entre A; e T,, definiremos a imagem de A} (R) e A;(R) por essa

identificagdo como T, (R) e T, (R), respectivamente.

e Reflexdo por vértices Dado k € {1,...,d} uma das d diregdes paralelas ao eixos
coordenados e m € {1, ..., L1}, A reflexdo por arestas R : A, — A, com pari-
metros k e m é dada por leva (x,, ..., x,) para (mathfrakR(x),, ...,R(x),) definido

pela mesma expressao (4.16)

Novamente, R € a reflexdo por um plano ortogonal a e,, porém, a sua interse¢do com

os vértices do toro discreto T, € vazia.

Nesse caso, podemos descrever A; como a unido de duas metades disjuntas A; =

AT (R) U A](R) que sdo definidas pelas respectivas expressdes do caso anterior.

A seguir, ilustramos o efeito de uma reflexdo R quando estamos em d = 1l oud = 2.

Primeiro, considerando o toro d-dimensional e, depois, o seu efeito em A, .
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0 0 5
[ ]
5,7 Lon 1, 5 0 N4
: [ )
4° 2 2° 4 1 8
3 3 2

Figura 4.3: Para d = 1, ilustramos a esquerda o efeito no toro de uma reflexdo R por um
hiperplano que passa por vértices. Por sua vez, a direita, ilustramos o efeito no toro de uma

reflexdo R por um hiperplano que passa por arestas. Note que a reflexdo por arestas mantém
as arestas sobre o hiperplano inalteradas.

Figura 4.4: Para d = 1, ilustramos o efeito em A; de uma reflexdo R por um hiperplano que
passa por vértices.

Figura 4.5: Para d = 2, ilustramos o efeito de uma reflexao por vértices R no toro T, .
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Figura 4.6: Para d = 2, ilustramos o efeito de uma reflexdo por vértices R no toro A, .

Podemos induzir o efeito da transformacio R em configuragoes o € Q?\L' De fato, basta
considerar (R(0)), = Og Paratodo x € A;. Por sua vez, seja f : Q?\L ~ R, definimos
R()=fR".

Denotamos U*(R) como a dlgebra de fungdes limitadas e mensuréveis na dlgebra gerada
pelos vértices de AJL“(R). Analogamente, definimos U™ (R).

Sejam f,g € U (R) e 4 € R quaisquer. Valem as seguintes propriedades:

L RRU) =13

2. RS + 48) = R(S) + AR(g);

3. R(fg) = R(HR(@); e

4. Re) =,

Agora, definiremos a no¢ao de Positividade por Reflex3o.

Definicao 4.3 (Positividade por Reflexdo). Dizemos que u é uma medida positiva pela re-

flexdo R se
L (fR(), = (gR(f)),, para quaisquer fungdes f,g € UT(R); e
2. {(fR(N)), =0, para qualquer fungdo f € UT(R),

onde (-), denota o valor esperado de acordo com a medida .
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Fica a cargo do leitor, mostrar que a primeira propriedade da defini¢do acima € equiva-
lente 4 igualdade y = R(y) 1= uo R\,

Uma maneira mais intuitiva de pensar em positividade por reflexdes € a seguinte: uma
medida € positiva pela reflexdo R se B(f, g) := (fR(g)), € uma aplicagdo bilinear, positiva
semi-definida e simétrica. Portanto, se u € positiva pela reflexdo R, temos que vale uma

desigualdade do tipo Cauchy-Schwarz.

Lema 4.10 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja u positiva pela reflexdo R, entdo

(fR@)),)* < (fRU),(ER(@)),-

A seguir, mostraremos que a medida ,uze; ¢, de fato, uma medida positiva por qualquer

reflexdo de T, . Para isso, precisamos do seguinte lema.

Lema 4.11. Seja py = @,y p, onde p é uma medida de probabilidade em {—1, 1}, entdo

Uy € uma medida positiva por qualquer reflexdo de T, .

Demonstragdo. Seja R uma reflexdo de T, qualquer, vale que

2R(ﬂo) = Hop>

uma vez que R(u,) se trata de uma mera reordenacdo das parcelas T, do produto ®Oier, P-

Dessa forma, para qualquer retangulo A; X ... X Ay |, segue

RuNA; X .. X A ) =[] pAge) = [] P(AD = o(A; X ... X Ay ).

xeT, xeT,

Resta provar a segunda propriedade. Para tanto, consideremos, primeiro, o caso em que
R € uma reflexdo por arestas. Desse modo, Az € A ndo possuem arestas em comum e,

portanto, f e R(f) possuem suportes disjuntos. Logo

RN, = ) lRUN,, = (), 2 0.

Por fim, suponha que R seja uma reflexao por vértices, seja P o conjunto de vértices que

interceptam tal hiperplano. Considere %, a o-algebra gerada pelos vértices de P, temos que

(SRUINyy = CSRUOIF )y
= <<f|gP>y0<m(f)|gP>M0>ﬂo
= ((f1Fp),)"), 2 0.
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]

Provaremos, a seguir, que uma grande classe de medidas de probabilidade é Positiva por

Reflexdes.

Lema 4.12. Seja L > 0 inteiro par e f > 0, entdo se existirem fungoes A,C, € UT(R)

a € I um conjunto finito de indices de forma que possamos escrever

H, =A+R(A)+ ) CR(C,),

acl
~ per . . ~
entdo y, , € positiva pela reflexdo R.

Demonstragdo. Seja p, a medida produto uniforme em A;. Usando a expansdo de Taylor

no fator exp(}. _, C,R(C,)), para f,g € U"(R), temos que

acl

(fR@) ;= 1 < FR(g) PR Les RN

va Z (fe’cC, ...C,R(ge"C, ...C,)),.

Lﬂ n>0

onde na ultima expressdo, ;'s ndo sdo necessariamente distintos. Portanto, o resultado segue

da observacgdo de que p, € positiva por reflexdes. 0

Provaremos que o Modelo de Ising com condi¢do de fronteira periddica satisfaz as hipd-
teses do lema acima. Seja P o conjunto dos vértices que interceptam o hiperplano, no qual
consideramos a reflex@o (no caso em que a reflex@o seja por arestas, P = @).

Sendo assim

H,(c)=- Z Jaxay
{x.y}€E(T.)
=—Z Z Jo,o, — Z Jo,o, - 2 Jo,o, — Z Jo,o,
xeP  yeT, {x,y}€E(T},) {x.y}€E(T.) {x.y}€E(T;)
{x,y}eE(T;) x,ye'ﬂ'Z'\P x,yeT \P xeTZ
yeTL’
-Y 3 oo 3 es,
xeP yeT, {x,y}eE(T;)
{x.y}€E(T};) x,yET\P
+§R<— Z Jo.o > Z ﬁaxﬂi(\/}ax).
{x.y}€E(T.) {x.y}€E(T,)
x ye'l]'+\P xe'ﬂ'z

yeT,
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Entdo, basta definir

A:=%Z Z Jo,o, — Z Jo,o,

xeP  yeTf {x.y}EE(T,)
{x.y}EE(T,) xyeT;\P

Cx/ = \/jaxl N

onde x’ sdo vértices de AT (R) de forma que existe y € A7 (R) tal que y = R(x).
Segue, entdo, que a medida 4} , é positiva por qualquer reflexdo R.

Estudaremos um Hamiltoniano equivalente ao que estudamos anteriormente. Considere

H, (o) := Z Jlax—ay|2.

x,yeT

Note que

Hi(o)= ) Jlo,—0,)

{x.y}€E(T,)

= ) J()P+I) -2Jo0,

{x.y}€E(T,) =1

=2H,(c) + K,

onde K; ¢ uma constante que s6 depende de J e L.
Logo, o Hamiltoniano H; nada difere de H,; apenas por uma constante que depende do
volume T,, e, portanto

_yg!
per € 7H(0)

L.

Sendo assim, podemos simplesmente considerar esse novo Hamiltoniano, que sera mais
conveniente para os proximos resultados. Note que a mudanga de f para f/2 ndo altera os
fendmenos criticos, esta apenas muda o valor de f, para 2, com o novo hamiltoniano.

Sejam h = {h,} .y e p, a medida produto uniforme em QY. Defina

Zpat) i=(exp(=p Y, Jloy—o,+h —hF)) . (4.19)

{x.y}€E(T)) Ho

Proposicao 4.13 (Dominagdo Gaussiana). Para qualquerh = {h,} vale

xeT;’

Z, y(h) < Z, ,(0). (4.20)
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Para provar a Dominacdo Gaussiana, precisaremos de um lema técnico, que € uma uma
aplicag@o da Desigualdade de Cauchy-Schwarz. A sua demonstra¢do e sera ficara a cargo o
leitor.

Lema 4.14. Sejam u positivo pela reflexdo R e A, B,C, e D, € U"(R). Vale a desigual-
dade

2
<<eA+§R(B)+Za Cﬂ{(Da)>H ) < <<eA+2R(A)+Za cam(ca)>ﬂ ) <<eB+2R(B)+Za Dam(Da)>H ) .

Prova da Dominag¢do Gaussiana. Primeiro, observe que para h e h' tais que h, = h + c,
entdo Z; ;,(h) = Z, ,(h'). Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que i, = 0.
A seguir, observe que Z, ;(h) converge para 0 quando 2, — oo para algum x. Logo, existe
algum C > O tal que erTL |h,|* < C para todo h que maximiza Z L.

Considere o seguinte conjunto
# :=1{h":Z, ,(h')=supZ, 4(h)}.

Parah = {h_ } defina

x€T;
N() = [{{x,y} € E(T,) : h, # h,}|.

Seja h* € # tal que
N (") = min{N(h)}.

Provaremos que N (h*) = 0, e, consequentemente, obtemos A, = h; = 0 para todo x € T;.

Suponha que N (h*) > 0. Dessa forma, existe {x, y} € E(T,). Considere a reflexdo por
arestas R cujo hiperplano passa pelo ponto médio da aresta {x, y}. Denote por {x’,y"} as
arestas que atravessam o hiperplano de R de maneiraque x’ € T, (R) ey’ = R(x) € T, R).
Como

2 _ 2 2
|(7X/ _Gy/ +hxl _hyll = |O'x/ +hxl| + IGy/ +hyr| —2(6xr +hx1)(6y/ +hyr),
pOdemOS escrever

- ), Jlow—o,+h,—h, =A+RB)+ ) C.RD,),

{x.y}eE(T,)
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onde

. 2 2
Ai==f Y Jlo,—o,+h,—h)=pY Jlo, +h,]
{x.y}€E(,) x!
x,yeﬁm)

R(B):=—f Y Jlo,—o,+h —h| =p) Jloy, +h,|
{x.y}€E(T,) v
x,yeT, R)

Cx/ -:2\/ 2ﬂJ(6x/ +hx/)
m(Dx/) = 2 \/ ZﬂJ(Uy/ + hy/).
Note que R age sobre o, e ndo, sobre h. Logo, A # Be C,, # D,,. Entdo, aplicando o

Lema 4.14, temos que
ZL,ﬁ(h*)z < ZL,/}(h*H_)ZL,/}(h*’_),

onde
it n:, sex € T, (R) e hy, se x € T (R)
Py S€ X € TL(R) Ny S€ X € TS (R)

Observe que min{ N(h**), N(h*~) < N(h*)}. Suponha, sem perda de generalidade,
que N(h**) < N(h"), entdo

ZL,ﬁ(h*)z < ZL,ﬁ(h*’-F)ZL,/;(h*’_)
< ZL,p(h*’+)ZL,p(h),

pois Z, ,(h*) atinge 0 méximo. Logo,

Z, ,(0Y < Z, (0L, 0,

o que é uma contradi¢do pela escolha de h*. E, portanto, a Dominagao Gaussiana esta pro-
vada.
O

Neste momento, enunciaremos a Infrared Bound que serd uma ferramenta fundamental
para provar a continuidade da transicao de fase.
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Teorema 4.15 (Cota Infravermelha-I). Seja L um inteiro par e positivo e ,uf; a medida de

Gibbs no Toro T,, entdo

. 1 1
Pl eirx <« — ___ p e TH\{0}, 4.21
xezvf%d" L S 5y P € M) (2D

onde T} 1= (27 n (-m, 7]’ e E(p) 1= 1 - J(P).

O Teorema 4.15 possui uma versao equivalente. Como essa serd a versdo que utili-
zaremos na proxima se¢do, omitiremos a demonstracdo do Teorema 4.15 e mostraremos
em detalhes o Teorema 4.16. A demonstragcao apresentada nesta dissertacao foi retirada de
[Bis09].

Teorema 4.16 (Cota Infravermelha-II). Seja L um inteiro par e positivo e yﬁ, a medida de

Gibbs no Toro T, entdo para qualquer (V) ey, € C'", temos que

Z 0,0,(0,6,)7 ;< 4L Z v.0,G(x,y)+ ﬁ| Z v,|’ Z (000,)} 50 (4.22)

x,yeT; ‘B x,yeT; xeT; xeT;
onde | P
€
G, (x,y) := — .
L(x, ) Z L7 E(p)

PET\(0)

No restante desta se¢c@o, usaremos a notag¢do de Transformada de Fourier Discreta . Seja
{n,} er, , definimos sua Transformada de Fourier Discreta como {#, : p € T/}, onde

~ 1 ip-x
n, = € [/
"I xg‘L .

Note que reservamos, anteriormente, a notagcdo J(p) para uma soma ligeiramente diferente.

. I . Lo ,
As duas igualdades que apresentaremos a seguir sdo particularmente tuteis: Para p, p’ € T,

1 i(p—p")-x
i PICEELE T (4.23)
x€T,
e parax,y € T,, temos
ﬁ 2 e =Ty, (4.24)

pET;
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Utilizando (4.23) e (4.24), conseguimos as seguintes identidades. Para todo {r]x}xeTL

1 —ipx &
n, = Y e i, (4.25)

d
V L peT]

D= Inl” (4.26)

pET] xeT;

Antes de provar a Cota Infravermelha, provaremos o seguinte lema.

Lema 4.17. Considere a aplicagdo G, : C" — C" dada como uma espécie de "multi-

plicacdo de matrizes", isto é,

(G, ()], = ) G, (x. )h,

yel,

Seja € C Ch o conjunto das fungcoes constantes, isto é, {Ux}xeTL € © se, e somente se,

v, = v, para todo x,y € T,. Entdo

. CTL CTL
BN

é uma fungdo bijetora e sua inversa é dada por

G.'n) ={G7' ()} ser,»

onde |
Gl = 2 2 e (1= J )

pET;
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Demonstragdo. Primeiro, observe que % = {{viher, erm v, = 0}. Paratodo h =

{h, }xeTL , temos

2 G, =Y Y Gi(x)h,

xeT; xeT, yeT,

1 eip'(x—y)

=ZZ Z ﬁE(p)hy

x€T, yeT, peT\{0}

. 1 e
= Z Zhye Py Fz_(p)hy

peT;\0} yeT, xely,
(4.23) i
. —ipy
> S T hen,
peT;\{0} yeT,,

= 0.

Logo, G,(h) € € paratodo h € C't. Além disso, se h € C'"t é constante, isto é,
h, = h € C para todo x € T,, obtemos

D G, =h )Y Y Gx.»=0,

xeTl, xeT, yeT,

onde, na Ultima igualdade, basta desenvolver as contas de modo similar ao ponto anterior.

Calcularemos, a seguir, a inversa de G;. Sejam 7, h tais que erm Ny = erm n,=0e

G, (h) =n.
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Entao, segue

ne= Y G (x,9h,

yeT,

=Y X5

jer, L pev voy 1 [ (p)

_ 1 e”’"‘ 1 i(=p)-
_m Z 1_f(p)mze pyhy

pET;\0} yeT,
1 elrx
= — ——h_
Len ,,; 1=Jp
1 e .
= — ——F—h
Ld/2 ) 20} 1 _ J(_p) p
1 Z —ip-x ilp
= — e —_—
La? PETA{0} 1-J()
Portanto, para p # 0
I”i _ 1 e,’p.x n. = hp
TLtE T 1=
e, consequentemente, para p # 0
A,(1 = J(p)) = h,. (4.27)

Observe que

1
d/zz”x—O—L_ZT, =

xe€T,

logo (4.27) é valida para todo p € T;. Entdo, a partir de (4.25), obtemos

1 —ip-x 2 8
he=—0 > e (1= J (). (4.28)

pET\{0}

E, portanto
G (), =W2e " (1= J(p)).

peT;
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A expressdo (4.25) garante a unicidade da inversa. Além disso, existe um h € % para

todoy € %. Concluimos, entdo, o lema. OJ

Demonstracdo da Cota Infravermelha-II. Inicialmente, faremos a prova com a hipétese adi-

cional de que erTL v, = 0. Denotaremos o produto interno em R entre ,{ € R™ como

(n.8)= Y ng,

x€T,

Ao definir G;'(h) = 0 sempre que A for constante, podemos estender G;' a todo C'*.
Dessa forma, temos que

Y, Jln—nl=nG'm)

{x.y}eE(T,)

O lado direito da equacdo acima pode ser escrito como

Y Jine=nlP= Y TP+ In, ) - 2n.m,

{x.y}€E(T,) {x.y}€E(T;)
= ) Jll+ ) JmlP-2 ) Jna,
{x.y}€E(T;) {x.y}€E(T;) {x.y}eE(Ty)
= Z n(n, — Z Joyy)
x€T; yeT,

onde I é a matriz identidade (Ix,y = 1,-,)), e J, a matriz definida por J xy = Jx’y.

A seguir, analisaremos a expressao

(h,G7'()).
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Temos

(h,G'(Wy= ) h,G['(h),

x€T;
1 —ip-x 7, 2
=T > h, Ze " (1= J(p))
x€T; peT]
= T T he
pET; x€T;
= Y hh_(1-JF(p))
peTL
- h,

- 2 hyh_
pET;

=
m
S

Ao substituirmos as expressdes de i, e h_,

(h,G7'(h) = Z Z hoh, ey — Z —J(p) Z hoh, e

pET; x,yeTl, pe'ﬂ'* x,yeT,
= — Z hxhy Z eiP(x=y) _ Z hxhy Z J(p) eiP(x=)
x,yeT, peT; x,yeT, peT;
= Z h.h, — Z elP (=) — Z h.h,— 2 J(p)eirx-y
x,y€T; pe'l]'z x,yeT; pe'ﬂ'*
S———— ~ ~ -
IL [x=y] :JO,x—y
= Y h(h,— Y I h)
x€T, yeT,
= (n,d=Dm)
2
= Y J,lh—h
{x.y}€E(T;)

Portanto,

Jlne —n,l* = (n.G7' ().
{x,y}€E(T,)
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Por sua vez,

ZL ﬂ(h) — <e—ﬂ<6+h,Gzl(G+/’l)> >
| Ho

Z,40)

— < e~F(0.G7'(©) g=B(h.GT' (@) o=P(o.GT (W) o=B(h.G7' () >
m Ly (0)

= ZL (O)< e_2ﬁ<6’GZ'(h»—ﬂ(h,Gz](h)) >per ’
B o

onde, na ultima igualdade, aplicamos a identidade
(G{'(0), hy = (G;'(h), 0).
De fato, segue

(G{'(0).h) = ), G['(o)h,

xeT;
1 —ip-x A T
- 2 —a 2 e 7 6,(1 — J(p))h,
x€T; pe'I]'z
A T —ip-x 1
_ Z G,(1=J(p) ) e —ahs
pET; x€T;
=Y 6,1 =ik,
peT;
= ) 6.,(—=J(-p)h,
peT;
= Y h,(1-J(p)s.,
peT;
=(G;'(h), o).

Pela Dominacdo Gaussiana, Proposi¢do 4.13, obtemos

<e—2ﬂ<a,G;1<h)> >p” < G )
L2p

Agora, suponha que {v, },.y, satisfaz G, (v) = h, podemos assumir que D v, = 0O uma

xeT;
vez que se v, = v para todo x € T, temos que G;'(v), = 0 para todo x € T,. Sendo assim,

temos que

<e—2ﬁ<u,a> >p"r < POGLO)
L2p
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Expandindo a exponencial em Taylor, temos

per 4ﬂ2 5\ per
1—2ﬂ<(v,a)> +—<(U,0)> b <14+ B0,GL0) + ...
L2 2 L2p
Porém, observe que
per _ per > _ O
(o) =(v @i )=0
constante em x
pois erTL v, = 0. Logo, segue que
1

Z Uy <O-xo-y>L2ﬁ <<U 0-> > ﬁ(va G (V)= — Z Uy L(x’ »).
x’yETL xyeTL

Finalmente, basta substituir g’ = £
O que conclui a demonstra¢do para 0 caso em que ZXGTL v, = 0. Para o caso geral,

. — 1 ~ .
seja {v, } ey, qualquer, defina m = 77 erTL v,.. Podemos, entdo, aplicar o resultado para a
cole¢do {0} } ey, com v} = v, — m. Dai, segue

Y (w, - m)@, = m)o.o,) < (u G,(v)) = o Z(u — m)(©, = m)G ().

x,yeT,

Expandindo o lado esquerdo, temos

Y W —m@, =m)oo) = Y vi o) —m Y v Y (0,0,

x,yeT; x,yeT, x€T; yeT,
per 2 per
_mz Z(O-xo-y> | ZZ(O-x yL/}
yeT, xe€T, x€T; yeTy
= pel d per
= Z vxuy(axay)L’ —mL‘m 2(0'00' L
x,y€T x€T;
—mLm Z (600, )% + |m|*L* 2 (000,); per
xeT, xeT;,
per per
Z Uy <6x0y Ld | Z Z <O-06x>L,ﬂ’

x,yeT, xeT, xeT,

onde, na penultima igualdade, usamos a invariancia por translagdes.
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Por sua vez, expandimos o lado direito da expressao

Y W -m@,=mG ()= Y vD,G(x.y) -1 Y v, Y G(x.y)

x,yeT; x,yeT, xeT; yeT,
——
=0
- 2
-n Y5 Y G-k Y Y Gy
yeT, x€T; x€T; yeT,
———— ———
=0 =0
= ) v0,G,(x.).
x,yeT,
Comparando ambos os lados, concluimos a demonstracdo. 0

4.4 A prova da Continuidade da Transicao de Fase

Para concluir a demonstragdo da continuidade da transi¢do para d > 3, aplicaremos a

Cota Infravermelha para provar que M o(f.) = 0.

Teorema 4.18. Para d > 3, o Modelo de Ising com interacdo de primeiros vizinhos satisfaz
M LroB) = 0.

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.16, para qualquer (v,),cy, € C'":, temos que

Uxﬁy(axay Ifrﬂ < # Z v,0,G(x,y)+ ﬁ| Z Ux|2 Z (0,0, lzerﬁ

x,y€T, tIx=yll;=1 x€Ty x€Ty,
(4.29)

Porém, note que as fun¢des G, (x, y) sdo aproximagdes por Somas de Riemman que con-

x,y€T 1 |x=yll=1

vergem da seguinte forma

lim G, (x, ) / i G(x,y)
m X,y) = —_— = X,y).
L~ angt Q7) E(p)

O lado direito da equacdo € finito. De fato, como d > 3, o Teorema 4.8 garante que o passeio
aleatério simples em Z¢ é transiente, e, pelo Lema 4.9, temos que

/ <o
[—z,z]d (27[)dE(p) ’

e, portanto, G(x, y) < oco.
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Seja A, = [—n, n], provaremos que

D Glx,y) =

N—>oo |A |2 xyeh,

Note que G(0, x) pode visto como a Transformada de Fourier da Fun¢do g(p) = PEE(p) i

O Lema de Riemann-Lebesgue implica
G(x,y) = G(0,y — x) — 0, quando [|x — y||;, — 0.

Portanto, seja € > 0, escolha k > 0 tal que |[|x — y||; > k implique |G(x, y)| < €. Defina

C, :=max, ., |G(x,y)|, obtemos

= Y Gy s == X [ Y 16w+ Y, 166l]
| nl x,yEN,, | | XEN, YEA, YEA,
lx=yll; <k Ix=yll;>k
1
<= X [IBOIC, + 1Al
|A"| x€EA,
LGIBOI | nes
A,

Pela arbitrariedade de €, segue a convergéncia desejada.
Agora, para f < f. e uma fun¢@o v com suporte limitado, entdo podemos omitir o tltimo
termo da Desigualdade (4.29), uma vez que

0< llm—Z((fO ie;_ lim — |A | Z(GOG )A 5=0,

x€T, xXEA}

onde, na Ultima igualdade, usamos que erZd<606x>; < 00, como provado no Teorema 3.1

para todo f < .. Porém, pelo Lema 2.4, temos que para todo x,y € Z¢

0
<O'x0'y>ﬁc = ﬂlg/? lim (axay)AL,ﬂ.
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Por fim, escolhendo v, = m]lxe A, para um n fixo, temos

Z < Ox y>ALﬂ

x,yEN,

per
Y. (o0,

x,yENA,

= lim lim
Z<xyﬁc p—p L—>c>o|/\|2

2
|A | x,yEN,

< lim lim
ﬁ—)ﬂL Lo |A |2

E, calculando o limite quando n — o0, concluimos que

Z (axay)ﬂ <0.

x,yEN,

0< M?,.,(B.)< hm IA E

O

Portanto, segue como corolario dos Teoremas 4.7 e 4.18 que m*(f,) = 0 parad > 3.

Logo, a transicdo de fase € continua.






Capitulo 5
Consideracoes finais

Como referido anteriormente, os resultados dos Capitulos 3 e 4 foram provados aqui
em uma generalidade menor do que em seus artigos originais. A seguir, explicaremos o
grau de generalidade desses trabalhos, apresentaremos alguns problemas em aberto e, por
fim, faremos comentérios direcionados para aqueles que possuem experiéncia com outros

modelos de Mecanica Estatistica.

Sobre sharpness e continuidade da transicao de fase

Em [DCT16], como mencionado no Capitulo 3, a demonstracao do Teorema 3.1 € valida
para qualquer interacdo J admissivel; e grafo G transitivo e amenable, lembrando que o
decaimento exponencial, item 3. do Teorema 3.1 s6 € garantido para o caso em que J possui
alcance finito.

Sob as hipéteses originais desse artigo, ndo podemos assegurar que f, = . € (0, o).
Isso deve ser provado para cada grafo. Uma vez que, por exemplo, no Modelo de Ising em
dimensdo 1 satisfaz todas as hip6teses desse teorema.

Em [DCT16], os autores também mostraram a seguinte desigualdade

(00)y 1 = ¢h3,

onde ¢ é uma constante positiva. Esse resultado, apesar de interessante, ndo foi necessario
para o restante desta dissertacdo e, portanto, ndo apresentamos sua demonstracao.

Em [ADCS15], os autores mostraram o Teorema 4.7 para o Modelo de Isingem d > 1
para qualquer interacdo J admissivel. Em [Raol6], o autor prova que, se G for um grafo
ameanable, com crescimento exponencial e for quasi-transitivo, entdo o Modelo de Ising

em G satisfaz m*(f8,) = 0. Vale observar que Z* nio possui crescimento exponencial.
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A demonstragio de que m*(f,) = 0 em Z° ocorreu de modo curioso. Um leitor experiente
em Mecéanica Estatistica deve estar familiarizado com o Modelo de Percolacao de Bernoulli
(também conhecido como percolagdo independente).

Existem muitas similaridades entre o Modelo de Ising e a Percolag¢do de Bernoulli, po-
rém, em geral, obtém-se resultados no modelo de percolagdo antes da demonstragdo dos seus
fendmenos equivalentes no Modelo de Ising. Além disso, as demonstragdes para o Modelo
de Ising, muitas vezes, sdo adaptacdes de técnicas originadas na percolagdo independente.
Um exemplo é a demonstracdo do Teorema 4.4. Entretanto, o problema de continuidade da
transi¢do de fase em Z°>, na percolacio independente, permanece em aberto (até o presente
momento), sendo considerado um dos mais importantes problemas em aberto em Teoria de
Probabilidade. O que impede a adaptacdo dos argumentos aplicados em [ADCS15] para o
caso da percolacdo independente € a falta de um equivalente para a Cota Infravermelha.

Como referido na introdugao do Capitulo 4, as técnicas usadas para provar a continuidade
da transicdo de fase em dimensao 2 ndo podem ser estendidas para d > 3. Por outro lado ndo
se conhece uma forma de aplicar a técnica de correntes aleatorias para provar a continuidade
da transi¢do de em dimensao 2. Com o objetivo de simplificar a exposi¢do do assunto, seria
interesse conseguir mostrar a continuidade para qualquer d > 2 com uma Unica técnica.

Portanto, cabe a seguinte pergunta.

Pergunta 5.1. E possivel mostrar que a transicdo de fase do Modelo de Ising em 7> é con-

tinua usando correntes aleatorias?

Observe que, como referido anteriormente, o Teorema 4.7 ndo depende da dimensao, o

que resta € provar que M, p,(f.) = 0 usando a representa¢do de correntes aleatorias.

Pergunta 5.2. A transicdo de fase do Modelo de Ising nos slabs do plano, isto é, Z* X

{1,...,k} é continua para qualquer k > 1?

O problema da aplicagdo dos métodos anteriores € que os slabs, simultaneamente, sao
grafos ndo planares, e seu passeio aleatdrio € recorrente (0 que impede o uso frutifero da
cota infravermelha).

Sobre as correntes aleatorias a volume infinito

Apesar de haver sido introduzido como simples ferramenta para o estudo do Modelo de
Ising, o Modelo de Correntes Aleatdérias vem ganhando relevancia, e, consequentemente, e
os seus fendmenos intrinsecos tém sido estudados como objetivo final. Aqui, apresentamos
algumas questdes apresentadas em [DC16] que permanecem em aberto. Faremos, ainda,

algumas consideracdes gerais.
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Uma primeira pergunta a ser feita € como a Representac@o por Correntes Aleatorias se
relaciona com os demais modelos de percolacdo, tais como a percolagcdo independente e o
RCM. Em [LW™16], os autores provam um acoplamento entre os trés modelos.

No contexto do Capitulo 4, considerando n; + n, a volume infinito, podemos provar a
partir de (4.7) que n?i-\n2 possul um aglomerado infinito se, e somente se, f > f.. Porém,

ndo possuimos tal informagdo quando analisamos apenas uma corrente.

Pergunta 5.3. Existe ' > 0 tal que para todo f > ', temos
}A’/? (h, possui um agloremerado infinito ) = 1?7

Apresentamos outra questao que, apesar de parecer basica, ndo é completamente com-
preendida.
-+,
Pergunta 5.4. Dados A, B C Z° finitos quaisquer, serd que p + P,s(A < B) é uma

Jfungdo ndo decrescente em fi?

Por fim, especialistas na area podem ser perguntar sobre os limites de escala de correntes
aleatorias. Pouco €, de fato, provado sobre esses limites. Porém, em consequéncia do aco-
plamento entre as correntes aleatdrias e os Contornos de Peirls, é conjecturado que o limite
de escala fi; com distribuicdo 13’? é, de fato, CLE,.






Apéndice A

Definicoes elementares de Teoria de
Grafos

A seguir, apresentamos apenas 0s objetos essenciais de Teoria de Grafos para a compre-
ensao deste texto. Para o leitor interessado, recomendamos a leitura recomendamos [Bol13]

como referéncia nessa area.

Definicao A.1 (Grafo). Seja V' um conjunto ndo vazio e enumerdvel, e E C V XV ndo vazio
de modo que {v,v} & E para todo v € V. Dizemos entdo que G = (V, E) é um grafo com

conjunto de vértices V' e arestas E.

Intuitivamente, podemos pensar que V' € um conjunto de pontos de forma que existe uma
aresta conectando v, e v, se {v;,v,} € E. Note que se G € um grafo, entdo nio existe aresta
conectando um vértice v a ele mesmo.

A seguir, generalizamos o conceito de grafo para o caso onde pode existir mais de uma

aresta conectando dois vértices.

Definicao A.2 (Multigrafo). Seja G' = (V, E) um grafo e sejan : E — {1,2,3 ...} uma

fungdo. Dizemos G = (V, E,n) é um multigrafo com conjunto de vértices V e arestas (E,n).

Intuitivamente, a funcio n aponta quantas arestas existem entre dois vértices, isto €, seja
{v,,v,} € E dizemos que em G existem n({v,, v, }) arestas entre v, € v,.

Podemos reproduzir a defini¢do anterior de modo anilogo apenas usando V' um conjunto
ndo vazio e enumeravel e uma funcaon : V xV — {0,1,2,... }, onde n({v, v}) = 0 para
todo v € V. Desta forma, podemos recuperar E como sendo E = {e € V XV : n(e) > 0}.
Para as proximas defini¢des, usaremos essa caracterizagao.

Observe que podemos pensar em todo o grafo como um multigrafo cuja funcdo n satisfaz
n(e) € {0, 1} paratodo o e € E. Dessa forma, todos os conceitos definidos a seguir podem

ser estendidos para grafos.
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Definicao A.3 (Conexdo). Seja G = (V' ,n) um multigrafo, e x,y € V. Dizemos que x estd
conectado a y em G se existe conjunto de arestas y = {{xy, ¥y}, ..., { Xy, ¥, } } no multigrafo

de modo que

® x;,y;, € V paratodoo j=0,...,k;

e Xg=Xxey, =y

® X, =Y, para todoj=0,....,k—1;e

e n({x;,y;}) > 0paratodo j=0,....k—1.
Indicamos tal fato por x «— y.

Finalmente, definimos o conceito de grau.

Definicao A.4 (Grau). Sejam G = (V,n) um miltigrafo e v € V um vértice qualquer.

Definimos como o grau de v como
graug() = ) n({v.v')).
v'eV

Lema A.1 (Lema do Aperto de Maos). Seja G = (V, E) um multigrafo, entdo vale a seguinte
identidade

Y graug(v) =2|E|.
vEV
Uma consequéncia direta do Lema de Aperto de Maos é dado o conjunto

J(G)={v eV : grau,(v) € impar},

entdo |7 (G)| € par.
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Lista de simbolos e abreviacoes

%
—

m*(J, p)

A

n

#
<'>A,ﬁ,h

Py

E(A)
m(J, B, h)

g(B,h)
1]
ﬂf\,ﬂ,h

Hy = Hy

convergéncia fraca-*, 61

magnetiza¢do espontinea , 59

suporte da corrente n, 121

Valor esperado com respeito a medida '“i, g 10

lei de distribui¢@o do suporte da soma de duas correntes aleatdrias a volume
infinito, 129

Arestas induzidas em A por uma interacdo J, 8

funcdo de magnetizagdo, 59

Estados fundamentais, 10

Inverso da temperatura, 8

inverso da temperatura critica, 74

lei de distribui¢do do suporte de uma corrente aleatoria a volume A, 121
valor esperado com respeito a medida de probabilidade u, 38
Constantes de Interagao, 8

uma fung¢aon : E(A%) — {0,1,2, ...} corrente no volume A, 15
conjunto das correntes aleatdrias sobre A%, 15

o-4lgebra de Borel em €, 8

conjunto das Medidas de Gibbs a volume infinito, 67

fun¢do indicadora, 8

Medida de Gibbs a volume finito, 10

dominagdo estocastica entre y, € u,, 43

= {-1,+1}%, 7
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Qe M; medida produto, 36

on conjunto de fontes da corrente n, 15

pig’ 5.1(®) peso atribuido a espinha dorsal @, 109

o, =[Lecs00 12

supp suporte de uma funcdo ou de um evento, 12

M Lro(B) parametro de longa ordem, 135

g sitio fantasma, 14

h Campo magnético, 8

H i’ N Hamiltoniano com condicdo de fronteira #, 9

pJ, B, h) fungdo de pressao, 50

P/f’ 5 lei de distribui¢do de uma corrente aleatéria a volume A, 121
w(n) peso atribuido a corrente n, 15

X <l> y conexao pela corrente n, 19

Zj{’ B Fungdo de Particao, 10

Zi(A, p, h) Valor esperado (ndo renormalizado) de 6,4, 16

(FKG) Desigualdade FKG, 36

(GHS) Desigualdade GHS, 26

(GKS-I) Desigualdade GKS-I, 25

(GKS-II) Desigualdade GKS-II, 25
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Condicao de Fronteira

Periddica, 143
Condic¢ao de fronteira

7,11

livre, 9, 39
Condicao de Holley, 36
Convergéncia

Fraca-* , 63

no Sentido de van Hove, 46
Corrente Aleatéria

a volume finito, 14
Correntes aleatdrias

a volume infinito, 122

Densidade de magnetizacdo, 59
Desigualdade

de Jensen, 49

de Lieb-Simon Modificada, 115

FKG, 36

GHS, 26

GKS-I, 25

GKS-II, 25
Dominagdo Estocastica, 43
Dominag¢do Gaussiana, 150

Espinha Dorsal, 107

Funcao
de Parti¢ao, 10
local, 12

nao-decrescente, 35

quasi-local, 62

Grafo, 169
Grafo Dual, 78

Infrared Bound, 152
Invariancia por translagdo , 65

Invariancia por translagdes, 66

Magnetizacio, 54
Magnetizacao espontanea, 59

Medidas de Gibbs a volume infinito , 67

Multigrafo, 169

Parametro de Longo Alcance, 135
Positividade por Reflexdo, 147
Pressao

a volume finito, 44

a volume infinito, 50
Problema Variacional, 4
Propriedade

de Inserc¢do, 131
Propriedade de Markov, 41

Switching Lemma, 22
Sitio fantasma, 14

Teorema
de Pélya, 140
Strassen, 90
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