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Resumo

Nesta tese de Doutorado, estabelecemos importantes relagoes entre dois
objetos fundamentais que aparecem nas teorias do Formalismo Termodinamico
e da Mecanica Estatistica. A primeira se refere a relacao entre a entropia
especifica (Mecéanica Estatistica) e a entropia variacional (Teoria Ergddica)
para medidas de probabilidade definidas na sigma-algebra de Borel do espaco
produto 2 = KN, onde o alfabeto K é um espaco métrico compacto arbitrario.
Este resultado é o contetido do Teorema [A]l A segunda contribuigao desta tese
é a prova da unicidade dos estados de equilibrio associados a potenciais nos
espagos das fungoes Holder e Walters continuas. A novidade esta na validade
deste resultado de unicidade para casos em que o alfabeto K é nao-enumeravel.
Para tratar este problema, em tal generalidade, construimos uma conexao
entre a teoria de Medidas de Gibbs DLR (Dobrushin-Lanford-Ruelle) e o
Formalismo Termodinamico cldssico, no Capitulo [3] O principal resultado
deste capitulo é o Teorema [B]

Por fim mencionamos que a ferramenta principal para a teoria desenvolvida
nesta tese é o famoso operador de transferéncia de Ruelle. Para conveniéncia
do leitor os resultados mais importantes sobre este operador, utilizados nesta
tese, sao apresentados em detalhe.

Palavras-chave: Entropia, Estados de Equilibrio, Formalismo Termodina-
mico, Mecanica Estatistica.
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Abstract

In this thesis, we establish important relations between two fundamental
objects that appear in Statistical Mechanics and Thermodynamic Formalism
theories. The first one concerns to the relationship between specific entropy
(Statistical Mechanics) and the variational entropy (Ergodic Theory) for
probability measures defined in Borel sigma-algebra on the product space
0 = K~ where the alphabet K is an arbitrary compact metric space. This
result is the content of Theorem [Al The second contribution of this thesis
is the proof of the uniqueness of the equilibrium states associated to Holder
and Walters continuous potentials. The new feature is in the validity of
this uniqueness result for cases where the K is an uncountable alphabet.
To address this problem, in such generality, we constructed a connection
between the theory of DLR-Gibbs Measures (Dobrushin-Lanford-Ruelle) and
the classical Thermodynamic Formalism, in Chapter [3] The main result of
that chapter is Theorem [B]

Finally, we mention that the main tool for the theory developed in this
thesis is the famous Ruelle transfer operator. For the readers convenience, the
most important results about this operator, used in this thesis, are presented
in details.

Keywords: Entropy, Equilibrium states, Statistical Mechanics, Thermody-
namic Formalism.
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Introducao

O objetivo desta tese é fazer uma conexao apropriada entre o Formalismo
Termodinamico e a Mecanica Estatistica e usa-la para extrair informagcoes
importantes sobre unicidade de estados de equilibrio associados, por exemplo, a
potenciais Holder continuos. Vamos comecar explicando como estd organizado
o texto bem como suas contribuigoes originais. Em seguida, mencionamos o
contexto histérico em que os problemas mencionados abaixo estao inseridos.

O Capitulo[I]tem cardter meramente de revisao, e nele apresentamos alguns
dos resultados basicos de Analise e Teoria da Medida que serao utilizados no
decorrer do texto. J& no Capitulo[2] apresentamos alguns elementos da Teoria
do Formalismo Termodinamico e a Teoria das Medidas de Gibbs no sentido
de Dobrushin-Lanford-Ruelle (Gibbs-DLR). Este capitulo também possui
carater introdutorio, mas alguns resultados recentes de pesquisa também sao
apresentados. Em ambos os capitulos, a exposicao é auto-contida e feita de
maneira bastante gradativa. Os tépicos selecionados, foram aqueles que serao
utilizados no Capitulo[3] Fornecemos também referéncias onde um tratamento
mais completo da Teoria do Formalismo Termodinamico é feita.

Os principais resultados originais obtidos nesta tese sao apresentados no
Capitulo 3] Eles sao baseados no Preprint [ACR17]. A organizagao e as ideias
gerais deste capitulo é apresentadas abaixo.

Inicialmente, mostramos a igualdade das entropias h¥ e h® (ver Segoes
e para estados de equilibrio quando o Alfabeto (Espago de Estados)
K ¢é finito. Além disso, neste caso, mostramos que estas entropias tém uma
relacao direta com a Entropia de Kolmogorov-Sinai. Em seguida, exibimos
um exemplo onde existe uma obstrucao na relacao direta entre estas entropias.

Depois seguimos para o caso em que o alfabeto K é um espaco métrico com-
pacto arbitrario. A conexao entre o Formalismo Termodinamico e a Mecanica
Estatistica é feita nesta tese por meio de uma especificacao apropriada com-
pativel com as duas teorias e ela permite provar um resultado importante que
¢ o Teorema m, que pode ser visto como uma versao da identidade (15.32)
de [Geoll] no nosso contexto. Com este background completo, partimos para
a prova dos dois resultados principais da tese.
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O primeiro resultado, é o Teorema [A] que mostra igualdade das entro-
pias variacional e especifica para todas as medidas shift-invariantes sobre 2.
Com isso, podemos caracterizar todas as medidas o-invariantes com entropia
variacional finita, quando K é finito, dada uma medida a priori.

Por fim, o resultado mais importante desta tese é a unicidade dos estados
de equilibrio, Teorema [B] para potenciais Walters continuos, quando K é
um espaco métrico compacto arbitrario. Este resultado é uma extensao do
caso classico onde K ¢ finito. Como consequéncia obtemos um certo principio
variacional, que nos garante que existe apenas um estado de equilibrio que é
0 unico minimizador de um certo funcional semicontinuo (ou maximizador do
funcional Pressao).

Por fim, na Secao [3.3.2] mostramos que o funcional Pressao e o negativo
da Entropia Especifica (Variacional) e que sao conjugadas convexas (uma é a
Transformada de Legendre-Fenchel da outra).

O conceito de entropia, de uma medida de probabilidade, foi introduzido
por Shannon [Sha48], em 1948, na Teoria de Informagao, para medir a falta
de comunicacao média entre trocas de mensagens. Tal conceito foi baseado
nos estudos de dois pioneiros da Mecanica Estatistica, Boltzmann e Gibbs,
sendo que o primeiro estabeleceu uma férmula, aprimorada por Planck, para
medir o desordem de um sistema para distribuicoes de probabilidade discretas.
Trés anos depois, Kullback and Liebler [KL51] generalizaram o conceito de
entropia de Shannon, definindo o que seria a entropia relativa de Shannon.
Neste trabalho, foi considerada uma medida a prior: sobre o sistema e se
avalia o quao distantes, em um certo sentido, estao estas duas medidas.

A existéncia da Entropia Especifica foi provada, por Shannon, em um
caso particular quando a medida a prior: é a medida de contagem sobre
um alfabeto finito. McMillan [McM53] e Breiman [Bre57] provaram que os
integrandos em n~'Ha(u), (ver definigio [2.29), convergem em L'(u) e p—q.c.
(ver defini¢ao[1.44). A extensao para o caso geral foi feita por Perez [Per57] no
mesmo ano. Além disso, a Entropia Especifica tem uma forte relagdo com um
objeto muito importante da Teoria Ergddica, a Entropia de Kolmogorov-Sinai.
Com esses conceitos bem definidos, pode-se ampliar o estudo para potenciais
nao triviais e Dobrushin [Dob68b] e Ruelle [Rue69] provaram a existéncia da
energia especifica, enquanto Gallavotti e Miracle-Sole [GMSG7] mostraram a
existéncia do funcional Pressao.

Além das contribuigoes acima na Mecanica Estatistica, Ruelle, d4 nome
a uma ferramenta muito importante em Matematica pura e aplicada que é
o operador de transferéncia de Ruelle. Este tem suas raizes no método da
matriz transferéncia, introduzido por Kramers e Wannier [KW41] e, indepen-
dentemente, por Montroll [Mon41] para o estudo do Modelo de Ising. Tal
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modelo ganhou muita relevancia gragas a Onsager [Ons44], pois este calculou
explicitamente a funcao particao do Modelo de Ising bi-dimensional através
desta técnica.

O operador de Ruelle, como conhecemos hoje em dia, foi introduzido, em
[Rue68]. Ele age em um espago vetorial de dimensao infinita e é muito 1til
para fornecer uma descrigao matematica rigorosa da relagao entre propriedades
locais e globais de um sistema unidimensional composto de infinitas particulas,
sujeito a um potencial de alcance infinito. Em particular, sob uma condicao
local adequada, foi provada a unicidade das medida de Gibbs DLR, que é
uma condicao global. Tal operador é uma das ferramentas fundamentais
na Teoria Ergédica/Formalismo Termodinamico, e um dos resultados mais
importantes sobre este operador é o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, que
generaliza o Teorema de Perron-Frobenius para matrizes, para uma classe de
operadores positivos agindo sobre um espaco vetorial adequado de dimensao
infinita. Desde entao, este operador é uma ferramenta poderosa para se
estudar Dinamica Topolégica, medidas invariantes para fluxos de Anosov,
Mecanica Estatistica em uma dimensao entre outros.

As medidas de Gibbs DLR, sdo usadas para modelar estados de equilibrio
de um sistema fisico que consiste de um niimero bem grande de particulas que
interagem entre si. Em termos probabilisticos, uma medida de Gibbs é uma
distribuicao de uma familia infinita e enumeravel de variaveis aleatérias as
quais admitem probabilidades condicionais prescritas. Desde a interpretacao
de Dobrushin da transicao de fase em termos do nimero de medidas de Gibbs
DLR, esta nocao tem recebido uma grande atencao por fisico-matematicos e
probabilistas.

A Entropia Especifica, ou entropia média ou taxa de entropia, mede
a quantidade de aleatoriedade na descricao de um sistema infinito para
um estado de equilibrio de um sistema. Um dos primeiros resultados no
contexto da Mecanica Estatistica foi provado em [NG58|, onde os autores
estudaram o comportamento de moléculas em sistemas de fluidos infinitos.
Além da Mecanica Estatistica, esta nocao de Entropia Especifica aparece
em outros contextos, por exemplo na Teoria Ergodica com a Entropia de
Kolmogorov-Sinai, que também é um tipo de Entropia Média. Por outro lado,
a nocgao de Entropia Variacional que apresentaremos aqui, tem suas raizes em
([BCLT11],JLMST09]) e tal conceito foi fundamental na extensao da ideia de
estados de equilibrio em dinamica simbélica de alfabetos nao-enumeraveis.

No que segue, movemos a discussao para um nivel matemético um pouco
mais rigoroso, apresentando algumas defini¢oes e conceitos preliminares, com
objetivo de explicar mais detalhadamente quais sao os assuntos abordados
nesta tese bem como suas principais contribuigoes. Definiremos o espagco
onde a dinamica acontece e as ferramentas matematicas que serao usadas
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nesta tese. Além disso, o leitor tera as informacoes sobre as referéncias destas
ferramentas e em qual contexto foram utilizadas para elucidar a abordagem
dos problemas desta tese.

Seja N o conjunto dos inteiros positivos, K alfabeto finito, Q = K~ o
espaco produto equipado com sua distancia usual dg, topologia produto e
sigma-algebra gerada pelos conjuntos abertos. A dinamica neste texto ¢é
dada pela aplicagao o : Q — Q, definida por o(x1,22,...) = (22, 23,...),
chamada de shift a esquerda. Neste contexto um estado de equilibrio para
um potencial continuo f : 2 — R é um elemento de .Z,(£2), o conjunto de
todas as medidas de probabilidade shift-invariantes de Borel, que resolvem o
problema variacional

sup {H(p)+ / £ du}, (1)

HEM5(SY)

onde H(u) é a entropia de Kolmogorov-Sinai de p, (ver Capitulo [2). Tal
principio variacional foi introduzindo por Ruelle [Rue67] no contexto da
Mecanica Estatistica e Walters [Wal75] abordou este problema no contexto da
Teoria Ergodica. Este problema cléssico continua sendo um dos mais centrais
na Teoria Ergédica/Formalismo Termodinamico e a classificacdo completa de
todos potenciais para o qual o problema admite solucao tnica permanece
em aberto.

Um dos objetivos deste trabalho é estabelecer a unicidade dos estados de
equilibrio para potenciais nas classes a-Holder e Walters (ver Definigao m
para a segunda classe) sobre um contexto mais geral, onde o alfabeto K é
um espaco métrico compacto geral, inclusive quando K é nao-enumeravel.
Devemos observar que tal unicidade é bem conhecida no contexto de alfabetos
finitos, veja por exemplo [WalOll, Bal00, [PP90] e referéncias contidas. O
primeiro passo rumo a tal unicidade no contexto de espagos métricos compactos
gerais foi dado em [LMMSI5]. Os autores provaram que qualquer medida
de probabilidade p satisfazendo .,2”; i = i € uma solucao para o problema
variacional e, além disso, que o conjunto destas medidas de probabilidade é
unitario. No caso do alfabeto finito isto implica, por um resultado que esta em
[PP90], a unicidade dos estados de equilibrio. Mas os resultados de [PP90],
pelo menos na generalidade apresentada 14, nao podem ser aplicados nos casos
onde K é um espaco métrico geral. Nesta tese apresentamos uma maneira de
provar esta unicidade usando a teoria do operador de Ruelle e a teoria das
medidas Gibbs DLR, adequadamente adaptada para nosso contexto.

No que segue, relembraremos como o operador de Ruelle, associado a um
potencial a-Hdélder, e os estados de equilibrio estao relacionados. Primeira-
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mente no contexto de alfabetos finitos. Depois, iremos focar em contextos
mais gerais.

Para cada 0 < a < 1, denotamos por C*(£2) = C*(£2,R) o espago de todas
as fungoes reais a-Holder continuas as quais sao definidas por

R (= o F@ P
{f‘QﬁR‘Hlam‘#ﬁ @y }

Quando o potencial f tem boas propriedades de regularidade como a-
Holder continuidade, estados de equilibrio e sua propriedades finas podem ser
obtidos usando o formalismo do operador de transferéncia de Ruelle. Este
operador é definido da seguinte forma. A cada fungao continua ¢ associamos
a funcao

Zi(p)(z) = Z exp(f(az))p(ax), onde azx = (a,xq,xs,...).

Se f é uma funcao a-Holder continua, entao o teorema Ruelle-Perron-
Frobenius nos garante, entre outras coisas, que Ay, o raio espectral de £
agindo sobre C'*(£2), é um autovalor positivo maximal e associado a este temos
uma autofuncao h; estritamente positiva. Além disso, existe uma medida
de probabilidade Boreliana vy sobre €2, tal que Zfvy = Ayvy, onde £ € o
dual de .Z; : C(2) = C(Q2) e C(2) = C(2,R) é o espago de todas as funcoes
reais continuas sobre (). Neste caso, existe um tnico estado de equilibrio
para f e é dado, a menos de uma multiplicagao por escalar, pela medida de
probabilidade pf = hyvy, ver [Bal00, PP90, RueGS].

Além de resolver o problema variacional, a informagcao espectral do opera-
dor de Ruelle também pode ser usada para obter uma formulacao variacional
da entropia de Kolmogorov-Sinai de py como se segue

Hin) =log ||+ _inf_ {~ [ g du +logh,),
geC*(Q) Q

ver [LMMSI5]. Se f =0, entao H(us) = log |K| e portanto quando o nimero

de simbolos em nosso alfabeto vai para o infinito, ou seja, | K| — oo, a entropia

de Kolmogorov-Sinai de pif serd infinita.

Para lidar com o caso de alfabetos infinitos, uma nova definicao para entro-
pia de uma medida de Gibbs associada a um potencial a-Ho6lder é proposta em
[LMMST5]. Para o problema relacionado a entropia de Kolmogorov-Sinai, os
autores consideraram uma medida de probabilidade boreliana a prior: p sobre
K tendo suporte total, e um novo conceito de entropia, dependente de p é dado.
Este toma valores nao-positivos e atinge seu supremo na medida produto
[Licn dp- A introducdo de uma medida a priori ¢ um procedimento padrao,
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na Mecanica estatistica de equilibrio, quando lidamos com sistemas de spins
continuos (ver seqao [2.2), ver [VEFS93, [Geoll]. Todavia, em [LMMSI5] nao
foi mencionada nenhuma ligagao entre estas duas abordagens. Em [GKLM1§],
os autores desenvolvem uma teoria abstrata do Formalismo Termodinamico,
onde a entropia é definida como uma espécie de transformada de Legendre
da pressao topoldgica. Aqui, mostramos que a entropia especifica coincide
com uma introduzida em [LMMSI15] e pode ser estendida a transformada de
Legendre classica da pressao topoldgica, logo fornecendo uma representacao
concreta (como um limite termodinamico) desta fungdo nos casos onde o
alfabeto K é um espago métrico compacto geral. Além disso, obtemos o
Teorema que é uma versdao da importante identidade (15.32) de [Geol]]

i 1
1m ——
n—oo |A,,|

H, (plv) = P(®) + (1, P) — b*(p)

no contexto da dinamica simbodlica para potenciais na classe de Walters, veja
a Definicao Também mostramos que a entropia definida em [LMMS15] é
igual a entropia especifica (ou taxa de entropia) recorrentemente usada na
Mecanica estatistica (veja [Geoll]) e como um subproduto uma formulagao
variacional para a entropia especifica é fornecida. Depois, estes resultados sao
aplicados para provar a unicidade dos estados de equilibrio para potenciais
na classe de Walters, quando K ¢ um alfabeto métrico compacto geral.
Gostarfamos de salientar que para potenciais no espago de Walters nossos
resultados ndo podem ser deduzidos de [GKLMI8]|. Primeiramente, a dinamica
nao é necessariamente uma aplicacao finite-to-one. Isto é, dada uma aplicacao
f: X =Y dadoy € Y, o nimero de elementos que estao na pré-imagem de
f~Xy) pode nao ser finito. O que acontece, por exemplo, quando K ¢ infinito.
Além disso, nao fazemos nenhuma exigéncia sobre existéncia de gap espectral
para o operador de Ruelle.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Este capitulo tem o objetivo de introduzir ao leitor notagoes e resultados
bésicos que serao utilizados direta ou indiretamente no decorrer do texto. A
abordagem serd basica e, caso o leitor se interesse por mais detalhes sugerimos
a referéncia [Lim05].

1.1 Espacos Métricos

1.1.1 Definicao e Exemplos de Espacos Métricos

Uma métrica em M é uma funcao d : M x M — R, que leva um par
ordenado de elementos z,y € M a um numero real d(z,y), chamado de a
distancia de = a y, que satisfaz para quaisquer x,y, z € M:

D1) d(z,x) = 0;

-,

2) se x # y entdo d(z,y) > 0;

)
)
3) d(z,y) = d(y,z);
D4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

-,

d
d

A funcao distancia é nao-negativa, sendo nula apenas quando os pontos
sao iguais. Além disso, esta é simétrica e satisfaz a desigualdade do triangular.
Com a métrica d em M bem definida, denotamos (M, d) por Espaco Métrico.
Nao temos restrigoes para os elementos deste espago métrico, pois a tnica

exigencia é satisfazer as quatro propriedades acima. Com a métrica bem
definida, citaremos alguns exemplos.
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Exemplo 1.1 (Subespaco, métrica induzida). Se (M,d) é um espago métrico,
todo subconjunto S C M pode ser considerado, de modo natural, como espaco
métrico: basta considerar a restricao de d a S X S, ou seja, usar entre o0s
elementos de S a mesma distancia que eles possuiam como elementos de M.
Quando isso € feito, S chama-se um subespaco de M e a métrica de S diz-se
induzida pela de M.

Exemplo 1.2 (A reta). O conjunto R dos nimeros reais cuja métrica neste
espago € a distancia entre dois pontos x ey € R dada por d(x,y) = |z — y|.

Exemplo 1.3 (Um espago de fungoes). Seja X um conjunto qualquer. Uma
fungao f : X — R € dita limitada se existe uma constante k = ky > 0 tal
que |f(z)] < k para todo x € X. Denotaremos o conjunto dessas fungoes
limitadas por B(X;R). Se f e g sao limitadas, entdo f +g, f —g e fg sdo
limitadas. Dad, podemos definir uma métrica em B(X;R) colocando, para
f,9 € B(X,R) quaisquer

d(f,g9) = sup |f(z) — g(x)].

Exemplo 1.4 (Espacos vetoriais normados). Seja E um espaco vetorial real.
Uma norma em E € uma fungdo real || - || - E— R, que associa a cada vetor
x € E o nimero real ||x|| denotado a norma de x, e esta satisfaz as condigoes
abairo para quaisquer x,y € E e \ escalar:

N1) Se x # 0 entao ||z|| # 0,
N2) Azl = [Alll=]];
N3) flz +yll < llzll + llyll-

Onde |\ ¢ o valor absoluto de X e ||z|| denota a norma de x. E fdcil ver que
|z|]| > 0 se, e somente se, x # 0.

Alguns exemplos a seguir:

EL) (R™, |- 1l2), com [lzflz = /3 i, =7
E2) (R, [ - [l1), com [lz][y = 325y [ail;
E3) (R™ [ - [loc), com [J2]loc = maxizy__n [zi;
E4) (B(X,R), [ - lleo), com [[f[loo = sup.ex [f(2)]-
Um espago vetorial normado (E, || - ||) se torna espago métrico definindo d
por d(x,y) = ||z — y||. Dizemos que, neste caso, a métrica é proveniente da

norma || - ||.
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EM1) Q; = {1,...,d}", com dy : Q; x ©; — R definida por:

do, (z,y) = X", ng =min{n € N;x; #y;}, 0 < A < 1;

EM2) Q, = K onde K é espago métrico arbitrério e dg, : 2 X 5 — R ¢
definida por

> 1 K xnayn)
d —
QQ v y 22 +dK :Enyyn>

onde x e y sao, nos dois exemplos, = = (x1,Z2,...) e ¥y = (Y1, Y2, - - -)-

1.1.2 Bolas e Esferas

Um dos conceitos essenciais em espacos métricos é o conceito de bola.
Dado € > 0 e z € M, os trés conjuntos a seguir: Bola aberta, bola fechada e
esfera representam, respectivamente, o conjunto de pontos que estao distantes
de um certo ponto x menos que £, menos ou exatamente € ou exatamente ¢ e
sao representados por:

B(z,e) ={y € Mid(z,y) <e};
Blz,e] = {y € M;d(z,y) <e};
S(z,e) ={y € M;d(z,y) =€}

Quando d é proveniente da norma do espago vetorial E, basta trocar d
pela norma || - ||.

Exemplo 1.5. Com a métrica dy definida sobre o espaco 21 como no exemplo
EN1, uma bola aberta centrada em x, de raio € > 0, € o conjunto dos pontos
y tais que \™° < . Note que o espaco inteiro estd contido em uma bola aberta
centrada em x e com raio A+ ¢, onde ¢ > 0. Jd a esfera centrada em x de
raio € € nao vazia se, e somente se € = A", para algum ng € N.

1.1.3 Funcoes Continuas

Estando bem definido um espago métrico, outro conceito importante é o
de funcao continua, que sera definida a seguir.

Definicao 1.6 (Aplicagao continua). Sejam M, N espagos métricos. Diz-se
que a aplicacao f : M — N € continua no ponto a € M quando para todo
e > 0 dado, é possivel obter § > 0 tal que d(x,a) < & implica d(f(z), f(a)) < €.
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f: M — N é dita continua sobre M se, para todo a € M, f é continua.
Equivalentemente, f : M — N é continua em a € M, se dada uma bola
By = B(f(a);¢e) de centro f(a), existe uma bola B = B(a,d), de centro a, tal
que f(B) C By.

Exemplo 1.7 (Fungao Lipschitziana). Dada f: M — N, suponhamos que
exista uma constante ¢ > 0 tal que d(f(x), f(y)) < cd(z,y) quaisquer que
sejam x,y € M. Dizemos que f € uma aplicacao Lipschitziana. Seque que
f € continua em todo M. De fato, dado € > 0, tomemos § = €/c. Entdo
d(z,a) <6 =d(f(z), f(a)) < cd(z,a) < cd =e¢.

Exemplo 1.8 (Funcao uniformemente continua). Sejam M, N espacos mé-
tricos. Uma aplicacao f : M — N diz-se uniformemente continua quando,
para todo € > 0 dado, existir & > 0 tal que, sejam quais forem x,y € M,

d(z,y) <= d(f(x), f(y)) <e.

Exemplo 1.9 (Fungdes a-Holder continuas). Seja M um espago métrico e
a € (0,1) fizado. Uma fungao f: M — R é chamada de a-Hélder continua
se existe uma constante C' € R tal que

|f(x) = fy)] < Cd(z,y)”

para todo x, y no dominio de f. FEsta condi¢ao pode ser estendida para fungoes
entre dois espacos métricos quaisquer. O numero o é chamado o expoente de
Hoélder. Se a =1, entao a funcao € dita Lipschitziana. Se o > 0, a condi¢ao
implica a continuidade da func¢do. Se o =0, a funcao ndao €, necessariamente,
continua, mas € limitada.

1.1.4 Espacos Métricos Completos

Antes de falarmos do conceito de completude de um espago métrico,
definamos o conceito de um subconjunto A ser aberto em M. Um ponto
a € X é ponto interior de X se, existe uma bola aberta, com centro em a,
contida neste subconjunto, para algum r > 0. O conjunto de todos os pontos
interiores a X é denotado por int X.

Dizer que um ponto b € X nao esta em int X significa que toda bola
aberta, centrada em b, contém um ponto nao pertencente a X. Neste caso, o
ponto b pertence a fronteira de X. A fronteira de X em M, denotada por
0X, é o conjunto dos pontos b € M tais que qualquer bola aberta, centrada
em b, contém ao menos um ponto de X e um ponto de M \ X.

Exemplo 1.10. Seja Q o conjunto dos niumero racionais. O interior de
Q em R € vazio pois nenhum intervalo aberto pode ser formado apenas por
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numero racionais. Por outro lado a fronteira de Q € toda a reta R porque
qualquer intervalo aberto contém niumeros racionais e numeros irracionais.

Dizemos que um subconjunto X de M é aberto se todos seus pontos
sao interiores, ou seja, int X = X. Dai, X C M é aberto se, e somente se,
X NOX = . Por outro lado, um subconjunto C' de um espaco métrico M
é dito fechado neste se o conjunto complementar, M \ C, é aberto. Assim
C C M é fechado se, e somente se, CUJC = C.

Um ponto a ¢ dito aderente a um subconjunto X de um espago métrico
M quando d(a, X) = 0. Em outras palavras, dado £ > 0, pode-se encontrar
x € X tal que d(a,z) < e.

O fecho de um conjunto X em um espaco métrico M é o conjunto X dos
pontos de M que sdo aderentes a X. Portanto, escrever a € X é o mesmo
que afirmar que o ponto a é aderente a X em M.

A proposicao a seguir nos dé as propriedades que os conjuntos abertos
satisfazem em um espaco métrico M arbitrario.

Proposicao 1.11. Seja i a colegao dos subconjuntos abertos de um espago
métrico M. Entao:

(1) M esl el e i
(2) se Ay,..., A, € entao A;N...NA, €

(3) se Ay € U para todo X € L entio A = Uyep Ay € S

Demonstragao. Ver Capitulo 3, Proposicao 2, em [Lim05]. O

Proposicao 1.12. Sejam M, N espacos métricos. A fim de que uma aplica¢ao
f: M — N seja continua, € necessdrio e suficiente que a imagem inversa
F7Y(Ap) de todo subconjunto aberto Ay C N seja subconjunto aberto de M.

Demonstragao. Ver Capitulo 3, Proposicao 3, em [Lim05]. ]

Definiremos, a seguir, uma das principais ferramentas para o estudo de
espacos métricos, o conceito de sequéncia de Cauchy.

Definigao 1.13 (Sequéncia de Cauchy). Dizemos que uma sequéncia, {x, }nen,
num espago métrico M é uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0,
existe ng € N tal que m,n > ng = d(x,, ) < €.

Toda subsequéncia {z,, } jen+cn de uma sequéncia de Cauchy é uma sequén-
cia de Cauchy. A sequéncia {z, },en é de Cauchy se, e somente se, dado ¢ > 0,
existe ng € N tal que, se n > ng entdo d(z,, Tnip) < €.
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Proposicao 1.14. Dada uma sequéncia {x, }neny num espago métrico M, ela
satisfaz as sequintes propriedades:

(1) toda sequéncia convergente é de Cauchy;
(2) toda sequéncia de Cauchy € limitada;

(3) uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente €
convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia);

(4) toda aplicagao uniformemente continua transforma sequéncias de Cauchy
em sequéencias de Cauchy.

Demonstragao. Ver Capitulo 7, Proposicoes 1, 2, 3 e 4, em [Lim05]. ]

Definicao 1.15. O espaco métrico M € dito espaco métrico completo quando
toda sequéncia de Cauchy em M € convergente em M.

Em particular, quando M ¢ espago vetorial normado completo com a
métrica induzida pela norma, dizemos que M é Espaco de Banach. A reta
inspirou este conceito, pois é um dos exemplos mais béasicos de espaco métrico
completo. Entretanto, o espaco QQ, dos ntimeros racionais, nao ¢ completo.
Apesar disso, uma boa parte de subconjuntos de espagos métricos completos
é completa, os subconjuntos fechados.

Proposicao 1.16. Um subespaco fechado de um espago métrico completo é

completo. Reciprocamente, um subespaco completo de qualquer espaco métrico
€ fechado.

Demonstracao. Ver Capitulo 7, Proposicao 6, em [Lim05]. O

Queremos estudar quando o produto cartesiano M x N é completo, a
proposicao a seguir elucida este fato.

Proposicao 1.17. O produto cartesiano M x N ¢é completo se, e somente se
M e N sao completos.

Demonstragao. Ver Capitulo 7, Proposicao 7, em [Lim05]. ]

Corolario 1.18. M; x ... x M, € completo se, e somente se, M, ..., M,
sao completos.

Por fim, o corolario acima pode ser estendido para um produto cartesiano
infinito enumeravel.

Proposicao 1.19. O produto cartesiano M = [[;2, M; é completo se, e
somente se, cada um dos fatores {M;}ien € completo.
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Demonstragao. Ver Capitulo 7, Proposicao 7%, em [Lim05]. ]

Sejam M espago métrico, X um conjunto e o : X — M uma aplicagao. O
conjunto das aplicacoes f : X — M tais que

d(f, ) = supd(f(z),a(z)) < o0,

zeX

com a métrica da convergéncia uniforme, é denotado por B,(X;M). A
completude destes espagos também é de nosso interesse, que é o conteido da
proposigao a seguir.

Proposicao 1.20. Se o espago métrico M é completo entiao B, (X; M) é
completo, sejam quais forem X e a: X — M.

Demonstragao. Ver Capitulo 7, Proposicao 8, em [Lim05]. ]
Com isso, chegamos ao resultado desejado para a(x) =0e N =R.

Corolario 1.21. Sejam M, N espacos métricos. Se N é completo entdao, para
toda aplicagio o : M — N, o espago métrico C(M; N) é completo.

1.1.5 Espacos Métricos Compactos

Outro conceito importante é o de Espaco Métrico Compacto, relembra-
remos tépicos pontuais nesta subsecao para o desenvolvimento da nossa
teoria.

Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Uma cobertura de X é
uma familia C = (C)\)aer de subconjuntos de M tal que X C UyerCy. Segue
que para qualquer x € X, este ponto esta contido em algum C, com A € L.

Se existe um subconjunto L' C L tal que, para cada = € X, ainda se
pode obter A € L' com = € Cy, isto é, X C Uyer/ Oy, entao a subfamilia
C' = (Cy) rer/ chama-se uma subcobertura de C. Quando L' é subconjunto
préprio de L, C' diz-se um subcobertura prépria de C.

Uma cobertura X C Uy Ay é dita aberta quando cada conjunto Ay,
A € L, é aberto em M. A cobertura X C Uy ,C) é dita finita quando L é
um conjunto finito.

Um espaco métrico M ¢ dito compacto quando toda cobertura aberta
possui uma subcobertura finita. J4 um subconjunto K de um espac¢o métrico
M ¢ dito subconjunto compacto quando o subespaco métrico K é compacto.
A seguir, algumas propriedades bésicas de espagos métricos compactos.

Proposicao 1.22. Se o espaco M é compacto, os sequintes itens sao satis-
feitos:
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(1) se F C M € subconjunto fechado, entao F é compacto;
(2) M € limitado;

(8) a imagem de um conjunto compacto por uma aplicagdo continua é um
conjunto compacto;

(4) toda fung¢do real continua de M € limitada e atinge seus extremos
(mdzimo e minimo) em pontos de M.

Demonstracao. Ver Capitulo 8, Proposigoes 1-4, em [LimO05]. H

Outra caracterizacao de espago métrico compacto é a nocao de conjunto
totalmente limitado, um espaco métrico M é dito totalmente limitado quando,
dado € > 0, existe uma decomposicao M = U} ;X;, onde X; é uma bola
centrada em x;, x; € M, com raio €. Com isso, a caracterizacdo de um espaco
métrico ser compacto é dada na proposicao abaixo.

Proposicao 1.23. As sequintes afirmagoes a respeito de um espag¢o métrico
M sao equivalentes:

(1) M é compacto;
(2) todo subcongunto infinito de M possui um ponto de acumula¢ao;
(3) toda sequéncia em M possui uma subsequéncia convergente;

(4) M é completo e totalmente limitado.

Demonstracao. Ver Capitulo 8, Proposicao 7, em [LimO05]. O]

Assim, podemos enunciar o resultado principal desta subsecao, o Teorema
de Cantor-Tychonov, cuja demonstracao estd em [Lim05].

Teorema 1.24 (Teorema de Cantor-Tychonov). O produto cartesiano M =
[1:2, M; é compacto se, e somente se, cada fator M; (i =1,2,...,n,...) é
compacto.

Demonstragao. Ver Capitulo 8, Proposi¢ao 8bis em [Lim05].
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1.1.6 Equicontinuidade

Queremos investigar a compacidade de subconjuntos de C(M, N), com M
compacto. Um subconjunto X deste espago pode ser limitado e fechado sem
ser compacto. Assim, para que um subconjunto limitado X C C'(M) tenha
fecho compacto, X deve ser equicontinuo. A seguir, definimos este conceito
de equicontinuidade e exibiremos um contraexemplo quando esta condicao
nao ¢é satisfeita.

Definicao 1.25. Sejam M, N espagos métricos e E um conjunto de aplicacoes
f:M — N. O conjunto E diz-se equicontinuo no ponto a € M quando, para
todo € > 0, existe § > 0 tal que d(x,a) < d em M implique d(f(x), f(a)) < e,
seja qual for f € E.

Exemplo 1.26. Os elementos da bola unitdria fechada D C C([0,1]) sdo as
fungées continuas f : [0,1] — R tais que |f(x)| < 1 para todo x € [0,1]. D,
embora limitado e fechado, nao é compacto porque o espaco vetorial normado
C([0,1]) tem dimensdo infinita. De fato, defina uma sequéncia de fungoes
fn 2 [0,1] = R por f,(x) = a™, estas fungies sao linearmente independentes,
paran = 1,2,.... Por outro lado, D nao ¢ compacto, pois considerando a
sequéncia de fungoes continuas g, : [0,1] — R, definidas por g,(x) = 0 se
0<z<1/(n+1), go(x) =1sel/n <z <1 eg,(x) linear, do tipo ax + b
se 1/(n+1) <x < 1/n. Disto, seque que g,(x) = n(n+ 1)z —n no dltimo
intervalo. Entao ||gm — gnlloc = 1 se m #n e ||gnlloc = 1 para todo n. Logo
D nao € compacto.

Observacao 1.27. Um conjunto E de aplicacoes f : M — N chama-se
equicontinuo quando € equicontinuo em todos os pontos de M.

Exemplo 1.28. A sequéncia de fungoes f, : R — R, f,(z) = x/n € equicon-
tinua.

Exemplo 1.29. Se uma sequéncia equicontinua de aplicagoes f, : M — N
converge pontualmente para f : M — N entdo o conjunto {f, fi,..., fu,---}
¢ equicontinuo. De fato, dados a € M e e > 0 existe 0 > 0 tal que d(x,a) <
0 = d(fn(x), fu(a)) < e para todo n € N e portanto d(f(x), f(a)) <e. Em
particular, f € continua.

O resultado principal desta subsecao é o Teorema de Arzela-Ascoli, que
serd enunciado apos a definicao de conjunto relativamente compacto.

Definicao 1.30. Um subconjunto X de um espaco métrico M € dito relati-
vamente compacto quando seu fecho X € compacto. Isto significa que toda
sequéncia de pontos x, € X possut uma subsequéncia convergente em M.



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 18

Teorema 1.31 (Teorema de Arzela-Ascoli). Seja E um conjunto de aplicagoes
continuas f : K — N, onde K € compacto. A fim de que E C C(K;N) seja
relativamente compacto, é necessdrio e suficiente que:

(1) E seja equicontinuo;

(2) para cada x € K, o conjunto E(x) = {f(z); f € E} seja relativamente
compacto em N.

Demonstragao. Ver Capitulo 8, Proposi¢ao 16 em [Lim05]. O

1.1.7 Teorema de Stone-Weierstrass

Seja K um espago métrico compacto. O conjunto C'(K), das fungoes
reais continuas f : K — R, é um espaco vetorial cuja norma é dada por
I flloo = sup{|f(z)];x € K}. Além disso, C'(K) possui um produto bem
definido. Dadas duas fungoes f, g € C(K), seu produto é a fungao f-g € C(K),
definido por (f - g)(x) = f(z) - g(z), para todo z € K. Esta multiplicagdo
é comutativa, associativa, distributiva com respeito a adicao e a funcao
constante 1 é seu elemento neutro.

Um subconjunto A C C'(K) é dito uma &lgebra de fungoes reais continuas,
ou uma subélgebra de C'(K') quando é um subespago vetorial e f, g € A =
f-g € A. Exemplos de subdlgebras de C'(K) sao o conjunto {0} formada
pela funcdo identicamente nula e C'(K). O conjunto das fungoes constantes,
também ¢é dlgebra de fungoes reais continuas. Quando K = [a, b], o conjunto
dos polindémios p : [a,b] — R e as fungoes derivaveis f : [a,b] — R sao
subdlgebras de C([a, b]).

Dizemos que m subconjunto A C C'(K) separa pontos se para cada par
x,y € K, existe uma funcao f € A tal que f(z) # f(y).

Finalmente, enunciaremos a seguir o teorema que da nome a esta subsecao,
o Teorema de Stone-Weierestrass.

Teorema 1.32 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sejam K um espago métrico
compacto e A C C(K) uma dlgebra de fungdes continuas que contém as
constantes e separa pontos. Entio A = C(K), isto é, toda funcdo continua
[+ K — R pode ser uniformemente aproximada por funcoes pertencentes a

A.

Demonstragao. Ver Capitulo 8, Se¢ao 11, em [Lim05]. ]
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1.1.8 Funcgoes a-Holder e Walters continuas

A aplicacao que nos interessa deste teorema é mostrar que o espaco das
funcoes a-Holder continuas é denso no espaco das funcoes continuas quando o
espago M é compacto, sob a norma da convergencia uniforme. O conjunto das
fungoes a- Holder continuas foi definido no Exemplo A seguir, definiremos
a constante de Holder.

Definigao 1.33 (Constante de Hoélder). Dado o € (0,1), a constante de
Hélder de uma funcgao f a-Hélder continua € dada por:

Hol,(f) = sup —lf(x) — ) < 400

z,yeM,x#y d(.%', y)a

O conjunto de todas as funcoes reais a-Holder continuas sera denotada
por C*(K,R) = C*(K). Neste espago, iremos adotar a norma || f||,, definida
para cada f € C*(K) por

[flla = [[flls + Hola(f)-

Para mostramos o resultado de interesse, devemos mostrar que (C*(K), || -
|la) € espaco de Banach. Mas para chegarmos a este resultado, precisamos do
conceito de fungoes uniformemente equicontinuas.

Um conjunto E de aplicagoes f : K — N diz-se uniformemente equicon-
tinuo quando, para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que d(x,y) < § em K
implicar d(f(x), f(y)) < € para toda f € E.

Lema 1.34. Se K ¢ espaco métrico compacto, todo conjunto equicontinuo de
aplicacoes f : K — N € uniformemente equicontinuo.

Demonstragao. Ver Capitulo 8, Proposicao 15 em [Lim05]. O

Proposigao 1.35. O conjunto N = {f € C*(K) : ||flla < 1} € compacto
com respeito a norma da convergéncia uniforme.

Demonstra¢ao. Primeiramente, N é um conjunto || - ||«-fechado, pois se f é
a-Holder continua entao || f||oo < || f]|o € como a norma é uma fungao continua,
segue o resultado.

Mostraremos que N é pré-compacto. De fato, dados ¢ > 0, f € N e
x,y € M quaisquer, temos

|f(z) = f(y)| < Hola(f)d(x,y)*
< ([[flloo + Hola(f))d(2, y)*
< d(z,y)".
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Tomando § = e= na desigualdade acima, temos que a familia NV é equicontinua.
Pelo Lema o conjunto N é uniformemente equicontinuo. Além disso, o
conjunto E(x) = {f(x), f € N} esta contido em [—1, 1] e, portanto, tem fecho
compacto. Assim, o Teorema de Arzela-Ascoli pode ser aplicado e nos fornecer
a pré-compacidade de N. Como N é fechado, este também é compacto. [

Corolario 1.36. C*(K) € espago de Banach

Demonstragao. Note que a aplicagdo Fj : C'(K) — C(K) definida por f +—
Bf, 5 € R é continua para qualquer 5. Assim, F(N) é | - ||so-compacto. Seja
(fn)nen sequéncia de Cauchy em C*(K), entao esta sequéncia é limitada e
estd contida em algum Fp,(N). Da compacidade deste conjunto, segue o
resultado. O]

Teorema 1.37. Se K ¢ espaco métrico compacto, entao C*(K) é uniforme-
mente denso em C(K). Ou seja,

oo ()™ = o).

Demonstracdo. Se d é uma métrica em K, d*, com 0 < a < 1, também é uma
métrica em K. De fato, as condicoes D1, D2, D3 sao imediatamente satisfeitas,
s6 faltando mostrar a desigualdade triangular. Como f(z) = 2? é crescente
para todo 5 > 0, em particular para nosso intervalo de interesse, basta mostrar
que (a +b)* < a® + b* para quaisquer a,b > 0, ou equivalentemente que,

~\a+b a+b)

Como 0 < a < 1, temos que

a \° a b \“ b
> e > .
a+b “a+b a+b “a+b

Portanto, somando as duas desigualdades acima obtemos o que se queria.
Sendo assim, reduzimos a classe de fungoes para as Lipschitzianas, no sentido
de mostrar a densidade em C(K'). Denote tal classe por Lip(K), esta contém
a familia das fung¢oes constantes, se, além disso, mostrarmos que separa
pontos entao o teorema segue do Teorema de Stone-Weierstrass. Para ver
que Lip(K') separa pontos vamos usar o fato de que a métrica dx é Lipschitz.
Sejam zg,y9 € K, distintos, e considere a funcao f : K — R dada por
fy) = di(z0,y), temos f(yo) > 0= f(xg) e esta fun¢do é Lipschitziana. De
fato,

|f(y) — f(2)] = |dx (y, 70) — d (w0, 7)| < di(z,y).

Temos o que queriamos. O
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Outra classe de funcoes que nos interessa neste texto é a classe da funcgoes
continuas sobre €2 = K, com K espaco métrico compacto, que satisfazem
a condigado de Walters, sua notacao é dada por W (€2, o), onde o denota
o operador shift a esquerda (ver Definigao e a definicao formal dessa
condicao ¢é dada abaixo:

Definigao 1.38 (Espaco Walters). Uma fungdo continua f : Q — R satisfaz
a condicao de Walters se

sup sup |S,(f)(ax) — S,(f)(ay)| = 0, quando do(z,y) — 0,  (1.1)

n>1 acKn

onde S,f(x) = 7= f(o*(x)) e K™ denota o produto cartesiano de K n
vezes. O conjunto de todas tais fungoes é denotado por W(Q,0) = W(Q) e é
chamado Classe de Walters.

1.2 Teoria da Medida

Falaremos brevemente sobre alguns conceitos de teoria da medida e pro-
babilidade aos quais serao essenciais no desenvolvimento do nosso trabalho.
Para ver estes resultados com maior detalhe, veja, por exemplo, [Ash00],
[Bar95] e [Fol99).

1.2.1 Espacos Mensuraveis

Definicao 1.39 (sigma-dlgebra). Uma cole¢cao F de subconjuntos de 3 €
dita sigma-dlgebra em Y se satisfaz:

(S1) X e € 7,
(S2) Se A € .F, entao A® também estd;
(S3) Se (An)nen € uma sequéncia de elementos de F, entio UpenA, € F.

Exemplo 1.40 (sigma-algebra de Borel B(R)). Um conjunto de Borel é
qualquer conjunto em um espago topologico que pode ser formado a partir
de conjuntos abertos (ou fechados) através de operagoes, como uniao ou
intersecao contdveis, além dos conjuntos complementares. Quando o espago
topoldgico é R, considere os intervalos do tipo (a,b), a < b € R. A sigma-
dlgebra de Borel, denotada por B(R), é a menor sigma-dlgebra de subconjuntos
de R contendo todos os intervalos (a,b),a,b € R.
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Definicao 1.41 (Espago Mensurdvel). Um par ordenado (X,.%) consistindo
de um conjunto X e de uma sigma-dlgebra .F de subconjuntos de X ¢é chamado
de espaco mensurdvel. Qualquer conjunto em % €é chamado um conjunto
F -mensuravel, mas quando a sigma-dlgebra % € fixa, o conjunto serd dito
apenas mensurdvel.

Definicao 1.42 (Medida). p:.% — [0,00] é uma medida se satisfaz:

&) u(0) = 0;
b) n(A) >0, para todo A € .F;

c) Seja (Ap)nen uma colegao enumerdvel de conjuntos de F dois a dois
disjuntos. Entao u satisfaz:

1 (Ui An) = Ut w(An).
Tais conjuntos de . sdo denotados conjuntos mensurdveis.

Definigao 1.43 (Espaco sigma-finito). Dizemos que o conjunto ¥ é sigma-
finito se existe uma familia enumerdvel (Ay,)neny em F tal que ¥ = U2 A, e
(A, < oo, para todo n.

Os conjuntos A € .% com a propriedade p(A) = 0 sao ditos conjuntos
nulos. Tais conjuntos sao importantes na definicao a seguir:

Definigao 1.44. Uma condigao (igualdade, convergéncia, etc.) € vdlida quase
certamente com respeito a medida p (denotada por q.c. [u] ou simplesmente
q.c. se j € entendida) se, e somente se, existe um conjunto A F-mensurdvel,
com (A) =0, tal que a condi¢ao vale fora de B.

Tendo a nogao de espago mensuravel bem definida, enunciaremos teoremas
fundamentais que serao utilizados no decorrer do texto. Para isto, definamos
as fungoes mensuraveis.

Definigao 1.45 (Fungao mensuravel). Sejam (X1,.%1) e (X2, F2) dois espagos
mensurdveis, onde 0S espacos X1 € Yo $a0 equipados com as sigma-dalgebras
F1 e Fy. Uma funcgao g : Xy — Yo € dita mensurdvel se a pré imagem de A
sob g estd em F, para toda A € Fy, isto €,

g HA) ={x e |g(x) € A} € %, VA € F.

Agora, temos condi¢ao de definir o que é uma fungao integravel. Com
isto, fungoes que diferem apenas sobre um conjunto de medida nula podem
ser identificadas como iguais, o que nos permite gerar o espaco métrico da
classe de fungoes integréveis de ¥, denotada por L'(X).
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Definicao 1.46 (Fungao Integrével). Seja (X,.%) um espago mensurdvel.
A colegio L'(X) = LY(Z, F, 1) de fungoes integrdveis consiste de todas as
funcoes reais F-mensuraveis f definidas sobre X cuja integral do maodulo,
com respeito a medida p, € finita. Ou seja, uma fungao g : ¥ — R € dita
p-integravel em (2, %) quando

gl = / 9] dit < +oo.
>

O primeiro resultado de convergéncia para funcoes mensuraveis que iremos
expor, nao exige a integrabilidade de nenhuma das fungoes envolvidas, exige
apenas que esta sequéncia de fungoes seja nao-negativa e sera enunciado a
seguir.

Teorema 1.47 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Se (gn)nen € uma
sequéncia mondtona crescente de fungoes mensurdveis em (X, F), a valores
reais que convergem a f, entdo

/gd,u: lim /gnd,u.
n—o0

Demonstragao. Ver Teorema 4.6 em [Bar95]. O

Além desta classe de funcoes, outra classe de interesse é a das funcoes
limitadas g — q.c. sobre (3,.%#). Tal classe de fungoes é denotada por
L>(3,.7, 1) = L*(X) e é descrita da seguinte forma:

Definicao 1.48. A classe das funcoes mensurdveis sobre X2 limitadas pn — q.c.
¢ denotada por L= (X) e tem norma dada por:

llgllec = inf{B € R;|g(x)| < B g.c. sobre ¥}.

Observacgao 1.49. Se restringirmos a norma L®(X) as fungoes continuas,
tal norma coincide com a norma da convergéncia uniforme em C(X). Por isso,
neste texto, adotaremos a notagao desta norma para as func¢oes continuas.

Estamos prontos para enunciar o teorema mais importante de convergencia
para fungoes integraveis, o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.

Teorema 1.50 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Sejam
(gn)nen uma sequéncia de fungoes integrdveis as quais convergem quase cer-
tamente a uma fung¢ao mensurdvel a valores reais g e 1 uma medida sobre
(X, .F). Se existir uma fung¢ao p-integravel h tal que |g,| < h para todo n,
entao g € integravel e

/g dp = lim /gn d. (1.2)
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Demonstragao. Ver Teorema 5.6 em [Bar95]. O

Outro resultado que sera usado no decorrer do texto é o Teorema de
Fubini-Tonelli cujo contetido é descrito a seguir.

Teorema 1.51 (Teorema de Fubini-Tonelli). Suponha que (X1, %1, 11) e
(39, Fa, pi2) sao espagos de medida sigma-finitos.

a) [Tonelli] Se f € L(X1 x ¥3) € uma fungao positiva, entao as fungoes
x) = [ fodps e h(y) = [ f¥duy estao em L(Xy) e L(X,), respectiva-
mente, sao positivas e

[ <) = /Uf:vy dpaly >]dm< )
=/ Uf(x,y) dm(w)} dpz(y)-

b) [Fubini] Se f € L'(uy X po), entao f, € L'(us) para x € Xy —q.c., fY €
LY (py) para y E Yo —q.c.. Além disso, as fungoes definidas q.c. g(x) =
[ fedus e h(zx ffyd,ug estio em Ll(ul) e L' (us), respectivamente e
a igualdade acima € valida.

Onde f, e fY denotam f com x ey fizos, respectivamente.

Demonstragao. Ver Teorema 2.37 em [Fol99). O

Trabalharemos com um produto de uma familia enumeravel de espagos de
medida. Precisamos definir um conceito muito importante para tais espacos,
o conceito de cilindro. Sejam (%;, F;, it;)ien espagos de probabilidade para
todo ¢ € N. Considere o produto cartesiano

> = HEZ = {(xi)ieN X € EZ}
ieN
Denotamos por cilindros de ¥ os subconjuntos da forma
[m; Ay, Anl = {(i)ien : 7 € B param < j < n}

comm € N, n>me A; € ¥, para m < j < n. Definimos a sigma-élgebra
produto em Y sendo a sigma-algebra .# gerada pela familia de todos os
cilindros. Por fim, enunciaremos o seguinte resultado:

Teorema 1.52. Eriste uma tinica medida i em (3,.%) tal que
para qualquer cilindro [m; Ap,, ..., A, Em particular, p é uma probabilidade.

Demonstragao. Ver Teorema 0.2.13 em [VO14]. O
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1.2.2 Variavel Aleatoria

Intuitivamente, uma variavel aleatéria X é uma quantidade que é medida
em conexao com um experimento aleatorio. Dada uma variavel aleatoria
X sobre um espago de probabilidade (3,.%, P), queremos saber a proba-
bilidade de eventos envolvendo X. Por exemplo, a probabilidade que em
uma performance dada do experimento, o valor de X pertenca a B, onde B
é um conjunto de nuimeros reais. Em particular, estamos interessados em
P{w:a < X(w) < b} para todos a, b reais. Logo . deve conter conjuntos da
forma X ~!(a,b], e portanto todos os conjuntos X ~'(B), B um conjunto de
Borel em R.

Definicao 1.53 (Variavel aleatéria). Uma varidvel aleatoria X sobre um
espago de probabilidade (X,.%, P) € uma fungdo Borel mensurdvel de Q0 a R

Se X é uma variavel aleatéria sobre (X,.%#, P) a medida de probabilidade
induzida por X é a medida de probabilidade Py sobre B(R) dada por

Px(B) = P{w: X(w) € B}, B € B(R)

Tais nimeros caracterizam a variavel aleatéria X no sentido que eles
fornecem as probabilidades de todos os eventos envolvendo X.

Tendo bem definido o conceito de variavel aleatoria, podemos falar sobre
a esperanca de X, um conceito fundamental na Teoria da probabilidade.

Definigao 1.54. Se X ¢ uma varidvel aleatdria sobre (X,.%, P), a esperanca
de X ¢ definida por

MM:LXﬂz

se a integral existir.
O conjunto de todas as medidas de probabilidade sobre (3,.%) serd

denotado por . (X).

1.2.3 Teorema de Radon-Nikodym e Esperanca Condicio-
nal

Suponha que A é uma medida com sinal e ;¢ é uma medida positiva sobre
(X3, .#). Dizemos que A é absolutamente continua com respeito a u escrevemos

AL
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se AM(E) = 0 para todo E € .# tal que u(E) = 0. Por outro lado, se p é
uma medida e f é uma funcao u-integravel estendida, a medida com sinal
A definida por A(E) = [, fdp claramente é absolutamente continua com
respeito a p e é finita se, e somente se f € L'(u). A seguir, o teorema principal
desta subsecao, o que nos da uma completa estruturacao de uma medida com
sinal relativa a uma medida positiva dada, O Teorema de Radon-Nikodym.

Teorema 1.55 (Teorema de Radon-Nikodym). Seja p uma medida sigma-
finita e A uma medida com sinal sobre a sigma-dlgebra . de subconjuntos de
Y. Assuma que \ € absolutamente continua com respeito a . Entdo existe
uma funcdo Borel mensurdvel g : ¥ — R tal que

)\(A)—/gdu V Ae 7.
A

Se h € outra funcao deste tipo, entao g =h pu — q.c.
Demonstragao. Ver Teorema 2.2.1 de [Ash00]. O

Este teorema nos permite abordar um dos tépicos mais importantes da
teoria da probabilidade, a Esperanca condicional.

De maneira intuitiva, podemos desenvolver o “teorema da esperanga total”
da seguinte forma. A probabilidade de X estar perto de x é dPx(x), dado que
X =z, o valor médio de Y é que estamos procurando, denotado, E(Y'|X = z).
E razoavel esperar que a esperanca total possa ser da forma:

B(Y) = / E(Y|X = 2) dPx(x).
R
Para desenvolvermos mais este resultado, trocamos Y por Y Iixca;, onde
A € B(R). Se x € A, esperamos que E(Yixca|X = 2) = E(Y|X = ),
pois X(w) = = € A implica I{xca}(w) = 1. Se v ¢ A, esperamos que

E(YIixea|X =) =0. Trocando Y por Y I xc 4} na versao acima do teorema
da esperanca total, obtemos

E(YI{XEA}) :/E(Y]{XEA}|X = :E) dPX(I)
R

ou
/ Y dP = / E(Y|X = z)dPx ().
(XA} A

Temos a esperanga condicional E(Y|X = z) determinada.
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Teorema 1.56. Sejam X,Y waridveis aleatdrias sobre (3, 7, P). Se E(Y)
é finita, existe uma funcao g : (R,B(R)) — (R,B(R)) tal que para cada
A € B(R),

/{XeA}Y P = /AQ(ZE) dPx(z).

Além disso, se h € outra fung¢ao desta, entio g = h Px — q.c..

Demonstracao. Seja

A(A) :/ de:/ Y dP, A € B(R).
(XeA} X-1(4)

Entao A é uma fungao sigma-aditiva sobre B(R) e é absolutamente continua
com respeito a Px, pois Px(A) = P{X € A}. Assim o resultado segue do
Teorema de Radon-Nikodym. [

Este resultado para variaveis aleatorias pode ser estendido a sigma-algebras,
o que nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 1.57. Seja Y uma varidvel aleatoria estendida sobre (X,.%, P), ./
uma sub-sigma-dalgebra de F. Assuma que E(Y') exista. Entdo existe uma

fungio E(Y|.#) : (,.7) — (R,B(R)), chamada a esperanca condicional de
Y dada .7, tal que

/YdP:/E(YLV)dP para cada C € 7.
c c

Quaisquer duas funcgoes deste tipo coincidem P — q.c.
Demonstragao. Ver Teorema 5.4.3. em [Ash00]. O

A esperanca condicional tem diversas propriedades, condensaremos as que
iremos usar neste texto em um teorema com diversos itens, enunciado com
relagao as sigma-algebras. Em todos os casos abaixo, Y, Z,Y],Ys, ..., sao
variaveis aleatérias para os niimeros reais estendidos.

Teorema 1.58. A esperanca condicional dada uma sigma-dlgebra satisfaz as
sequintes propriedades:

(E1) se Y é uma constante k quase certamente, entao E|Y|S] =k q.c.;
(E2) se Y1 <Y, q.c., entio E[Y1|.7] < EYs2|-] q.c.;
(E3) |EY 7] < E[)Y]|.7] g.c.;
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(E4) se a,b e R, eaE[Y,]+ bE[Ys] € bem definida (ndo é da forma oo — 00),
entao

ElaY) + Y5 | = aE[Y1|-L] + bE[Ys2|-S] q.c.

(E5) se'Y, >0 para todon eY, 1Y q.c., entio E[Y,|Z] 1 E[Y|¥] q.c.

(E6) se todas as Y, >0, entdo

Sy
n=1

(E7) EE[Y|S]] = E[Y]. Assim seY ¢ integrdvel, E[Y|.] também o é;

E

= Z EY,|<] q.c.
n=1

(E8) E[Y|{0,Q}] = E[Y] q.c.
(E9) se S C 7, entdo
EE)Y|A]|#] = E[Y|#] = E[E]Y|A]|4] q.c.

(E10) Se Z é . -mensurdvel e ambasY eY Z sdo integrdveis, entao E|Y Z|.7 |
ZE|Y|S] q.c. Em particular, E|Z|.] = Z q.c.

Demonstragao. Ver Secao 5.5 de [Ash00]. O
Observacao 1.59.

(0O1) As propriedades de esperanc¢a condicional podem ser vistas como as da
esperanga ordindria, basta tomar a sigma-dlgebra como em (ES8);

(02) Em (E10), a mesma propriedade vale se considerarmos fungoes g .-
mensurduveis.

1.2.4 Martingales

A Teoria de Martingales tem suas raizes nos jogos de azar, e é comumente
utilizada para interpretar resultados em termos de uma situacao de aposta.
Por exemplo, se X1,...,X,, é uma sequéncia de variaveis aleatérias, podemos
interpretar a variavel aleatéria X,, como o total de vitérias apds n rodadas
em uma sucessao de jogos. Dado que o jogador sobreviveu a estas n jogadas,
nossa fortuna esperada ap6s a n + 1-ésima jogada é (X, 1]|X1,...,X,). Se
este € igual a X,,, o jogo ¢ justo, pois o ganho esperado na n + 1-ésima jogada
¢ B( X1 — Xol Xy, 0, X)) =X, — X, =0.

Faremos uma breve introducao a sequéncia de variaveis aleatorias deste
tipo cujos resultados tem significancia além dos jogos de azar.
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Definigao 1.60. Seja (X, .F, P) um espaco de probabilidade, { X1, Xs,...}
uma sequéncia de varidveis aleatorias integrdveis sobre (X, #,P), e F; C
Fo C ... uma sequéncia crescente de sub-sigma-dlgebras de .F# com X, F,-
mensurdvel. A sequéncia {X,} é dita ser uma martingale relativa a %, se, e
somente se, para todon =1,2,..., E[X,1|-%,] = X, q.c.

Antes de darmos enfoque as fungoes convexas, que estao na Subsecao[1.4.2
iremos enunciar um resultado bem ttil que usa tais fungoes, a desigualdade
de Jensen.

Teorema 1.61 (Desigualdade de Jensen). Seja g uma fungdo conveza de I a
R, onde I € um intervalo aberto em R, limitado ou ndo. Seja X uma varidvel
aleatoria sobre (¥,.%, P), com X(w) € I para todo w. Assuma E(X) finito.
Se H € uma sub-sigma-dlgebra de ¥, entao Elg(X)|H] > g[E[X|H]] ¢.c. Em
particular, E[g(X)] > g[E(X)].

Antes de chegarmos ao tépico final da secao de Martingales, que sao os
teoremas de convergéncia, vamos falar sobre Integrabilidade uniforme;

Definicao 1.62. Sejam g1, go, . . . funcdes reais ou complexas Borel mensurd-
veis sobre o espago mensurdvel (3,.%,u), u medida finita. As g, sao ditas
uniformemente integraveis se

/ lgn| dpp — 0, quando ¢ — oo

{lgn|=c}

uniformemente em n.(Podemos considerar o conjunto de indices nao-enumerdvel
para a familia de func¢oes acima,).

Dentre varios resultados de convergéncia para Martingales, o teorema que
serd usado no nosso texto serd enunciado a seguir

Teorema 1.63. {X,,} € uma martingale uniformemente integrdavel se, e
somente se, existe uma varidvel aleatéria integravel Y tal que X,, = E[Y |.#,],
n = 1,2,...; neste caso, X, — E[Y|Z,] qc. e em L', onde Z,, é a
sigma-adlgebra gerada por US| F,.

Demonstracao. Ver Teorema 6.6.2 em [Ash00]. O

1.3 Topologia Fraca e Fraca-x

Seja X um conjunto arbitrario e (Y;);e; uma colegao de espagos topolégicos.
Dada uma colecao de aplicagoes (¢;)ies tais que para cada i € I, ¢ é uma
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aplicacao de X para Y;. Queremos construir uma topologia sobre X a qual as
aplicagoes (;)ies sao continuas. Além disso, encontrar uma topologia ¥ que
¢ a mais economica no sentido de ter o niimero minimo de conjuntos abertos.
Se A; C Y; é um conjunto aberto qualquer, entdo ¢; *(4;) deve ser um
conjunto aberto em ¥. Considerando todos os conjuntos abertos A; em Y; e
fazendo ¢ percorrer através do conjunto de indices I, obtemos uma familia
de subconjuntos de X, onde cada familia deve ser aberta na topologia ¥.
Denotaremos essa familia por (Uy) ea. Queremos a topologia mais grosseira
T, sobre X, a qual U, é aberto para todo A € A, onde A que é associada ao
conjunto (¢;)ies. A seguir, definiremos as topologias fraca e fraca-* sobre um
espago de Banach E. Para uma abordagem mais detalhada, veja [Brell].
Seja E um Espaco de Banach e seja f € E*, onde E* denota o dual
topolégico do conjunto E. Denotamos por ¢ : E — R o funcional linear
¢¢(z) = f(z). Considerando todas as funcoes f em E*, obtemos uma colecao
(¢f)rep- de aplicacoes de E para R. Iremos ignorar a topologia induzida pela
norma sobre E e definamos uma nova topologia sobre o conjunto E a seguir:

Definigao 1.64. A topologia fraca o(E, E*) sobre E € a topologia mais
grosseira associada a familia (pyf)rep« dos funcionais lineares que as torna
continuas, onde

pr(x) = flx) = (f,2). (1.3)

e E* denota o espaco de todos os funcionais lineares reais continuos sobre E
(onde X = E,Y; =R, para cada i e I = E*).

Dizemos que x,, converge a x na topologia fraca se para todo f em E*,
(f,xn) — (f,z). (Notagado x,, — ).

Mas nossas observacoes serao focadas na topologia fraca-*, pois iremos
usar dois teoremas de representacao neste texto que usam a topologia fraca-x.
Para todo z € E considere o funcional linear ¢, : E* — R definido por
f = w.(f) = f(x). Considerando todos os pontos x € FE, obtemos uma
colecao (pz)zcr de aplicagoes de E* para R, que nos dd uma outra topologia
mais grosseira de interesse, a topologia fraca-* definida a seguir

Defini¢ao 1.65. A topologia fraca-+ o(E*, E) sobre E € a topologia mais
grosseira associada a familia (¢.)zcp dos funcionais lineares sobre E* que as
torna continuas (com X = E*, Y; =R, para cada i e [ = E), com

©u(f) = f(x).

Dizemos que f, converge a f na topologia fraca-* se para todo z em F,
(fn;x) = (f, 7). (Notagao z, — x).
Vamos enunciar os dois resultados importantes de interesse:
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Proposigao 1.66. Seja ¢ : E* — R um funcional linear que € continuo com
respeito a topologia fraca-x. Entdo existe algum xo € E tal que

()O(f>:<fax()>v vaE*
Demonstracao. Ver Proposigao 3.14 em [Brell]. O

Considere o espaco métrico compacto K com sua sigma-algebra de Borel
K e C(K). Se p é uma medida finita sobre (K,K), entdo a expressao
ou(f) = [ fdp, [ € C(K), define um funcional sobre C(K). Além disso, ¢,
é funcional linear positivo, ¢, (f) > 0 para todo f € C(K) tal que f(x) >0
para todo z € K. Tomando a norma da convergéncia uniforme em C(K),
temos que ¢, é um funcional linear continuo sobre C'(K).

Teorema 1.67 (Teorema de representacao de Riesz sobre C(K)). Seja K
um espaco métrico compacto. Se g é um funcional linear positivo sobre
C(K), entao existe uma unica medida finita p sobre (K, K) tal que para toda

fe ),
a(f) = /K fdu.

Além disso, a medida pu € regular. Ou seja,
w(A) = inf{u(G) : A C G,G aberto} = sup{u(F): FF C A, F fechado}, A € K.

Demonstragao. Para a prova, veja o Apéndice 4 em [BW16]. ]

1.4 Conjuntos Convexos

A abordagem nesta secao segue a referéncia [ET76].
Seja V um espago vetorial sobre R. Se x e y sao dois pontos de V', z e y
sao chamados os pontos finais do segmento de reta denotado por [z,y], onde

[yl ={Az+ (1= Ny[0< A< 1}

Um conjunto C' C V ¢ dito convexo se, e somente se para todo par de
elementos (z,y) de C, seu segmento [z, y| esta contido em V. Generalizando,
C' e convexo se, e somente se para todo subconjunto finito de elementos
x1,...,x, de C, e para toda familia de ntimeros reais positivos Ay,..., \,
com soma unitaria, temos

i )\uz € C
i=1
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Seja C' um subconjunto qualquer de V', a interse¢ao de todos os conjuntos
contendo C' é um conjunto convexo, chamado de envoltéria convexa de C' e
denotado por co(C'), que sdo todas as combinages convexas de C' e é o menor
conjunto convexo que o contém. Os elementos desta envoltéria sao dados por

co(C) = {Z)\iuimEN,Z)\i:1,)\20,%60,1Sign}.

i=1 =1

Seja H um hiperplano com equagao f(z) = ¢, com f um funcional linear
nao nulo sobre V e ¢ € R. Os conjuntos

{z eV|f(x) <cl}, {z e V| f(x) >c},
{fzeV|f(x)<ch, {zeV|f(z)>ch

sao chamados, respectivamente, semiespacos abertos e fechados limitados por
‘H. Estes sao dois conjuntos convexos os quais dependem apenas de H, e nao
de f e c escolhidos para esta equacao.

1.4.1 Separacao de Conjuntos Convexos

Relembre que um espaco vetorial topolégico é definido como um espago
vetorial V' equipado com uma topologia para o qual as operagoes de soma e
multiplicacao por escalar sao continuas. Tal topologia tera como base a base
de vizinhancas abertas que é definida a seguir:

Definigao 1.68. Se x € V, entao uma base de vizinhancas (abertas) B, para
x € uma colecao de subconjuntos de X satisfazendo:

(a) Cada B € B, é aberto e, além disso, € uma vizinhanga de x. Ou seja,
x € int(B);

(b) se U € aberto, e v € U, entdo existe B € A, tal que B C U.

Um espago vetorial deste é dito localmente convexo se a origem possui
um sistema fundamental de vizinhancas convexas. Além disso, tal espaco
¢ Hausdorff se pontos distintos possuem vizinhancas distintas. Queremos
caracterizar o sistema fundamental de vizinhancgas. Para isso, precisamos de
dois conceitos: O conceito de conjunto balanceado e o conceito de conjunto
absorvente.

Definicao 1.69. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Um subconjunto B C 'V
¢ dito balanceado se para todos x € B, ¢ € R, com |c| < 1, temos cx € B.
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Definigao 1.70. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Um subconjunto B C 'V
€ dito absorvente se, para todo x € V', existe ty > 0 tal que x € cB sempre
que |c| > to.

Finalmente, especificaremos quando temos uma base de vizinhancas na
origem. E o contetddo do préximo teorema.

Teorema 1.71. Seja V' um espacgo vetorial sobre R e seja By uma familia
nao vazia de conjuntos convezos, balanceados e absorventes que satisfazem as
duas condigoes:

(a) se B € %y, entio 1B € %,.
(b) se By, By € %y, entdo IB3 C KBy com By C By N Bs.

Entao %y € uma base na origem para uma (unica) topologia em V', tornando

V' em um espaco localmente convexo. Este espaco € Hausdorff se, e somente
se, NAy = {0}.

Demonstragao. Ver Teorema 3.2 em |Osb14]. O

Para espacos vetoriais normados, ¢ suficiente tomar o conjunto de vizi-
nhancgas formada por bolas centradas sobre a origem.

Agora, seja V' um espaco vetorial topolégico e H um hiperplano afim com
equagao g(z) = ¢, onde g é um funcional linear nao nulo sobre V e ¢ € R.
Pode ser mostrado que o conjunto H é topologicamente fechado se, e somente
se, a funcao g é continua.

Um hiperplano afim H separa dois conjuntos C; e (5 se cada um dos
semiespacos limitados por H contém um dos conjuntos. Analiticamente, se
g(x) = ¢ é a equagao de H, entao

g(l') SC, VfEECl, g(y) anvyECZ-
Quando a separacao é estrita, temos
g(x) <c, Ve ey, gly)>c,Vye .

Relembraremos o teorema de Hahn-Banach na sua forma geométrica, e
suas consequencias para a separacao de conjuntos convexos.

Teorema 1.72 (Teorema de Hahn-Banach). Seja V' um espago vetorial
topoldgico, C um conjunto aberto ndao vazio e S um subespaco afim nao vazio
que nao intersecta C. Entao existe um hiperplano fechado afim H que contém
S e que nao intersecta C.
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Demonstragao. Ver Segao 2.3 de [SchT71]. O

O corolario que sera utilizado serd enunciado a seguir

Corolario 1.73. Seja V' um espaco localmente convexo, C; e Cy espacos
converos nao vazios disjuntos com um compacto e outro fechado. Entao existe
um hiperplano afim fechado H ao qual separa estritamente C; e Cs.

Outro resultado envolvendo espagos localmente convexos sera utilizado, o
Teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonov e sera enunciado a seguir.

Teorema 1.74 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonov). Seja V' um
espaco localmente convexo de Hausdorff, C' um subconjunto convexo de V e
F:C — FE uma aplicacdo continua tal que

F(C)C K CC,
com K compacto. Entao F tem pelo menos um ponto fizo.
Demonstragao. Ver Teorema 8.2 em [AMOO1]. O

1.4.2 Funcoes Convexas

Agora, nosso enfoque é sobre um tipo particular de funcao que sera bem
util em nosso texto, as fungoes convexas. Considere V' um espago vetorial
real e considere aplicacoes de C' C V em R, isto é, valores 400 e —00 sdo
permitidos.

Definicao 1.75. Seja C um subespago convexo de Ve f uma fungao de C
em R. g € dita conveza se, para todos x e y em C' tivermos:

gAz + (1= Ay) < Ag(z) + (1 = Ng(y), VA€[0,1]

sempre que o lado direito estd definido.
Note que se ¢ : V — R é convexa, as secoes
{z]g(z) <a}e{z|g(z) <a}
também sao convexas. Agora, definamos o conceito de epigrafo.
Definicao 1.76. O epigrafo de uma funcao g : V — R éo conjunto
epi(g) = {(z,c) € V xR|g(x) < c},

que sao os pontos de V X R que estao acima do grafico de g.

Isto serd bem 1til no estudo das fungoes convexas por causa do seguinte
resultado.

Proposicao 1.77. A funcio g : V — R € convexa se, e somente se o epigrafo
€ convezo.

Demonstragao. Ver Teorema 2.1. de [ET76]. O
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1.4.3 Funcoes Semicontinuas Inferiormente

Vamos para as propriedades topoldgicas, entao V' serd um espaco lo-
calmente convexo. Uma funcao g : V — R é dita semicontinua inferior-
mente(l.s.c.) sobre V| se esta satisfaz as duas condigoes equivalentes :

Vee R, {z € V]|g(x)<c} éfechada,

Vz € V, liminfg(z) > g(7).

T—T

Naturalmente g é semicontinua superiormente(u.s.c.) se —g é l.s.c.. Por
exemplo, a fungao indicadora 14 de um conjunto A C V serd ls.c. se, e
somente se, A é fechado (ou aberto). Geralmente, podemos enunciar:

Proposicao 1.78. Uma funcio g : V — R ¢ l.s.c. se, e somente se seu
epigrafo € fechado.

Demonstragao. Proposicao 2.3 de [ET76]. O

Corolario 1.79. Toda funcio l.s.c. convexa g de V em R permanece l.s.c.
quando V' € trocada por sua topologia fraca o(V,V*).

1.4.4 T'-regularizacoes

Como de praxe, V' é um espago localmente convexo. As fung¢oes afim sobre
V' séo fungdes do tipo x +— g(x) + ¢, onde g é funcional linear continuo sobre
VeceR.

Definicdo 1.80. O conjunto das funcoes h : V. — R que sdo supremos
pontuais de uma familia de fungoes continuas afim serd denotada por T'(V).
[o(V) denota o subconjunto de g € T'(V') fora das constantes +00 e —oc.

Segue da definigao que as fungoes g € T'(V') sao convexas e l.s.c. Recipro-
camente:

Proposicao 1.81. As sequintes propriedades sdo equivalentes :
(a) g € T(V);

(b) g é uma fungio conveza l.s.c. de 'V em R e se g toma o valor —oo,
entao g € identicamente igual a —o0.

Demonstracao. Note que o supremo pontual de uma familia vazia é —oo e
que se esta familia a considerar é nao nula, g nao pode tomar o valor —oo.
Logo (a) implica (b).
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Reciprocamente, suponha que g é uma funcao convexa l.s.c. de V em
R que néo toma o valor —oco. Se ¢ é a constante +o0o, entdo é o supremo
pontual de todas as fungoes continuas afim de V em R. Se g € T'y(V), para
toda u € V' e para toda a < g(u) mostraremos que existe uma fungao afim
continua de V' em R cujos valores em u estao entre a e gu, o qual estabelece
o resultado

Temos epi(g) um conjunto convexo fechado o qual nao contém o ponto
(u,a). Podemos separar estritamente estes por um hiperplano fechado afim
H de V x R com a equacao

H={(u,a) € V xR|h(u)+ ca=d}.

Onde h é um funcional linear continuo nao-nulo sobre V', ¢ e d niimeros reais.
Portanto,

(@) + ca < d (1.4)

V(u,a) € epi(f), h(u)+ ca > d. (1.5)

Se h(u) < 400, podemos tomar v = @ e a = g(u) que nos da S(g(a—a)) > 0
quando 5 > 0. Quando (1.4]) e (1.5)) sdo divididas por 3, obtemos:

d 1
a<———h(u) <gu).
© — —h(a) < g(a)
A funcao afim continua ‘El — %h(ﬂ) responde ao problema.
Se g(u) = 400, podemos adaptar o raciocinio do caso 2 do Teorema [A| a
este problema para chegarmos ao resultado de interesse. O

1.4.5 Funcoes Polares

Sejam V' um espaco vetorial e VV* e seu espago dual, denotaremos a sua
dualidade por um pareamento bilinear denotado por (-, -), como em (L.3). Es-
tes espagcos terao como topologias a topologia fraca e fraca-*, respectivamente,
o que as torna localmente convexas e Hausdorff.

Seja ¢ uma funcdo de V em R. Se 2* € V* e ¢ € R, a funcao afim continua
u+— (x,x*) — ¢ é menor que g em todo ponto se, e somente se

Vi eV, e (na) - glx),
ou colocando a > ¢g*(z*) se definirmos

g*(z%) = sup{(z, z%) — g(u)}, (1.6)

ueV

tal igualdade nos permite definir uma funcao ¢* : V* — R.
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Definicdo 1.82. Se g : V — R, a formula @ define uma fungao de V*

em R, denotado por g*, e chamada a funcdo polar ou conjugada conveza de g.

Repetindo o processo, chegaremos a fungao bipolar g**, a qual é uma
funcao de V' em R:

97" (x) = sup {(z,2") —g"(«")}. (1.7)

z*eV*

Temos g** € T'(V), e podemos comparar g e g**, os quais sao definidos
sobre o mesmo espago, que ¢ o contetido da proposicao a seguir.

Proposicao 1.83. Seja g uma funcio de V em R. Entdo sua fungdo
bipolar g** nao ¢ nada mais que sua I'-reqularizacao. Em particular, se
gel(V), 9" =y

Demonstragao. Ver Proposigao 4.1 de [ET76]. O
Corolario 1.84. Para toda g : V — R, temos g* = g***.
Demonstragao. Ver Corolario 4.1 de [ET76]. O

Vimos que g € T'(V) se, e somente se, g** = g. Portanto, chegamos a
seguinte definicao:

Definicao 1.85. A polaridade estabelece uma bijecao entre T'(V') e I'(V*).
g eT(V) eheTl(V*) sao ditas estar em dualidade se eles se correspondem
na bijecao:
g=h" e h=g".
As constantes +00 e —oo sobre V e V* estao em dualidade. Logo g € I'y(V)

se, e somente se, g* € ['o(V*): a polaridade estabelece uma correspondéncia
biunivoca entre I'g(V) e I'o(V*).



Capitulo 2

Formalismo Termodinamico e
Teoria DLR

Neste capitulo, abordaremos resultados do Formalismo Termodinamico e
da Mecanica Estatistica que sao as ferramentas basicas de estudo do nosso
problema. O primeiro tépico a ser abordado é o Operador de Ruelle, depois
falaremos sobre as Medidas de Gibbs DLR e, por fim, falaremos sobre as
entropias que trabalharemos nesta tese.

A exposicao dos temas sera basica e caso o leitor queira uma abordagem
mais detalhada, este pode consultar, por exemplo, [LMMS15], [Geoll], [VO14],
[Wal82] e [PP90].

2.1 Operador de Ruelle

Tendo em base um espac¢o métrico compacto (K, dys) cuja métrica é dada
por:

o0

d(‘rv y) - Z zindM(xn, yn>,
n=1
onde r = (z1,%2,...) e y = (Y1,Y2,...). Pelo Teorema de Tychonov,
¢ compacto. Como o alfabeto = KM ¢ infinito, como mencionado na
introducgao, os conceitos de entropias especifica e variacional dependerao de
uma medida a priori p, que terd suporte total sobre 2. O Operador de
Ruelle também dependerd desta medida p. Por outro lado, outra ferramenta
importante é o operador shift, que também age sobre ) = K. Estes dois
operadores sao pecas chave para a conexao entre as Entropias Especifica e
Variacional.
A seguir, definimos estes operadores.

38
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Definigao 2.1 (Operador shift a esquerda). A aplicagao shift o :  — Q
definida por

o(xy, T, x3,...) = (T2, X3, Tyg, . . .). (2.1)
€ dita a aplicacao shift a esquerda.

Seja C'(2) o espaco das fungoes continuas de Q a R, e fixaremos uma
medida de probabilidade a priori p sobre B(R). Assuma que o suporte de
p é Q. Para um potencial f em C%(2), que é uma fungdo f : Q@ — R,
definimos o Operador de Transferéncia (também chamado operador de Ruelle)
L C(Q2) — C(Q) por

Z(0)(x) = / ) () dp(a),

K

onde x € Q e ax = (a,x1, T, ...) denota a pré-imagem de x com a € K.
Seja @™ um elemento de K™ tendo coordenadas a" = (an,an_1,...,a1)
e considere por a"x € € a concatenacao de a” € K" com x € €2, ou seja,
a"rv = (ap,...,a1,T1,Ts,...). No caso n = 1 escreveremos a = a' € K, e
ax = (a, 1,2, ..).
A n-ésima iteracao de £ tem a seguinte expressao

L) = [ Do) o), 22
onde S, f(a"z) = 31—y f(o*(a™x)) e dp™(a™) = [11—, dp(an_ks1)-

2.1.1 Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius

O estudo de medidas de equilibrio é um dos principais objetos de estudo
do Formalismo Termodinamico e uma das principais ferramentas deste estudo,
o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius. O problema variacional tem suas
raizes com Walters, em [Wal76], onde foi provada a existéncia de medidas
invariantes junto a unicidade do estado de equilibrio a partir do Operador de
Perron-Frobenius.

Para o nosso caso, temos como referéncia [LMMSI5|. Para uma exposigao
didatica ao leitor, provaremos o teorema quando os potenciais sao a-Holder
continuos. Quando o potencial é Walters continuo, veja [CS16].

Lema 2.2. O operador £ preserva o conjunto das funcoes a-Hélder. Ou

seja, se ¢ € C*(Q), entdo Lr(¢) € C*(Q).
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Demonstracao. Temos

Z(0) () = L&) W) _ | [ e dlax) dp(a) — [i "™ ¢lay) dp(a)]
d(z,y)* B ( y) '
Afirmamos que se ¢, f € C%(Q), entdao /¢ € C%(Q). Devemos mostrar que
e/ @) — /W)
sup ————— < 00.

xvyeﬂ7r#y d("’v? y)a

Sejam x,y € ), temos f continua, com {2 compacto. Segue que f(£2) é
conjunto compacto em R. Dai, |ef(®) — efW)| < |lef|||f(x) — f(y)| e

5@ _ of)]
d(zx,y)~

Com esta informagao, temos

/K 5@ §(az) dp(a) — /@ $(ay)| dp(a) < Hol (¢! $)p(K) = Hola(e/d)

< HefHooHOloc(f)'

e o lema esta provado. O

Lema 2.3. Defina o operador Tsy sobre C'(§2) por

T, s(8)(x) = log ( [ et dp<a>) |

Entao para cada 0 < s <1, T,y € uma contragcao uniforme.

Demonstracao.

el (az)+sd1(az) a
T (60)() — Toy (62)(0)] = [log (fK i >) ‘

fK ef(am)+sd>2(am) dp(a)

| f ef(aa:)+s¢2 azr)+sp1(ax)—sp2(ax) dp<a)
fK ef(az)+sd2(ax) dp(a)

IN

(
K

(

[, ef @) tsn(ayllon—sal~ dp(a)) ‘
)

1
Og ( fK ef(a:p +s¢2(ax) dp(a/)
log (

esllor1—d2llo fK ef (az)+sp2(ax) dp(a>
fK eflaz)+spa(az) dp(a)

= s]¢1 — 2l|oo-



CAPITULO 2. FORMALISMO TERMODINAMICO 41

Seja us o tnico ponto fixo para 7y ;. Defina

log (/ e/ (aw)Fsus(az) dp(a)) = u,(7).
K

Lema 2.4. A familia {us}o<s<1 € uma familia equicontinua de fungoes. Em
particular, é uma familia a-Hélder continua.

Demonstracao. Seja H(x,y) = us(z) — us(y). Da defini¢ao acima, temos

eus(x) :/ ef(a:IJ)Jrsus(aa:) dp(&)
K
_ / (0 +s1(0) o fa2) o) +slus(o)=law)] g ()
K
< 4:(0) {0~ (o) +slus () —us(au)]

aceK

Segue que

ets(@)—us(y) < glez}?{f(ax) — flay) + s|lus(az) — us(ay)|},

e isto implica

H(x,y) = us(x) — us(y) < max(f(ax) — f(ay) + sHy(az, ay)].

aceK

Repetindo este processo, novamente, temos
Hy(z,y) < meagi[f(ax) — flay) + srglz}gc[f(bax) — f(bax) + H,(bax, bay)])].
a S

Note que estamos tomando o maximo dentre os elementos de K, podemos
reescrever o lado direito da desigualdade acima por

max [f(ax) — f(ay) + s[f(bazx) — f(bax) + Hs(baz, bay)]].

(a,b) eK?

Procedendo por indugao e considerando 6 = (6, 61, ...) €  um elemento
arbitrario, temos
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Temos que a familia {us}se(0,1) ¢ a-Holder continua e, em particular, equicon-
tinua. Além disso, a constante de Lipschitz para tal familia ndo depende de
S. 0

Teorema 2.5. Considere a medida de probabilidade a priori p. Firado
f e C¥R), existe uma autofungao estritamente positiva o-Hélder 1y para
L C(Q) = C(Q) associada a um autovalor maximal estritamente positivo
Af. O autovalor é simples, o que significa que a autofungdo € unica (a menos
de multiplicagoes por constantes).

Demonstragao. Para cada 0 < s < 1, definimos o operador 75 sobre C(£2),
dado por

Ts.1(0)(z) = log ( /K ef (aw) tadlaz) dp(a)) .

Pelo Lema [2.3] temos 7; ;(¢)(x) uma contragao uniforme. Seja u, o tinico
ponto fixo para T s(¢)(z), entao u, satisfaz

log (/ e/ (ax)+sd(az) dp(a)) = ug(x).
K

Pelo Lema 2.4] esta familia {u,}se(0,1) de fungoes é equicontinua. Segue da
equacao acima que

—|| flloe + sminu, < ug(x) < || flloe + s max u,.

Assim, —||flloo < (1 —s)minu, < (1 —s) maxus < || f|oo, para 0 < s < 1.
A familia {u? = us—max ug }o<s<1 € equicontinua e uniformemente limitada.
Fixada uma subsequéncia s, — 1 tal que [(1 — s,,) maxug, | — k, e usando o
Teorema de Arzela-Ascoli, {u} }n>1 tem um ponto de acumulagao em C(€2),
ao qual chamaremos de wu.
Observe que para qualquer s

e’LL

f; us () —max us —(1—s) max us+us(z)—s max us

=€

_ 6—(1—s)maxus/ ef(az)-i—(sus(aCC)—smaxuS) dp(a)
K

=€

Tomando o limite de n ao infinito para a sequéncia s,,, temos que u satisfaz
) = e_k/ ef (a@)Fulaz) dp(a) = e_kff(eu)(x)'
K

Isto, junto aos Lemas e mostra que ¥y = e ¢ uma autofungao
a-Hoélder positiva para .2 associada ao autovalor Ay = e®. Suponha que o
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autovalor nao seja simples, entao existem duas autofuncoes 1, e 1,. Tome
t = min{¢1 /1ho}. Entao ¢35 = 1) — thy é uma autofungao nao-negativa tal
que esta se anula em algum ponto z € €. Portanto

0= A (2) = /b SO(b2) dp(h),

o que implica 13(bz) = 0, Vb € K™, ¥V n, implicando ¥3 = 0. m

A autofuncao é unica a menos de um fator multiplicativo. Dividindo pela
norma, esta se torna normalizada, vista como um vetor em C(£2). Assim,
podemos considerar que seu maximo é 1.

Outro conceito de fungao normalizada é o seguinte. Dizemos que um
potencial f estda normalizado se Z%(1)(x) = 1, para todo x € €, ou seja

/ e’ dp(a) = 1, YV € Q.
K

Seja f a-Hélder, 1y e Ay dados pelo teorema anterior, temos

/ of (@) (az) do(a) = 1, ¥z € O
——— apla) =1, Vo € il
K Arr(e)

Dai, podemos definir o potencial normalizado f associado a f, por

f=f+logty —logipsoa —logy,

onde 0 : Q — Q ¢ a aplicacdo shift. Como ¢y € C*(Q), temos que f € C%(R).

Definimos a sigma-algebra de Borel .% sobre ) considerando os cilindros
como conjuntos abertos. Ou seja, os conjuntos da forma By x ... x B, x QF,
onden € N, e B;, j € {1,...,n} sao conjuntos abertos em 2.

Dizemos que uma medida de probabilidade p sobre .# é o-invariante, se
para qualquer conjunto Boreliano B, temos u(B) = u(oc~!(B)). Denotamos
por #,(2) o conjunto das medidas o-invariantes.

Note que 2 é um espago métrico compacto e pelo Teorema da Representa-
¢ao de Riesz, uma medida de probabilidade sobre a sigma-algebra de Borel
é identificada como um funcional linear positivo L : C'(2) — R que leva a
fungao constante 1 ao nimero real 1. Note que p € #,(2) se, e somente se,

para qualquer ¢ € C'(2)
/wdu:/woad,u.
Q Q
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Definimos o operador dual £} sobre o espaco das medidas de Borel sobre
2 como o operador que leva uma medida p a medida 3}" (u), definida por

[ vazio = [ 2w .

para qualquer ¢ € C(2). Para finalizar a subsegao, provaremos o Teorema de
Ruelle-Perron-Frobenius.

Teorema 2.6 (Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius). Seja f um potencial
a-Hélder continuo, ¥y e Ay a autofuncao e autovalor dados pelo Teorema .
Associamos a f o potencial normalizado f = f +log1; —log1s o o —log As.
Entao

(a) Eziste um tnico ponto fizo s para .,2”}?, que € medida de probabilidade
o-tnvariante;
(b) A medida
1
Pr= w—fﬂf
satisfaz Lf(ps) = Aspy. Portanto, py é uma auto-medida para £ ;

(¢) Para qualquer potencial c-Hélder continuo g : Q2 — R, temos que, na
topologia da convergéncia uniforme,

3}“9%/9 dpiy
Q

Z1(9)
d
L —Hbf/gg P

onde Z}' denota a n-ésima iteragao do operador Ly : C*(Q) — C*(Q).

Demonstracao.

(a) Observamos que a propriedade de normalizacao implica que os conjuntos
convexos e compactos dos conjuntos das medidas de probabilidade sobre
Q) é preservada pelo operador . ;‘ . Portanto, usando o Teorema de
Tychonoff-Schauder concluimos a existéncia de um ponto fixo py para
o operador .f; Agora provemos que ¢ é o-invariante: Se ¢ € C(2),
temos

/leoaduf:/glbodff(uf)I/fo(woa)dufZ/Qib duy,

onde na tltima igualdade usamos a hipétese de normalizacio para f. A
unicidade serd obtida na prova do item (c).
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(b)

Z; = piy implica que, para qualquer ¢ € C(Q),

/Qw dpy Z/wd-f;(uf) =/-$f(w) dpy

AR e DR

Agora, se ¢ € C(12), tomando ¢ = /1 na ultima equacao, temos

[ £ =L [ ([ oan o) anso)

0 que é equivalente a

/\f/SOde:/gf(@)de,
Q Q

isto é, f;(pf> = )\fpf.

A prova serd dividida em duas partes. Considere qualquer potencial a-
Holder f, seja ||g||oo & norma uniforme da fungao a-Hélder g : C'(2) — R,
temos

127(0)(0) = Z7)0) < [Collale (55 4+ 33 ) + 5| o,

onde C,r e C, sao constantes de Holder de e/ e g, respectivamente.

Como consequéncia disto, o conjunto {f;‘g}nzo ¢ equicontinuo. Para
mostrarmos a limitagao uniforme desta familia, usamos a condigao de
normalizagao, a qual implica [[£7g[|e < [|g]|o, para todo n > 1.

Portanto, pelo Teorema de Arzela—Ascoh existe um ponto de acumulagao,
g, para {iﬂ;lg}nzo, ou seja, existe uma subsequéncia {ny }x>o tal que

g9(x) = lim Z*g(x). (2.3)

k>0

Vamos mostrar que esta funcao, g, é constante. Primeiramente, observe
que

sup g > sup -Zsg. (2.4)

Por outro lado, (2.3)) implica
g9(x) = lim Z7*g(x),

k>0



CAPITULO 2. FORMALISMO TERMODINAMICO 46

e isto mostra que devemos ter em (2.4) é uma igualdade. De fato, temos
sup g = supéffﬂg, n > 0.

Agora, tome 27, um ponto de maximo para .,Zf"g, para qualquer n > 0.
Temos

g(=h) = ZLFg(ahy)

e isto prova a segunda parte, pois a propriedade de normalizagao implica
que Z7g(z}) € uma combinagao convexa das w nas pré-imagens de
xn

M-

Agora que g é uma funcao constante, podemos provar que

g= [ gdpy=1lim | L g duy=1lim [ gd(ZLF)"™(ny) = [ g duy.
Q koot ko Ja Q

O que mostra que g nao depende da subsequéncia escolhida. Portanto,
para qualquer z € €2, temos

Zig(x) = g= [ gdu;.
Q

O ultimo limite mostra que o ponto fixo py é tnico.

Para finalizar a prova do item (c), como f = f—log;+logoo+log Ay,

temos
n—1 B
Snf(z) = Zf o0"(2) = S, f(2) —log; + log s o 0™ + nlog Ay,
k=0
e portanto
gn(g)({ﬂ) 1 az n n( . n
P = 5 [ gt dyria
f fYJK
o) | () dya)
x a"x a
! Kn ¢f(a"$)g P
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Chamamos py de medida de Gibbs para f. Estas medidas também sao
chamadas de estados de equilibrio, pois elas atingem o supremo do problema
variacional

2 U0 f 7y

Conforme o Teorema [2.25] o estado de equilibrio é onde o funcional Pressao
(ver Definigao ¢ maximizado. O conjunto de todas as medidas de Gibbs
para um potencial f a-Holder ou Walters continuo serd denotado por G*(f).
Por fim, enunciaremos o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius para quando os

potenciais sao Walters-continuos.

Teorema 2.7 (Ruelle-Perron-Frobenius: Caso Walters). Seja f um potencial
satisfazendo a condicao de Walters e considere o operador de Ruelle £ :
C(Q) — C(Q) associado a f. Entdo existem um numero real Ay > 0, uma
fungao estritamente positiva hy e uma inica medida de probabilidade Boreliana
iy tal que

1) ZLihy = Ahyg, Lfpng = Apuy.

i) Para qualquer ¢ € C(Q2), temos

A" L — >‘f/ wdpiflleo — 0, quando n — oo.
Q
Demonstracao. Ver Teorema 4.4 em |[CS16]. u

2.2 Medidas de Gibbs DLR

Agora vamos introduzir as medidas de Gibbs no contexto DLR, e mostrar
algumas propriedades deste conjunto de medidas. No fim desta se¢ao, enunci-
aremos uma relacao entre as medidas de Gibbs DLR e as medidas de Gibbs
como definidas acima.

Sejam S um conjunto infinito enumeravel e (¥,.%#) um espa¢o mensurdvel
arbitrario.

Definigao 2.8. Uma familia (X;)ies de varidveis aleatorias definidas sobre
(Z,.7, 1) e que tomam valores em (3,.%) € chamada um campo aleatério.
Neste caso, S € chamado o conjunto de parametros e (3,.%) é chamado de
estados de espacos do campo aleatorio.
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Cada elemento ¢ de S é chamado de sitio e a variavel aleatéria associada
X, é chamada de spin no sitio i. Faremos a escolha canonica para o campo
aleatério. Ou seja, ¥ = X9, . % = % e ;1 uma medida de probabilidade
qualquer sobre (X,.#). Vamos considerar o caso quando S = N a partir
de agora. Sabendo o campo aleatério a se trabalhar, temos alguns concei-
tos importantes a destacar como, por exemplo, a projecao sobre a i-ésima
coordenada, denotada por m;(z) = ;.

O=K

Figura 2.1: O caso ¥ = Q = KN, com K espaco métrico compacto.

Quando o conjunto A C N é finito, a projecao sobre as coordenadas
em A é denotada por my e é definida por my(z) = (2;)ien. Se A = A, =
{1,...,n}, definimos 7, = (2;)ic(1,...n}- Nesta abordagem “canoénica”, um
campo aleatério é simplesmente uma medida de probabilidade sobre o espaco
produto (X,.#). Em outras palavras, qualquer u € .#(X) é um campo
aleatério.

Observacao 2.9. Em sistemas dinamicos, estes espacos de estados sao de-
notados por alfabetos. Como estamos fazendo wma conexao entre Formalismo
Termodinamico e Mecanica Estatistica, os conceitos de espacos de estados e
alfabetos neste texto, serao equivalentes, no sentido de que eles denotam os
sitios de 2.

Definigao 2.10. Sejam (X1,.%1) e (X2, F2) dois espagos mensurdveis. Uma
fungao v 1 F x Yo — [0,00] € dita um nicleo de medida de (Xq,.%5) para
(31, F1) se

(a) v(-ly) € uma medida sobre (31,.%1) para todo y € s € ;
(b) v(A]-) é Fy-mensurdvel para cada A € F.

Em particular, se y(X1|-) = 1, entdo v € chamado um nicleo de probabilidade

de yg a fl.

Por exemplo, se g é uma aplicacao mensuravel de ¥; a ¥y entao a funcao
(A,y) = 14 0g(y) é um nicleo de probabilidade de ., a .Z.
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Um nicleo de medida v de %5 a %7 leva uma medida p sobre ¥, a uma
medida py sobre ¥, a qual é denotada por

i) = [2(A]) du. (A€ 7).

Quando se trabalha com nicleos de probabilidade, as vezes queremos
trabalhar em uma sub-sigma-dlgebra especifica de #;. Seja % uma sub-
sigma-algebra de interesse. Dizemos que um nucleo de medida é préprio se
satisfaz:

VANB[) =~(Al)ls, (A€ F,Be ).

Assim como na esperanca condicional, quando o nicleo é préprio, pode-se
“retirar” a funcao do nicleo de medida, se a mesma for mensuravel com
respeito a sub-sigma-dlgebra de interesse. Além disso, tal conceito pode ser
estendido a fungoes, ou seja, se g é Fj-mensuravel e h é PB-mensuravel e
limitada, vale o seguinte:

v(ghl-) = v(g]-)h.

Quando o nicleo de medida é de probabilidade, a condi¢ao acima é
equivalente a

V(Bl) = 15 (B € B).

A vantagem de se trabalhar com ntcleos préprios é que eles podem ser vistos
como versoes de probabilidades condicionais.

Proposicao 2.11. Sejam (3, .%) um espago mensurdvel, # uma sub-sigma-
dlgebra de %, v um nicleo de probabilidade proprio de B a F, e u € M1(2).
Entao p(A|AB) = ~v(A]) p— q.c. para toda A € .F se, e somente se uy = [i.

Demonstracao. Ver [Geoll], Observacao (1.20). O

2.2.1 Especificacoes

Vamos retornar a discussao dos campos aleatérios. De acordo com as nossas
intencoes, estamos interessados em campos aleatérios aos quais as variaveis
X; apresentem um tipo particular de dependéncia. Seguiremos a abordagem
feita por [Dob68al e [LR69] aos quais prescrevem as distribuigoes condicionais
de todas as colecoes finitas de spins. Em outras palavras, olharemos as
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distribuicoes condicionais com respeito as sigma-algebras externas que sao
geradas a partir das projecoes externas me () = (Tp41, Tny2, - - -).

Ta, = ﬁN\An = {(WA%)_I(A) A e ﬁA%},

onde A, = {1,...,n}. Tal sigma-dlgebra contém todas informagdes sobre
as “condicoes de fronteira”, isto é, a configuracao de todos os spins fora da
regiao finita A,. Esta dependéncia é especificada por uma familia (7, ),en de
niicleos de probabilidade de (X, 73,) a (,.%), e um campo aleatério p ao
qual iremos considerar tal dependéncia se esta satisfaz a condicao

w(A|Ta,) = Ym(A|") p — q.c. paratodo A € Fen € N. (2.5)

Voltemos a espagos métricos compactos, considere K um espaco métrico
compacto e 2 = K. O exemplo a seguir contém o niicleo de probabilidade
base para o nosso texto.

Exemplo 2.12. Considere f € C(§2) um potencial e para cadan € N, x €
e A e .F, considere a aplicagio 7y, : F x Q — [0,1] dada por

25 (14) (0" (2))
Zp(1)(0"(x))
_ Jn IO (0" () dp ()
fK eSnf(anom(z) dp ( ) :
Onde Z5 € o operador de transferéncia para o potencial f e o € a aplicagcao

shift. Afirmamos que para cada n € N a aplicagdo definida acima € um nicleo
de probabilidade.

m(Alz) =

Demonstracao. Mostraremos que as propriedades de um nticleo de probabili-
dade sao satisfeitas. Note que basta analisar o numerador, pois o denominador
influencia apenas na segunda propriedade de ntcleo de probabilidade, mas
como veremos, é um caso particular quando A = Q.

Primeiramente, pela defini¢ao, 7,(@|z) = 0. Por outro lado. Sejam
Ay,..., A, ... conjuntos dois a dois disjuntos .Z-mensuraveis. Entao:

L (Lug,a,) (0" (@) = lim L7 (1up a,) (0" (2))

m—0o0

= lim SN g (a0 () dp(a”)
m—00 J pn =

= lim (a”o™(@)) ZlA a"o"(x))dp(a™)

m—o0 K”
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:/ Sn (a™o™(z)) 2114 dp( )
—Z/n O (00" () dpla")

= > £ 0)0"e)

Onde usamos o Teoremal[l.47|para a fungao crescente nao-negativa h, (y)
eSnf W N 14,(y) e o Teorema |1.51] _ para a fungao nao-negativa h(y)
e“nfW1, (y). Falta mostrar a mensurabilidade. Fixe A € .%#. Para todo
x € §Q, temos:

(A) = [ ST (007 @) dpla”)
Kn

= /I<A /I<Ac €Snf(an0n(m))]-A(CLnO'n(,I‘)) dp(an> « H 5%

i€EAS

Temos g(a,z) = e ”f(“n"n(‘”))lA(a o™(z)) > 0 .Z-mensurével. Pelo Teorema

- 9% = Yn(A|z) é F-mensuravel. n

Note que definimos os nticleos de probabilidade apenas nos subconjuntos
cofinais de N. Isto ocorre pelo fato das medidas de Gibbs serem caracterizadas
nestes conjuntos, que é um fato da Proposicao [2.14]

Voltemos ao contexto geral Suponha que existam um campo aleatorio
e uma especificagao v em . Entdo paran <meN, A€ F e BeT,,
dados, pelas propriedades de esperanga condicional temos:

. (AN BJ) = p(AN B|T4,)
= u(ATa )15 = 7, (Al)1p p—gq.c.

Yam VAn (Al)) = (A TA, )| Th,,)
(A[TA,) = Yam (A]) 1 —gq.c.

Ou seja, ya, € proprio p-q.c. € 7ya, € 7ya,, Sao consistentes u-q.c.. Mas
queremos estas propriedades sem depender do suporte dos campos aleatérios
p que satisfazem (12.5)).

Os conjuntos cofinais, que sao os conjuntos de nosso interesse, em N sao
da forma A, = {1,...,n} e sdo onde as especificagdes sao bem definidas em
Nnosso caso.
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Definigao 2.13 (Especificacao). Uma especificagao com conjunto de parame-

tros N e estado de espagos (X, .F) € uma familia vy = (Ya, Jnen de nicleos de
probabilidade préprios Y, = v, de Ta, = T a F que satisfazem a condigdo
de consisténcia Yn,VYn, = Yoy quando ng < ny. Os campos aleatorios no
conjunto

GPER() = {p e P(E,.Z) : wAIT,) = (Al i — q.c.VAEF e neN}

sao ditos especificados por y. As medidas |1 que estao neste conjunto sao ditas
medidas de Gibbs, no sentido de satisfazer a equacdo DLR, que € dada pelo

item (b) da Proposicao [2.1])

n;-2 ;-1 ng

Figura 2.2: Os sitios em cinza sao onde as medidas agem, enquanto os sitios em
vermelho denotam os sitios fixados pela condi¢do de fronteira, pois
neste exemplo temos ng < ny.

Nosso tultimo resultado sobre especificagoes é uma caracterizacao de
GoL ().

Proposicao 2.14. Suponha ~v uma especificacao e p um campo aleatorio.
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) pe G (y);
(b) pya, = w1 para todo A, = {1,...,n}.

Demonstragao. Basta observar que os itens (a) e (b) sdo equivalentes como
consequencia direta da Proposicao (2.11)). O

Nosso foco agora serd nesta familia de nicleos do Exemplo 2.12] Nova-
mente, £ = K e ¥ = ). A condicao de consisténcia, por exemplo, para
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tal familia é a seguinte. Dados n,r € N e qualquer funcao .#-mensuréavel
limitada ¢ : 2 — R tém-se

uer(glT) = / 0 (@1 (1) = Y (g1 )]2).

Mostraremos que a equacao acima é valida para os nticleos de probabilidade
definidos no Exemplo 2.12, quando o potencial f é normalizado.

Proposigao 2.15. Sejam f € C(Q) um potencial normalizado, g uma fungdo
F -mensurdvel e {7, }nen a familia de nicleos de probabilidade definida no

Exemplo[2.19 Temos que
L (LF () ()) (@) = LT (9) (0" (), Vy € Q. (2.6)

Demonstragio. Quando o potencial f é normalizado, para cada n e cada g
Z-mensuravel, v, é dada por

Yulgly) = Zf (9)(0"(y))
— /n esnf(a"a"(y))g(ano_n(y)) dpn<an)'

Mostraremos a igualdade (2.6)). Considere n,r € N e g = o"*"(y).

2 (27 (9)()()

= [ gy ) o) )

= /K . eSnrf(@"2"9) < / ) SSAR AP dp”(b”)> dp™*(a"2")

= /K - / ) (St S @RS G g (T dp (67 dp™ (a™) dp” (27)

_ /K N / S OS5 g (o) dp () df ()

- /K S g (b2 ) < / ) dp“(a">) dp"(b") dp"(=")

— / eSn+Tf(b"zTQ)g<bnzrg) dpn—H" (bnzr>
Kn+r

= 27" (9)(®)-
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Onde usamos, nas igualdades, a definicao da medida produto, o Teorema de
Fubini para a funcao eSr+ (D43 g pois ¢ é limitada e

St (N+5n(f) < 2n +7)|| f|lee, V7,1 € N.

Além disso, Z}*(1)(c"(y)) = 1 para quaisquer n € N,y € Q e, por fim, dados
a,b € K, temos

Spr f(O"2"Y) + Spf(a"2"y) = Spir f(a"2"g) + Spf(B"2"7).

A Definigao 2.13] neste contexto serd exibida abaixo.

Definigao 2.16. Dizemos que pu € #1(Q2) é uma medida Gibbs DLR para o
potencial continuo f se para qualquer n e qualquer fung¢ao continua f : 2 — R
tivermos para x fi-q.c. que

EF[f10™(F))(z) = ulflo"(F)) = / £() dr(ylo).

O congunto de todas as medidas Gibbs DLR para f ¢ denotado por GPTE(f).

Como consequéncia da definigao acima, temos que os dois itens a seguir
sao equivalentes:

(a) e GPHE(f);
(b) para qualquer n € N e E € .Z temos que u(E) = [~,(E|) dp.

Temos assim, as duas medidas de Gibbs bem definidas. Felizmente, existe
uma relacao entre os dois conjuntos, que é a igualdade nas medidas de
probabilidade que sao automedidas do Operador de Ruelle e as medidas que
satisfazem a equacao DLR, sendo o conteido do teorema a seguir.

Teorema 2.17. Seja f € C(Q)) um potencial e (v, )nen @ especificacio definida
como no Exemplo 212, Entao vale

GPLR(f) = G*(f) = {1 € A(Q) : L} = Ay}

Demonstragao. Ver Teorema 2 em [CL16]. O
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2.2.2 Funcoes Locais e Quasilocalidade

Definicao 2.18 (Funcdo Local). Uma fungdo ¢ : ¥ — R € dita ser local se
@ € F,—mensurdvel para algum n € N. Para cada n € N, denotamos por L,
o0 espaco de todas as funcoes locais limitadas %, -mensurdveis e £ = UpenLn
o conjunto de todas as fungoes locais limitadas.

Note que se K é finito, entao qualquer funcao local é continua. De fato,
qualquer elemento ¢ € £,, é uma funcao dependendo apenas das primeiras n
coordenadas.

Definicao 2.19 (Funcgdo quasilocal). Uma funcdo ¢ : ¥ — R € dita ser
quasilocal se existe uma sequéncia (¢n)nen € L tal que ¢ — pulls — 0,

quando n — oo. Escrevemos L para denotar o espaco de todas as fungoes
quasilocais.

Definicao 2.20. Dizemos que a especificagao (Vn)nen € quasilocal, se para
cadan € N e p € L a aplicagiao x — v,(p|z) € quasilocal.

2.3 Entropias

Nesta subsecao serao definidos os conceitos mais importantes deste texto,
as entropias variacional e especifica. Sera mostrada nesta subsecao que as
duas entropias tém bastante propriedades em comum, o que nos faz desconfiar
que, em alguma configuracao adequada, estas sejam equivalentes, o que serd
provado no préximo capitulo. Considere (K, K) um espago métrico compacto
mensuravel.

2.3.1 Entropia Variacional

Esta entropia, relacionada a Teoria do Formalismo Termodinamico, cujo
contexto foi definido em sera trabalhada a partir de uma medida de
probabilidade a priori p. Tal medida deve ter suporte completo sobre K e,
além disso, a entropia sera definida sobre o conjunto das medidas invariantes
por shift, que é o conjunto .#,(2).

Definicao 2.21. Seja p uma medida de probabilidade fixrada a priori sobre
K. Dado um potencial g € C*(Q2) normalizado, denotamos por G*(g) = G»(g)
o conjunto das medidas de Gibbs, que denota o conjunto das p € M, (X)), tais
que, £ () = p. Para tais potenciais, definimos a entropia variacional de p
por

h' () =" (p) = — / gdpu.
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Queremos estender a definicao acima para todas as medidas o-invariantes,
para isso, vamos usar o seguinte resultado.

Lema 2.22. Fize um potencial a-Hélder continuo f e uma medida pu € G*(f).
Chamamos por C(2)* o espago das fungoes continuas positivas sobre Q). Temos

o s e {fos(Z2Y ). en

Demonstragao. Ver Lema 2 em [LMMS15]. [

A equacao pode ser vista como uma versao estendida da entropia
variacional apresentada em [LOQ9], pois os autores, neste trabalho, trabalham
com espacos da forma [0,1] x {1,...,n}" e, além disso, a entropia nao depende
da medida a priori. Ela é definida por

h(p) =  inf ) /log (.f;_iz)) du, Vg € B([0,1])7,

zeB([0,1))t
onde B([0,1])" denota o conjunto de todas as fung¢oes de Borel positivas
sobre [0, 1]. Em particular, tomando g = 1 e z = e/u, onde f € C%([0,1]) e

u € C([0,1])*", pode-se mostrar que

Zru
/fd,u < uecu&)fl]) {/Ql g( " ) du}. (2.8)

Voltemos a equacao (2.7)). tomando u = hy, onde hy é a autofuncao dada
pelo Teorema temos
Zrh
/fdu</log( / f) dp
hy

Aeh
(3
0 hy
= log )\f.

Em particular, se p é medida de equilibrio para o potencial f, temos
que a desigualdade em (2.8)) é uma igualdade. Disto, estendemos a defini¢ao
da entropia variacional para todas as medidas o-invariantes pela expressao
abaixo.

Definigao 2.23. Seja p € #,(2). Definimos a entropia de p por

h'(p) = h"P(u) = inf { / f du—i-log)\f}

fece(Q

onde Ay € o autovalor mazimal de £, dado pelo Teorema .
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Note que a dependéncia da medida a priori esta implicita pelo autovalor
As, dado pelo Teorema pois o operador de Ruelle depende da medida a
priort p. Outro conceito importante é o do funcional Pressao e sera definido
abaixo.

Definicao 2.24. Dado um potencial a-Holder f, o valor P(f) serd chamado
a Pressao (Topoldgica) de f.

P(f)= sup {hv(u)Jr/Qfdu}.

HEMs (L)

Uma medida de probabilidade que atinge tal valor maximal é chamado estado
de equilibrio para f.

O 1ltimo resultado é o principio variacional da pressao que caracteriza o
estado de equilibrio:

Teorema 2.25 (Principio variacional). Seja f potencial a-Hélder continuo e
Ar o autovalor mazimal de £, entdo

log )y = P() = s {hw + [ fdu} |

HEM o (

Além disso, o supremo € atingido sobre a medida de Gibbs, ou seja, a medida
[ que satisfaz f)}k(,uf) = Jif.

Demonstragao. Ver Teorema 3 em [LMMS15]. O

Note que além da formulagao acima, pela equagao ([2.8)), podemos caracte-
rizar o funcional Pressao por outro método que é enunciado a seguir.

Teorema 2.26 (Pressao como Minimax). Dado um potencial f «-Hdélder

continuo,
ZLru
P(f)= su inf /lo (—f) d H
) ue///ﬁm LGC(Q)+{ Q & u a

Demonstragao. Ver Lema 2, em [LMMS15], ou a Observacao 2, em [LO09].
[l

Portanto, os estados de Gibbs e os estados de equilibrio para f sao dados
pela mesma medida (i, a qual é o tnico ponto fixo para o dual do operador
de Ruelle associado ao potencial normalizado f.
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2.3.2 Entropia Especifica

O principio variacional para medidas de Gibbs em medidas homogéneas ¢é
notavel. Este assegura que o conjunto GPLE(f) de todas as medidas de Gibbs
homogéneas para um potencial f invariante por translagoes coincide com a
classe de todos os campos aleatorios homogéneos que minimizam a energia
especifica livre, que é a diferenca entre a energia relativa a f e a entropia
especifica. A minimalidade da energia livre é precisamente o equilibrio classico
para um sistema fisico a uma temperatura constante.

Seja (¥, .%) um espago mensuravel arbitrario e u e v duas medidas finitas
sobre este espaco.

Definigao 2.27. Suponha A uma sub-sigma-dlgebra de % . Defina

v(ipalogpa), sepu << v sobre A
400, caso contrdrio.

() = {

Onde p 4 € qualquer densidade de Radon-Nikodym de p| 4 relativa a v| 4. 764 (u|v)
¢ chamada a entropia relativa de p com respeito a v.

Usaremos a convenc¢ao 0log0 = 0 e a notacao ¢4 = % para simplificar
a notacao e as contas apresentadas nesta subsecao.

Como a fungao f(z) = xlogx é limitada inferiormente, a integral sempre

estara bem definida, talvez +oo. Além disso,
Haplbv) = asty (ply) + ap(@Q)log 7, (a,b>0).  (29)
De fato:

Ha (ap|bv) = bv <%90A log (%w))

:a(/ @Alog%du—l—/goAloggpAdy)
) b

a
= au (plv) + au() log +.

Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir p e v medidas de
probabilidade.

Tal entropia tem as seguintes propriedades:

Proposicao 2.28. Seja (X, .F) espago mensurdvel e A uma sub-sigma-dlgebra
de F. Entao os sequintes itens sao satisfeitos.

a) Ha(ulv) = 0;
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b) 4y (u|lv) =0 se, e somente se, 1 = v sobre A;
c) Hu (u|v) € uma fungao crescente de A;
d) FCy (ulv) € uma funcao convexa do par (u,v).
Demonstragao. Ver Proposigao 15.5 em [Geoll]. O

Agora, considere um espaco mensuravel da forma (X%,.%#) = (XN, FN),

como na Definicao . Para cada n € N, denote por %, a sigma-algebra
gerada pelas projegoes {m,, }m<n dada por

jAn = {(71'/\”)71(14) A€ gf/\n}
Assim, dadas quaisquer j, v medidas finitas sobre (X, .%,, ), a quantidade
S, (ulv) = Az, (ulv).

é a entropia relativa de p com respeito a v sobre %y, .

Assumiremos que (%,.%) é equipada com uma medida finita a priori
p. p serd fixada através do seguinte. Para cada n € N tomamos 7,1 (p)
denotando a medida finita sobre (©2,.%#,,) que é dada por

m () (€ A) = p(A), (Ae FM).
Sepe #(X),entaom,t =p |7, ,ondep = [ 12, p denota a medida produto.
Definicao 2.29. Para cada i € A#,(X) en € N, a quantidade

S, (w) = A4, (ulr, (™) = —Hpnn (Ta(p)lp™)

¢ chamada a entropia de p em A, relativa a p.

Com isto, tiramos a dependéncia da notacao da entropia relativa sobre
p. Quando ¥ é finito e p é a medida de contagem, pode-se mostrar que a
entropia coincide com a entropia de Shannon. Das propriedades da entropia
relativa, podemos obter que a entropia especifica, definida abaixo, existe e
estd no intervalo [—o0, 0] para qualquer medida o-invariante.

Definicao 2.30 (Entropia especifica). Para cada pu € #,(X), a quantidade
h%(u) acima € chamada a Entropia Especifica por sitio de p relativa a uma
medida a priori p.

h®(p) = lim —%\” (,u)

n—00 n
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2.3.3 Propriedades

Novamente, considere £ = K e {2 = ¥. Um dos nossos resultados originais
é mostrar que estas duas entropias sao equivalentes. Um dos motivos para
tal desconfianca é elas compartilharem vérias propriedades similares como
provaremos abaixo:

Proposicao 2.31. As entropias h® e h' possuem as sequintes propriedades:

(a) As duas entropias sao nao-positivas para qualquer medida invariante

€ My (2);

(b) Se p é medida a priori sobre K, entdo as duas entropias se anulam em
b= Hfil p;

(c) As duas entropias sdo semi-continuas superiormente;

(d) b’ é uma fun¢ao concava enquanto h® € afim.

Observacao 2.32. Apesar de que no item (d), as duas entropias nao sao
afim, como iremos mostrar a igualdade e, portanto, h¥ também serd uma
funcao afim.

Demonstracao.

(a) Como 0 é um potencial normalizado, segue da definigdo de h" que para
qualquer medida invariante p, h¥(u) < 0.

Para a entropia especifica, basta usar o item (d) da Proposi¢ao [2.2§
com a Definigao [2.29]

(b) No caso da entropia variacional, vamos mostrar que p = [[2, p (medida
produto) é medida de equilibrio para f = 0. De fato,

/dio?* /o%gdp //69% dp(a) dp(z)

- / g(az) dp(az).

O caso da entropia especifica segue diretamente da definicao de entropia
relativa.

(c¢) Fixe e > 0 e suponha i, — p. Pela defini¢ao de h"(1), podemos escolher
f e C*(Q) tal que

—/fdu+log)\f <h"(u) +e.
0
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Se n é grande o suficiente, temos | [, f du, — [, f du| < e. Entdo,

hv(un)S—/fdun+log>\fS—/fdu+10g)\f+6§hv(ﬂ)+2€,
Q Q

portanto limsuph(u,) < h'(u) + 2¢.

n—oo
Como a entropia relativa é dada por um supremo pelo Corolério 15.7,
em [Geoll], segue que a entropia relativa é fun¢ao semicontinua su-
periormente. Logo a entropia especifica que é um limite de funcgoes
semicontinuas inferiormente, também possui tal propriedade.

Sejam p; e po duas medidas de probabilidade o-invariantes, ¢ € (0,1) e
w=cep + (1 —e)us. Entao

h 1= ) =0'() = inf (— [ Fdp+logA
Gt (L =e) =0 = it (= [ Fda+ 1080,

= inf —€ d +1—5/ duq + lo A)
feca(ﬂ)( /Qf 251 ( ) Qf M1 gAf
> inf e[ — dup + log A

> ( /Qf p + log f)

+ inf (1-—¢) (—/fd,u—i—log)\f)
Q

fec*(Q)
= eh"(ju1) + (1 — ) h"(sa).

Pela Proposigao [2.28] temos h® fungao concava, falta mostrar a convexi-
dade da mesma. Sejam py, o € My(2),0 < s < 1,ep = spuy+(1—s)us.
Devemos verificar que h®(u) < sh®(u1) + (1 — s)h®(u2). Sem perda de
generalidade, assuma h®(;) > —oo. Neste caso, u < p*» sobre cada
Z,,n € N. Como ju; e py sdo p-continuas, concluimos que para cada
A, ={1,....n} e k = 1,2 existe uma fun¢io .%,,-mensurdvel ¢k >0
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tal que pp = <p’f\np sobre ﬁ,\n. Dai:
— 4, () = 1 (log(sph, + (1= 5)#3,))
= (sp1 + (1 = s)pa) (log(sy, + (1= 5)},))
= sp1 (log(sgp, + (1= 5)@3,))
+ (1 — s)uz (log(sey, + (1 - 5)/3,))
> spa (log(sey,)) + (1 = s)pa (log((L = s)¢3,))
= spu(logpy,) + slogs
+ (1= s)log(l — s) + (1 — s)ua(log 3 ).
Da desigualdade acima, segue que:
M, () < s, (1) + (1 — 8) A, (p2) — slog s — (1 — s)log(1 — s).

Dividindo a inequagao acima por n, com n — 0o, chegamos ao resultado
desejado.

]

2.3.4 Kolmogorov-Sinai

A 1ltima entropia da qual iremos falar é a Entropia de Kolmogorov-Sinai
que tem sua importancia, neste texto, quando K é finito. Apesar disso, nesta
breve abordagem, iremos considerar (3,.%, P) um espacgo de probabilidade
qualquer. Esta entropia depende de uma particao P do conjunto, que sera
definida abaixo.

Definigao 2.33. Seja (X, . %, P) um espago de probabilidade. Uma parti¢ao
de M é uma familia finita ou enumerdvel P de subconjuntos mensurdveis de
M disjuntos dois-a-dois cuja unidgo tem medida total. Ou seja, a uniao destes
subconjuntos € ¥ a menos de subconjuntos de medida nula.

Um integrante da parti¢ao que contém x é denotado por P(z). A expressao
PV Q denota a soma de duas particoes P e Q, onde os elementos desta sao
conjuntos da forma PN Q com D € P e @ € Q. Ou seja,

Vo Pn = {NwD,, : D,, € P, para cada n}.
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Dada uma particao P, sua funcao de informacao associada é dada por:
Ip : X = R, Ip(z) = —log u(P(x)).

A funcgao Ip é mensuravel e, portanto, denotamos a entropia da partigao
P pela quantia

Hp(P) = /ZIP dP =Y —P(D)log P(D).

DeP

)P(Q)

As particoes P e Q sao ditas independentes se P(D NQ)=P(D
Hp(P) + Hp(Q) e,

para todo D € P e todo Q € Q. Logo, Hp(PV Q) =
geralmente, vale a desigualdade (<).

Exemplo 2.34. Considere Q2 = [0, 1] munido da medida de Lebesgue. Para
cada n > 1 considere a partigio P™ nos subintervalos ((¢ —1)/10™,4/10™] com
1 <1<10" Entao

10V
Hp(P") =) —10""log 10" = nlog 10.

i=1

O exemplo a seguir serd de suma importancia para o calculo da entropia
da aplicacao shift.

Exemplo 2.35. Seja Q = {1,...,d}" munido de uma medida produto P = p".
Denotamos p; = p({i}) para cada i € {1,...,d}. Para cada n > 1, seja P" a
particao de Q2 em cilindros [1;aq, ..., a,] de comprimento n. A entropia de

P é

Hp(P") = Z —Pay - - - Pa,, 108(Pay - - - Pa,,)
= Z Z —Pay - - -Pa, - - - Pay, 108 Pa,
B Z Z —Pa; 108 Pa, Z Pay -+ Pa;_1Paji - - - Pan-

a;,i#j

A dltima soma € igual a 1, uma vez que p € medida de probabilidade.
Portanto,

n d n d d
- Z Z —Pa; l0g pa; = Z Z —pilogp; = —n Zpi log p;.
i=1

j=1 a;=1 j=1 i=1
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Lema 2.36. Toda particao finita tem entropia finita. De fato, Hp(P) <
log #P e vale a igualdade se, e somente se, P é a medida de contagem
normalizada relativa a esta particao.

Demonstragao. Seja P = {D1, Ds, ..., D,} e considere os numeros t; = 1/n
e x; = P(D;). Pela desigualdade de Jensen para ¢(x) = —x log x:

L) - Yotota) <6 (3oum ) <o (1) - 150

Portanto, Hp(P) < n. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,
P(D;) =1/nparatodoi=1...n. O

A Entropia condicional de uma particao P dada uma particao Q é o
nimero

P(DNQ)
Hp(P|Q) = ];QZE:Q P(DNQ)lo 5 hQ)

Logo a entropia condicional mensura a informacao acrescentada ao sistema
pela particao P, dada a informacgao da particao Q.

Sejam P e Q duas partigoes de I, P é dita menos fina que Q, denotada
por P < Q, se dado um elemento de Q, ele estd contido em algum elemento
da particao P, a menos de medida nula. A soma PV Q é a particdio menos
fina das partigoes R satisfazendo P < R e Q@ < R. A proposi¢ao abaixo nos
dé algumas propriedades desta entropia condicional.

Proposicao 2.37. Sejam P, Q e R particoes com entropia finita. Entao,
(a) Hp(PV Q|R) = Hp(P|R) + Hp(Q|P VR);
(b) seP < Q entio Hp(P|R) < Hp(QIR) ¢ Hy(RIP) > Hp(R|Q);
(c) P =< Q se, e somente se, Hp(P|Q) = 0.

Demonstragao. Ver Lema 9.1.5 em [VO14]. O

Agora considere T': ¥ — ¥ uma transformacao mensuravel P-invariante.
Seja P uma particao de X com entropia finita, denotamos

P" = VI, T7"(P) para cada n > 1.
Note que o elemento P™(z) contendo x € M é dado por:
P(z) =Px)NT HP(T(x)))N...0nT " (PAT" 1 (2))).

Tal sequéncia de particoes P™ é nao-decrescente, ou seja, P* < P"*! para
todo n. Por consequente, Hp(P™) é uma sequéncia nao-decrescente. Além
disso, esta sequéncia é subaditiva:
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Proposigao 2.38. Hp(P™") < Hp(P™) 4+ Hp(P™) para todo m,n > 1.
Demonstragao. Ver Lema 9.1.7 em [VO14]. O

A entropia de T com respeito a medida de probabilidade P e considerando
P a particao de interesse o limite

1 1
he(T.P) = lim ~Hp(P") = inf ~Hp(P"). (2.10)

Tal entropia aumenta quanto se a particao for mais fina. De fato, P < Q
implica P" < Q" para todo n. Pela proposi¢ao anterior, tem-se Hp(P") <
Hp(Q") para todo n. Dai,

P < Q= hp(T,P) < hp(T, Q).
Por fim, definimos a entropia de 1" e medida a priori p sendo

h,(T) = sup h, (T, P). (2.11)
P

Exemplo 2.39. Considere o shift o : Q — Q em Q= {1,...,d}, munido
da medida produto P = p~. Seja P a particio de 3 em cilindros [a] com

a=1,...,d. Entao P™ é a parti¢cao em cilindros [1; a1, ..., a,| de comprimento
n. Usando o cdlculo do Ezemplo [2.35, concluimos que
d

1
H =lim —Hp(P") = —p; log p;.
P(Uap) lrrznn P(P ) Zl Dpi 10g p;
Antes de enunciarmos o Teorema de Kolmogorov-Sinai, o resultado que
nos permite calcular a entropia da aplicacao shift da maneira que queremos é
enunciado a seguir.

Proposicao 2.40. Se P ¢ particao com entropia finita, entdo hp(T,P) =
hp(T,P*) para todo k > 1.

Demonstragao. Ver Lema 9.1.13 em [VO14]. O

Para o calculo desta entropia, a principal dificuldade esta em achar o
Supremo na expressao . Mas Kolomogorov e Sinai deixaram a tarefa
menos ardua identificando certas particoes P que realizam o supremo, isto é,
tais que hp(T,P) = hp(T). O resultado principal é o seguinte:

Teorema 2.41 (Kolmogorov-Sinai). Seja Py < ... < P, < ... uma sequéncia
nao-decrescente de particoes com entropia finita tais que US> P, gera a sigma-
algebra dos conjuntos mensurdveis a menos de medida nula. Entao

hp(T) = lim hp(T, P,).
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Demonstragao. Ver Teorema 9.2.1 em [VO14]. O

Corolario 2.42. Seja P uma particao com entropia finita tal que a unidgo dos
seus iterados P" = \/?;OlT_j(P), n > 1 gera a sigma-dalgebra dos conjuntos
mensuraveis. Entao hp(T) = hp(T,P).

Demonstracao. Aplicando o Teorema a sequéncia P", lembrando que
hp(T,P") = hp(T,P) para todo n, de acordo com a Proposi¢ao [2.40] O

Com este ultimo resultado, completamos o calculo da entropia do shift e
sera enunciado como um corolario.

Corolario 2.43. A entropia do shift o : Q = {1,...,d}N — Q ¢ dada pela
sequinte iqualdade

d
1
H(p) = hp(0) = lim == > po, - -pa, 108(pay - -Pa,) = ) —pilogpi.
ai,...,an =1

(2.12)

Prova-se na se¢@o 9.2.2 de [VO14] que esta entropia é semicontinua su-
periormente e isto é importante, pois provaremos na préxima secao que as
entropias especifica e variacional sao iguais e no caso do espago K ser finito,
nos podemos relacionar as trés entropias.

Além disso, se K é finito, as entropias variacional e a de Kolmogorov-Sinai
tem a seguinte relagao.

Proposigao 2.44. Seja f um potencial a-Hélder continuo normalizado e
pi € G*(f). Entao para qualquer p € M,(S2), tém-se:

H(u)+/ﬂfdu§0,

com a igualdade se, e somente se, L= jif.

Demonstragao. Ver Proposigao 3.4 de [PP90)]. O



Capitulo 3

Principais Resultados

O principal objetivo desta tese é estabelecer um principio variacional que
caracteriza todas as medidas de equilibrio para um potencial f continuo que
esta na classe de Walters. Tal caracterizacao é obtida de um modo cuidadoso
e é o objetivo deste capitulo.

3.1 A Igualdade das Entropias em Espacos de
Estados Finitos

Antes de abordarmos o caso geral, investigaremos o caso finito, onde
a igualdade entre as entropias variacional e especifica é provada usando a
Entropia de Kolmogorov-Sinai, quando p é uma medida de probabilidade de
Gibbs, no sentido de [LMMS15].

3.1.1 Medidas de Equilibrio

Neste caso, K = {1,...,n}, p é uma medida a priori com suporte total
sobre K e Q = K. A Entropia de Kolmogorov-Sinai para o nosso operador de
interesse, o shift é dada por (2.12]). Disto, iremos trabalhar com propriedades
das entropias variacional e especifica para chegarmos a igualdade. A entropia
variacional, quando K ¢é finito tem a seguinte representacao:

Proposigao 3.1 (Proposicao 7 , [LMMSI15]). Seja K = {1,...,d} ep =
Zle Pi0; uma medida a priori sobre K. Dado um potencial a-Hélder continuo,
normalizado, f e sua medida de Gibbs correspondente p € G*(f), temos o
sequinte:

(a) H(p) =10"(n) = 30, log pi p([i]);

67
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(b) 07 (1) = —lim oo L3 pa(fiy - in]) log (M) onde

DPiy--Pin
(Lii . dp) = fir. . ip) ={o € KNty =iy,..., 2, = ipn}
denota um cilindro sobre ().

Demonstracao. (a) Seja u € G*(f), entdo

d
f(az) — fliz),, _ N
e’ dp(a) = e/ p, =1,V e K.
/. )3

=1

Além disso, £ (1) = p implica que p é ponto fixo para o operador de
Ruelle normalizado f + log(P), onde P é a projecio sobre a primeira

coordenada dada por P(yi,vs,...) = py,- Portanto, pela Proposicao
2.44]

Hu) = — / (f + log(P)) dys = n"(y1) — / log(P) dj

=n'(p) — Z log(p:)p([4]).-

(b) Pela equagao acima e pu € .#,(£2), para qualquer n > 1.

H(p) =h"(u) — %/ﬂlog(?) +...+log(Poo™ Y du
=) = - [ gl ) )
=) = 3 plli i) o ).
Portanto,
W(p)=H(p)+ = > pfiv..in)) log(pi, - - pi,)

= H(p) +7}E20% }Z pllin - - - in]) log(pi, - - - pi)

~ o gim L Z p(liy - - in]) log (M) '

Piy - Piy,
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Onde na ultima equacao, usamos o Coroldrio [2.43]
[l

Queremos que a entropia variacional tenha a mesma expressao. Para isso,
relembre a definicao de entropia relativa dada em e considere a mesma
particao por cilindros feita na proposi¢ao acima, a seguinte proposi¢ao nos
dara a expressao de interesse.

Proposicao 3.2. Se . ¢ gerada por uma particdo finita % -mensurdvel P
de ), entao a entropia relativa € dada pela formula:

IR (3.1)

DeP

Demonstracdo. De fato, se f é .F Ap-mensuravel, entao f é funcao simples,
onde & Ap = 0(Dq,...,D,). Como nesta parti¢do os geradores sao dois a dois
disjuntos, o(Dy, ..., D,) = {Bi,...,B,}, onde B; = U_ | D,, . Para qualquer
funcio . 4,-mensurdvel, temos:

p p p T
o= dilp; =) 1, =Y > dlp,, (3.2)
j=1 j=1

j=1 r=1

. , n . n
Note que nesta sigma-algebra, terxios (1) conjuntos com um gerador, (2)
elementos com dois geradores (unido) e assim sucessivamente. Da mesma
-1 .
forma, fixado D;, temos ("1 ) conjuntos com um gerador, exceto D;, da
1 . .
", ) conjuntos com 2 geradores exceto D;. Ou seja, cada

gerador D; da sigma-dlgebra aparece em » ;- [(”) — (”fl)] + (Z) elementos

mesma forma (

(2 K3

da mesma. Portanto, a equagao (3.2)) pode ser reescrita por:

5 (850 )1 o= [() - ()] < ()

i=1
, mj, . ~ d'u|ff,4 ,
e ¢; é o fator que acompanha algum D; U (U D ) Assim, a funcao —=% é
J =17 ) dplgAP

uma funcdo simples da forma ", ¢;1p,. Queremos determinar as constantes
¢;, escolha um dos geradores da sigma-algebra D;. Dali:

dl z,
w(D; :/ ——"dpls, .
( J) D, dp‘jAP ‘/AP
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Como estamos integrando em um conjunto Ap-mensuravel, temos que dp =
dp|3}AP, sobre Ap. Dai:

w(Dy)
p(Dj) "

dp| &
Integrando a funcao log (#), obtemos:
- AP

Portanto, ¢; =

]

Estamos caminhando para a igualdade entre as duas entropias neste caso.
O corolario abaixo é o ponto chave entre esta igualdade.
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Corolario 3.3. Dada pu € #,(2) Usando a mesma particao via cilindros,
como no item (b), da Proposi¢do para cada n € N temos

Ao ulp) = 3 i iaog (M) (g

i1...0n

Demonstragao. Para n > 1 qualquer, basta tomar em ({3.1)) a parti¢ao fi-

nita .%-mensuravel gerada por cilindros da forma [iy,...,4,], com i; €
{1,...,d},iel,...,n. O

Pela definicao da entropia especifica, temos que as duas entropias de
interesse sao iguais. Assim, temos a igualdade no nosso caso particular que
sera enunciado abaixo.

Teorema 3.4. Seja K um espaco finito. Dado um potencial f normalizado
a-Holder continuo e sua medida de Gibbs s € G*(f) correspondente, temos

h®(pp) =07 (py). (3.4)

Corolério 3.5. Nas mesmas condi¢oes do Teorema[5.4), se a medida a priori
p for a medida de contagem normalizada, entdao

h®(py) =0 (py) = H(py) + logd.
Demonstracao. Basta substituir p; = é na formula ((3.3). O]

Observacao 3.6. Note que o cdlculo da entropia variacional depende apenas
da medida a priori e da particao. Como mostraremos no Teorema[A] que as
duas entropias sao iguais, podemos obter um teorema de caracterizacao de
quando estas entropias sao finitas para cada medida de probabilidade a priori.

3.1.2 Exemplo e Obstrucoes

Considere K = [0,1] e p a medida de probabilidade uniforme sobre K.
Esta tem suporte completo sobre K. Para cada particao finita sobre K,
existira uma outra mais fina de modo que para todo n € N,

h*(pyp) = H(py) +logn, f € C*(Q). (3.5)

Em particular, para f =0, p = [[,.yp ¢ a prépria medida de equilibrio para
0, mas note que a expressao acima diverge quando n — oo, pelo Teorema
[2.41] e o Corolério 2.43] De fato, para cada n € N, podemos particionar o
intervalo [0, 1] por 0 = o, ..., %, Tit1,..., T, = 1, formando n intervalos da
forma [x;, 2;+1] de modo que Y (x; — x;-1) = 1. Mas para cada partigao
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desta forma P, = U}~ [x;, 7;11], podemos arrumar uma particio mais fina
que a anterior, P11, onde P, < P,11 e com um elemento a mais. Dai, a
expressao (3.5)) diverge, pois a primeira parcela vai para 0 enquanto a outra
diverge.

Mas, pela definicao de entropia especifica, temos h®(us) = h®(ug) =
h%(p) = 0. Ou seja, a técnica aplicada ao caso finito nao funciona para espagos
compactos arbitrarios. Por isso, a exposi¢ao que vira a seguir é necessaria
para o desenvolvimento da teoria para o caso onde K ¢é um espago compacto
arbitrario.

3.2 A Igualdade das Entropias em Espacos de
Estados Compactos

Vamos obter uma igualdade entre as Entropias Especifica e Variacional
para todas as medidas o-invariantes sobre {2 quando K é espaco métrico
compacto arbitrario.

Relembremos algumas coisas importantes que iremos utilizar agora.

Seja (K, dgk) um espago métrico arbitrario e considere o espago simbdlico
Q) = K equipado com a métrica dq a qual induz a topologia produto. Tal
métrica é dada pela expressao a seguir:

1 1 +dK(5Umyn))
Dada uma medida a priori p sobre K e um potencial a-Hoélder continuo

f, temos que o operador de Ruelle .2 : C(Q2) — C(Q2) leva ¢ a Zf(p), dado
pela seguinte expressao:

Lr(p)(x) = /Kexp(f(ax))go(ax) dp(a), onde azr = (a,xq,xs,...).

Um potencial f é dito normalizado se Z5(1)(x) = 1 para todo = € Q.
Usando a generalizacao do Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius fornecida em
[LMMS15], podemos associar a qualquer potencial a-Hélder f um potencial
normalizado f dado por

f=f+logh; —log(hsoa)—log )y, (3.6)

onde A\; é autovalor maximal de .Z; e hy é uma autofuncao a-Hélder estri-
tamente positiva associada a As. Pelos Teoremas e [2.17, temos que o
conjunto G*(f) = {pn € A4(Q) : Lip= p} é unico e estd contido em ., (£2).
Esta medida é denotada a medida de Gibbs associada ao potencial f.
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3.2.1 Um resultado Auxiliar Essencial

Agora, consideremos a seguinte familia de niicleos de probabilidade (V,,)n>1,
onde para cada n > 1 o niicleo 7, : .Z x Q — [0,1] é dado por 7,(Aly) =
27 (14)(0"(y)), onde f € W(Q) é um potencial normalizado. Para qualquer
medida de probabilidade v, sobre €2, e y € ) definimos uma medida de
probabilidade vy,(-[y) = [, (-|y) du( ). Observamos que se v é tal que

3*1/ = v, entao para qualquer A € . e y € () temos
vy (Aly) = /Z (1a) oo™ (y) dv(y /Z” (14)(y) dv(y)

_ / La(y) dl(Z7)"v)(y) = v(A)

Nosso primeiro resultado é inspirado pelo Teorema 15.30 de [Geoll]. As
hipéteses deste nao sao satisfeitas em nosso contexto. Primeiramente, estamos
trabalhando sobre um reticulado unidimensional unilateral. Além disso, a
familia de nucleos considerada nao é uma especificacao associada a uma
interacao uniformemente integravel invariante por translacoes e o conjunto
de parametros é N ao invés de Z. A diferenca de nossa prova é o uso das
propriedades do operador de Ruelle e seu dual.

Mas antes do teorema em si, provaremos uma série de resultados para dei-
xar a prova do Teorema [3.12] inteligivel. A seguir, mostraremos as igualdades

7 dn=tim [ S, me) duto) (3.7)

n—co N Jq

/Q{Sn(f)(%nmsl) —10g/QeXp(5n(f)($AnwAa))dV(Uf) dp(z) = o(n) (3.8)

em forma de lemas. A c-invariancia de p sera fundamental.

Lema 3.7. Seja f um potencial continuo em C(Q2) e u € M,(Q2), onde Q2 é
espago métrico compacto. Entao a igualdade (3.7) € vdlida.

Demonstracao. Fixe y € €). Queremos mostrar que

[ 5@ duta) = i+ [ S, an.ng) dute),

n—co N Jo

onde xp, = (Z1,...2n) € Y5, = (Ynt+1,...). Primeiramente, provaremos o
seguinte limite:

i [ fleayne) du(z) = / f(x) du(z). (3.9)

n—oo Q
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Defina f,(x) = f(xa,yac). Temos que f,(x) — f(x) pontualmente e
fn(x) < || flloo, POis p é medida de probabilidade e, assim, || f||o é p-integravel.
Portanto, o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue é vélido e a
igualdade segue.

Vamos provar (3.7). Da o-invariancia de p, temos

/Q SulF) (@a,yn:) diala) = / Fenne) + oot (F oo™ (eans) dule)
—n / Faa,yns) du(o).
Q

Dai, dividindo a igualdade acima por n, com n — oo,

1 .on
lim = | S, (f)(za,yng) dp(x) = lim = [ fza,yng) dp(z)
~ [ #(e) duo)
Q
Onde a ultima igualdade é dada por (3.9)). m

Por fim, a igualdade (3.8]) é o conteido do lema a seguir.

Lema 3.8. Sejam f um potencial continuo em C(Q) e u,v € M5(2), com Q
espaco métrico compacto. A expressao

/Q [Sn(f)(xAnyA%) —log/Qexp(Sn(f)(xAnwA%))dy(w)} du(z)

¢ de ordem o(n).

Demonstracao. Para quaisquer n € N e y € () fixado, temos:

[ [Su0en,m) ~ 1o [ explSutnon,wae) aviw) | dute)
~ [5uh)en.)
(1o [ explu()en,ung)) dota) ) dut)
< [ St nm)

- | [ ostexp(s. ) en,ung))) dvtw) | duto
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= | (Su(f) (A, Yas))
/Q
- ( [ a0, n5) vl ) dy(a)

= [N rmnd) = n | [ Fonang) dviw)] duto
= /Q/an(iEAnyAg) —nf(rp,wae) dv(w) dp()

:/Q {/Q nf(za,yag) — nf(@a,wag) d/i(x)} dv(w),

onde na primeira desigualdade acima usamos a Desigualdade de Jensen para
a funcao — log, em seguida usamos a o-invariancia de p e v e por ultimo o
Teorema de Fubini.

Dividindo a expressao acima por n e em seguida tomando o limite quando
n — oo segue do Teorema da Convergéncia Dominada e do Lema [3.7] o
resultado. O]

Em [ACRIT], mostra-se que (3.8) do Lema ¢ dominada por outra
estimativa, quando f é funcao a-Hélder continua, e sua desigualdade de
interesse é o contetido dos proximos lemas.

Lema 3.9. Seja f um potencial a-Hélder continuo sobre (), entao para todos
iy, weNen>1,

n—1

<> 27 Hol,(f).

J=0

[Sn () (@anyag) = Su(f) (@, wag)

Demonstracdo. Relembre que S, f(x) = Y70 f(o*(z)). Dai,
[Sn () (2a,Yag) = Sn(f)(@a, wag)

= [f(zayne) +...+ fo On_l(x/\nyA%)

1@ B ) o+ F @)
— flzr . xpwpgr...) — oo — fTpwpg .|
<|f(xy...xn¥Yns1-..) — fl@1 . Zpwpyq .. )|+

+1f(zie o xnynsr ) — [ Ty - )| F
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+ |f(xnyn+1 .- ) - f(xnwnH .. )|

< Holo(N)[(da(x1 .. TpnYni1 -5 T1 -+ TpWigr - 2))

+ (do(@i .. Tplng1 .- Ti oo TpWpy .. .)) "+
+ (da(TnYni1 - -+ s TpWpyt - - .))°]
Ty TpYnat )iy (L1 TpWpyt - ..
= Hola( (;( ) 1—|—dK(( .j:/n;nﬂ.).J.)E,(xl...xnutwrl.).].))j)) *

+ ...+

(io: (1) e TnYn1 )y (T W L) ) )a+

= 1—|—dK(( e T Ynt1 )y (T T Wiy L))
+...+

. o
. (i (1) i (@i - )y (a0 -.),) ) ] |
=1 2 ]-+dK((Inyn+l'”)j»(l‘nwn—i—l“-)j)

Note que algumas parcelas destes n somatorios se anulam, pois algumas
projegoes coincidem. Por exemplo, no i-ésimo somatério, da primeira a (n —1)-
ésima parcelas sao zero. Retirando estes termos nulos, os somatérios acima
sao iguais a:

> 1\’ dr((1. . TnYns1 .- )jy (T1 . ZpWpgr .. ) ¢
Hola (/) [(Z (5) L+dr((1- - ZnYns1 -+ )j, (T1 - - TpWhy - )])> *

Jj=n+1
+...+

> 1\’ 4 Tioo o TpUYnat---)is (Tieo TpWygt .. .)s :
NEs (_) k(@ Tntier - i a) '

jen—it1 2 1+ dK((ZL‘Z o TpYnta - ')ju (l’z o TpWhyt - )])
+...+

(S0 )]

Como z/(1 + x) < 1, para todo € RT, os somatérios acima sao limitados



CAPITULO 3. PRINCIPAIS RESULTADOS 77

por

wnin (5 (

Jj=n+1

++(§j (;))]

< Hol, (f)[20 e 4 4 otndidba 4]

N | =
~~
<
N~ —
R
+
+
R
?.
3
[ 3
EM
VR
N —
~~_
.
N~
Q
+

= ni 2" Hol,(f).
=0

Portanto, temos o que se deseja. ]

Desta estimativa, podemos concluir a estimativa de interesse que é o
conteido do proximo Lema.

Lema 3.10. Sejam ¢ e ¢ fungoes continuas em C(2). Entdao

log/ﬂexp(w)du— log/ﬂeXp(@/))du‘ <l = Ylloo-
Demonstracao.

Jo exp(p)dp ‘
Jo exp(¥)dp

Joexp(p +9 — @Z))du’
Jo exp(¥)dp

Joexp(@ + g — ¢||oo)du’
Jo exp(¢)du

log /Q exp(p)du — log /Q eXp(w)du' = |log

= |log

IN

log

= [l = ¥l
O

Quando o potencial é a-Hélder continuo, a cota superior provém do Lema
3.9
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Corolario 3.11. Sejam f um potencial a-Hélder continuo e p,v € My (S),
com Q espago métrico compacto. A expressio

/Q [Sn(f)(xAnyAﬁ) —log/Qexp(Sn(f)(xAnwA%))d,/(w)} du(z)

¢ de ordem o(n).

Demonstracao. Para qualquer n € N, temos:

L USu)nms) = 10g [ exp(Su()on,wns) dv(w)] ()

= [ o8 [exp(Su (1) a1
log /Q exp(S(f) (2, whe ))du(w)} du(z)

05 [ exp(Su()a, ung) o] dao)
/ {log /Q exp(Sa(f)(za,as)) dv(2)]
o [ exp(S (o ng) ()] dur)

< sup  [Su(f)(@a,yag) — Su(f)(@a,wag)

z,y,wes

n—1
<> 27%Hola(f)
j=0

Onde na pentltima desigualdade, usamos que p ¢ medida de probabilidade e
o Lema[3.10, Na ultima igualdade, recorremos ao Lema [3.9] m

Finalmente, temos condigoes de enunciar e provar o Teorema a seguir,
onde a igualdade a ser mostrada nos permite mostrar os resultados principais
desta tese. Além disso, o funcional semicontinuo que esta no lado esquerdo
da igualdade abaixo é o funcional que nos permite enunciar o Principio
Variacional no nosso contexto.
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Teorema 3.12. Seja p uma medida de probabilidade a priori sobre K tendo
suporte total e f € W(Q). Entao para cada p € M,(Q) e v € G*(f), o
sequinte limite existe:

lim 55, (1) = n(ulv) = Tog Ay = [ f du— ()

hs(u)zlogkf—/gf dpp —n(plv).

Demonstracao. Se para algum n € N, tivermos J4, (u|v) = 400, entdo
o, (v (-ly)) = +oc e, portanto, S, (1| yn(-|y)) = +oo. Assim pufz, ndo
¢ absolutamente continua com respeito a ,(-|y)| #, . Como f ¢ limitada, segue
da defini¢ao de v, (-[y) que p|z, nao ¢é absolutamente continua com respeito
a plz, . Além disso, a entropia relativa é uma fungao crescente de Fr
temos %’j\ (i (-ly)) = 400, ¥ j > n e, também, h*(u) = —o0, 0 que prova o
teorema neste caso. Portanto, podemos assumir 23, (1|7, (-|y)) < +o00, para
todo n € N.

Para simplificar a notacao escrevemos dp = [ [, dp para denotar a medida
produto. Seja f um potencial normalizado a f e 7, (Aly) = .,?J?(lA)(a”(y)).
Se 4, (1|7 (-|y)) é finita para toda n > 1 entao

dpl 7 dpl
Hlnhall) = [ e tog
o dn(1y)lz,,  dm()lz,

dpl 7 dpl
_gn An 10 An O_n y
(m Dla Ed s, ) )

_ du| 7 d
:/Qexp(Sn( ) l‘”‘/[‘" log Kz, H dp X H doy,

D)z, Al ly) |71, i ieAs

A1)z, dulz, dp| 7
— _ n - n 10 An dp X d5 i
/Q dplz,,  dv(ly)lz,, ® dully) |74, ZH g "

—/ A, log diilz,, H dp x [ do,,.

dp‘//\ dfyn ‘y ’/An ic i€AS

dyn (1Y)l 7
———"An conforme
n

onde S,(f)=f+ foo+...+ foo™ ! eexp(Sy(f)) = pl 7,

(2.2). Como o integrando acima é %, -mensuravel, temos

dpl 7 dy| 7
%n Ly (Y :/ An log An dp
WhaClo) = [ ol 8 )
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Das propriedades da derivada de Radon-Nikodym, temos

dy| z dplz,  dv(ly)| s
%n(u\%(~|y))=/—“log< o | dp

_/ dul,%nl d%(-\y)mn i

d/’l/‘/A du'/A /
= ™ log ~dp — [ Su(f)(za,yac)du
/dpm g o S dnte)

= 4, (1) —/QSn(f_)@AnyA%)dH(@»

onde (zpyac)i = x4, se 1 € A e (xayae); = yi, caso contrario. Pelo Lema ,
temos

[ = lim ~ [ S.(7)(enns) duo)

n—oo 1

Observe que para qualquer pu € #,(S2), temos 4, (1) /n — h3(p) quando

n — oo. Esta convergéncia aliada a (3.7) implica a existéncia do seguinte
limite

o 00D ey [ 7 oy (0 - [ 1
Q Q

n—oo n

onde na tultima igualdade usamos que p € #,(£2) e a expressao (3.6)).

Para terminarmos a prova, basta mostrar que n=* 2, (1|7, (-|y)) — h(u|v),
quando n — oo, para qualquer escolha de y € (2.

., (nlv) = A4, (plvya(-ly))

= log
A9z, 7 dvm(ly)lz,,

1
o dplz, dp| z,, dvy(ylz, ] "

B dulz,, . dyl 7, -
- [T T ST )

]d[wn(-ly)]
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B dulz,,  d(1y)lz,,] dya(-1y)l 2, ]
= [ lo dp — [ log ————==

_ / log%dﬁ / o A0 ()15, (d[um-\y)r%n]) »

dp

= A, (phm(-y))
+/Q {Sn(f)(x,\ny/\%) —log/ﬁexp(Sn(f)(xAnwA%)) dl/(w)} du(x)

= A0, (1w (1Y) + o(n),
onde a ultima igualdade é obtida usando o Lema [3.8 (Ou o Corolério

para quando o potencial f é a-Holder continuo). O
Pela definicao de entropia especifica, o corolario a seguir é valido.

Corolario 3.13. Para toda f € W(Q2) e p € M,(Q) temos h(u|pg) > 0. Em
particular, se i € G*(f) entdo h(u|uf) = 0.

Demonstragdo. Basta observar que h(u|us) é limite de valores nao-negativos,
logo o seu limite também é nao-negativo. A segunda conclusao segue direta-
mente da definicao de medida de equilibrio, pois elas maximizam a pressao. [

Tal resultado sera 1til no principio variacional que iremos mostrar no
Teorema [3.21), pois este funcional linear semicontinuo, h(u|uy), caracterizara
as medidas de equilibrio para o potencial f.

3.2.2 A Igualdade das Entropias Especifica e Variacional

Como estamos comparando duas entropias, é natural se indagar sobre uma
relacao de ordem entre as entropias. No comeco deste capitulo, provamos a
igualdade, no caso finito, para as medidas de equilibrio.

Agora, estenderemos a igualdade para medidas o-invariantes, no caso
quando K é um espaco métrico compacto arbitrario.

Teorema A. Para toda p € M,(2), temos h®(p) = h'(u).

Demonstragao. Dada p € #,(Q2) segue do Corolario que

h®(p) <log Ay — / gdp,  Yge Q).
Q
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Portanto, h®(u) < h'(u).

O resto da prova é feita por contradicao. Por razoes técnicas, vamos
trabalhar sobre .#,(2), o espaco vetorial de todas as medidas com sinal
finitas Borelianas equipadas com a topologia fraca-*, pois pelo Teorema [1.67
este espaco é o dual topoldgico das fungoes continuas sobre (2. As extensoes
he W . () — [—00,0] de h® e I, respectivamente, serao dadas por

n® (1) = {hs(u), se u € M,(Q) () = {hv(ﬂ)7 se 1 € M, (Q)

—00,  caso contrario. —00, caso contrario.

A prova serd dividida em dois casos.

Caso 1. Suponha que exista v € #(Q2) tal que —h’'(v) < —h®%(v) < +00.
Como a extensao da entropia especifica multiplicada por —1, —h® : .Z,(2) —
[0, 400] é convexa, semicontinua inferiormente e limitada inferiormente, te-
mos que seu epigrafo epi(—h®) = {(u,t) € A, (Q) x R : —h%(u) < t} é
um subconjunto convexo fechado de .#;(£2) x R pela Proposicao e da
semicontinuidade inferior de —h®.

Pela afirmagdo, temos (v, —h’(v)) ¢ epi(—h®). Portanto, o Teorema [1.72]
nos garante um ¢ € R e um funcional linear continuo F : .Z,(Q2) x R — R
tais que para todo (u,t) € epi(—h®) tenhamos F(v, =W (v)) < ¢ < F((p,1)).
M(Q) é equipada com a topologia fraca-*, o Teorema , portanto, nos
garante que o funcional F' pode ser representado a seguir F'((u,t)) = [, ¢ du+
at, para algum ¢ € C(Q2) e a € R.

R A

Figura 3.1: —1'(v) < —h®*(v) < +o0
Da inequagao anterior, temos

/ pdv—ah'(v) <c< / @ du+ at, para toda (u,t) € epi(—h®).
Q Q
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Como 2 é compacto, C%(£2) é denso em C(£2) com respeito a norma uniforme.
Dai, a menos de uma pequena perturbacao em ¢ podemos assumir ( na
inequacao acima como uma funcao a-Hoélder continua. Desta inequacgao é
facil deduzir que a > 0. De fato, seja (v, —h®(v)) € epi(—h®). Segue que

/ng dv — ah* (v) </gpdz/—ahs(y),

Q

o que nos da o resultado. Sem perda de generalidade, podemos assumir a = 1.
Portanto, pelo Teorema [2.25 Coroldrio a definigdo de epi(—h®) e a

inequacgao acima, temos

log A~y = sup { [ (=) du+1b%(p)}
HEMF(2) JQ

<—c< /(—gp) dv +1'(v) <log A(_y).
0

Uma contradigdo. Segue que para toda p € #,(Q2) tal que h®(u) > —oo
temos h®(v) = h'(v).

Caso 2. Agora vamos provar que para toda pu € .#,(Q) tal que —h®(u) = 400,
temos —h'(p) = +o00. A ideia da prova ¢ reduzir esta ao caso anterior.
Suponha que para algum v € #,(2) tenhamos —h'(rv) < —h*(v) = +o0.
Como —h?® é uma funcdo semicontinua inferiormente e convexa de .Z,(2) a
[0, 4+00], entdo é um supremo pontual de uma familia § de fungoes continuas
afim de .Z;(Q2) a R, ver Proposigao . Um elemento genérico de § é uma
funcao do tipo g — &(pn) + C, onde & € ()" e como observado antes
pode ser representado por p+— [, g du + C, para algum g € C(£).

Seja ® denotando a familia de todas as fungoes afim da forma .Z(£2) >
p— [ 9 du—log Ay, com g variando em C*(£2). Como para toda p € #,(Q),
temos h®(u) < h’(u), podemos assumir que ® C §. Dada M > —h'(v) existe
F € §\ 9D tal que F(v) > M. Por outro lado, temos h®(J],.yp) = 0,
entao F(J[,cyp) < 0. Sem perda de generalidade podemos assumir a tltima
desigualdade estrita e para toda p € (), temos F(u) = [, du+ at, para
algum ¢ € C%(€2) e a € R. Note que F' é dominada por —h® e separa epi(—h®)
de (v, —h'(v)). Portanto, a # 0 e a prova se reduz ao caso anterior. O

Observacao 3.14. Note que nao precisamos trabalhar com as funcoes Walters
continuas neste teorema, pois ) € compacto e, pelo Teorema temos

C’O‘(Q)H'”m = C(Q). Vamos mostrar que

() = inf {— | gdu+log\ Y= inf {— [ gdu+log\,}.
(1) gelcr;(m{ /Qg 1+ log A} gé&m{ /g ©+log Ay}
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R A
F(c)
epi(—h®)
o(v, M)
(v, ~h*(v))
,, / At
e

Figura 3.2: —h'(rv) < —h%(v) = +o0

Para simplificar a notagao, chamaremos infgecoy{— [ gdp +logAs} de
a. A expressao estd bem definida, pois em [CL16] temos a pressao definida
para todos os potenciais continuos.

Claramente, a < h’(p), pois C*(Q) C C(Q). Dado € > 0, existe g € C(R)
tal que | — [ gdp+1log A, — al < /2. Por densidade, existe uma sequéncia
(gn)nen de funcgoes a-Holder continuas tal que g, converge a g, uniformemente.
Além disso, Ny, — g, pelo Coroldrio 2 em [CL16], e a diferenca entre integrais
vai pra zero pela definicao da norma da convergéncia uniforme. Assim, tome
n sufictentemente grande de modo que

‘—/gduﬂogkg— (_/gndﬂ+log)‘9n>‘ <
< ‘—/gdu+log>\g— (—/gnduﬂogkgn)‘

+ ‘—/gdu—i—log)\g—a

DO | ™

Portanto,

‘—/gndu+logx\gn —a

<e/2+¢e/2=¢.

Seque que a é uma cota inferior de h¥. Dai, a > h'(u) e, assim, temos a
igualdade de interesse. Como a classe de func¢oes Walters continuas é maior
que as fungoes a-Holder e todos os resultados que usamos implicitamente neste
teorema para as funcoes a-Holder também sao vdlidos nas funcoes Walters, a
adaptacao estd concluida.
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Voltemos ao caso onde K ¢ finito. Pelo coroldrio [3.3 dada uma medida a
priori p sobre K a entropia especifica de pu é

—lim = 3l i) log (M) |

n—oo M b1+ v . 3
= Pis - - - Pin

Separando o logaritmo do somatério, obtemos

h*(p) = H(p) +T}Lrgo% Z pllin - -in]) og(piy - - i)

d
.1 . .
=D —pilogpi+ lim — > plfir.in]) log(pi, - -pi,).

i=1 i1...0n

Como a primeira parcela da soma acima é finita, h®(u) diverge se, e
somente se, limy, oo (1/n) D2, i p(liv. .. in]) log(pi, - .. pi,) diverge. Da igual-
dade provada acima entre as entropias especifica e variacional, tal resultado
pode ser estendido para a entropia variacional e o faremos em forma de
Corolario a seguir

Corolario 3.15. Sejam K um conjunto finito,p uma medida de probabilidade
a priori sobre K e 1 € M, (2). h¥(u)(h®(pn)) € finita se, e somente se, o limite

lim 1 Z p([iy .. i) log(piy - - - pi,)

n—oo 1, “—
i1...0n

€ finito.

3.3 Unicidade dos Estados de Equilibrio e o
Principio Variacional

Finalmente, mostraremos a unicidade dos estados de equilibrio para poten-
ciais Walters continuos. E um dos conceitos mais importantes do Formalismo
Termodinamico e da Mecanica Estatistica. Além disso, tal unicidade nos
possibilita caracterizar as medidas que sao valores minimais do funcional
semicontinuo h(-|xf), o que nos possibilita enunciar o Principio Variacional,
neste contexto.

3.3.1 A Unicidade dos Estados de Equilibrio

Antes de provar este teorema, alguns lemas sao necessarios.
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O primeiro lema a seguir nos garante a quasilocalidade de ,(+|y), para
todo n € N. Para isto, devemos mostrar que para cada funcao ¢ local, 7, (¢|y)
¢ quasilocal conforme a Secao [2.2.2]

Lema 3.16. Seja f um potencial continuo. As sequintes afirmagoes sao
verdadeiras:

a) Existe uma sequéncia (f,)nen tal que esta é continua, Fa, -mensurdvel
com limy, o0 || fo = flloo = 0;

b) O nicleo de probabilidade
mlely) = Z7 () (0" ()

€ quasilocal, para todo n € N e ¢ funcdao quasilocal.

Demonstragao. O item a) é a Proposigao 3, em |[CL16]. Provaremos o item
b). Considere ¢ uma funcao quasilocal e {¢, }nen a sequéncia de fungoes
limitadas locais que converge uniformemente a ¢. Fixado m natural, defina a
funcao 1, por:

Un) = [ explSulFnla"uas)ola"as )" (a").

Onde fn () = f(za,,2ag,), com z € Q fixo, é a fungao de interesse. Claramente
ela satisfaz o item a). Segue que S, (f,) é local. Como ¢, é local, ¢,, ¢é local.
Além disso, 1, é limitada, pois

[t (¥)lloe < exp(n]l flloo) (1 + [[#lloo).

para m suficientemente grande. Pelo Teorema da convergéncia dominada,
temos ¥, (y) — Yn(ply) para todo y € Q. Afirmamos que a convergéncia é
uniforme. De fato, para qualquer y € §2:

[V (1) — 1 (@ly)]
] [ S Fnd)om = exp(Su(1)) do"

< / (eXD(Sa (o)) om — exp(Su(Fo)) + exP(S(Fi)) — exp(Sa( )| dp”

< exp(n[|flloo)lom — @lloo + [ llocll exP (S (fin)) — exp(Sn(f)) [l

— 0.
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Onde na primeira parcela acima usamos a definicao de ¢ e na segunda a
definicao de f,,.
O

Os seguintes lemas técnicos ajudam a nos garantir a unicidade do estado
de equilibrio no caso especial, que é quando a entropia relativa %, (u|uf) é
uniformemente limitada.

Lema 3.17. Suponha que para todas v,w € L*(Q,u7) com [ywdus =0
temos [, voo"wdus — 0 quando n — +oo. Entdo uj é misturadora e, em
particular, ergodica.

Demonstragao. Ver Proposicao 3, em [LMMS15], junto ao Teorema 2.3 em
[PPO0). O

Lema 3.18. Se u e v sao probabilidades invariantes tais que pu é ergodica e
v € absolutamente continua com relagao a p, entao = v.

Demonstragao. Ver Lema 4.3.1 em [VO14]. O

Falamos de sistemas ergddico e misturadores (mizing) sem uma defini¢ao.
A observagao abaixo é exatamente a definicao destes conceitos.

Observagao 3.19. Seja (X, .7, 1) um espago de probabilidade arbitrdrio.
Um sistema (o, 1) € dito misturador(mizing) se para quaisquer conjuntos
mensurdveis A, B € F

lim ju(o~"(4) N B) — p(A)(B) = 0.
Algumas referéncias, como [Wal82] consideram esta condi¢ao denotando um

sistema misturador forte. Jd um sistema (o, u) € dito ergddico se para todo
conjunto E # —mensurdvel com medida positiva tivermos

p(E) = lim — Z 1p(0? (x —q.c.

Um sistema misturador € ergodico. Para a prova deste fato, basta olhar a

Secao 7.1.1 de [VO1J).

Teorema B. Se f € W(Q) entdo h(u|ps) = 0 se, e somente se p € G*(f).
Em particular, o conjunto dos estados de equilibrio de f € unitdrio.
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Demonstragio. Se f € W(), pela Secdo 2.1.1, G*(f) é unitdrio e pelo

Corolario h(p|ps) = 0.
Reciprocamente, suponha que p € .#,(£2) é tal que h(u|puf) = 0. Para

provar que y € G*(f) é suficiente mostrar que para cada ny € N fixado temos
[WYne = M, ver item b) da Definicao e o Teorema [2.17, Como assumimos
que h(u|py) = 0, e sabemos que n — 3, (p|pf) é fungao nao decrescente,
pela Proposicao segue que S, (p|py) < oo, para qualquer A, C N.
Primeiramente, provaremos o teorema no caso sup{J4,, (yt|p5) : n € N} <
+00. Sob esta afirmacao temos S, (uu|uf) < +00, para todo n € N, e, assim,

existe a derivada de Radon-Nikodym

dulz,

. (3.10)
duglz,

Pn =

Observe que ¢, > 0 e %, -mensurdvel. é facil ver que (p,)nen é uma
martingale relativa a 7. De fato, como Z,,, define uma filtracio crescente,
para todo m > n temos ¢, = p(¢m|-Fa,) pf-q.c. pela unicidade da derivada
de Radon-Nikodym.

Mostraremos que esta martingale converge na norma Ll(uf-) a alguma
funcao .#-mensuravel ¢ > 0. Para isto, é suficiente provar que esta sequéncia
¢ uniformemente p¢-integravel. De fato, para qualquer K > 1 temos

1
nl dug < nl n) 1 du g

1

<
log K

)
1
< @(1 + sup{4, (ulpy) :n €N},

onde na ultima inequacao usamos que 1+xlogx > 0, para todo x > 0. Destas
estimativas e da afirmacao que sup{J%, (p|pf) :n € N} < +oo, temos que
(¢n)nen ¢ uma martingale uniformemente integrével e, portanto, convergente
em L'(p7). Por conseguinte, existe ¢ € L'(u7) tal que

lim [ |o, — | dug=0.
n—oo Q

Afirmamos que ¢ = <%= De fato, definindo

duf"
dp | = dp| 7
X, =7 Ty, | = —2n 7 — q.C.
. <dﬂf‘ An) d:uf FAn A
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O Teorema [I.63 nos garante que X,, converge a

du | = du | = du
= (el 7<) = (G| 7) = g v

A dltima igualdade segue do item (E10) do Teorema e a sigma-
algebra gerada pela unido das .%,, é .#, pois A, T N. Além disso, o Lema
nos garante p17 ergédica. Como p ¢ medida de probabilidade o-invariante
e j1 < pif, segue pelo Lema que g = 7 e o teorema esta provado neste
caso.

Agora, o teorema no caso geral. Dado ny € N, provaremos que piy,, = (.
Dividiremos esta prova em trés passos.

Passo 1. Para cada 0 > 0 e cada n; > ng, existe ny € N tal que
Ngo < ng <ng e

Ay, (Wl1tF) — H 0\ Ay (BlF) <6, (3.11)

onde %, (u|uf) = 0. De fato, seja m; € N tal que se n > max{ni, m:}, entao
n~ ', (ulpg) < 6/ny. Tomando my = [max{ni,m1}/ny] temos

m2

1 1
— N 5 — S ) < — 5) < 6.
e k:l( Nen, (Wl17) — H iy, (Blg)) < o Ay, (11127)

Portanto existe algum ny > ny tal que J4,, (p|pp)— A4, ., (plpg) < 6. Como
p g € Mo (S2), segue que H4,,,, (ulpp) = Hh,,\a,, (1l1tf) € a afirmacio no
passo 1 esta provada.
Passo 2. Seja ¢,, o funcional definido como em (3.10). Dado ¢ > 0,
existe 6 > 0 tal que
J

toda vez que ny < ng e S, (plpg) — HA,\a,, (1lig) < 6. De fato, se ny e ny
sao dois numeros inteiros satisfazendo n; < ny. Entao temos

dp |97AnQ\An1

duz < e
du g !

Png —

7
7 Mg \Anyq

_ dplz,, \a,
Yn, =0 py—gq.c. sobre o conjunto P =0;,
Mf|%\n2\,xn1

pois a tltima derivada de Radon-Nikodym ¢ igual a p7(on,|-Z, Any\Ay, ). Consi-
dere a funcao v : [0,00) — R, dada por ¢(x) = 1 — x 4+ zlogz. Para algum
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0 < r < 0o, temos a seguinte desigualdade |1 — z| < rp(x) + /2, para toda
x > 0. Portanto,

-1
dpl 7, \an, dplz,, \a,
=)o duds 1 — n, Tl duy
Q OLFIF N, A, S ETWRV
dp) 7 dp) 7 !
<r / T o e dpg + -
o dpglz,, dpgl 7 2

dpl o
=r / Py 10g | P, | -2ttt dpy + X
Q d'uf‘v”;’AnQ\An1 2

= r(J,, (plpg) — A, A, (l0F)) +

DO ™

Tomando 6 = £/2r, o passo 2 estd provado.

Passo 3. Para provar que py,, = i, fixamos uma fungao local ¢ (uma
funcdo .#, ,-mensurével limitada para algum n € N) e ¢ > 0. Como f é um
potencial Walters continuo, segue do Lema [3.16] que a familia de nicleos de
probabilidade (7,),>1 é quasilocal. Portanto, existe uma funcdo quasilocal
Z, Ag, ~mensurdvel ¢ tal que

sup < E.

ye

3y) - / () d (1)

De fato,

[ o)t1lals) = r0a(l) = L7 () 0™ (1)

= /K" eXp[Sn(f(anyno+lyno+2 . '))]¢(anyno+1yno+2 .. )dpn<an)

Observe que o ntcleo de probabilidade acima, visto como uma func¢ao men-
suravel na segunda entrada nao depende das primeiras n coordenadas de y.
Ou seja, nao depende de %, , dal a fungao quasilocal aproximante pode ser
tomada na sigma-algebra de interesse.
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Seja ny > ng tal que ¢ é Fy, -mensurdvel e ¢ é .Fy \a, -mensurdvel.
Escolha 6 nos termos de € como no Passo 2, e defina ny nos termos de nq e 6
como no passo 1. Entao

‘/ebdmno—/qbdu‘g
Q Q
+| [ 6 au- / G gy,
f’7An2\An1
/ du|yAn2\An1
_l’_
d/’LfL/An \Ang
dﬂ|ff7A \A
ne d(x)dyn, (z]y) — Dy )) dug(y)
/d/if‘//\n \Any (/ 0 !

+lol |

duz — dul .
Q@nng :uf /ng M'

(| [ @i ay) —¢3<y>\ duly)

)| [ ottt - <>\ )

+

7y, o,

Pny — dlu’ f

f|5ngn2 \An1

Como QNS é 7, Any\ Anl-mensuréwel eqpé Z, An, -mensuravel, o segundo e tltimo
termo do lado direito da desigualdade sao zero. Pela escolha de g%, o primeiro
e terceiro termos sdo limitados por €. O quinto termo é limitado por €||¢||o
dada a escolha de ny. O quarto termo se anula pelas equacoes DLR. De fato,

como i € G*(f), segue do Teoremam que i Yn, = Jif, portanto

dﬂ|/A An
(/ () (aly) <>) dus(y)

o dug lf“AnQ\An

d/‘I"JAn2\An1 du’ejj\7l2\/\nl

dug

(0360 e () dpt () — / b

dluf‘%\n \An, duf|jAn2\Anl

=0,

onde na primeira igualdade usamos que +,, ¢ um nucleo de probabilidade
préprio e as equacoes DLR. O

Observagao 3.20. E fdcil verificar que 1 — x| < ri(x) +¢/2 para algum
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r > 0, pois definindo a funcdo
) = rp(z) + (1 —x)+¢/2, sex <1,
() 4+ (2 —1)+€/2,  caso contrdrio.

Temos [ continua e f' = 1(x) > 0 para todo x. Como a fungao é crescente,
existe algum r de interesse.

3.3.2 Pressao Topoldgica e a Transformada de
Legendre-Fenchel

Como consequéncia da unicidade dos estados de equilibrio, da igualdade
entre as entropias e do Teorema |3.12, podemos deduzir o Principio Variacional
em nosso contexto:

Teorema 3.21. Para cada f € W(Q) e p € AM;(Q2), h(plpg) > 0. A
igualdade ocorre se, e somente se, i € G*(f). Em outras palavras, G*(f) ¢ o
conjunto onde o funcional semicontinuo h(-|py) : M5(Q2) — [0,00] atinge seu
minimo zero.

Note que pelo teorema acima, o funcional Pressao, definido em [2.24]
satisfaz
P(f)= sup {/fdu+h“ 0}
HEM5(Q

= sup {/Qfdp—irh"(u)}. (3.12)

nEMs(2)
Por outro lado, a entropia variacional, explicitada na Observacao [3.14] satisfaz

_hV( :fESClg()Q){/fd’u P }
{fen) e

Afirmamos que —h" é a Transformada de Legendre-Fenchel (conjugada
convexa) de P. Ou seja, elas estdo em dualidade. Mostraremos que P é uma
[-regularizacao. Das propriedades de supremo, ¢é facil ver que P é convexa.
Além disso, P é Lipschitzianas na topologia forte. Assim,

Ve € R, C={feC(Q)|P(f) <c}

é fechado na topologia forte. Como P é convexa, C' é convexo. Dai, C' ¢é
convexo na topologia fraca e, portanto, P é l.s.c. De (3.12) e (3.13), segue
que P* = —h" e (—h")* = P e assim, concluimos o resultado.



Observacoes Finais

Devemos mencionar que nossos resultados sobre a unicidade dos estados
de equilibrio para potenciais no espaco de Walters nao podem ser deduzido
dos resultados obtidos em [GKLMI18]. O primeiro motivo é que neste trabalho
os autores assumem que a dinamica é do tipo finite-to-one o que nao ocorrera
para o caso de alfabetos infinitos. O segundo motivo é que o operador de
Ruelle associado a um potencial Walters nao possui, em geral, a propriedade
do gap espectral, veja |[CS16]. Nesses casos, o argumento dado em [GKLMIS)|
nao pode ser utilizado. Embora as referéncias [LMMS15], [CS16], [CL16]
ja tenham considerado alfabetos compactos e estados de equilibrio neste
contexto, os resultados de unicidade discutidos nestes artigos se referem as
automedidas do dual do operador de Ruelle. Como mencionado antes, no
caso do alfabeto finito, a unicidade das automedidas implica na unicidade dos
estados de equilibrio, pelo menos para potenciais Holder e Walters. Para o
caso de alfabetos métricos compactos gerais novos resultados sao necessarios.
Estes resultados sao obtidos no Capitulo [3]

Em [LMMS15], [CS16], [CL16], o conceito de entropia é considerado no
contexto de alfabetos métricos compactos. Elel é definido por um principio
variacional, mas nao é reconhecido como sendo menos a transformada de
Legendre-Fenchel do funcional pressao. Como subproduto do Teorema [A]
nos provamos que: a entropia considerada nestes trabalhos é, de fato, menos
a transformada de Legendre-Fenchel da pressao e, além disso, ¢ igual a
entropia especifica. Esta igualdade, o conteido do Teorema [A] possui uma
consequéncia extra por causa da Proposicao 15.14 de [Geoll] que é: a entropia
considerada nestes trabalhos é uma funcao afim, quando restrita ao subespaco
das medidas Borelianas de probabilidade o-invariantes. Embora seja um
resultado conhecido para sistemas dinamicos com entropia topoldgica finita,
isto é novo para dinamica simbdlica com alfabetos infinitos.

Como essas entropias dependem de uma medida a priori, a pergunta é
natural. Existe uma melhor medida a priori a se trabalhar? Quando K é
finito, os Corolarios [3.5]e sugerem que a medida de contagem normalizada
é uma medida bastante adequada para ser escolhida como medida a priori.
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Com esta escolha, todas as medidas o-invariantes tem entropia especifica
(variacional) finita. Quando K é um grupo compacto nao-enumeravel, uma
escolha bastante 1til ¢ a medida de Haar.

E possivel utilizar os resultados obtidos nesta tese para estudar alguns
problemas onde € = N, Note que neste caso o alfabeto é ndo-compacto e
portanto alguma técnica de compactificacao deve ser utilizada. Uma maneira
de se fazer isto é usar uma ideia explorada em [LMMS15]. A técnica consiste
em considerar Ky = {z;,7 € N}, uma sequéncia infinita de pontos em [0, 1)
€ Zoo := 1 = lim;_,, z;. Supomos que z; = 0. Portanto, cada ponto de K é
isolado e temos apenas um ponto de acumulacao, z,, = 1. Considerando a
métrica euclideana induzida, entdo K = Ky U {1} é conjunto compacto. O
alfabeto K pode ser identificado como N, e K tem um ponto z,, = 1 fazendo
o papel do infinito. Tome Q) = K} e @ = KN. Temos €}y um conjunto nao
compacto. Pela Proposi¢ao 12, em [LMMS15], o Teorema ¢é valido para
este espaco. Dali, segue que que os resultados aqui apresentados sao validos
para os potenciais a-Holder continuos em €2 que também sao continuos em
sua restrigao, .

Outra questao que vem a mente ¢ se a classe de potenciais continuos, onde
os Teoremas [3.12] [A] e [B] sao vélidos, pode ser estendida para uma classe
mais geral. Certamente, pois todos os resultados para os potenciais provados
no Capitulo [3] dependem apenas da continuidade do potencial. A restricao
a W () se da pelo Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius. Se mostrarmos
que este teorema pode ser estendido para uma classe mais ampla (Classe de
Bowen, por exemplo) ou, pelo menos, mostrar a existéncia de uma autofungao
mensuravel associada a uma automedida ,a extensao desses resultados é
intuitiva. Além disso, em [LMST09], mostra-se que as medidas de equilibrio
sao aproximadas por medidas empiricas. Espera-se que fazendo as adaptagoes
necessarias, no nosso contexto, as medidas de equilibrio também tenham esta
propriedade.

Apesar de termos restricoes técnicas sobre a regularidade de f, dada uma
medida de equilibrio v para este potencial, o funcional semicontinuo h(-|v)
pode ser estendido para todas as fungoes continuas, pois este depende apenas
da informacao espectral maximal do operador de Ruelle, pelo Teorema [3.12]
Dai, sendo p uma medida o-invariante, h(u|v) pode ser definido por

b(lv) = log o)) — [ fdu =1 ().

Note que a expressao acima ¢é similar a provada no Teorema [3.12] mas a
entropia especifica h®(u) é trocada por h' (i) e podemos ver que h(u|v) > 0.
Por outro lado, nao sabemos, em geral, quando n~'54; , (u|v,(-|y)) converge a
h(u|v). Contra-exemplos, no reticulado Z, dados na Secao A.5.2 de [vEEFS93]
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(sistemas cldssicos) e em [MvEOS] (sistemas quéanticos) sugerem que esta
questao da convergéncia pode ser um problema bastante delicado.

Outra questao que se coloca é a possibilidade de estender nossos resultados
para o caso de subshifts. A importancia de tal extensao se deve a belissima
conexao entre dinamicas uniformemente hiperboélicas em variedades compactas
e dinamica simbdlica em subshifts de {1, ..., d}". Esta conexao é feita através
das chamadas parti¢coes de Markov que permitem obter semi-conjugacoes
topolégicas entre tais dinamicas. Ja que as provas dos resultados obtidos nesta
tese sao baseadas em resultados da teoria geral de Andlise Convexa e alguns
teoremas de compacidade, acreditamos que eles possam ser generalizados para
tal contexto pelo menos quando os subshifts forem compactos.
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