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RESUMO

Nesta tese de doutorado estudamos através da teoria de transporte 6timo os
dados espectrais maximais de uma classe ampla de operadores do tipo transferéncia e
apresentamos aplicagoes relacionadas a teoremas limites para uma classe de cadeias de

Markov tomando valores em um espago polonés que pode ser nao-compacto.

Os resultados principais sdo: i) uma generaliza¢ao do Teorema de Ruelle-Perron-
Frobenius para potenciais em certas algebras de Banach agindo em espacos poloneses
compactos e nao-compactos; ii) a existéncia de lacuna espectral para a subclasse dos
operadores de transferéncia citada acima; iii) teoremas do tipo Limite Central para ca-
deias de Markov, com taxas de convergéncia, associadas a uma classe nova de medidas
de equilibrio. Assumindo compacidade do espago de estados, e trabalhando com hi-
poteses bem gerais sobre os potenciais, obtemos resultados de decaimentos polinomial
e exponencial de correlagoes (com respeito a medidas de equilibrio) para uma classe

ampla de observéveis.

Palavras chave: Cadeias de Markov, Formalismo Termodindmico, Lacuna espectral, Teo-

rema de Ruelle-Perron-Frobenius, Transporte Otimo.



ABSTRACT

In this Ph.D. dissertation we study, by using the optimal transport theory, the
maximal spectral data of a large class of transfer operators and present applications to
limit theorems for Markov chains taking values on a compact or non-compact Polish

space.

The main results are: i) a generalization of the Ruelle-Perron-Frobenius Theo-
rem for potentials in a suitable Banach algebra of functions acting on a general (com-
pact or non-compact) Polish space; ii) the existence of spectral gap for a subclass of
transfer operators mentioned above; iii) central limit type theorems for Markov chains
(exhibiting convergence ratio) associated to a new class of equilibrium states. At the
end by assuming compactness of the state space we prove, under very weak hypotheses
on the potentials, polynomial and exponential decays of correlations (with respect to

equilibrium states) for a large class of observables.

Key-words: Markov Chains, Optimal Transport, Thermodynamic Formalism, Ruelle-Perron-

Frobenius Theorem, Spectral Gap.
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INTRODUCAO

Uma das grandes motivacoes da Teoria Ergodica é compreender o comportamento
estocastico e estatistico de sistemas dinamicos deterministicos 7' : 2 — €. Isto é feito
analisando as medidas de probabilidade ergddicas invariantes pelo sistema dinamico. Se
nos ¢ dado uma tal medida, o teorema ergodico nos fornece informacoes quantitativas
sobre o comportamento assintético de {T%(z)}ren, quando k tende ao infinito, quase
certamente. O problema que surge é que os resultados sao sensiveis & medida dada
e ¢ muito comum um sistema dinamico ter varias medidas de probabilidade ergddicas

invariantes.

Sinai e Ruelle, através de ideias oriundas da fisica estatistica gibbsiana, estabe-
leceram os principios para a escolha de uma medida de probabilidade invariante natural
para cada contexto. Este método para estudar tais medidas e suas propriedades, deu

origem ao que conhecemos hoje por Formalismo Termodindmico, [12], 41].

O Operador de Ruelle (ou Operador de Transferéncia) desempenha um papel
importante no Formalismo Termodinamico classico sobre espagos de Bernoulli com
alfabetos finitos, [10], 36l [39]. Fixe um potencial sobre o espaco de estados de Bernoulli
f: BN — R, o qual é usualmente Hélder continuo. Seja C(EN,R) o conjunto de
todas funcoes reais continuas, definidas sobre EN. Entao o operador de Ruelle age em

C(EN,R) da seguinte forma

Zi(p) (@) =) eI plax)

aclE

em que r = (r1,xq,--+) € ax = (a,x1,x2, -+ ). As autofungdes e automedidas associ-
adas ao autovalor positivo maximal do operador de Ruelle sao a chave para escolher

certas medidas ergodicas, com respeito a dindmica, cuja conexao com o operador é

13



14 INTRODUCAO

evidenciada pelo fato dele ser definido como uma espécie de média ponderada sobre as
pré-imagens da dinamica. No caso do shift completo, temos inclusive que 77! (z) = E.
Como é bem conhecido, varios resultados do Formalismo Termodindmico sao formu-
lados para o operador de shift sobre o espago de Bernoulli. A razao de se estudar
shifts ou subshifts de tipo finito é que sob hipdteses bem gerais varios sistemas di-
namicos uniformemente hiperboélicos definidos sobre variedades compactas, podem ser

semi-conjugado a um sub-shift do tipo finito, veja por exemplo, |1}, 9l 4T}, 43].

Shifts sobre alfabetos E infinitos enumeraveis sao utilizados para estudar siste-
mas dindmicos nao uniformemente hiperbélicos, veja por exemplo [40]. Um dos exem-
plos mais notaveis é a aplicagao Manneville-Pomeau. Outras questoes de interesse em
Teoria Ergodica também podem ser considerada. Algumas referéncias nessa diregao

sao [8, 13} 22], 47].

A Mecanica Estatistica Cléassica é uma boa razao para se considerar alfabetos
mais gerias, pois alfabetos nao enumeraveis aparecem com frequéncia, por exemplo,
nos modelos O(n). Casos especiais incluem os modelos XY (n = 2) e o de Heisenberg
(n = 3). Nesses modelos com n > 2, o alfabeto ¢ S"~! a esfera unitaria no espago

Euclideano R", veja [5], [19, 32, [37].

Alfabetos ilimitados, tais como os espacos Borel padrao, o qual incluem alfa-
betos compactos e nao-compactos, sao considerados em detalhes em [I8]. Para estes
alfabetos [12] fornece um formalismo termodinamico para potenciais continuos limita-
dos. Mencionamos também que problemas de otimizagao ergddica sao considerados em

alfabetos infinitos, veja [8 [13, 23, [40].

Um dos topicos de interesse no estudo do operador de transferéncia é taxa de
decaimento da iteragoes de restrigoes do operador a determinados subespacos. Em ge-
ral, estes subespacos sao compostos por funcoes continuas de média zero, com respeito
a certas medidas chamadas de medidas de equilibrio. Inspirados em [20], [35] [44], que
obtiveram boas propriedades de contragao na métrica de Wasserstein através da Teoria
de Transporte Otimo para cadeias de Markov, os autores em [29] mostraram como esta
teoria poderia ser usada para obter decaimentos das restri¢coes dos iterados do operador

de Ruelle quando espaco de estados é compacto. Com isso, foi inserido o ferramental
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das técnicas de acoplamento para estudar o operador de Ruelle.

Um dos autores de [29], Kloeckner em [27], aprofundou a conexao entre as
técnicas de acoplamento e as propriedades do operador de transferéncia para estudar
operadores tipo transferéncia que sao generalizacoes do operador de Ruelle. Uma
das caracteristicas mais interessantes deste trabalho no que se refere as aplicagoes é
a introducao de um modulo de continuidade o que permite generalizar o espaco dos
potenciais e dos observaveis para os quais os teoremas mais importantes da teoria geral
do Formalismo Termodindmicos permanecem vélidos. Destaca-se também a definicao
de potencial “flat”, que na verdade é uma generalizacao da ideia de distorcao limitada.
Com isso, pode-se lancar méao da teoria de Transporte Otimo, e obter informacdes sobre
o decaimento dos iterados da restricao do operador de Ruelle ao subespaco das fungoes
de média zero. Vale ressaltar que a ideia de moédulo de continuidade para estudar o

operador de Ruelle classico ja havia sido usada nos trabalhos de Fan e Jiang [16], [17].

No cenério do formalismo termodindmico moderno o Teorema de Ruelle-Perron-
Frobenius (RPF) é um dos resultados mais importantes e o operador de Ruelle se tornou
uma ferramenta padrao em varias areas dos sistemas dinamicos, da Matematica e da
Fisica-Matematica. A literatura a respeito do teorema de Ruelle-Perron-Frobenius é

vasta, a seguinte lista é apenas uma lista parcial de livros e artigos a respeito do mesmo,

41, 10, (15, 16, 4], 36, 38, 45).

Um dos objetivos principais deste trabalho é estender a versao do Teorema de
Ruelle-Perron-Frobenius obtida em [27] para espagos métricos nao compactos. Quando
o contexto é espagos compactos, também obtivemos resultados de decaimento poli-
nomial e exponencial dos iterados da restricao do operador de Ruelle, definidos por
mapas nao-necessariamente expansivos cujas pré-imagens de qualquer ponto pode con-
ter infinitos pontos. Nossos resultados nesta direcao, respondem parcialmente um dos

problemas em aberto enunciados em [27].

A dificuldade de definir o operador de Ruelle para alfabetos nao contéaveis é,
como de praxe, superada introduzindo-se uma medida de probabilidade a-priori em E.
Esta estratégia é adotada também no contexto da Mecéanica Estatistica do equilibrio e

do formalismo DLR para medida de Gibbs, ver [18].
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O trabalho esta organizado da seguinte maneira.

CApriTULO 1

Neste capitulo preliminar, apresentamos as defini¢oes e resultados basicos ne-
cessarios ao prosseguimento dos proximos capitulos. Comecamos com o espaco das
funcoes continuas limitadas, definindo, em seguida, os espaco das fungoes a-Holder
continuas. Logo apoés isso, definimos o conceito de médulo de continuidade w e apre-
sentamos a algebra das fungoes w-Holder continuas. Introduzimos a nogao de fungoes
de decaimento, referentes a uma métrica. Apos isso, definimos o nucleo de transigao
e nucleos “backward” para uma dada aplicacao T', seguido da definicao do operador
de Ruelle generalizado. Finalmente apresentamos o operador de Ruelle generalizado,
que ¢é definido usando niicleos de transicao de uma cadeia de Markov ao invés de uma
medida a priori. Depois definimos o que sao operadores de transferéncia que satisfazem

as propriedade RPF e Lacuna espectral.

CAPITULO 2

Neste capitulo introduzimos os rudimentos da teoria do Transporte Otimo, co-
mecando com as defini¢oes classicas dos problemas de Monge e Kantorovich. Feito isto,
e garantido existéncia de solugao do problema de Kantorovich, apresentamos a distan-
cia de Wasserstein de ordem p sobre o espago das medidas de probabilidade &2(2) bem
como algumas propriedades tais como sua relacao com a convergéncia fraca. Entao
definimos a distancia de Wasserstein referente ao um modulo de continuidade w. A
seguir enunciamos uma proposicao em que usamos a dualidade de Kantorovich para
obtermos decaimento dos iterados do operador de Ruelle quando sabemos o decaimento

de seu dual.
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CAPITULO 3

Obtemos uma férmula para os iterados do operador de Ruelle generalizado, em
funcao da lei da cadeia de Markov que define o mesmo. Em seguida, apresentamos
o conceito de acoplamento de um nucleo de transicao e algumas defini¢oes a respeito
disto, tais como, acoplamento w-Hdélder e w-Taxa de decaimento. Introduzimos a classe
de acoplamentos para os quais valem o resultado central desta tese. Nesse capitulo mos-
tramos também como uma escolha adequada dos niicleos de probabilidade recuperam
o operador de Ruelle considerado em [5]. Tais classes de operadores sao novamente
exploradas no Capitulo 4. Na sequéncia falamos sobre potenciais “flat” e suas princi-
pais propriedades. Obtemos um resultado de contragao para um operador auxiliar P}’
que serd usado na obtencao de dois dos principais resultados desta tese. Destacamos
neste capitulo os Teoremas [3.2.5 e [3.3.2] que serdo os pilares das provas dos principais
resultados deste capitulo. Finalmente, provamos o principal teorema do capitulo que

é o Teorema [3.3.3] (RPF), e a Proposicao [3.3.6] (existéncia da Lacuna espectral).

CAPITULO 4

Neste capitulo estudamos o decaimento das correlagoes. Sob a hipotese [3.1]
provamos que a medida de probabilidade dada pelo Teorema RPF tem decaimento
exponencial das correlagoes. Essa é a versao equivalente de dizer que o operador goza
da propriedade da Lacuna espectral. Sem a hipotese |3.1} e considerando que o espacgo
) é compacto, apresentamos o Teorema de contracao de Kloeckner, e os nticleo de
transicao 1-para-k. Entao, apresentamos uma descricao completa para o decaimento
dos iterados do operador de Ruelle para caso em que a dindmica é k-para-1 e Lipschitz.
Nossa contribuigao é apresentar um nucleo de transi¢ao fracamente contrativo 1-para-oo
e obter um Teorema RPF para mapas co-para-1 e Lipschitz, onde vale a propriedade da
Lacuna espectral em um caso (a > 0), ou seja, decaimento exponencial das correlagdes
relativo a medida de RPF, e decaimento polinomial das correlacoes em outro caso

(o =0,6>0).
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CAPITULO 5

Neste capitulo estudamos as relagoes entre o operador de Ruelle normalizado
e as cadeias de Markov e seguindo [2I] obtemos teoremas do tipo limite central para
cadeias de Markov cujo os nicleos sao dados implicitamente. O que possibilita isto é o
fato de que o operador de Ruelle ser um operador quase-compacto. Mostramos também

que medida de probabilidade RPF define uma medida invariante para a cadeia.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Dentre outras coisas, neste capitulo estabelecemos o ambiente em que iremos traba-
lhar, a saber, o espaco de Hdélder generalizado, bem como as ferramentas e definigoes

necessarias ao prosseguimento do texto.

1.1 ESPACOS DE FUNCOES

Em toda esta secao €2 denota um espaco Polonés, cuja defini¢ao relembramos abaixo:

Definigao 1.1.1. Um espago métrico (€2, d) € dito Polonés se ¢é separdvel e completo.

Nao existe perda de generalidade em assumir que a distancia d seja limitada,

pois se esse nao for o caso, basta substituir d pela distancia equivalente d' = d/(1+ d).

Denotaremos por #(f2) a o-algebra de Borel de © e por &(2) o conjunto de
todas as medidas de probabilidade Borelianas sobre €. Se f : 2 — R é uma funcao

Borel mensuravel e 1 € (1), denotamos a integral de f com respeito a p por [, fdu
ou pu(f).

Salvo em mengao contraria T : ) — €2 denota uma transformagao mensuravel,

sem nenhuma regularidade admitida a priori.

Denotaremos por C,(€2,R) o espago das fungdes continuas e limitadas de €2

em R e o equiparemos com a norma || f|je = sup,cq |f(z)]. E sabido o fato que

19



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(Co(2,R), || - ||oo) € um espago de Banach. Denotamos por 1 a func¢éo constante sobre
2 com valor 1. Uma fungao f € Cp(Q2,R) é dita a-Hélder continua (0 < @ < 1) quando

a quantidade

Hola (1) =sup -

¢ finita. O espaco das fungoes a-Holder continuas ¢ denotado por Hol(a)) = Hol(£2, R).
E padrao considerarmos em Hol(a) a norma || f|la = || f|loc+Hola(f). No caso particular
em que a = 1 o espago Hol(1) é denotado por Lip(£2, R) e seus elementos sdo chamados
de funcoes Lipschitzianas. O fato a seguir é conhecido, mas por completude incluiremos

aqui sua prova.

Lema 1.1.2. O espago (Hol(a), || - ||o) € um espago de Banach.

Demonstragao. Seja {f,}, € Hol(a) uma sequéncia de Cauchy. Como, [|f,, — fimllo <
| o = finlla para todos m,n € N, segue que {f,}, também é uma sequéncia de Cauchy
em (Cp(Q,R), || [|oo). Assim, existe f € Cp(2, R) tal que || f,, — f|lcc — 0. Mostraremos
que f € Hol(a) e f, — f na norma || - ||o. Sejam € > 0 arbitrario e N € N tais
que ||fn, — fmlly < €/4 sempre que n,m > N. Fixe n > N e sejam z,y € Q, com
x # y. Usando a convergéncia uniforme podemos escolher Ny > n tal que |fn,(z) —
f(2)| <ed(z,y)*/del|fn (y) — fly)] < ed(z,y)*/4. Com um argumento do tipo “c/4”

mostramos que

|(fn(2) = f(2)) = (faly) = f(»))]

< o= Felly + 1 = i lla

d(z,y)*
v (@) = f@)] [ (y) = F(©)]
T ey T dley)e
e ¢  edlxy)®  ed(x,y)®
= 4 * 4 * dd(z,y)*  4d(z,y)>
=e.

Como isto vale para todo = e y, temos

Hol(f, — f) = sup

<e.
xvyeﬂvr#y d(x7 y @

Portanto || f, — flla = ||fn — flleo + Hol(f, — f) < 2e. Para concluir a demostragao,
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devemos mostrar que f € Hol(«), ou seja, Hol,(f) < co. Com efeito, temos que

sup |f(l’) _f(y)l < Hf_fn||oz+ sup |fn(x) _fn(y)| < o0,
ryeaty AT, Y)” Y€, x#y d(z,y)*
Logo f, — f na norma || - |- O

1.1.1 ESPACOS DE HOLDER GENERALIZADOS

A grosso modo, uma fungao f de uma espago métrico (X, d;) em outro espago métrico
(X2, ds) € uniformemente continua se f(x) fica do-proximo de f(y) sempre que z fica

di-proximo de y. Formalmente, temos

Defini¢ao 1.1.3. Dados dois espagos métricos (X1,d1) e (Xa,dy), uma funcao f :
X7 — X, € dita uniformemente continua se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

para todo x,y € X1 com dy(z,y) < 9, temos do(f(z), f(y)) < e.

Segue imediatamente da defini¢ao que as fungdes a-Hdélders sao uniformemente

continuas. Com efeito, dado ¢ > 0, tome § = (¢/Hol,(f))*/*. Com isso teremos,

dy(f (), f(y)) < Hola(f)di(x,y)* < Hola(f) (ﬁ) =e.

Pondo @ = 1, X; = X5 = R com a métrica usual, vemos que fungoes diferenciéveis
com derivada limitada sao uniformemente continuas. Um exemplo de uma funcao nao

uniformemente continua é f(z) = e, pois tem derivada nao limitada em R.

A nocao de mddulo de continuidade surgiu da ideia de mensurar o quao unifor-
memente continua ¢ uma dada funcao, no seguinte sentido: uma funcao f : X; — X

admite uma fungao w : [0,00) — [0, 00) como moddulo de continuidade se

d2(f<x>’f(y)) S w(dl(x,y))

para todo z, y no dominio de f. Sob certas hipéteses em w, podemos dizer que uma
funcao f é uniformemente continua se, e somente se, admite um modulo de conti-
nuidade. Assim, podemos usar os modulos de continuidade para classificar classes de

funcoes. Com isso, temos os seguintes exemplos:
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1. w(t) := Kt caracteriza a familia das fun¢oes Lipschitzianas;
2. w(t) := Kt(|logt| + 1) caracteriza a classe das fungdes quase Lipschitzianas;

3. w(t) := Kt caracteriza a familia das fun¢oes a-Holder continuas, 0 < o < 1.

Formalmente temos
Definicao 1.1.4. Chamamos de modulo de continuidade a uma funcao continua,

crescente, concava w : [0, +00) — [0, 400) tal que w(0) = 0.

Proposigao 1.1.5. Sed: Q2 x Q — [0,00) € uma métrica e w um mddulo de continui-

dade, entao wod € uma métrica.
Demonstracao. Devemos mostrar que:

1. wod(z,y) >0, e wod(z,y) =0 se, e somente se, T = y;
2. wod(x,y) =wod(y,z) para todo z,y € §;

3. wod(z,z) <wod(x,y) +wod(y,z) para todo x,y, z € Q.

1. Desde que d(z,y) > 0 para todo x,y € € e w é crescente, segue que w o d(x,y) >
w(0) = 0. Como w ¢ mondtona e w(0) = 0, temos que w o d(x,y) = 0 = w(0) se, e

somente se, d(z,y) = 0 e isto ocorre se, e somente se, T = y.

2. Ja que d(x,y) = d(y,x) para todo z,y € Q, entdo w o d(z,y) = wo d(y,z)
para todo z,y € Q.

3. Como w & concava, w((1—t)a+tb) > (1 —t)w(a)+ tw(b) para todo t € [0, 1].

Note que, tomando b = 0, obtemos
w(ta) =w(ta+ (1 —1)0) > tw(a) + (1 — t)w(0) = tw(a), para todo t € [0,1].

Com isso,

w(a) +w(b) = w (<a+b>aib) e (<a+b>aib)
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b
> w(a+b) + bw(a—l—b)

T a+b a
=w(a+ D).

Portanto, como para todo z,y, z € Q vale d(z, z) < d(z,y) + d(y, z), temos

w(d(z,2)) < w(d(z,y) +d(y. 2))
w(d(z,y)) +w(d(y, 2)). O

IN

A seguir definimos o espaco das func¢oes w-Holder continuas, o qual desempe-

nharéd um papel central em nosso trabalho.

Definigao 1.1.6. Dizemos que uma funcao f € Cy(2,R), é w-Hélder quando a quan-

tidade abaizo € finita

= su o= Tl
Hol.(f) = sw = dwy)

O espago de todas as fungoes w-Holder continuas serd denotado por €% = €“ (4, R), e

0 equiparemos com a morma
[f 1l := [Ifllec + Holu(f).
O exemplo a seguir motiva a generalizagao do espago das fun¢oes Holder conti-
nuas usada aqui.

Exemplo 1.1.7. Seja Q = {—1,1}N equipado com a métrica d(z,y) = 2-V@=Y) | em
que N(x,y) =n, onde n € tal que x,, # y, e x; = y; para j < n. Considere o potencial

f:Q =R dado por f(x) =3 7", 4%, Podemos verificar que f ¢ €“(Q), mas

@Il 3 - <<N+ et gt )
2 - N+1 \*'™
T (Nt 1)t (1 + ; (M) )

2 ©/ N4+1 \*T
< |1 o dt
_(N+1)2+5< +/1 (N+t+1) )
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2+4¢
2 (1 OER) 1 )

(N+ 1)2+6 1 + e <N+ 2)1+E)
2 N
< N + 23
- N2+s ( + 1 + 5)
2x 10N 20 20 - 20
= Nt N= o [log(eM)]s T [log(2V)]=
R )

log(32v))e [log(5%% )]

=wod(z,y),

com w(r) = 1/[log(™)]°. Ou seja, f € €“ (L, R).

A proxima proposicao assegura que € é uma algebra de Banach.

Proposigao 1.1.8. O espago (€ (2, R), || - ||w) € uma dlgebra de Banach com relagao
a multiplicacao pontual (fg)(x) = f(x)g(x).

Demonstragao. Observe que d' = w o d é uma métrica e que € é o espaco das fungoes
Lipschitzianas com respeito a métrica d’. Segue do Lema com respeito ao espago
métrico (2,d") que (€“(Q,R),|| - |lo) € um espago de Banach. Nos resta mostrar
que a funcao 1(z) = 1, = € Q, estd em €“(Q,R) e que se f,g € €“(Q,R) entao
lfalle < IIfllullglle- Com efeito, Hol,(1) = 0, logo 1 € €“(2,R). Para x # y em €,

temos

[(fo)(@) = (fo)W)| = | f(z)g(z) — )
= |f(@)g(x) — g(y)f (@) + 9(w)f (=) — f(¥)g(y)]
< |f(x)g(x) — g(w) f (@) + |9(y) f(x) — f(y)g(y)]
< [fllsolg(@) = 9| + llglloclf (z) = f(y)]-

Assim, Hol,(fg) < [|flocHols(g) + ||glocHol, (f). Com isso,

179l = [[9llec + Holu(fg) < [Ifllscllglloc + Il fllccHoLu(g) + [lgllccHoL, (f)
< [ fllsollgllse + 1f locHOLy (g) + [lgllosc Hol, (f) + Hol, (9)Hol, (f)
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= [[fllsc(llglloc + Holu(g)) + (llglloc + Hol.(g))Hol,(f)
= ([[flloe +Holy(f))([lglloc + Holu(g)) = [If[lllglle:-

]

Os modulos de continuidade w, () = t* para o € (0, 1], sdo de particular impor-
tancia. Usaremos a como indice ao invés de w,. Usaremos também uma generalizagao

incluindo poténcias do logaritmo, o qual definimos pelo seguinte.

Lema 1.1.9. Para todo a € (0,1] e 8 € R, existe um mddulo de continuidade wa+g10g

tal que

,',.CM

WatBlog(T) ~ W quando r — 0

e tal que para algum 0 € (0,1) e todo r € [0, 1] tem-se w(r/2) < Ow(r).

Demonstracao. Para r € (0,1] escrevemos

T,a

waJrﬁlog(T) = W

onde ry é para ser determinado. Note que para cada ry, o comportamento assintotico
em 0 é como o desejado. Se ry é suficientemente grande, a féormula acima define uma
fungao crescente e concava em [0, 1] que pode assim ser estendida a um moédulo de

continuidade.

Se f > 0, temos w(r/2) < 27%w(r) de forma que podemos tomar § = 27% e

voltamos ao caso 8 < 0. Entao

log2\—#
2) < us(r), §=2° (1 )
w(r/2) < Ow(r), com + Tog g
e basta tomar rg grande o suficiente para assegurar que 6 < 1. ]

Quando a = 0, impomos 5 > 0 e tomamos

To P
Walog(T) = <1og ?) , Vrelo,1]

onde r( ¢ grande o suficiente (em fungao () para assegurar que wgog ¢ crescente e con-
cava em [0, 1]. Ent@o nos estendemos isso arbitrariamente (por exemplo linearmente)
para [0, +00). Observe que o Lema nao se aplica a o = 0. Veja [27] para mais
detalhes.
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1.2 TAXAS DE DECAIMENTO

Nesta secao, estabelecemos algumas notacoes e alguns resultados para se estudar a

taxa de decaimento das iteragdes de um mapa. A referéncia que seguimos é [27].

Seja X um espaco métrico cuja métrica serda denotada por p; na sequéncia, X
serd o espago de fase €2, ou o espago de Banach de potenciais ou observaveis, ou um

espaco de medidas.

Seja P : X — X um mapa (o qual serd ou um ramo inverso do sistema di-
namico em estudo, ou um operador de transferéncia, ou o dual de um operador de
transferéncia). A fim de motivar a proxima definigao, considere

F(t,r) == sap p(P"(z), P"(y))

p(z,y)<r
n>t

e observe que F' é nao crescente em t, nao decrescente em r, e satisfaz
F(ty +ta, 1) < F(ty, F(ta,1)).

De fato, sejam z,y € X x X tais que p(z,y) < r en > t; + ty e considere o nimero
real p(P"(z), P"(y)). Queremos mostrar que existem z,w tais que p(z,w) < F(ta,7)
e existe n > t; tal que p(P"(z), P"(w)) = p(P"(x), P"(y)) com p(z,y) < r. Nossa

afirmagao ¢ que z = P2(x), w = P2(y) e n = n + t;. Com efeito,

Esta propriedade engloba bastante informagoes, por exemplo como a informagao
em curto prazo em algumas escalas se refletem em informagao a longo prazo em outras

escalas. Isto é o que aproveitamos para obter limites efetivamente.

Definicao 1.2.1. Uma fung¢do nao negativa F : N x (0, R) — (0,+00) (onde R é um

nimero positivo ou +00) € dito ser uma funcdo de decaimento se

1. F(t,r) € ndo crescente em t, nao decrescente e concava em r;
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2. F(t,r) = 0 quando t — oo our — 0, a outra varidvel sendo fixada;
3. para alguma constante C' > 0 e todo t,r temos F(t,r) < Cr;

4. para todo ty,ty e r temos F(ty +ta, 1) < F(t1, F(t2,r)).

A concavidade em r serd importante quando usarmos o transporte 6timo, pois
nos permitiré obter cota superior para a integral da funcao de decaimento pela funcao
de decaimento aplicada em uma integral. A terceira condigao, que corresponde a uma
condigao de Lipschitz uniforme sobre os mapas (P*);cn, assegura alguma uniformidade

do comportamento de F (isto ¢ usado implicitamente nos Lemas e a seguir).

Veremos que um mapa P tem taxa de decaimento F' (significando implicita-

mente: “pelo menos F”; as vezes especificamos “na métrica p”) se para todos ¢, z, y,
p(P'(z), P'(y)) < F(t, p(z,y)). (1.1)

Sera conveniente introduzir para todo 6 € (0,1) o tempo de decaimento de F

como
To(r) =min{t e N: F(t,r) < 0r} =min{t e N:Vs > r, F(t,s) < s}

onde a segunda quantidade vem da concavidade de F'(t,-). A nogao usual de meia vida
corresponde a Ty, € € constante no caso de decaimento exponencial. Mais geralmente,

teremos o seguinte resultado.

Lema 1.2.2. Sao equivalentes:
1) existe C > 1, 6 € (0,1) tais que F(t,r) < C(1 —0)'r para todos t,r;
2) para algum 6 € (0,1), existe D > 0 tal que para todo r: 14(r) < D;
3) para todo 0 € (0,1), existe D > 0 tal que para todo r: 19(r) < D.

Demonstracio. E claro que [3)) implica [2)) e que 1) implica [3)).

Assuma [2) e vamos provar [I). Sejam ¢ € N, r € [0,00). Seja k € N o maior

inteiro tal que
D

e 904,,404 i Qakroz
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(tomando B grande o suficiente, b suficientemente pequeno podemos facilmente lidar

com o alcance t < D/r®, o qual ignoramos de agora por diante). Temos F(t,r) < Fr

e:
t < D D
S e T gaga T T Gatinye
D 9704(k:+2) -1
p< 22 - T2
—re e —1
0~ —1
g—k+2) > gp +1
0" < : 1
(tre(0> — 62)/D + 1)«
B
F(t,r) < —Tl, para algum B, b.
(tre +b)=

]

Quando P é Lipschitz, o Lema fornece um decaimento exponencial (uni-
forme) para P desde que, para algum 6 € (0,1), algum t; € N e todo z,y € X

tenhamos

p(P(x), P*(y)) < bp(z,y).
Concernente a decaimento polinomial, temos o seguinte resultado anélogo.

Lema 1.2.3. Seja o um nuimero real positivo. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

1. existe B> 1,b € (0,1) tal que F(t,r) < —L"—+ para todo t,r,

(tro4b) &

2. para algum 6 € (0, 1), existe D > 0 tal que 1o(r) < T% para todo r,

3. para todo 8 € (0,1), existe D > 0 tal que p(r) < T% para todo r.

Quando estas condigoes sao realizadas, diremos que F' é polinomial (com grau
1/a).
Consideraremos somente as duas familias de fun¢oes de decaimento dadas nos

primeiros itens dos Lemas e(l.2.3] porém taxas de decaimento e tempos de decai-

mento mais gerais podem ser considerados.
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1.3 OPERADOR DE TRANSFERENCIA E NUCLEOS DE TRAN-

SICAO

O objetivo dessa secao é definir em grande generalidade um operador de transferéncia
associado a uma transformacao 7', a generalidade a que nos referimos repousa sobre a

transformacao 7.

Definicao 1.3.1. Por nicleo de transicao em () entendemos uma familia M =
(my)zeq de medidas de probabilidade m, definidas sobre B(Q) tal que a aplicagdo

T — my seja Borel mensurdvel.

Um niicleo de transicao M é chamado de backward walk para uma transfor-

magao T : Q@ — Q quando a medida m, € suportada em T~ (x) para cada x € Q.

Definigao 1.3.2. Seja T : Q — Q uma transformagio e M = (my).cq um nicleo de
transicao em €2 compativel com T. Considere X uma dlgebra de Banach de fungoes
de Q para R. Entao, firado f € X, definimos o operador de transferéncia de M
associado a f pondo, para cada p € X,

L olr) = / O o(y)dm ().

Dizemos que um nicleo de transi¢ao é compativel com X se para todo f € X, a

formula acima define um operador continuo em X .

Exemplo 1.3.3. Seja T : Q — Q, um difeomorfismo local k para 1, isto €, para cada
para cada v € Q, #T Y(x) = k. Consideremos m, a distribuicao uniforme sobre
T (x), ou seja, m, = (1/k) Z?Zl dy,, e X a dlgebra das fungoes a-Hélder sobre €.
Entao

L gp(x) = /Q e’ W (y) dm.(y)
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k
1 4
_ - Z el W5) go(yj).
j=1
Neste caso, o operador de transferéncia de M coincide com a defini¢ao cldssica a menos

de uma constante ou de uma normaliza¢ao do potencial f.

Exemplo 1.3.4. Considere o operador shift sobre Q = [0, 1]Y com medida de probabi-

lidade a priori . Neste caso, o operador de transferéncia € definido como
Zrp(@) = [ ep(as) duta).
[0,1]
Agora, para cada x € ), considere m, = j X 0,. Entao

ﬁwﬂ@ZLdewWMw

= [ ety

/[ y }Nef(”y)w(ay)dmx(ay)
0,1]x[0,1

= /[O o T (ay) du(a) dé,(y)
9 >< b

— / { / ! (ay) do,(y) | du(a)
[0,1] [0,1]N

:/ /@) o(az) dp(a).
[0,1]

Ou seja, o operador de transferéncia para M = (X 0;)zeq coincide com o operador de

transferéncia com medida a priori.

Mesmo estando interessados primariamente em ntcleos de transicao que sao
backward walks para transformacoes expansores, a questao da lacuna espectral para

2w, s € relevante em toda sua generalidade.

O OPERADOR DUAL

Quando X for suficientemente grande para separar medidas de probabilidades, isto é,

a igualdade u(f) = v(f) para toda f € X implica y = v, podemos definir o operador
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dual £ ; agindo sobre & (Q):

Lwd(f&,fu) :/QXMJSOCZN’ Vp e X.

POTENCIAIS NORMALIZADOS

E comum destacar os potenciais f tais que .Z51 = 1; estes potenciais sao ditos norma-
lizados, e podem ser caracterizados de varias maneiras. Uma particularidade relevante
é observar que f é normalizado sempre que ef dm, é uma medida de probabilidade

para todo z, i.e., quando (e/ dm,).cq ¢ um nicleo de transigio.

TEOREMA DE RUELLE PERRON FROBENIUS

Seja X uma algebra de Banach de funcoes definidas sobre €2 cuja norma é denotada

por || - ||, e assuma que %y, s age continuamente sobre X.

Definicao 1.3.5. Temos as sequintes defini¢oes:

a) Dizemos que L. s satisfaz um teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (RPF) sobre
X se existem uma fungao estritamente positiva hy € X e uma constante posi-
tiva py tal que L rhy = prhy, e existe uma medida positiva finita vy, tal que

LNVt = PrVs

b) A medida positiva jiy definida por duy = hy dvy (escolha de hy a torna uma
probabilidade) é chamada a medida RPF do potencial f.

c¢) Dizemos que L,y tem a propriedade da lacuna espectral se ele satisfaz o
teorema de RPF e existem constantes C' > 1, 6 € (0,1) tais que para todo t € N,
e toda p € X tal que v(p) = 0 temos

1La.pell < Cp'(1=0) ¢l



32 CAPITULO 1. PRELIMINARES

A definigao de lacuna espectral acima a principio pode parecer mais forte que as
defini¢oes mais usuais, entretanto pode ser mostrado equivalente as defini¢oes padroes,

veja por exemplo [28].

No contexto da mecéanica estatistica, a medida RPF ¢ chamada medida de equi-

librio.

Observagao 1.3.6. Assuma que X separa medidas e que M € um backward walk para
uma transformagao T', e assuma que vale um teorema RPF para Ly y. Entao a medida

py € T-invariante.

Demonstracao. De fato, primeiro observe que para todo f € X, temos que

Liasla-oT)a) = [ &glan)p(Tar)) dmo(er) = pla) - Zn (o))

=z

Entao fazendo
f: f+loghy —loghyoT —logpy
obtemos um novo potencial. Afirmamos que f é normalizado e tal que Zy; e L j

sao conjugados a menos de uma constante. Com efeito,

glvl,f@(x) = /ef(xl)#?(xl) dm (1)

— /ef(ﬂﬂl)ﬂoghf(zl)logthT(xl)logpfgp(a:l) dmg(xq)

_ / emn%ﬂxl) dma (1)

1
prhy
isto &, Ly s = (1/pg)(hy) " L s(hyp). Em particular
1

1
LA = —— L ih = ——pihy = 1.
P N

L, (hyp) (),

Ou seja, f estd normalizado. O potencial normalizado também pode ser interpretado
como o operador tendo autovalor 1 associado a autofuncao 1. Similarmente, mostra-se

que £y ¢ tem py como automedida. Entao para toda ¢ € X

/soonuf=/¢on($§,fuf) =/$M,f(1-sooT) dufZ/soduf-
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Uma vez que X separa medidas, concluimos que iy é T-invariante. O

Observacao 1.3.7. No exemplo anterior foi usado implicitamente que £, 7 também

deiza X invariante; Foi fundamental também a propriedade de X separar medidas.
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Capitulo 2

TRANSPORTE OTIMO

Nesta segao, assumimos que diam(2) < co. Podemos fazer isso uma vez que a métrica
d = d/(1 + d) é uma métrica limitada equivalente a d. O problema de transporte
6timo foi proposto primeiramente por Monge em 1781 [34], o qual introduziu a nogao
de aplicacao de transporte, uma transformacao de um espaco X num espaco Y satisfa-
zendo uma certa condi¢ao. Kantorovich, nos anos 1940, revisita o problema de Monge
e fornece uma nova formulagdo para o problema, [25] 26]. Grosseiramente falando,
Kantorovich superou as dificuldades da formulagao de Monge causadas pelo papel de-
sempenhado pela aplicagao de transporte, introduzindo a nocao de plano de transporte.
Devido as propriedades e possibilidades que o problema de transporte de Kantorovich
oferece, tal como o problema dual, possibilitou uma vasta gama de estudos e aplica-
¢oes. Entretanto, nao pretendemos aqui avancar muito no assunto, nos contentando
apenas com as formulacoes dos problemas e a defini¢ao e propriedades da distancia de

Wasserstein. As referéncias que utilizamos neste capitulo sao [14] 27, 46 [47].

2.1 FORMULACAO DE MONGE

Sejam (X, B(X), 1), (Y, B(Y),v) espagos de probabilidade. Queremos encontrar uma
maneira de comparar as medidas p e v. Uma forma de ilustrar essa comparagao é

pensar em j como uma porcao de areias e em v como um buraco no solo que desejamos

35
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preencher. Cada unidade de massa z em X deve ser transportada para uma quantidade

y em Y e esse procedimento tem um custo.

Definicao 2.1.1. Uma fungao custo, ou simplesmente, custo, € qualquer aplica¢ao

mensurdvel ¢ : X x'Y — [0, 00].

Neste contexto, ¢(z,y) é interpretado como o custo de se transportar uma uni-
dade de massa x € X para y € Y. Neste sentido podemos comparar as medidas pu
e v através do custo necessério para mover u a v. Precisamente, a proxima definigao

explica o que entendemos por transportar uma medida para outra.

Definigao 2.1.2. Dizemos que T : X — Y transporta p € P(X) parav € P(Y) e

chamamos T de aplicagao transporte, se

v(B) = W(T"(B)), VB e B(Y). (2.1)

Para compreender melhor o termo transporte nessa definicao, note o seguinte:
se B é um conjunto em A(Y) e A ={z € X : T(x) € B} entdao v(B) = u(A). Se
(2.1) é satisfeita usaremos a notagao v = T,u. O problema da existéncia de aplica¢ao

transporte para duas medidas dadas 4 e v nao ¢é trivial e pode até nao existir.

Exemplo 2.1.3. Considere as medidas jt = 0,, e v = (1/2)d,, +(1/2)6,, com y1 # ys.
Note que, para qualquer aplicagio T : X — Y, 2y € T-*{y}) ouwzy ¢ T ({y1}). Se
vy € T {y1}) entio v({y1}) = 1/2 enquanto (T~ ({y1})) € {0,1} dependendo de

x1 pertencer ou nao a T~'({y1}). Portanto nao existe a aplicagio transporte.

Feito a discussao acima, podemos enunciar o problema do transporte 6timo de

Monge.

Definigao 2.1.4 (Transporte 6timo de Monge). Dadas p € P(X) ev € Z2(Y),
minimizar

VT) = | ela Ta))duta)
sobre todas as aplicagoes p-mensurdveis T : X — 'Y sujeito a condi¢ao v = T,pu. Uma

T que resolve o problema de minimizacao é chamada aplicacao de transporte 6timo.
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Uma condigao necesséria para que exista uma aplicacao de transporte é p absolu-
tamente continua com suporte compacto e ¢(x, T'(z)) é convexa. Para mais informagoes

sobre solugoes e desenvolvimento histoérico do problema veja, por exemplo, [14], [47].

2.2 FORMULACAO DE KANTOROVICH

Observe que na formulagao de Monge, a massa = é mapeada em T'(z), ou seja, pela
definicao de funcao, a massa nao pode ser decomposta. No caso discreto, isto causa
dificuldade no que diz respeito a existéncia de aplicagoes de transporte, como podemos
ver no exemplo A formulagao do problema de transporte de Kantorovich se
baseia na possibilidade de transportar a massa x; em varios partes y;,- - ,¥y,. Com
a intengao de formalizar isso, consideramos uma medida 7 € Z(X x Y) e pensamos
em dr(x,y) como a quantidade de massa transferida de = para y. Agora a massa em
x pode ser transferida para varias locais. Neste caso, a quantidade total de massa
removida em qualquer conjunto mensuravel A C X deve ser igual p(A), e a quantidade
total de massa transferida para qualquer conjunto mensurdvel B C Y deve ser igual
a v(B). Isto nos leva a exigir m(A x Q) = u(A) e 7(2 x B) = v(B) para quaisquer
conjuntos mensuraveis A C X e B C Y. Uma medida 7 que satisfaz a essas condigoes
¢ dita ter primeira marginal p e segunda marginal v. O conjunto de todas as medidas

7 cujas marginais sdo u e v, respectivamente, sera denotado por I'(u, v).

Definicao 2.2.1 (Plano de transporte). Chamamos os elementos de I'(u,v) de planos

de transporte entre p e v.

Observe que I'(u, v) é sempre nao vazio pois contém a medida produto pu x v.

Estamos em condicao de definir a formulacao de transporte 6timo de Kantorovich.
Definicao 2.2.2 (Transporte 6timo de Kantorovich). Dadas p € Z(X) ev € 2(Y),
minimizar
K(r) = [ (o) dnlay)
XxY

sobre I'(p, v). Um plano de transporte é dito 6timo (com respeito a c) se ele resolve o

problema de minimiza¢ao acima.
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Planos de transporte 6timo em nosso contexto sempre existem, como assegura

o teorema a seguir.

Teorema 2.2.3 (Existéncia de plano 6timo). Sejam X eY espagos Poloneses, e consi-
dere os espagos de probabilidade (X, B(X),n), (Y, B(Y),v). Sejama : X — RU{—o0}
eb:Y — RU{—o0} duas fungoes semicontinuas superiormente tais que a € L*(u) e
be L' (v). Sejac: X xY — RU{+o0} uma fungdo custo semicontinua inferiormente,
tal que c(x,y) > a(x) + bly) para todo (x,y) € X x Y. Entao existe um plano de
transporte em T'(u, v) que minimiza

K(7) = inf /Xyc(x,y)dw(x,y).

wel(p,v)
Demonstrag¢ao. A prova pode ser encontrada em [47], teorema 4.1. O

Teorema 2.2.4 (Dualidade de Kantorovich). Sejam X, Y espagos Poloneses e p €
P(X), ve P2Y) Seac: X xY — [0,400] uma fungao custo semicontinua
inferiormente. Defina

I: L) x L'(v) > R, J(so,w:/

X

godu—l—/ Y dv.
Y

Seja @, definido por

O ={(p,¥) € L'(1) x L'(v) + ¢(2) +¥(y) < c(z,y)}

em que a desigualdade caracterizadora de ®. se dd para p-quase todo r € X e v-quase

todoy € Y. Entao,
inf K(m) = sup J(p,1).

el () (p)€Pe

Demonstra¢ao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrado em [46], Teorema

1.3. [l

Decorre da dualidade de Kantorovich o seguinte

Teorema 2.2.5 (Dualidade de Kantorovich-Rubinstein). Seja X =Y um espago Po-

lonés e seja d uma métrica semicontinua inferiormente sobre X. Entao
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/ @ dp — / e dv
X X

() — o(y)]
dlz,y)

inf / d(z,y)dr(z,y) = sup
XxX

mel(p,v) llollnip<1

em que

l¢llLip = sup
zy

Demonstragao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrado em [46], Teorema

1.14. [l

2.3  DISTANCIA DE WASSERSTEIN

Definicao 2.3.1 (Distancia de Wasserstein). Seja (X, d) um espago métrico Polonés,
ep € [1,00). Para quaisquer duas medidas de probabilidade pu,v sobre X, a distancia
de Wasserstein de ordem p entre p e v é definida pela formula

Wp(u,y):( inf /X XXd(x,y)pdw(x,y))l/p. (2.2)

el (i)

Note que W), nao ¢ estritamente uma métrica, pois ha a possibilidade dela tomar
valor infinito. Com isso, ¢ natural restringir I, ao subconjunto de Z(X) x Z(X) no

qual ela toma valores finitos.

Definigao 2.3.2 (Espago de Wasserstein). Seja (X, d) um espago métrico Polonés, e
p € [1,00). O espago de Wasserstein de ordem p € definido por

2x) = {ue 200+ [ dlan, o duto) < 40

em que xo € X € arbitrdrio.

Afirmamos que W, é finita sobre Z2,(X). De fato, seja II um plano de transporte
entre p, v € Z,(X). Entao, usando a desigualdade d(z, y)? < 2P~ d(x, zo)P+d(x0, y)?],
temos

Wy(uv)’ = inf d(z,y)P dr(z,y) < / d(z,y)? dT(x, )

mel(py) Jxxx XxX
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< ot {/Xxx d(x,zo)? dll(z,y) + /Xxx d(xo,y)pdﬂ(a:,y)]

= or~! [/Xd(x,xo)p dpu(x) +/Xd(:v0,y)p dv(y) | < +o0.

<-+oo <400

A desigualdade triangular decorre do seguinte lema

Lema 2.3.3. Dadas medidas p € Z(X),ve P(Y), 0 € P(Z), e planos de transporte
m € D(p,v) e my € U(v,0), existe uma medida v € P (X xY x Z) tal que PXY~y =m
e PY 2~y =my em que PXY (z,y,2) = (z,y) e PYZ(x,y,2) = (y,2).

Demonstragao. Pela desintegragao das medidas podemos escrever
m(4x B) = [ m(A duly)
B
para alguma familia de medidas de probabilidade (- |y) € £(X). Similarmente para

T,

(B x C) = / o (Cly) dv(y).

B
Definamos v € M(X x Y x Z) por

WAX B xC) = [ m(Aly)m(Cly) dv(y)
Com isso,

’y(AXBXZ)—/

B

m(Aly)ma(Zly) dv(y) = / m(Aly) dv(y) = m(A x B).

B

Analogamente, v(X x B x C') = my(B x C'). Portanto,

PXYy(Ax B) = 1((PXY) (A x B)) = 1(Ax B x Z) = m(A x B),
PYZ~(B x C) = 4((P¥?) (B x C)) = v(X x B x C) = m(B x C).

Agora estamos em condicao de verificar que W, ¢ uma métrica.

Proposicao 2.3.4. A distincia W, : Z,(X) x Z,(X) — [0, +00) € uma métrica sobre
Pp(X).



2.3.

DISTANCIA DE WASSERSTEIN 41

Demonstracao. A demostracao se dara em trés partes.

i) Por definicdo W, (u,v) > 0 para quaisquer p,v € Z,(X). Se p = v, entao

ii)

iii)

tomando 7(x,y) = 0, (z)u(r) temos

WP(M: V)p S / d(xvyy) d?T(:L’,y)

:/X Xd(x’y)pdéy(x)d“<$)
_ /X d(z, o) du(z) = 0,

ou seja, W,(u,v) = 0. Por outro lado, se W,(u, v) = 0 entdo existe 7 € I'(p, v) tal
que x = y m-quase toda parte. Portanto, para qualquer fungao teste ¢ : X — R,

temos

| e@duta) = | pla)dn(a.y) = / ey dn(ay) = | ewart).

Logo, u =v.

A propriedade de simetria decorre do seguinte. A funcao custo d(x,y) é simétrica

erm e I'(u,v) se, e somente se, S, € I'(v, u) em que S(z,y) = (y, x).

Agora vamos mostrar que vale a desigualdade triangular. Sejam pu, v, 0 € Z2,(X)
e assuma que Txy € ['(u,v) e myz € I'(v, 0) sao planos 6timos. Decorre do Lema
que existe v € 2(X x X x X) tal que PXY~y = nyy e PY'Zy = my4. Seja

Txy = P*X’Z’y. Entao
Txz(Ax X) = PXy(Ax X) =y(Ax X x X) =nxy(A x X) = u(A).

Analogamente, x (X x B) = 0(B). Portanto, mxz € I'(1,0). Com isso,

W< ([ dwr dm«c,z))l/p

- (/XXXXX d(z, Z)pdV(x,y,Z)>1/p
— (/XXXXX d(z,y)” dv(z,y, z))l/” i (/XXXXX d(y, 2)P dy(z, v, Z)) 1/p
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= ([t d”XZ@y))l/p ([ dzydnaty z>>1/p

= W,(p,v) + Wy(v,0).
Portanto W, ¢ uma métrica. OJ

Relembre que uma sequéncia () C Z(2) converge fracamente para u € (1)
se, e somente se, para qualquer fun¢do continua e limitada f : @ — R tem-se [ fdu; —
[ fdp. O seguinte teorema garante que a convergéncia na métrica de Wasserstein é

equivalente & convergéncia dada pela topologia fraca.

Teorema 2.3.5. Seja (X,d) um espago métrico Polonés. Se {ui}r € uma sequéncia

em Z,(X) e p uma medida de probabilidade em (X)), entao sio equivalentes:

i) {pu}r converge fracamente em P,(X) para u, isto €, para algum xo € X,

Jx d(zo, )P () = [ d(wo, )P () € p, — p fracamente em P(X),

i) Wp(pur, p) — 0.

Demonstrag¢ao. A prova pode ser encontrada em [47]. 0

Definigao 2.3.6. Seja w um mddulo de continuidade e (2, d) um espago métrico Po-
lonés. Dadas p e v € P(Q) definimos a distancia de Wasserstein entre p e v relativa
ao modulo de continuidade w como sendo a quantidade

W,(p,v) = inf / wod(z,y) dll(z,y).
QxQ

Her(p,v)

Ou seja, W, é igual a W; referente a funcao fusto w o d. A dualidade de
Kantorovich-Rubinstein nos permite reescrever a métrica de Wasserstein da seguinte

forma

Wouv) = sup |u(f) —v(D)] (2.3)

Holy, (f)<1

Lema 2.3.7. Para toda medida de probabilidade pn € P(Q) e todo x € €, wvale
W, (02, pt) < w(diam(2)).
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Demonstragao. Sejam x € Q e p € Z(§2). Como a medida produto dd, x dyp é um

plano em I'(d,, ;1) e w & crescente, entao

WoGo ) = inf / wo d(i.§) dIi(E, §)
QOxQ

HED (5s,1)

< / _wod(E,5) di(5) du(y)

_ /Q w o d(x, §)du(i) < w(diam(Q)).

]

No caso em que €2 é compacto, o teorema a seguir fornece uma ideia de como
usar a teoria do transporte 6timo e modulos de continuidade a fim de obter decaimento
de operadores. Seja .Z : €“(Q,R) — €“(Q,R) um operador linear limitado, positivo,
satisfazendo Z1 = 1 e considere .£* o seu dual agindo em Z(f). Seja F' uma fungao
de decaimento e w’ um segundo modulo de continuidade. Entao temos a seguinte

proposic¢ao:

Proposicao 2.3.8. Se o dual £* tem taza de decaimento pelo menos F' na distincia
de Wasserstein W,,, entao £ tem uma unica medida de probabilidade invariante fu.

Além do mais, para cada f € €“(,R) firada arbitrariamente temos
12" f = n(f)lloe < Holu(f)F(t,w(diam Q)) e Hol, (£"f) < Holu(f)F(t)

onde
F
F5(t) :=  sup —(t,/w(s))
s€(0,diam?) W (8)
Em particular, quando F(t,r) = C(1—0)'r (onde C >1 e € (0,1)), temos

1L f = u()ll < C'(1 = ) Holu(f).
Demonstracao. A existéncia de uma medida invariante é estabelecida pelo teorema de
Schauder-Tychonoff, uma vez que €“ (€2, R)* é um subconjunto compacto convexo de

Z(Q). A unicidade segue do F-decaimento de .£*. Para a segunda parte, observe que

para cada x € Q, temos L' f(x) = [ L' fdo, = [ fdZL*6,. Assim,

’ftf(x) -/ fdu‘ _ ‘ [ iz [ razy
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o f *t f *T
Holw(f)‘/Holw(f) 4.7 6”_/Holw(f) 4Ly

23)
2 Hol, (f)W (L5, L )

hipétese de decaimento

Holy, (f)F(t, W (0, 1))

Lem monotonicidade de F
< Hol,, (f)F(t,w(diamS?)).

Tomando o sup em x € €2, obtemos

12" f = 1u(f)lloo < Holu(f)F(t, w(diam 2)). (2.4)

Similarmente, para todo x,y € {2 obtemos

Etf(m)—,%tf(y)‘ - (/gtf ddx—/.,iﬂtf ds,

_ ‘/f d.ﬁf*téz—/f AL,
< Hol, (/)W (L6, £5,)

< Hol, (f)F(t,w o d(z, 1)) (2:5)
< Hol, (f)F(t)w' o d(z,y),

logo, Hol,/(Z"f) < Hol,(f)F“(t).

Finalmente, segue das equagoes (2.4), (2.5) e de F(t,r) = C(1 — d)'r que

12 f = 1(H)lle = 2" f = 1(f)llo + Holu (L7 f — pu(f))
= [|-£" f = u(f)lloo + HolLu(L"f)
< Hol,(f)F(t,w(diam Q)) + Hol,,(f)F(t,w(diam 2))
< 2w(diam Q)Hol,, (f)C(1 — §)"*
< C'(1 = 8)'Hol,(f). O

Teorema 2.3.9 (Sele¢ao mensuravel de planos 6timos). Sejam X, ) espagos poloneses

e seja ¢ : X XY — R uma funcao custo com infc > —oo. Sejam H um espaco
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mensurdvel e B — (g, vg) uma fungiao mensurdvel de H para P (X) x P (Y). Entao

existe uma escolha mensurdvel 3 — g tal que para cada B, w3 € um plano otimo entre

Hp € V3.
Demonstracao. A prova pode ser encontrada em [47], corolario 5.22. O

Sera conveniente considerar primeiro a medida de Dirac para provar o decai-
mento, e a linearidade da métrica de Wasserstein nos permitira estender nossas con-

clusoes a todas as medidas.

Corolario 2.3.10. Seja T € um operador linear sobre as medidas sinaladas finitas que
preserva o conjunto das medidas de probabilidade. Entao para cada x,y € Q a aplica¢do

(x,y) = Tpy, em que Ty, um plano étimo entre T'6, e T9,, € mensurdvel.

Demonstragao. Faca Q = X, Q =Y, c =wod, Q xQ =H, (T9,,T6,) = (us,vs) e
8 = (z,y) no Teorema [2.3.9] O

Lema 2.3.11. Se Z* € um operador linear sobre as medidas sinaladas finitas que
preserva o conjunto das medidas de probabilidade e w é um modulo de continuidade,

entdo para toda p,v € P () e todo plano 11 € T'(p, v),
W, (&L, L) < /Ww(f*éz,,%*éy) dll(z,y).

Demonstragao. Para cada x,y € €, seja 7, um plano 6timo entre .£*9, e £*0,, o

qual podemos assumir ser mensuravel, como aplicagdo (z,y) + 7,,, pelo Corolario

2.3.10

Sejam p, v € Z(2). Afirmamos que a medida definida sobre Q x €2 dada por

1= /frx,y dll(z,y)

é um plano de transporte entre Z*u e Z*v. De fato,

II(A x Q) = / Tay(A X Q) dll(x,y)

= L0, (A) dll(z,y)
QxQ
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_ /Q . /Q 14(2) d.L70,(2) dll(z, y)
:/QXQ/Q,%A(z) do,(z) dll(z,y)

= L1y(z) dlI(z,y)
QxQ

- [ 214) duto)

_ / 14(2) 42" n(x)
= L u(A).

De forma analoga, mostramos que II(Q x B) = .Z*1(B), concluindo a demonstracio
da afirmacao. Agora, se h :  x 2 — R é uma funcao Borel mensuravel, afirmamos

que
/ h($1,yl) dﬂ(xl,yl) :/ / h(xlayl) dﬁ-z,y(xla?h) dH(%y)- (2-6>
02 Q2 JO2

De fato, comegamos com h(z1,y1) = Laxp(z1,y1) :

/ Lawp(x1,y1) di(zy,y;) = II(A x B)
QQ
= / Toy(A X B) dll(z,y)
QQ

2/ / Laxp(x1, 1) ditgy(z1,y1) dl(z,y).
oz Joz2

Pela linearidade da integral, a identidade acima vale para toda funcao simples, e via

argumento padrao, vale para toda fungao mensuravel.

Usando a definicao da métrica W, a equagao (2.6, a defini¢ao de transporte

6timo e o fato que II é um plano entre L*u e L*v, temos

W, (L, L) =  inf d(z1, 1) dil(zy,
L= it wodlm) i)

< /2wod(a:1,y1) dIl(z1, 1)
Q

:/ / w Od(ﬂjl,yl) dﬁx,y(zlayl) dH(l’,y)
02 JQ2
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= W (L0, L70,) dll(x,y).
02

47
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Capitulo 3

ACOPLAMENTOS E O TEOREMA RPF

Neste capitulo apresentamos a definicao de acoplamento de ntucleos de transicao en-
contrada em [27]. Em seguida, definimos alguns acoplamentos especiais tais como os
w-Holder, e acoplamentos com decaimento. Veremos como essas propriedades se trans-
fere para o operador de transferéncia com a finalidade de obter decaimentos para o
mesmo na métrica de Wasserstein. Na sequéncia provaremos o Teorema de Ruelle-
Perron-Frobenius, o qual é o principal resultado deste trabalho. As referéncias que

seguimos de perto sao [5] [7, 20} 27].

3.1 ACOPLAMENTOS DE UM NUCLEO DE TRANSICAO

Como o foco principal sao nucleos de transigao, precisaremos de uma propriedade de
contracao adequadamente definida para esses objetos, que deve se ajustar a um dado

modulo de continuidade w. As referéncias que seguimos nesta se¢ao sao [9l, 27].

Primeiramente fixemos algumas notacoes. Consideremos um ntcleo de transigao
M = (my)zeq sobre um espago métrico 2. Dados t € N e x € 2 denotamos por m/,
a medida sobre Q' a qual é a lei de uma cadeia de Markov (X7, ..., X;) comegando

em Xy = x e seguindo o niucleo de transicao M. Em outras palavras, denotando por

49
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T = (z1,...,1;) os pontos em QF, mt é definido por

f(:i +(T) / //f dmy, (z¢) dmg, ,(Ti—1) - dmg(zy).

Observe que m! é uma medida de probabilidade sobre Qf; a medida sobre 2 dando a
lei do n-ésimo elemento X,, da cadeia de Markov com niicleo de transicao M iniciada
em Xy =z ¢ entao (e,).m?, onde e; : QF — Q & a projec¢do no i-ésimo fator (também
conhecido como tempo de avaliagdo em i) e o indice * denota o push forward. Deve ser

observado que

(er)em’, = Liitods.

Ou seja, o dual do operador de transferéncia sem peso pode ser expresso como o
push forward da medida de probabilidade m’. Uma expressao semelhante vale para o

operador ponderado:

(er)(efml) = £ 45

Mfil:7

em que f é um potencial normalizado.

Dadas duas medidas de probabilidade fi, 7 sobre Q, denotamos por I'(ji, 7) o
conjunto das medidas de probabilidade I sobre Q! x Q! cujas marginais sao ji e 7, i.e.
tais que

Pl =p e paull=v

onde pq, py 520 as projecoes QF x QF — QF sobre cada fator. Em particular, denotando
por (e, e;) : Q x Qp — Q% a avaliagdo no tempo ¢, (e, €;),I1 € um plano de trasporte

entre pi; := ()<t € vy = (€4)40.

Defini¢ao 3.1.1 (Acoplamento). Um acoplamento de um nicleo de transi¢cio M =
(Me)eeq € uma familia P de medidas de probabilidade 11, , € T'(m}, my) indexada por
teNexyeQ, tais que para cada t, o mapa (x,y) — H;y € Borel mensurdavel. Um
acoplamento no tempo i, de M, € restricao do acoplamento a t = © e também é
chamado de um acoplamento restrito. Para um acoplamento definido para todos os

tempos t, usamos o termo acoplamento completo.

Em outras palavras, um acoplamento (completo) fornece uma maneira de em-

parelhar trajetorias de duas cadeias de Markov seguindo o mesmo niicleo M mas com
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pontos iniciais x, y possivelmente diferentes. Faria sentido exigir uma condi¢ao de con-

S

%y Sempre que s < t, onde 7y : Qf — Q¢ a

sisténcia, por exemplo (7" s)*thy =11

restricao as primeiras s coordenadas. Entretanto, nao precisaremos de tal condicao.

Definigao 3.1.2. Um acoplamento P = (I, ), .., (possivelmente restrito ao tempo i)
do nicleo de transicao M = (my)gecq € dito ser w-Holder se existe uma contante C' tal

que para todo t (somente t =i no caso restrito) e todo x,y,

/w od(xy, yr) dH;y(:f, 7) < Cwod(z,y).

Também dizemos que um acoplamento completo é w-Hdolder no passo i se sua restri¢ao

at=1¢w-Holder.

Definicao 3.1.3. Um acoplamento completo P é dito ter w-taxa de decaimento F,

onde F € uma funcdo de decaimento, se para todo t e todo x,y vale

/ wo d(znyr) dIIL (2,5) < F(t,w o d(x,y)).

Definigao 3.1.4 (Hipotese de decaimento). Uma condi¢do que nos possibilitard efetuar

nossos propdsitos é: para 11, -quase todo ponto em Q' x Q'
wod(zy,y) < G(t)wod(z,y) (3.1)

para alguma fungio G com G(t) — 0 quando t — oo. Em outras palavras, w o

d(z¢, y:) — 0 quando t — oo proporcionalmente a w o d(x,y).

Sejam M = (my)yeq um nicleo de transigdo, £H = Ly o o operador de transfe-
réncia sem peso, w um modulo de continuidade e F' uma funcao de decaimento. Entao
a concavidade assegura que para obtermos o decaimento nas medidas de probabilidade

basta checar o decaimento somente nas medidas delta de Dirac.

Lema 3.1.5. Se (I, ),y € um acoplamento de M com w-taza de decaimento F, entdo
W, (L5, L) < F(t, Wo(u,v)) Yu,v e P2(9).

Em outras palavras, £ também tem taza de decaimento F' na métrica W,,.
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Demonstracao. Seja II° um acoplamento 6timo de y e v para o custo w o d; entao
IT = / ((er,e0). dIIL ) dII°(z,y) € 2(Q x Q)
(z,y)€QXQ
é um acoplamento de Z;'u e £y, de forma que temos

Ww(fo*tﬂao%*t’/) < /w o d(z, yr) dI(ze, yt)
:=//wodmmw>ﬂmy@4ndn%my>
S/F@wwaDﬂW%w

< F(t, /w od(z,y) dHO(ﬂ%?J))
< F(t, Wo(p,v))

em que na pentltima linha usamos que F'(¢,-) é concava. ]

3.1.1 POTENCIAL FLAT

Dado um nucleo de transicdo M = (m,).cq, se encontrarmos um acoplamento P =

(IT%. ,)t.2,y com um bom decaimento, isso nos d4 uma cota da forma
W (mg, my,) < F(t,wod(z,y)),

que se traduzird em um controle similar para o operador nao ponderado %y agindo
sobre € (2, R). Para estender isso ao operador ponderado £y = % f, exigiremos que
o potencial f tenha uma qualidade especial. Sabemos que .,iﬂjf pode ser expresso em

termos da soma de Birkhoff:
Liow) = [ e Dplar) dm (o)
em que f': Q' — R é dada por f4(z) = fY(x1,...,2¢) = f(x1) + -+ f(24).

Exemplo 3.1.6. Considere o operador shift sobre Q = [0, 1] com medida de probabi-

lidade a priori . Neste caso, a n-ésima iterada do operador de transferéncia é dado
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por
Lrola) = /[ o) di o),
0,1]"
onde a = (ap, an_1, - ,a1) € [0,1]",
n—1
oufar) = " f(o(ar) e du(a) = dpan) - dyu(an).
k=0

Para cada x € ) consideremos m, = p X d,. Entao, tomando n = 2 para nao carregar

a notagao, temos

gl\%l,ﬂO(x) :/ €f2(x1,x2)90($2) dmi(«ﬁ;@)

OQxQ

/ el (24 dmg, (22)dmy (1)
(0.19)x ([0.1]1)

:/ efQ(alal’”a?)go(agag) dMa,a, (@20e)dmg(ayaq)
([0,1]x[0,1]N) x ([0,1] x [0,1])

- / o 1019299 o (a505) dpa(az) ddayay (2) dpr(ar )b (cvr)
(010,117 ([0.11x[0,1]%)

N / e/ e ez (ayay o) dpp(as)dpp(ar) 6, (n)
([0,1]x[0,1])x([0,1])

= [ e e faga0) duas)dufan)
[0,1]%[0,1]

/ el (a2l tf (@) o000 2) dp(as)dp(ar)
[0,1]x[0,1]

- / ef (22 (00299 o (001 ) dpa(as ) dp(an ).
[0,1]x[0,1]

Ou seja, os iterados do operador de transferéncia para M = (u X 0;)zeq coincidem com
os iterados do operador de transferéncia com medida a priori. Para mais informagoes

sobre esse tipo de operador, veja [5].

A préoxima definicao descreve a classe dos potenciais que desempenham um papel

central neste trabalho.
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Definigao 3.1.7 (Flat). Seja P um acoplamento fizado para o nicleo de transigao M.
Dizemos que o potencial f € €“(2,R) € flat (com respeito a P e w) sempre que para
alguma constante C = Cy > 0, para todo t € N, todo x,y € Q e H;y—quase todo (Z,y)

vale

|[/1(@) = ['(7)| < Cwod(w,y).

Veremos que esta condicao nos permitira provar o teorema de Ruelle-Perron-

Frobenius para .Z se o acoplamento for adequado.

Lema 3.1.8. Para qualquer potencial flat normalizado f € €“(),R), as somas de

Birkhoff f'(z) sao limitadas por cima independentemente de t e .

Demonstragcao. Tome qualquer x € §2; por normalizacao f el'@ dml(z) = 1 e portanto
existe para cada t algum z' € Q' tal que f*(z') < 0. Entao pela propriedade flat, para
todo T vale f!(z) < Cw(diam). O

3.2 A CONTRAGAO DE P7

Nesta se¢ao, mostraremos que as iteradas do operador de Ruelle de M = (m,),cq tal
que o acoplamento P satisfaz a hipotese age continuamente sobre % ({2, R), ou
seja, M é compativel com €“(Q2,R). Na sequéncia, usaremos as ideias em [7, 20, 27|
para mostrar a contragao, na métrica de Wasserstein, para um operador relacionado

com o operador de Ruelle de M.

Como f & flat, existe Cy tal que
‘1 — efn(g)_fn(i)} < Cwod(x,y)para (I, ), — quase todo (Z,7) € Q" x Q". (3.2)

Usaremos a equagao (3.2), para mostrarmos que £y ; deixa € invariante. Com isso,

para f,p € €“(Q,R), e z,y € Q) temos

Proposicao 3.2.1. Seja M = (my)zcq um nicleo de transi¢ao sobre Q) e seja w um

mddulo de continuidade. Assuma que o acoplamento (I, ).+ satisfaz a hipdtese (3.1])

x7y
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e que f € (0, R) € um potencial flat. Entao £y ; aplica €*(Q,R) em si mesmo e

vale
Hol, (% 5()) < Crll- Gt 1ol lloo + Holy (@) N G(n) | L5 1| -
Demonstracao. Seja ¢ € €“(2,R). Entao

‘gl\r/llf(@@) - gl\r/llf(gp)(y)‘
| [ et dmia) ~ [ TP pty) (o)

—/ " @ () dTT(7,7) — / e’ Do (yn) dH;‘,y(:ﬁ,ﬂ)]
QnxQn Qrxan

=/ @ () I (7., 7) — / O () dIT" (7, )
QnxQn QnxQn

s SOy, - [ D) @)
QnxQn frxan

= ’/( )Q(an(:z) — ") p(z,) dity (7, 9) +/( " @ (o(z,) — 0(yn)) dI1; (z,9)

n)2
| [ OO, it @)
nxQn ’

+

| Ot = o) dT 0.5

< / "N — SO D |o(,) | ATy (7, 7)
QnxQn 7

4 / O o(,) — )| AT (7, 7)
QnxQn

< Cpw o d(z,y) / " @ ()| I (7, 7)
QnxQn

+ Hol,, () / "Dl DDy o d(z,, y,) dIIT (7, 7)
QrxQn

< Cyw o d(z,y)| L ;1(2)] | ¢lloc + Hol, (9)er < M G (n) .25 11 (x)|w o d(x, y).
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Na antepentltima linha usamos a hipotese (3.1)). Portanto,

Hol, (A4 () < CrllZi p1llclllloo + Holu () e NG () |25 1o O

Ao invés de construir uma fungao .Zs-invariante através da aplicagao do Teorema
de Arzela-Ascoli, o qual necessita de compacidade, e entao normalizar £, considera-
mos a familia de operadores {P™} definidos, para m € N e n € NU {0}, por

gl\%f(@agr\ﬁ,f(l))
Zay"(1)

Py ()

Afirmacgao 3.2.2. Assuma que M € backward para uma transformacao T : Q — €.

Entdo vale £ (9L (1)) = Z&?}”(g@ oT™).
Demonstragao. Por definicao temos

Lo oL (V)a) = [ () Lo (1)) diet(@)

Qp

= [ o) 0y i, )+ () i),

Mas,

W) = [ D1, dn, )

/Q DL () dma, . (Tpin) -~ Ay, (psa) dmg, (€p11).

Entao, por Fubini,

L0 (0L, (1)) () = / e g (2,) Zon (1) () dik (7)

Qp

_ / " @ () [ / ef”(?>1(xn+p)dmgp(g) dmP(z)
Q n

= [ [ (e dm (5) (o).
v Jan
Note que

dmb(zy,- - ,x,) = dmwpfl(xp) oo dmyg, () dmy (1)
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dmrxlp (xp-i—la o ’xp-i-n) = dmﬂﬁp+n—1 (xp-‘rn) e dml‘p-H (xp-‘r?) dmxp (xp+1)'
Fazendo Z = (21, -+ ,p, Tpy1, -+ » Tpin), obtemos e/’ @ el = /773 ¢
dmi™ (2)

= dmg,,,_\(Tpin) -+ AW, (Tpr2)dmg, (Tp 1) dmg,  (2) - - - dmg, (22)dmg (21).

Como por hipétese podemos trocar ¢(z,) = @(T™(Tn4p)), segue que

L (0L (1)) = / / D p(,)el" D dim (7) dim? (7)
Qr n

- / O (T (@) dml ™ (2)
QP xQn

=L (poT™). O

Observe que, por constru¢ao, PE(1) =1 e P} o P} = IP’;CJ”’.

Lema 3.2.3. Seja M = (my)zeq um nicleo de transi¢iao sobre Q) e seja w um mddulo
de continuidade. Assuma que o acoplamento (I}, )., satisfaz a hipdtese (3.1)) e que
f e @ (,R) é um potencial flat. Entao o operador PP deiza € (S, R) invariante e
vale

Hol,, (P2 () < 2C¢|[p]|oc + < @@ G (p)Hol, ().

Demonstracao. Vamos omitir a dependéncia em M.

7 (9)(2) = () (y)]

LMo T (x) LM (poT)(y)
L7 (1)(x) L7 (1)(y)

L (o) (@) LPT (o T(y) | LF T (peT(y) L (o T)(y)
ZF (1)(x) L7 (1) (w) L7 (1) () 27 (1)(y)

_ L7 (o T (x) — L7 (0o T™)(y)|
B |Z7 (1) ()]
LT (o T (y) LF " (1)(y) — L7 " (o T")(y) L7 (1) ()

" () (@) 27 (1) ()
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L7 (o T) () = L (9 o T)(y))]

£ (1) ()]
[LF " (o T(y)| 127" (1) (y) — Z7 " (1)(2)]
ZFT (1) ()] £ (1) ()]
_ T e o T (@) = L7 (p o ()
N £ (1) ()]
P (1) (y) - Z7 (1))

+ P (] (y)

£ (1) ()]

Fazendo ¢ = 1 na Proposicao obtemos

P (W)(y) - L7 (Q)(@)]
-Z7 (1) ()]

< Cpwod(x,y). (3.3)
Por definicao e pela desigualdade triangular para integrais, temos que

P2l () < lllloe- (3.4)

Segue também da Proposigao [3.2.1]
|[Z7 (poT")(x) — ZLf(p o T)(y)|
£ (1) ()]

< Cpwod(z, y)elle (3.5)
+ Hol,, (p)eCrd@mE G (p)w o d(, y).
Combinando , e obtemos
Hol,, (B (¢)) < 2Cs ¢l + e NG (p) Hol, ().

]

Observacao 3.2.4. O dual do operador PE(p) age sobre o espago das medidas de
probabilidade () pela relagao

[ i@y w) = [ena, vres@m),

Seja d(z,y) := min{l,aw o d(z,y)}, com a a ser determinado. Sejam W; e
Hol; as correspondentes distancia de Wasserstein e constante de Holder referentes a

d, respectivamente. Podemos verificar que wod < d < aw o d e isto implica que

W, < W; < aW, e Hol; < Hol, < aHoly, veja [7, 20].
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Teorema 3.2.5. Seja M = (my).eq um nicleo de transicao sobre ) e seja w um
mddulo de continuidade. Assuma que o acoplamento (IT, )., satisfaz a hipdtese (3.1)
e que [ € €Y(Q,R) é um potencial flat. Entao existe kg € N e s € (0,1) tal que,
para todo n,m € N com p > ko, quaisquer medidas de Borel de probabilidade u,v e

p € FY(QR),

WA(B) (1), (B) (1)) = 8" W(ju,) (3.6)
Hol(B2)(¢) < s"Hol; (). (3.7)

Demonstracao. A demonstracao sera dada em quatro passos.

(1) Contracao local. Vamos assumir que d(z,y) < 1,z £ ye g € ¢ (2, R). Como
¢ ¢é limitada, podemos assumir, sem perda de generalidade, que inf, ¢(y) = 0.

Com isso, fixado y, temos

|o(2)] < lp(x) = ()| + lp(y)] < Holg(p)d(z,y) + [p(y)| < Holy(w) +[o(y)]

Dali,
¢l < Holj(@) + |¢(y)| < Holj(¢) + il;f lo(y)| = Holy(¢). (3.8)

Note que J(x, y) < 1 implica que cZ(:c,y) = aw o d(z,y). Logo,

Hol;(¢) = sup M = sup M

Ty d(ﬂ?, y) z#y QWO d((L’, y)

_ 1 le(@) —e(y)l _ Hol(y)
a4y wod(m,y) a (3.9)

Pelo Lema e pelas equagoes (3.8) e (3.9)), temos

[Ph(p)(@) —PR(e) W)l CCllelle + Gp)Hol(p))w o d(z,y)

CZ(%, y) j(xa y)

(2C¢[|¢llo + G(p)Hol, (¢))w o d(z, y)
aw o d(z,y)

_ 2Clollo + G(p)Hol,(¢)
«

= 29008 1 p)mol ()
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_ 2C/Holy(y)

I 4 G(p)Holy().

Como G(p) — 0, existe um ky € N tal que G(p) < 1/4 para todo p > k.

Tomando o = 4C', temos

PP () (x) — Ph(p)(y)| _ 2C;Holy(y)
i) < o, 7 G(p)Holj()
= B4 o)
Hol;(¢) | Holj(p)
< g + Z
= %Hold((p), (310)

Agora, usando a dualidade de Kantorovich ([2.3)) e a equagao (3.10]), obtemos

W((P)"(62), (B7)*(6y)) = sup [(P)"(dz)(0) — (P7)"(dy) ()]

Hol(¢)<1

= sup
Holz(¢)<1

[ea@y@) - [eaeyre,)

= sup
Hol 7()<1

[Eue) a5~ [Erie) s,

= sup |PR(p)(x) — PL(e)(y)]

Hol j(¢p)<1

IN

sup | Sttole)dle, )]

Holy(p)<1 L4

3

Sejam p,v € Z(§2). No Lema [2.3.11] tomemos Z* = (P2)* e Il € I'(y, v) um

plano 6timo relativo ao custo d(z,y). Entéao

WaAER) @) < [ W) (5., (1) (6) dlla)
<3 wis.,s,) dii(e,y)
4 QxQ
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3 ~
QxQ
3
= Walu,v).

(2) Contragao global. Assuma que ci(x,y) =1, z # y. Além disso, para cada
p € N definamos a seguinte medida Rf , sobre 2 x {2 dada por

/ min{e’”" ™, " D}5. ) ) A2, (Z,7)
QP x QP

max{%u, r1(z), Zur1(y)} ’

D i
Rr,y -

onde e,, denota a projecao na n-ésima coordenada. Na proxima expressao vamos
omitir a dependéncia de .Z em M para nao sobrecarregar a notacao. Note que

Rgvy(Q x Q) = / laxa(u,v) dR’;,y(u,v)

OQxQ

/ min{e”" @, TP} [ o0, 0) d8e, @) e, (us0) A1 (T, 7)
QP x QP QxN

max{-Z71(x), £ 1(y)}

/ min{efp(i’), Gfm(ﬂ)}lﬂxﬂ(xpa yp) dng,y(f7 g)
QP xQP

max{-Z71(z), Z71(y)}

/ min{e”@ O} 1w (7, 7)
Qp x QP 7

max{gfl(m), ffl(y)}

/ ") dIT? (7,7)
QPxQp ’

~ max{Z}1(z), Z{1(y)}
e mega)
B max{-Z71(x), L 1(y)}

Z71(x)
max{-Z71(x), £f1(y)}

<1

Portanto, existe uma medida positiva @, , sobre (2 x ) tal que QF | := R  +Qa,y
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¢ um plano de transporte em I'(d, d,). De fato, tome @, (A X B) = (5, (A X
B) - RE (A X B),se (v,y) € Ax BeQuy(Ax B) =0 caso contrario.

Seja
Ay, ={(u,v) €QAxQ : d(u,v) < aG(p)wod(z,y)}.

Como f ¢ flat, entdo para I1% -quase todo (7,y) € Q2P x QP temos

efowod(Ly) < efp(g),fp(j) < ewaod(a:,y)'

Dai, e/"@) < ¢Creed@n)e/"@) Integrando em relagao a II2_,

/ ") 4T (7, ) < eCreedton) / @) A (7, 7).
QP x QP ’ QP X QP ’

Da definigao de plano de transporte entre m? e m% temos
fP(y — Crwod(z, P(x =
/ ) dm?(y) < e ( y)/ 7 (@) dm? ()
Qp Qp

e portanto, £y1(y) < ecf“’Od(z’y)gfl(x). Assim,

max{Z71(z), £ 1(y)} < max{L71(x), eCfWOd(x’y)gfl(x)}
_ ecfwod(m,y)gfl(m).

Logo,
1

> .
max{Lf1(z), Lf1(y)} — eCrecdey) LP1(x)

Usando a desigualdade acima e o fato que para I12 -quase todo (Z,7) € QF x QP

temos que 1a, (7, y,) = 1, temos
R = [ 1a,00) dR2,(u,0)
’ QxQ ’

/ min{e/" @, /DY [ Ap, (u,0) doe, 3.0, (4, v) dITE (T, 9)
QP x QP QxQ ’

max{-Z71(x), Zf1(y)}

/ min{efp(f), efp(g)}lAp(xp,yp) dﬂg’y(:f, )
QP x QP

- max{ffl(x),ffl(y)}
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/ min{e/" @, S @S O-T OV L (2, y,) dITE (2, 7)
QP x QP

max{-Z71(z), £f1(y)}

/ /' @D @N (3,y,) dIP (3, 7)
QP x QP

Vv

> e—C’fwod(x,y) /QPXQP

max{ffl(:v), gfl(y)}

"1y (2, 9) it (z,7)

e—C’fwod(x,y) /Qp xQp

max{-Z71(x), Z71(y)}

oI (@) ng}y(;@ )

max{-Z71(x), Zf1(y)}

e_cfwod(m,y)/ /7@ dmi(f)
Qp

max{-Z71(z), Zf1(y)}

Zrl(x)

_ e—waod(w,y)

max{-Z71(z), £ 1(y)}

gfl(]?)

eCrwod(z,y) gf 1 (ZL’)

G—Qwaod(m,y)

> 6—2wa(diam(Q)) .

Na tltima desigualdade usamos o fato que w é crescente. Com isso,

W(BY (8,), (™) (8,)) < /

QxQ

ci(u, v) dQ7,(u,v)

= [ dw) d@z o)+ [ dtuw) dQz (o
Am A

c
m

< aG(m)QT,(An) + Q1 (AL)

=aG(m)QT . (A)

z?y

— 1+ (aG(m) - 1)

+1- g?y

;?y(Am)

(Am)

63
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— 1— (1 - aG(m)Qr,(An)

=1—-(1-aG(m))R,(An)

1 —aG(m)
 o2Csw(diam(Q))

1—aG(m) \ =
= (1 — W) d(l’,y)

Logo, escolhendo m tal que aG(m) < 1, temos uma contragao.

=1

Combinando (1) e (2). Para ky tal que aG(ky) < 1 fixado, seja
s :=max{3/4,1 — (1 — aG(ko))e 2Cre(diam@)y
Entao, as partes (1) e (2) implicam que
Wi((Pr)*(d2), (Pr)*(dy)) < sWy(d5,9,) para todo m > k. (3.11)

Da dualidade de Kantorovich, como mostrado em (3.12)), segue Hol ;olP;* < sHol;.
Usamos o Lema [2.3.11 mais uma vez para mostrar que (3.11)) vale para toda

medida de probabilidade de Borel. Portanto, mostramos que, se k > kg, entao
Wi(®n)*(-), (BR)(+)) < sWal-, -).

~ . . mo_ mym—j ; .
Iteragoes. Primeiramente observe que P;" = P77 o P, for j,m,n € N com

m > j. Por inducao, isto implica que

ki+j okl
P, = Py

oI = PFI-D o pk

J
n+k+j n+j © ]P)n

k(1—-2) k k j
Povorts O Pripsy o Pryj o

_ ok k ok k j
= Pn+kl+j © IPJnJrlc(l—l)ﬂ' ° © Pn+2k+j © PnJrj ol;.

Com k := ko e m,[,j tais que m > kg, m = kl + 7 e kg < j < 2kq, a aplicacao

iterada com a propriedade de contragdo na Parte (3) mostra que
Wal(B) (), (B)*(+)) < sWy(-, -).

A afirmacao (3.6)) segue substituindo s por /2o,
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Aplicando mais uma vez a dualidade de Kantorovich e (3.6]), obtemos

B (o)(2) - PRe)(y)] = \ [waerys.— [ eawys,

= Hol;(i) ‘ / Hof; (gp)d(an)*éx — / md@?)w

= Holj(o)Wi((P7)" bz, (P7)"0y)

< s"Hol () Wy(ds, dy)

= $"Holy(p)d(z, y), (3.12)
donde segue.

[]

Como consequéncia imediata, temos o seguinte corolario que sera util no proximo

resultado.

Corolario 3.2.6. Para cada n € N, a aplicagao

™ EY(Q,R) - R (3.13)
definida por ™ () = lim,, oo P () (z), € uma medida de probabilidade Boreliana.
Demonstracao. Segue de que Hol, (P™(y)) tende a 0 quando m — co. Como

[P () () — P () ()| < Hol, (P (p))w o d(z, y)

< Cs™Hol,(p)w o d(x,y), (3.14)

entao [P (¢)(x) —P"(¢)(y)| — 0 independentemente de x e y. Por outro lado, usando
a identidade P = anj:j o P’ a dualidade de Kantorovich e o Lema , obtemos

[P () (2) = Pr(@)(@)] = ‘/s@d(an”“)*éx - /sod(Pﬁ)*éx

— ’ / pd(P™, o PF)*5, — / d(PF)*5,
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- ] [ i@ (@06~ [ @y,

— Holy() Wy((B)" (B 0)) 60, (BE)'5,)
< s"Hol () Wil (BY, )0 5,)

< s*CHolj(¢p),

ou seja, {P™(p)}nen € uma sequéncia de Cauchy, e por completude, convergente. Por-
tanto, P(y)(z) converge para uma func¢do constante. Por outro lado, segue de
que para todo medida de probabilidade de Borel vy, (P")*(1v4) converge fracamente
para alguma medida de probabilidade de Borel 4™, quando m — co. Para cada z € Q

denotemos por v™ o limite fraco de (P7)*(,). Com isso, para cada ¢ € €“(f2), temos

v () = lim (P7)*(3,)(¢) = lim 8,(P7(¢)) = lim PP (¢)(x). O

m—r0o0 m—r0o0 m—r0o0

3.3 TEOREMA DE RUELLE-PERRON-FROBENIUS

Para facilitar a notacao, denotaremos
v =00, (3.15)

Lema 3.3.1. Para todo m € N vale (P7)*(v™) = v,

Demonstragao. De fato, para toda funcao ¢ € €“ (€2, R) temos

o awpye™) = [ i) v

Q
= V" (B () (2)

= lim P (Pg'(¢))(x)

k—o00

— lim gf(P(T(SO)(I)gFl(I))
k—o0 Dg;nﬂcl(aj)

2 (z;”(soxx) zml(x))

= lim —%
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G
k—00 .,?f"”rkl(x)

o L))
ke 2R (7)

LT p(x) L1 (2)
= lim -
k00 L7 ()

= lim Py ()

k—o0
=1 O¢(x)
:/gody(o)
Q
Portanto, (P7)*(v(™) = v, O
Teorema 3.3.2. Seja M = (m,).cq um nicleo de transi¢ao sobre ) e seja w um

mddulo de continuidade. Assuma que o acoplamento (II, )., satisfaz a hipdtese (3.1)
e que f € €“(Q,R) é um potencial flat. Seja v dada pelo Lema |3.5.1. Entao eziste

uma constante C > 0 e s € (0, 1) tais que, para quaisquer ¢,v € €“(Q,R) com 1) > 0,

Hgf(so) ()

v(p) 5
ZpW)  v() ‘le(%/))) 11/9]] oo (3.16)

v(¥)

< Cs" (Holw(go) +

w

Demonstracao. Primeiro, note que

R CaURE =)

T

y b

Dai,

1 a
< - “lly—b|).
_‘y‘(lm al+‘b’|y I)

Usando a desigualdade acima, podemos escrever

i (9)@)
L 1 (0)(2) /Wl’/ _ W /gpd” IP’"( (z) /‘pd”
"?I\T/Iwa z) /wdy jn 1@ /wdy P5(v)(2) /wdy
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f::ii e
/wu

/ pdv
/ U dv

Pelo Lema temos (P7)*(v™) = v. Para n > ko, obtemos, aplicando a dualidade

de Kantorovich (2.3, o Lema e desigualdade (3.6

_ ' ey~ [ oawpyom)

= Holy(e)| [ el 6) ~ [ o)

< Holg(o)Wa((P5)*(6), (P5)* (™))

Py(o)(a) ~ [ odv| +

< [11/%llo0

Py(e)a) — [ | +

Py(o)(z) — [ pav

< Holj(p)s"W4(d,,v) < CHolz(p)s"

Py(0)(a) ~ [ viv

Como Hol; < Hol,,, temos

Analogamente,

< CHoly(¢)s"

o H lw n V(QD)‘ H lw n>
% ® /W < /el (0 o(9)s" + || CHolu(w)s
e portanto
szf /W ( ‘u«o)‘ )
" Hol,, ——~|Hol, 1 -

Logo a estimativa ([3.16|) segue para a norma || - ||o

Agora vamos obter uma estimativa para Hol, (4 ((¢)/ 4 ((¢)). Isto segue
procedendo como acima substituimos [ @dv/ [ 1dv por L5 () (y)/ Ly ;(¥)(y). Com

isso, usando (3.7)) como em (|3.14)), obtemos
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D@ L))

Gis(P)@) L Q)| | A H A | PS(so)(x)_PG(w)(y)‘

L W)@) i ()W) faf<fg;§> W) T B0 B
1 Po(e)(y)

(!Pg(w)(:c) CB))] +

B3 () () - Pg<w><y>|)

= B@)@) B3 (0)(y)

< Il (@) ~ B0 + |G 125w 0) - P 0]
< 11/ <C’s"Holw(go)wod(x,y)+ igg ;E‘Z;‘ C's"Hol,, (¢)wod(x,y)>.
Note que
Pg(s@)(y)’ _ | B _vle) V(so)‘ IO V(so)‘ V(so)‘
Po()(y) | [Pe()(y)  v(¥)  v(@)| ~ |Pg)(y)  v()|  |v@)|
Entao, fazendo a = ||1/¢||o0, b = Cs™Hol,(¢)w o d(z,y) e ¢ = Cs"Hol,(¢)w o d(x,y)
temos que
P LG R NI LN Pi(£)(v)],
He) =g 0w~ Za, 0| (o [
F3()y) )|, @),
S“(” Py(0)() v(zp)‘ ! u<w>’ )

Note que o lado direito da desigualdade acima pode ser estimado como segue

o(o+ [R5y - e+ 45
< <b+|y1/w|yoo (OHol (w)s"+'%‘CHolw(w)s )C+ ZEZZ; C>
_ <b+|]1/¢||oocC’Hol 0)s" + ZEZ;‘CHOIM(¢)5"c+ ZEZZ; c>.
Entdo
wIZEzI(;:y)y) < Hl/wl\oo(canolw(so) + [[1/¢]|sC's"Hol,, (¢) CHol,, () s™
+ %‘ CHol,, (1))s"C's"Hol, () + %’ Os”Holww))
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— " (Holy(i) (1 + |[1/¢ |l ol (1)C's")

|

v(p)
+ |——=| Hol,, CHol,,(¢)s" +1) |||1 oo

283 ol ) (CHoL ()" + 1)) 11/
Sejam C}, Cy constantes tais que 14 ||1/9||Hol, (¢)Cs™ < Cy e CHol, (¢)s" +1 < Cy

e seja C3 = max{C}, Cy}. Com isso,

oL [Bisle)  vlp)
ol (zxz,f(w /()

A o)) 10l

> < C’C’gS”(Holw(go) 1w

Portanto

<+ e (Holufe) + | 40 Hob, () 1/

v(¥)

‘Zl\?lf ©) v(p)
@D v(y)

]

Teorema 3.3.3 (RPF). Seja M = (my).eq um nicleo de transicao sobre um espago
Polonés Q) e seja w um mddulo de continuidade. Assuma que existe um acoplamento

(ITf. )2yt de M satisfazendo a condi¢io (3.1)) e que f € €“(Q,R) € flat. Entao L s

)
zy
satisfaz o Teorema de RPF sobre € (), R).

Demonstrag¢ao. Como f é flat, temos

oy Lok (D)

zyn A p(1)(Y)

De fato, para II}’ -quase todo (z,y) € Q™ x Q™ temos

< Q.

efow(diamQ) < efm(g)ffm(a’:) < ewa(diamQ).

Integrando a desigualdade mais a direta com relagdo ao plano de transporte II}

obtemos

e_wa(diamQ)jl\Zfl(x) < "%I\CIL,fl(y> < €wa(diam(Q))$,\7|’fl(.T).
Agora, integrando a desigualdade acima com relacao a v e x vemos que a funcao

L s(1)(y)
h(y) = JEEOW (3.17)
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¢ estritamente positiva. Vamos verificar que h estd bem definida e é w-Holder conti-
nua. A ideia ¢ usar equagao (3.16)) para mostrar que {Z7(1)(y)/ [, £} (1)dv}, ¢ uma

sequéncia de Cauchy em R. Seja
ap = / 2 (1) dv.
Q b
Afirmamos que a,x/a, = a; para todo k,n € N. De fato,
vt = [ L) dv = (L)
Q
= lim Py (L5H(1)

)
= lim —
m—roo ZM,f(l)

) K
= m+k m
m—oo "E/ﬂM,f (]_) "zﬂM,f(]‘)

o LaiiLn ,(0) B4 ()
= lim s lim —
m—00 "E/ﬂM,f (]_) m—0o _,%M’f(l)

= lim PyH(45 (1)) lim Py (45 (1)

m—r0o0

= QpQg,
como queriamos.
U L@ | 1], / M./ )
! R = — |, (@) - —— 4 (W)()
/.z@f(l) d /gg; ()| /gg; (1) dv
= o [#ms W) = L (1))

_ Ly W(@) | A1) () — L) ()
an L (D)(x)

Ly (1)) — L (1)(@)
L. (1)(x)

< Gwa(diam(Q))
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L (1= 246,0) (@)

< ewa(diam(Q))

L))
L54(1)
- o| G (1- 245,0) @) / (1‘ a )d”
L g (D)) B /ldy
SCN'S".

Na pentltima linha usamos o Teorema comyp=lep=1— i.ﬁf,\ﬁf(l) Ou seja,
{L7(V)(y)/ o ZLF(1)dr}, é uma sequéncia de Cauchy. Logo h esta bem definida.

Afirmamos que h € €¥(£2,R). Com efeito, dado ¢ > 0 existe N € N tal que

para todo n > N, vale
(@)
v(Z.¢(1))

Com isso, usando a equagao (13.3)), obtemos

h(z) <

39
5

e L S e S0 | %0
h@) = h)l = 1) = ZCom Gy * oz, )~ g, ) ez, W
N L, W)@ 1A, @) A1) L))
<M= Sz | @)~ vz, )| MY T we, )
- - L, (D))
< 5—1—5 +C'fwod(x,y)—y<§;ﬁf(l)) :

Segue portanto, fazendo n — oo e em seguida € — 0, que

[h(x) — h(y)| < Cpw o d(z, y)|h(y)|
< Cfllhfl o 0 d(a,y).

Agora verificamos que h é uma autofuncao para o operador £y . De fato, por

continuidade

L s (M) = Zuag | lim i)
/Qgﬁf(l) dv
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n Lt (1) d
L AR B
"*""/zgf )dy/gml( ) dv
" gnJrl
Ly (1) / s

= / .,zﬂml ) dv / (1

_ 5 f,a?l(l)(y) Gn+1
= lim
n—oo n an
/Qf,\,lj}l(l)dy

= arh(y).

Portanto h € uma autofuncéo associada ao autovalor a; = [, Zu,f(1) dv

Suponha que existam de g e h satisfazendo (3.17). Seja x em 2 e ¢ > 0 dado

arbitrariamente. Entao existe N € N tal que para todo n > N

1) = g(x)] = [h(2) (@) +ealw) —g(x)] < |h(2)=cal@) | +|g(x)—cnla)] < S+5 =<

em que c,(z) = A (1) (z) /(4% £(1)). Logo h = g.

Nos resta mostrar a existéncia e unicidade da automedida. Ou seja, a existéncia
e unicidade de uma medida de probabilidade p tal que £y} ;0 = Ap para algum nimero
real A\. Afirmamos que para v € Z(Q), {(P")*(v)},, é€ uma sequéncia de Cauchy

relativa a métrica W;. De fato, usando a identidade P} = ]P’ZﬂJ oPJ e a dualidade de

Kantorovich, temos

WPy (v), (P)* (v) = Wl (P 0 )" (v), ()" (v))
= Wa((P)" (Pylys)" (v), (B)*(v)

< SWH(PT,)* (1), v)

s swp | [ d@r,) 0 - [odv
Holz(¢)<1

=s*  sup /Pn+k( )du—/gpdu
Holz(¢)<1
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sup {‘/ n+k dl/ ‘/(pdl/}
Hold(<p )<1
< sk sup {/|Pn+k ]du+/|g0| du}
Holz(¢)<1
<ot s {lele [ B0 o+ ol [ i)
Hol 3(p)<1

< sup {r|<,ouoo [+l | dv}
Holz(¢)<1

=s" sup {2flpf} — 0.
Holz(¢)<1

Como (£2,d) ¢é separavel e completo, (L(2), W;) é separavel e completo (veja por
exemplo, [2] pag. 505). Logo, existe u™ tal que (P™)*(v) — u™ quando m — oo,

independentemente de v. Tomemos p = %, ou seja, (P7)*(v) — u® = p.

Vamos mostrar que 4 é uma automedida. Com efeito, para alguma medida de

probabilidade v e ¢ € (2, R) temos

/s@dcfﬁz,fuz /«fM,f(sO) dp

Tim [ B (L g (1)) AR ()
[o| [ s @] au= [ o dia
Ou seja, L i = ar . 0

Observacao 3.3.4. =19, em que v ¢ dada por (3.15).

Demonstragio. De fato, como lim,, . (P7)*(v¥) = u, temos

War®, ) = Tim Wy((Bg)" (™), (Bg)* ()
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< lim s"Wy(v™, @) = 0. O

m—ro0

Corolario 3.3.5. Seja T : Q — Q um mapa sobre um espag¢o Polonés Q, M = (my).cq
um passeto aleatorio backward para T e w um modulo de continuidade tal que a com-
posi¢ao com T preserva €% (Q,R) (isto € satisfeito se T é Lipschitz). Assuma que o
acoplamento P = (I, )14, satisfaz (3.1) e que f € € (%, R) ¢ flat com respeito a
P. Entdo existe um potencial normalizado e flat f € ¢“(Q,R) que difere de f por
um cobordo e uma constante; seque que Ly e ‘,?Mf sao conjugados a menos de uma

constante. Em particular, a propriedade de ter lacuna espectral € equivalente para L ¢

(& "?M,f‘

Demonstragcao. O Teorema [3.3.3| nos permite normalizar o potencial f, ou seja, pode-
mos definir f = f+1logh—loghoT —log p. Note que como a composi¢ao com 7', hoT,
preserva ¢ (£2,R) (exemplo, se T' é Lipschitz), o potencial normalizado f ainda esta
em ¢“(€),R): a menos de mudanga em h por um fator constante, podemos assumir

0 < h < 2 e entao logh se desenvolve como uma série de poténcias de h, portanto

logh € €“(2,R).

Agora mostraremos que se f é flat, entao f também o é. De fato, para todo

t,x,y e II’, -quase todo (Z,7), temos
F@) - @) < 1f1@) - 1))
+| D tog () — log AT (1)) — log hlux) + log A(T(y1)
k=1
<|f1(@) — f()|
+| S 1o ) — log bl 1) — log hly) + log h(y-1)

k=1

< |f'(@) = f'(@)] + Nlog h(z¢) — log h(x) — log h(ye) +log h(y)|
< |f'(Z) — f'(5)| + Holu(log h) (w o d(w4, y:) + w o d(x,y))
< Cjw o d(z,y) + Hol,(log h) (G(t)w o d(x, y) + w o d(z,y))
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Proposicao 3.3.6 (Lacuna espectral). Seja M = (my).cq um nicleo de transi¢ao sobre
um espago Polonés Q) e seja w um maodulo de continuidade. Assuma que o acoplamento
(I, )2y de M satisfaz a condigio (3.1) e que f € €“(%,R) € flat. Entio Lay tem a
propriedade da lacuna espectral sobre €% (£, R).

Demonstragao. Tomando ¢ = hy e ¢ tal qual v(¢) = 0 em (3.16]) obtemos

v(p) ‘ _ | L s(9)

Hglvlf hf (hf) )‘?hf
Tomando § =1 — s e p = Ay na defini¢ao de lacuna espectral [1.3.5] obtemos

< Os™ (Holy (@) [11/h | o-

w

1264, < Co"(1 = )"l



Capitulo 4

DECAIMENTO DE CORRELACOES E

AUSENCIA DE LACUNA ESPECTRAL

Neste capitulo, estudamos o decaimento de correlagoes para mapas T : 2 — Q, que
possuem um certo nicleo de transicao backward M. Primeiramente, consideramos 2
um espago Polonés arbitrario, e a medida de equilibrio py dada pelo Teorema RPF.
Na sequéncia, nos restringimos aos espacos {2 compactos. Entao estendemos a técnica
em [27] para mapas T com um ndmero infinito de pré-imagens. As referéncias que

seguimos sao [4, 27, [42].

4.1 LACUNA ESPECTRAL E CORRELACOES

Nesta se¢ao vamos seguimos as referéncias [4] e [42].

Definigao 4.1.1. Considere o espago de probabilidade (2, F,v). Seja T uma aplicagao
mensurdvel de Q em Q. Para cada @y e ps em L*(Q2,v) definimos a fungao de correlagio

Coy oo+ Z— R pondo
Cor o) = / (010 T")pp dv — / o1 dv / ooy, (4.1)
Q Q Q

Teorema 4.1.2. Suponha que f € €“(Q,R) é um potencial para o qual o operador de

Ruelle LA s tem a propriedade da lacuna espectral. Considere a medida py = hyvy, em

7
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que vy € a automedida e hy € autofuncao dadas pelo Teorema . Suponha que M é
backward walk para a aplicacdo mensurdvel T : Q2 — Q. Entao a funcao de correla¢do
Copr ooy (1) tem decaimento exponencial. Mais precisamente, evistem 0 < 7 < 1 e

C(T) > 0 tais que para quaisquer o1, ps € €“(Q,R) a fungao de correlagao satisfaz:

|C<P1=<P27Mf (n)]

/(soloT”)saa duf—/soldﬂf/soa dﬂf‘ <G (42)
Q Q Q
em que Cy = C(7) || hllos( [ [01]dvs) ]| @2

Antes de provar o teorema vamos estabelecer trés lemas auxiliares.

Lema 4.1.3. Nas hipdteses do Teorema seque que lim, o (1/A") 4% (¢) =
hy fQ @ dvy uniformemente.

Demonstragao. De fato, no Teorema tome ¢ = hy, onde hy & autofungao associ-
ada a f dada pelo Teorema [3.3.3] Com isso,

i () n
|A—J;Zf —v(g)|| < O (Holu () + (@) Holu () [1/hy o
f oo
Como s < 1, o resultado segue. O]

Lema 4.1.4. A projegio espectral mu,y = 74, , € dada por mu j(p) = (fQ@duf) “hy.

Demonstragao. Sabemos que os operadores mw 5 € Zu s comutam. Pelo Lema m
temos que lim, o (1/A") L} e = hy [, ¢ dvy uniformemente. Como 7y s ¢ limitado

temos que

— 0,

Wm,f(x"fﬁ,f@—hf/ﬂs&d’/f)” < [,z llop

o0

AL g = hy /Q pdvy

o

quando n — oco. Uma vez que

(AT ) = AT v () = AN (@) = g (0)

obtemos

7T|\/|,f(g0>I7T|\/|7f <hf/gg0dl/f) :T‘-M’f(hf)./Q(pdyf:hf./QSOde.
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O lema a seguir sera tutil no decorrer da secao.

Lema 4.1.5. Sejam o1, p2 € €“(,R) e M backward walk para uma aplicagao men-
surdvel T': 2 — Q. Entao L (o1 0T" -y - hy) = 1.4 (pahy).

Demonstragao. Sejam x € Qe ¢ € ¢*(2,R). Lembrando a definicao de £y ;, temos
L o(x) = [ou e P p(a,) dm?(z). Com isso,

gl\ﬁ,f(% ° Un@th)(@ = / efn(j)(% © U"@zhf)(xn) dm,(7)

n

_ / e Oy (T (@) g () dmiy(2)

=T

—oi(a) [ Ppaanhy (o) dii(@)

= ¢1(x) L 4 (pahy)(2). i

Agora apresentamos a prova do principal teorema desta segao.

Prova do Teorema 4.1.2l Como py = hydvy, segue da definicao de funcao de
correlagao e do fato de que (£ ()"vy = A}y, que

|Copr s ()] = /Q(%OT")wzhf de_/QSOlhdef/Qth dvy

= | [ Ao T eahs d( " 7) ~ [ ouhydvy [ vy
Q Q Q

. (4.3)

= /Q>\f” v (01 0 T" )pahy) de—/Q%hdef/ﬂsﬁzhdef

Usando o Lema [I.1.5] e o Teorema de Fubini, obtemos

|Cor iy (M) = /QAf" G,f((%OT")whf)de—/Q¢1hfd’/f/Qspzhdef

= /WlA;ngr\r/ll,f(S@hf)de_/901hfd’/f/902hfdyf
Q Q Q

= /Qsol (A}"fﬁ,f(%hf) _hf/QSOthde) dvy



80 CAPITULO 4. DECAIMENTO DE CORRELACOES

< (/ Isolld’/f) "Af"afﬁ,f (902hf —hf/ 902hfd’/f)H : (4.4)
Q Q o)
Ou seja,

Covsony ()] < ( [l duf) fonxaf (mf iy [ oty duf) H C 45)

Estamos supondo que o espectro de Ay s : €(Q2, R) — €“(2,R) é formado por
um autovalor simples Ay > 0 e um subconjunto de um disco de raio estritamente menor
que A¢, como pode ser visto na demostragao do Corolario no proximo capitulo.
Ponha 7 = sup{|z|;]2] < 1 e z- A € 0(Luys)}. A existéncia da lacuna espectral
garante que 7 < 1. Considere my s a projecao espectral associada ao autovalor Ay,
entao pela Proposicao , o raio espectral associado ao operador Ay (I — mm,f) €
exatamente 7-\y. Como [Lu ¢, mm f] = 0, temos que [ Ly, (I —mm )" = L5 (I —7m 5)
para todo n € N. Segue da férmula do raio espectral que para cada escolha de
1> 7 > 7 existe ng = no(7) € N tal que para todo n > ng temos || £ (v —mm )| <
N |||, Vo € €¢(€2,R). Portanto existe uma constante C'(7) > 0 tal que para todo
n>1

1% (6 — mus)ll S CEXIF ol ¥ p € E(QR).

Usando o Lema e a cota superior acima na estimativa (4.5)) obtemos

vy ()] < ( [l duf) O lpahy |l < CEIAsll ( / |sol|duf) lall - 7.

]

Obs.: A seguir faremos algumas observagoes a respeito de duas afirmacoes que foram

feitas na demonstracao acima sem a devida explicacao. A saber foram as seguintes:

1. o raio espectral associado ao operador Ay (I — mm,f) é exatamente 7 - As;

2. [l —mup)|" =45 U — 7).

Prova de 1. Para a primeira é suficiente observar que todo ponto do espectro de
2, r(I—mm,f) pode ser obtido através de Ay aplicando-se uma rotacao e uma homotetia,

ou seja, através da multiplicagao de Ay por um nimero complexo z adequado.
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Prova de 2. Para a segunda, basta usar o fato de my y e v  comutam e observar que
(LI =mup)l" = [y = Lsmag]" =g — v gLl
= [(I —=mmf) Lyl = —7mms)" L g
= (I —=mmg)Duy =Ly — ™Dy

= Dy — Lugmas = Lap(l — ).

4.2 NUCLEOS 1-PARA-00 FRACAMENTE CONTRATIVOS

Nesta secao, assumiremos que €2 é compacto. O seguinte teorema de contracao devido a
Kloeckner [27], nos permite fazer uma conexao explicita entre o moédulo de continuidade
w e o decaimento dos iterados do operador de Ruelle. Por completeza, colocaremos
também sua demonstracao . A possibilidade de normalizacao do potencial e de que ele

pode ser tomado flat vem da Proposi¢ao 3.2 em [27].

Teorema 4.2.1. Sejam M um nicleo de transicao sobre um espaco métrico compacto
(Q,d) e w um modulo de continuidade. Assuma que M admite um acoplamento P o
qual tem w-decaimento F e correspondente meia vida T = L (0,4+00) — N. Sejam
f € €“(Q,R) um potencial normalizado flat e £ = L . Entdao existe uma constante

C >0 ek €N tais que para todo p,v € P(Q) com W, (u,v) =: r, vale:

1
W, (g*kﬂ'(r/k)u’ g*kﬂ'(r/k)y) < EWw (N’7 V)

W (L, L) < CW,(p,v) VYt eN.
Em particular temos:
e se P tem w-decaimento exponencial, entao T(r) é limitado e assim o € kt(r/k).

Dessa forma, fg’f decar exponencialmente na métrica W, e portanto L s tem

a propriedade da lacuna espectral sobre a dlgebra €% (S, R);

e se P tem w-decaimento polinomial, entao 7(r) < D/r* de forma que kt(r/k) <

D’ /r* e portanto L.y decai polinomialmente com mesmo grau.
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Segue deste resultado que, uma vez que P decai a 0, seja qual for a velocidade,

£y fixa uma tnica medida de probabilidade yy, em que py ¢ a medida RPF de f.

(Essa observagao se faz necesséria porque a Proposi¢ao 3.2 em [27] garante existéncia

apenas da autofungao e autovalor.)

Demonstracao. A prova sera dada em 7 passos.

L. W (&L, L) < CW,(u,v) VteN, Vu,ve 2(Q).

Isto segue do Lema [3.1.5 pois pela defini¢do da fungdo de decaimento temos

F(t,r) < Cr, para todo t.

. Construa um plano de transporte entre £*%j, e £*§,. Aqui precisamos da
hipotese de normalizagao, para assegurar que estas duas medidas sao ambas de
mesma massa. Fixe t € N, 7,y € Q e observe que .£*5, = (), (e’ dm!)
onde ¢; : Q! — Q é a projecao na tltima coordenada. Procuramos um plano de
transporte eficiente entre £*9, e £*6,, e o construiremos como (e, e;),II onde
II ¢ um plano de transporte entre e/’ dm! e ef ’ dmz. Como o acoplamento P é
um plano de transporte II}, | entre m. e m!, e vamos modifica-lo para levar em

conta o fator e/*. Defina uma funcio

a: x> R
(.f', g) — min (eft(j)’ eft(fl))

t
"'E7y

de forma que a dII} , é uma medida positiva cujas marginais sao menores que
t 13 . . . . .
el dm! e e’ dmz, respectivamente. Portanto, deve existir alguma medida posi-

tiva A sobre Q! x Qf tal que
M:=adll, + A

¢ uma medida de probabilidade com marginais exatamente e/’ dm! e e ! dmty.
Queremos limitar por cima o w-custo de II, e a ideia bésica é que o primeiro
termo seré pequeno pela hipotese de decaimento (lembre-se que pelo Lema
a é limitado, independentemente de t), o segundo sera pequeno porque A tem

massa pequena.
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3. Limitante por cima da massa de A. Temos

a’('f7 g) = min (eft(j)7 eft(i)eft(y)—ft(f)) 2 eft(j)e_vt(g)_fz(j)"

Como f ¢é flat, para II}, , quase todo (7,7) e para alguma constante B > 0

temos a(z,y) > el (@) e=Bwod(xy). entio usando que f é normalizado vem que a

—Bwod(z,y)

massa total de all}, , ¢ pelo menos e , 0 qual podemos limitar por uma

constante e™? € (0,1) ou, ja que 2 ¢ limitado e aumentando B se necessario, por

Bw o d(z,y). A massa total de A é, portanto, limitada por cima como segue:

/1 dA < min (Bwod(z,y),1 —e 7).

4. Limitante para o custo de Il para a métrica modificada.

Introduzimos um novo moédulo de continuidade
w' = min { Kw, w(diam) },

onde K é uma constante positiva a ser especificada mais adiante (independente-
mente de x,y). Temos w' od(x,y) > wod(x,y) para todo z,y € Qe ' < Kw,
de forma que w o d e w’ o d sdo métricas Lipschitz equivalentes sobre €2, e como

consequéncia W, e W, sdo Lipschitz equivalentes (com as mesmas constantes).

Se wod(x,y) > w(diamQ)/K, entdo w’' o d(x,y) = w(diamQ) = w'(diam?) e
limitamos a massa de A por 1 — e~ ® de modo que, denotando por D o limitante

de a:
[ o dlany) aniz.p)
= [ od(enate.g) it (a.9) + [ o odiwen) dA@,g)
< DK / wod(zeys) dIT (7, 5) + (1 — e P)! (diam)

< DKF(t,wod(z,y)) + (1 —e P od(z,y)

< DKF(t,w od(x,y)) + (1 —e P od(z,y).
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Se wod(z,y) < w(diamQ)/K, entdo w' o d(z,y) = Kw o d(z,y) e limitamos a
massa de A por Bw o d(z,y):

/ W o d(we, ) dTI(Z, )
_ / W o d(ze y)a(z, §) dIL. (7, 5) + / W o (s, ) dA(Z, )
< DK [ wod(eny) dIt,(@,5) + B o d(z, ' (diam)

< DKF(t,wod(x,y))+ Bw(d(x,y))w(diams?)

Bw(diam)

< DKF(t,w' od(z,y)) + e wod(x,y).

Bw(diam$) <1_¢B
I > )

Escolhendo K suficientemente grande para assegurar que 7

ObtemOS em ambOS 0OS CasoS
/ W o d(zey) dII(E,§) < DKF(Lw o d(z,y)) + (1 — e B\ (d(x, y)). (4.6)

. Existe 6; € (0,1) e k; € N tais que para todo r, todos x,y € € tais que w' o
d(z,y) > r e todo t > kyr(r/2"),

W (L6, L76,) < 01w o d(z, y).

Escolhemos qualquer 6; € (1—e~5,1) e k; suficientemente grande para assegurar
que DK/2% + (1 — e B) < 6,. Daf aplicamos (4.6) (note que ky7(r/2%) >
T(r) +7(r/2) + -+ 7(r/2%)).

. Existem 6 € (0,1) e ko € N tais que para todo r, toda pu,v € () com
W (p,v) =1 e todo t > kot (r/ks),

W (L, L) < OW,(p,v).

Escolha 0 € (01,1) e sejan > 0 pequeno o suficiente para assegurar que 6 +Cn <
6, onde C' é a constante do Item [I] Seja p,r duas medidas de probabilidade
quaisquer e seja II € I'(u,v) 6timo para W, (u,v) =: r. Defina s := nr e
E = {(z,y) |w od(z,y) > s}. Para todo t > k;7(s/2"), usando o Lema [2.3.11]

vem

W (L, L) < /Ww/(g*téx,g*téy) dll(x,y)
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< / W (L6, L%%5,) dll(x,y) + | W (L5, £6,) dll(z,y)
E

QOxQ\E

<0, / W o d(z,y) dll(z,y) + C / W o d(z,y) dI(z.y)
E QxO\E

< O W (p,v) + Cnr < OW,, (1, v).
Basta escolher ky > 251 /7.

7. Conclusao.

Deduzimos que o # tempo de decaimento 74’ (r) de .£* com respeito a W, é no

maximo ko7 (1/k2).

Para todo n € N, deduzimos que
T (r) < kot (1) ko) + kom (01 /) + - - - + k(0711 ky)
e tomando n grande o suficiente para assegurar que " < 1/(2K) obtemos

7 (r) < konr (0" 1 /ky) < kr(r/k) para algumk.

2K

Agora, ja que W, < W,, < KW,,, os tempos de decaimento 7§ para .£* com

. . / .
respeito a W, satisfazem 75 < 754, como queriamos.

4.2.1 NUCLEOS DE TRANSICAO 1-PARA-k

Para cada z € Q seja B(x) = {z!,--- 2"} uma familia de k pontos. Faga m, =
Z?Zl(l/k>§xj. Entao defina o nucleo de transicdo M = (m,).cq. A este nicleo de

transigdo Kloeckner [27] chamou de 1-para-k. Definiu também:

Definicao 4.2.2. Vamos chamar funcao contracao a qualquer funcgao continua c :

[0, +00) — [0, +00) tal que ¢(0) =0 e ¢(r) < r para todo r > 0.

Definicao 4.2.3. Dizemos que M € fracamente contrativo se existem uma fungao
contracao ¢ e um numero real A > 1 tal que, para todo x,y € €2, existem permutacoes

n,o de {1,---  k} tal que
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1. para todo j € {1,---  k} vale d(x"9), ") < c(d(z,y)),

2. @™, y7M) < d(x, y)/ ).

Para os nucleos de transicao M fracamente contrativos define-se o acoplamento

natural.

Definicao 4.2.4. Quando M € fracamente contrativo, definimos um acoplamento na-
tural P como seque. Para cada (z,y) € Q2 X Q, firtamos permutagoes n, o satisfazendo o
item acima; entao para cada par (z,y) e cada palavra w = (j1,...,5:) € {1,..., k}
sejam T,y € QF sequéncias (v1,...,7,), (y1,...,y) tais que v; = "9 € B(z) e
y =y’ € B(y), e para todo n, T, = (2,)"U") € Blxy) € Y1 = (ya)70") €
B(y,) em que n, e o, sio permutagoes associadas ao par (x,,y,). Entao o acoplamento
natural € dado por
M, = > %%mw-
we{l,....k}t
Em outras palavras, juntamos as orbitas de acordo com o pareamento dado na

definicao de contragao fraca.

O proximo lema segue do Teorema [4.2.1], e vemos que é realmente a regularidade

dos observaveis que impulsionam a velocidade de decaimento.

Lema 4.2.5. Se M € uma um niicleo de transi¢ao 1-para-k fracamente contrativo, entao
o acoplamento natural P tem decaimento exponencial com respeito a W4 giog, para todo
a €(0,1) etodo € R, e P tem decaimento polinomial de grau 5 com respeito a wgog

para todo 3 > 0.
Demonstragao. Veja ([27], Lema 5.3). O

Com isso, se T': {2 — 2 é Lipschitz e k-para-1 cujo nucleo de transicao backward
M = (mgy)seq, dada por my = 3° cpo1(,y(1/k)dy, ¢ fracamente contrativo e se f €
@ *+Plos(Q)) ¢ um potencial flat com relagdo ao acoplamento natural P, entdo vale o
Teorema RPF para o operador de transferéncia &y = Ly rr em €21P105(Q). Além

disso, a > 0 implica em % ter a propriedade da lacuna espectral em € *°1°¢(Q); Por
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outro lado, @ = 0 e 8 > 0 implica em .Z; decair polinomialmente com grau 8 em

©P1o8(Q)). Esse ¢ o resultado do Teorema 5.8 em [27].

Na proxima secao, estenderemos esse resultado ao caso em que, para cada x € €Q,

o conjunto B(z) ¢é infinito.

4.3 NUCLEOS DE TRANSICAO 1-PARA-00

Para fixarmos as ideias vamos considerar o espa¢o métrico compacto ([0, 1],] - |), em
que | - | é a distancia usual da reta, e Q = [0, 1]" cuja métrica é dada por:
%
dw,) =3 5ol = vl
n=1

onde r = (r1,%2,...) e ¥y = (y1,¥2,...). Segue do Teorema de Tychonoff que €2 é
compacto e, por defini¢do, temos diam(f2) < oco. A o-dlgebra de interesse em € é

aquela gerada pelos cilindros.

A seguir, definimo o operador shift.

Definicao 4.3.1. A aplicacao o : Q — Q definida por
o(x1,x9,23,...) = (T2, T3, Tg,...). (4.7)

€ dita a aplicacao shift a esquerda.

Seja C(2) o espago das fungoes continuas de 2 em R, e fixemos uma medida
de probabilidade a priori p sobre B([0,1]). Assuma que o suporte de pu é €. Para
um potencial a-Holder f € C*(Q2), define-se o Operador de Transferéncia (também
chamado Operador de Ruelle) .Zf : C(Q2) — C(2) por

2(0)(a) = [ *6(0s) d(a),

K

onde x € Q e ax = (a,x1, 2, ...) denota a pré-imagem de x com a € [0, 1].

Seja a" um elemento de [0, 1]” tendo coordenadas a” = (an, an_1,...,a1) € con-
sidere por a"z € Q a concatenagao de a™ € [0,1]" com = € Q. Ou seja, a"z =

(@n,...,a1,T1,Ta,...). Nocason = 1, escreveremos a = a' € [0,1] e ax = (a, 1,79, . . .).
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A n-ésima iteracao de £ tem a seguinte expressao
2O = [ ) d o), (4.9

em que S, f(a") = Yo f(o*(@e)) e dpn(a") = Ty dis(an )

Os exemplos e nos sugerem definir m, = puxJ, a fim de contextualizar
este operador com sua generalizacao por meio de cadeias de Markov. Com isso, seja
M = (m,)zeco um ntcleo de transi¢do, onde m, = p x J,, sobre = [0,1]N em que
p ¢ uma medida de probabilidade sobre [0,1]. Para cada z € 2, B(z) = {az : a €

[0,1]} = 07 (x). Chamaremos M um nicleo de transi¢ao 1-para-oo.

Note que

CLl 7, xz )
d(@e,ye) = d(az -~ a1z, by -+ - bry) = Z ’ Z ‘ y

1=t+1
‘z_b’ |z 2’
—Z“ QtZIQﬂ

Logo, para cada x,y, fixamos 7 e ¢ tais que a; = n(j1) = o(j1) = b1 € a, = N(Jn) =

0n(jn) = b,. Com isso,

d(xe, ye) = d(ag - a1z,b - bry) = - Z | .y | = gd(l}y)‘

ot
i=1

Portanto, tomando A = 2 e func¢do de contracao c¢(r) = r/2, concluimos que M é

fracamente contrativo.

Para a proxima proposicao e defini¢ao precisamos da seguinte hipotese: a medida

de probabilidade a priori i é invariante por bijecoes.

Agora, para cada w = {a,b} em [0,1]* seja ¥ = (n(a)z,m2(b)xy) e yy¥ =
(U(G)yaaz(b)yl), defina

5 dQ b) .= 5Ew*wd2 . 4.9
/[071]2 (t@rm®o). olamonoin) W (@ 0) /[071]2 e d(w). - (49)

Em seguida, definamos o acoplamento

ij = / Sz ) dp?(w).
[0,1]2
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Note que

/ . lozkp dI2, / . / Loz (@, D) dd(n(a)e,ns b)) (o (@), (b)) (T 0) A (a, b)
01

2

/ Lo ((n(@)z, ma(b)21), (o(@)y, o> (b)) dyi2(a, b)

[0,1]2

/0 a)y, o2 (b)y1) dp?(a, b) = 1p(o(a)y, oa(b)o(a)y) du(a,b)

[0,1]2

=

— [ tnlay. fay) it @) o5 (9) = [ La(ay. Sy diia, ).
[0,1]2 [0,1]2
Por outro lado,

1g(u,v) dmy(v) dmy,(u)

2

/Q (), v)

Il I
S~

15(Bu', av') dmg, (aw') dm, (Bu')
[0,1]x2x[0,1]x 2

|
=

[ 1p(Bu', av') dp(a)ddg, (v') du(B)dd,(u')

0,1]xQ2x[0,1]x

1s(Bul, aBu) dp(a) du(B)ds, (u')

I
S—

[0,1]%x[0,1]x 2

15(By, aBy) du(a) du(B)

I
=

[0,1]x[0,1]

_ / 13(By, aBy) dii*(a, B).
(0,1

Mostramos com isso que II7  (©2* x B) = m2(B). Analogamente, IT? (A x Q?) =

m2(A). Ou seja, 112, € T'(m2,m}).
Raciocinando por indugao, acabamos de demonstrar a seguinte proposigao.

Proposicao 4.3.2. Sejam t € N, x,y € Q) e u uma medida de probabilidade a priori

invariante por bijegoes de [0,1]. Entao
I, = / Oy gy A’ (w) (4.10)

¢ acoplamento de m!, e mg, em que My = [t X 0.

Ou seja, juntamos as 6rbitas de acordo com o pareamento dado na defini¢ao de

nucleo fracamente contrativo. Isto nos motiva a definir
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Definicao 4.3.3. Quando M é um niicleo de transi¢ao fracamente contrativo, definimos
um acoplamento natural P como seque. Para cada (z,y) € QxQ, fiztamos permutacoes
n, o satisfazendo o z'tem da defini¢ao ' entao para cada par (x,y) e cada palavra
w = (j1,...,7:) €[0,1]" sejam T, 5 € Q sequéncias (x1,...,2¢), (y1,...,y:) tais que
x1 =n(j1)r € B(x) eyr = o(j1)y € Bly), e para todo n: xp11 = 0y(jn)xn € B(zy,) e
Ynt1 = 0n(Jn)yn € B(yn) em que n, e o, sao bije¢oes de [0,1] em [0, 1] associadas ao

par (T, yn). Entao o acoplamento natural é
t t
I, = / Oy gy di’ (w).
[0,1]?
O lema a seguir se alimentarad no Teorema [4.2.1] ele nos mostra que a taxa de
decaimento é realmente impulsionada pela regularidade dos observaveis.

Lema 4.3.4. Se M ¢ um nicleo de transi¢ao 1-para-oo fracamente contrativo com

acoplamento natural P, entao

o P tem decaimento exponencial com respeito a wa+pglog, para todo a € (0,1) e todo

B eR;

e P tem decaimento polinomial de grau 3 com respeito a wgiog para todo B > 0.

Demonstracao. Seja w = wq g, x,y € . Na construcao acima, para cada z, y a medida
IT, , emparelha as sequéncias 7, e g, cujos pontos finais e,(Z;) ¢ e,(¥;) estdo a uma

distancia no maximo d(x,y)/2 uma da outra. Com isso

/ wo d(znyr) I (51, 5r) = / / w o d(er(E0), ex(i)) dbmp g (0, B) dii ()
QtxQt 0,1t Jatxat

/0 wodled(a). i) du'w)

7}t

o / ), e ()
w( )

Consideremos primeiro o caso a > 0 e seja 6 € (0,1) tal que w(r/2) < Gw(r)
para todo r € [0, 1] (Lema[1.1.9). Como para todo t € N temos 27¢ < 1/2 e para todo

IA

IN
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T,y temos
d(z,y)
2

/w © d(xhyt) dth,y(jja g) < w(

entao P tem decaimento exponencial.

) < fwod(z,y),

Consideremos agora o caso o = (. Para todo t € N temos

-8B
> a d x,y T
vt e .5 < e (52 = (e 5

2t
2tr, >—5 ( ro >—ﬂ
= (1o = [ log(2") + lo
( ® d(z,y) 8(%) ®d(z,y)
-B
= (t log(2) + log y i ) = ! : 3
(z,y) ((wmog od(z,y))? +tlog X)

o qual é precisamente o decaimento polinomial de grau  requerido. O]

Em resumo temos o seguinte

Teorema 4.3.5. Seja T : (2 — Q) um mapa Lipschitz oo-para-1 cujo nicleo de transi¢ao
backward M = (my).cq dada por m, = p X 0, € fracamente contrativo. Seja f €
€ tPlos(Q) um potencial flat com relagio ao acoplamento natural P, entio vale um
teorema RPF para o operador de transferéncia s = L jr em €°TP18(Q). Além

disso,

o a > 0 wmplica £ ter a propriedade da lacuna espectral em GtBlos(());

o aa=0 e >0 implica L ter decaimento polinomial de grau B em €Ploe(Q).

Demonstracao. Desde que M é fracamente contrativa, o acoplamento natural é w-
Holder qualquer que seja o moédulo w. Como T é Lipschitz, a composicao com T’
preserva €“TP1°8(Q)), e podemos aplicar Corolario quando 2 é compacto (veja
[27], Proposicao 3.2 e Corolario 3.3). Ou seja, existe um autovalor positivo A; e
uma autofungio estritamente positiva hy € €*P1°¢(Q), e o potencial normalizado

f=f+log hy —loghfoT —log \; pode ser tomado flat e em € *+7#1°8(Q)).

Pelo Lema [£.3.4] o acoplamento natural P tem weygiog-decaimento com taxa

exponencial (se a > 0) ou polinomial de grau 3 (se a« =0 e 3 > 0). O Teorema [1.2.1]
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mostra que & J;‘ tem taxa de decaimento no minimo F' que é exponencial (se a > 0)
ou polinomial de grau 5 (se a = 0 e > 0), com respeito a métrica de Wasserstein
WatBlog- Em particular, o operador dual tem uma tnica medida de probabilidade
fixada v. Segue que £} tem uma tnica autoprobabilidade dvy = % dvie pp = vy é

T-invariante.

Agora, podemos aplicar a Proposigao a Z5. Primeiro, se @ > 0 entao
podemos tomar F(t,r) = C(1 — 0)'r, para alguma constante C' > 0 e d € (0,1) e

obtemos
1270 — 117(#) lasprog < CHOlasg1og(0) (1 — 8)'

em que C' depende visivelmente do diam(Q2). J& que L}p = )\’}hfff?(h;l(p), quando

j17(2) = 0 vem
1-Zf¢llatrog = INphsLH(RF ) = 115 (R 7 0) |t 510
< CXfHolayrog (7 ') (1 = 0)'
< C(1 = o) Nllhg @llatsios
< C'(1 = 0)' Mo llollasrs1og-
Segundo, se « = 0 e 8 > 0, podemos tomar F(t,r) = ﬁ e obtemos

C
150 = 17 (#)lloo < Holgiog(0) 5,
da qual deduzimos como acima ||Zfp||s < C’”@‘l#)\t, quando (@) = 0.

Em ambos os casos, o decaimento das correlagoes segue da forma cléssica:
observa-se que Z}(gpl cpg o Th) = f;(gol) - (pg, assumimos (1) = 0 por adicio-

nar uma constante, e entdo escrevemos
‘ /901 2 OTtd,uf‘ = /<,01 “ (g OTtd(.,%fft,uf)’

= |ZL5(p1 - p20T") dﬂf‘

= | L5 (1) - 2 dﬂf’
< il [ Il

encerrando a demonstragao. O



Capitulo 5

TEOREMAS LIMITES PARA

CADEIAS DE MARKOV

O objetivo deste capitulo é explorar o fato que o operador de Ruelle normalizado pode
ser visto como uma cadeia de Markov para obter teoremas limites para a cadeia de

Markov associada. A referéncia que estamos seguindo muito de perto é [12] 211 [33].

Queremos estabelecer teoremas limite para a sequéncia de variaveis aleatorias
{&(X,) }n>1, em que € é uma funcdo a valores reais mensuravel definida em (Q,.%),
(X3n)n>0 ¢ uma cadeia de Markov sobre (§2,.%) associada a uma probabilidade de
transicao () também sobre (2,.%). Mais especificamente, lidaremos com teoremas do

tipo limite central. Seja
Su(€) =D &(X), n>1.
k=0

Para determinar a funcao caracteristica de S,, introduzimos os ntucleos de Fourier ),

ou Q(t), com t € R, associado ao nucleo ) e a fungdo &, os quais sao definidos por
Qi(z, dy) = W Q(x, dy).

Lema 5.0.1. Parat € Iy, ¢ € € (), p € Z(2) en > 1, temos
B, [e" f(Xa)] = Q1 S),

em particular

B[] = p(QF1).

93
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Demonstracao. Veja [[21] pag. 23|. O

Se queremos estudar a convergéncia em distribui¢ao da sequéncia (3—%)7121, SOMOos

levados a considerar a sequéncia de nticleos iterados (Q(\/Lﬁ)”)nzl. Observe que o

comportamento dessa sequéncia tem dependéncia em ) somente para |t| pequeno,
de forma que, no sentido que iremos especificar, (); pode ser interpretado como uma

perturbacao de Qg = Q.

5.1 QUASE-COMPACIDADE

O cenario geral para o estudo de teoremas limites para cadeias de Markov

Definigao 5.1.1. Um operador limitado Q definido sobre €“ () é quase-compacto se

podemos decompor €% () em dois subespagos fechados Q-invariantes
¢’ =FaH
onde r(Q|g) < r(Q), dimF < +00 e cada autovalor de Q|r tem mddulo r(Q).

Seja (B, || -||) um espago de Banach de fungoes limitadas definidas em €2, £ uma

fun¢do mensuravel sobre (€2, F) e ) um nucleo de transicao.

Condigoes 5.1.2 (H(m), m € NU {oco}). Dizemos que (Q, &, B) satisfaz a condi¢io

H(m) se as sequintes condi¢oes valem:

(H1) (i) 1€ B, se f € B entao f, |f| € B;
(ii) Para cada x € Q, 6, € um funcional linear continuo sobre B;
(i1i) Se f,g € B sao limitadas, entao fg € B;
(H2) (i) Q possui uma medida de probabilidade invariante v a qual define um funci-
onal linear sobre B;

(i1) Q € limitado e quase-compacto sobre B com sup,, ||Q"|| < oo;

(117) ker(1 — Q) = span{1};
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(H3) existe uma vizinhanga Iy de 0 em R tal que Q(-) € C™(ly,Lg) e, para k =

1’ e 7m; 0S Ope/r'adorr'es Q()(k) (0) = (dkd?k(t))tzo 860 deﬁnidOS pOT‘ mGiO dOS n'LZ'
cleos Q(z, dy)(i&(y))*.

Condigoes 5.1.3 (15) Dizemos que (Q, &, B) satisfaz a condi¢ao D se, para todot € R,

Q(t) age continuamente sobre B e se a fun¢do Q(-) € continua de R para L(B).

Notacoes

Iremos denotar por s(Q, B) o numero de autovalores de moédulo 1 de @ agindo sobre B.
B, denota a classe de todas as fungoes nao negativas em B e B;) o conjunto de todas
as medidas de probabilidade sobre (€2, F) que definem operadores lineares continuos

sobre B. Para r > 0, definimos

Beo={feB:f20|fl<r}, B, ={ueB,: |ul<r}

A medida de Lebesgue sobre R é denotada por £. Denotamos por Cy(R) o espago
de todas func¢oes continuas limitadas a valores complexos sobre R. Para todo [ € N,

Ci(R) denota o espaco de todas as funcoes g € Cp(R) tal que limoo ulg(u) = 0.

|ul—

5.2 ENUNCIADOS DE TEOREMAS TIPO LIMITE CENTRAL

No contexto das se¢oes anteriores
Teorema 5.2.1 (Teorema do Limite Central). Suponha que as hipdteses H(2) valem.
Entio £ € v-integrdvel e, se v(€) =0, existe o> > 0 tal que

(i) Para p € 2(Q) e g € Cp(R),

lim | B, [9(S,,/vin)] ~ N0, 0%)(g)] = 0.

se g € C12(R), entao esta convergéncia € uniforme com respeito a pu € B;),T,

1 /
(ii) o* = lim —E,[SY] e, se s(Q,B) = 1, entio, para cada i € B,, temos o? =
n—oo M,
1
lim —F,[S7],

n—oo M
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(111) se 0? =0, entao existe & € B tal que & € v-integrdvel e
§(X1) = &(Xo) —&(X1) P —qec;
(iv) se p=v ous(Q,B)=1epne B, temos, para f € By e g € Cy(R),
I B, [(X,)g(S0/ V)] = (f)IN(0,0)(s).
se g € C12(R), esta convergéncia é uniforme em f € By, ou (i, f) € B;m X By ;.

Teorema 5.2.2 (Teorema do Limite Central com taxa de convergéncia). Suponha que
a hipdtese H(3) vale. Se v(€) =0 e o? > 0, entao existe uma constante C' tal que, para

1 E B; e [ € By satisfazendo v(f) > 0, temos

S, < T dy| < 2 TS

igﬂg By uoy/nj — \/2_7r ‘ y’ N ’
v Cllfl]

up | B[ f(X,)1 wo T dy| <

ielg [ ( ) [Sn< f} \/ / Z/‘ \/ﬁ

Teorema 5.2.3 (Teorema do Limite Central local). Suponha que as hipdteses H(2) e
D wvalem, que £ € ndo aritmética, que v(€) =0 eo® > 0. Entio, para g € C;5(R) e

€ B;, temos

limsup |ov2mnE,[g(S, — u) — e~ me? L(g)]| = 0,

n weR
A - Ve . !
esta convergéncia € uniforme em j € B,

Além disso, se p=v ou s(Q,B)=1epu€ BI’D, temos, para f € B

limsup |ov2mnE,[g(S, — u) — e~ me? L(g)]| = 0,

n ueR

a convergéncia € uniforme em f € By ou em (u, f) € B;,’T X By .

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [21]. O

5.3 OPERADOR DE RUELLE

Nesta secao, mostraremos que o operador de Ruelle normalizado satisfaz as condigoes
dos teoremas limite enunciados na se¢ao anterior. Para mais informagoes sobre cadeias

de Markov sugerimos [33].
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A grosso modo, uma cadeia de Markov a tempo discreto ® sobre um espaco
métrico 0 é uma colegao enumeravel & = { Py, &y, ...} de variaveis aleatorias, com P;
tomando valores em €2 de forma que suas trajetorias futuras dependem do presente e

suas trajetorias passadas dependem apenas do valor atual.

Uma construcao concreta de uma cadeia de Markov a tempo discreto, pode
ser feita especificando um espago mensuréavel (X,.%), onde cada elemento de ® é de-
finido, uma distribui¢do de probabilidade inicial p : Z(2) — [0,1], e um nucleo de
probabilidade de transigao P : Q2 x B(Q) — [0, 1] tal que

i) para A € () fixado a aplica¢do © — P(z, A) é uma fun¢ao Z(2)-mensuravel;

ii) paracada x € € fixado a aplicagio A — P(z, A) é uma medida de probabilidade
de Borel sobre ().

Formalmente,

Definigao 5.3.1. Um processo estocdstico ® definido sobre (X, #,P,) = (QY, B(QN),P,)
e tomando valores em ) € chamado uma cadeia de Markov homogénea no tempo, com
nucleo de probabilidade de transicao P e distribuicao inicial p se suas distribuicao finito

dimensionais satisfazem, para cada n > 1,

]P)M((I)()EA(),...,(DHEA,L)

:/A /A P(yn—laAn)dP(yn—%yn—l)"'dp(ymyl)d:u(yO)'

Definigao 5.3.2 (Medida Invariante). Uma medida sigma finita v sobre () com a
propriedade

v(A) :/QP(x,A) dv(z)

€ chamada invariante ou P-invariante.

Consideremos um nucleo de transicdo M = (m;).cq sobre um espago Polonés
Q, eparat € Nex € Q, ml amedida sobre Qf a qual é a lei de uma cadeia de Markov
(X1, ..., X;) comegando em X, = z e seguindo o nicleo de transigio M. Em outras

palavras, para conjuntos mensuraveis Ay, Ay, -+, A; temos
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mi(Xo € Ag, Xy € Ay,-++ , Xy € Ay)

— / - mxtfl(At> dmy,_, (xt_l) e dmyg, (:)31) d(%(l’o),
Ao At—l

ou, denotando por T = (z1,...,x;) pontos de Q' ml, agindo sobre as fun¢des mensu-

raveis limitadas, é definido por

[ @) aml@) - /Q /Q /Q F@) dma, (22) dma, J(z01) -+ dma(ay).

Dado um potencial normalizado f e um conjunto mensuravel A, note que

(eFma)(10) = /Q D1 (y) dma(y) = Ly 7(14)(2),

ou seja, podemos olhar para o operador de Ruelle como um ntcleo de transicao de

probabilidade e vice-versa.
Afirmacao 5.3.3. As afirmacoes a sequir sao vdlidas:
(i) a fung¢io 1 = 1g € €“(Q, R);
(i1) se f € €“(Q,R), entao |f| € € (2, R).
Demonstracao. De fato,
(i) 1]l = [ 4+ Hol,(1) = 1 < oco.
(ii) Note que para x # y temos

1) =A@ =11 @)] = [f @Il < 1f (@) = FY)l;

logo, Hol,,(|f]) < Hol.(f). Ou seja, |f| € €*(2,R).

]

Afirmagao 5.3.4. Para cada x € Q, 0, : €“(Q,R) — R, dada por 6,(f) = f(x),

define um funcional limitado.
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Demonstragio. Se a« € Re f,g € €¥(2,R) entao 6,.(f + ag) = (f + ag)(z) = f(z) +
ag(z) = 0,(f) + ad.(g). Ou seja, d, € linear.

10zllop = sup [0.(f)] = sup [f(z)] < sup [[flle < sup [[fllo =1.
I fllo=1 =1 I lo=1 I fllo=1

Portanto, ¢, é limitado. m

Proposicao 5.3.5. A automedida de fl\’;f associada a f € uma medida invariante

para o nicleo (e/my).

Demonstracao. Seja v = v a automedida de XI\”/‘I F associada a f, entao

14A)::L1Ady::L1Adiﬁfy:il;zhfudyzlégimggﬁdu@)

como afirmamos. O

Observe que o funcional 7, definido em €¢“ ({2, R) por T,(f) = fo dv, é

continuo.

A seguir usaremos o Teorema [3.3.2] para mostrar que o operador de Ruelle é

quase-compacto.

Seja h = hy, v = vy a autofungao e automedida associadas ao potencial f &
¢“ (2, R). Sejam Q,I1: €¥(2,R) — € (2, R) definidos da seguinte maneira

Qp)(z) = W, (p)(z) = /chhdu.

Proposicao 5.3.6. Assuma as hipdteses do Teorema[3.3.9. Entao I1 e Q agem sobre
€ (§2) como operadores limitados, e 11QQ = QII = I1. Além disso, ||(Q —11)"||., < Cs™,
onde s € como no Teorema(3.5.9, e a decomposi¢io € () := Raker(Il) em subespacos

fechados, com R entendido como funcoes constantes, € invariante sob ) e Il. Ademais,

Qlg = |z = id.

Demonstragcao. Sabemos que h é limitada por cima e por baixo. Portanto ¢h €
Y (L R) e p/h € €¥(2,R) para qualquer ¢ € €“(Q,R). Isto implica que @ age

sobre €“(2,R). Além disso, usando as propriedades de v e h, temos

Mo Qp) = / Q)b dv
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Logo,

Como [, hdv =1,

(1)) ()

= /Q(h)\)_lgM,f(h@)h dv

= / )\_lfm’f(h@) dv
Q

/ A he dﬁ,\jj(y)
Q

A thod dy

I
S~

hy dv

)

Il
=

(¢)

_ Ziay(h11(p))
Ah

_ Jo, e/ hI1(p) dmy.y
Ah
_ Jo €' hlf,, h dv] dmy.y
Ah
_ Jolo el hdm.)|hp dv
Ah
_ Joelhdmgy [ ho dv
N Ah
_ Ah [, hep dv
Ah

= ().

Qo I(yp)

Q = QI = 1II. (5.1)

H((p)hdu:/Q {/Qwhdu} th:/anth:H(go)(x).

Ou seja, I1? = II. Por inducao,

" = II. (5.2)
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Usaremos as equagoes (5.1)) e (5.2)) para mostrarmos que vale a identidade (Q —II)" =
Q" — 1I para todo n € N. De fato,

(@ —1*(p) = (@ — I((Q — )(p))
= (Q -~ I)(Q(p) — I(¢))
= Q(Q(p) — 1(v)) — I(Q(¢) — I1())
= Q*(p) — Qoll(p) — o Q(p) + II*(y)
= Q*(p) — I(p) — I(p) + ()
= Q*(p) — (p).

O resultado segue por indugao. Agora, aplicando o Teorema a hy no numerador

e h no denominador, obtemos

fnﬁfhéo _ v(hy) v (1o v(h)|
H Zhm | < O <H L(he) + |58 ‘le(h)) 11/h]
< o <Hh!|ooHolw(90) s ‘H%%’ Holwuz)) 11/

= Cs" ([|hllcHoly () + [lllscHolu (7)) [[1/A|oo
< CC's" (Holu(¢) + [lell)
= CCs"|¢llw,

em que C" = max{||1/h||cc||Pl|cos [|1/h]|ccHol, (h)}. Mas,

,Z,\ﬁfhgo v(hp) _ Ly g (he)
o () wh) A

—v(hy)

w

= [|Q"(») — IL(¢)]|.
= [[(Q = I1)"(2) |lo-
Com isso, [|(Q — )" (¢)[l, < CC's™[|¢]|.-

Mostraremos a invariancia dos espacos. Se ¢ € R entao

Q(c) = (A\gh) ' L ¢(ch)
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= c(Ah) ' L s (h)
= C(/\fh)_l/\fh =C,

Isso mostra que Q(R) C R, II(R) C R e que Q|g = II|g = id.

Se ¢ € ker (IT), entao

Portanto Q(ker (IT)) C ker (IT) e Il(ker (IT)) C ker (II). A decomposigao €“(Q2) =
R @ ker(II) ¢ obtida de maneira natural; toda ¢ € () pode ser escrita como
o= [qphdv+[p— [,phdv]. O

Corolario 5.3.7. O operador de Ruelle normalizado € quase-compacto.

Demonstragao. Verificaremos que () definido acima satisfaz a definicao de quase compa-
cidade. J& que o Teorema [5.3.6| nos fornece a decomposicao e invariancia, nos resta ve-
rificar que r(Q|xer(my) < (@), € que cada autovalor de Q|r tem modulo 7(Q). Note que
Q|r(c) = ¢ = 1e, portanto Qg tem 1 como tnico autovalor, ou seja, r(Q|r) = 1 = r(Q).
Mostraremos que r(Q|ker (1)) < 7(Q). Quando nos restringimos a ker (II), segue do Te-
orema 1Q"(V)]lw < Cs™||¢||l,. Entao, dado 1 > ¢ > 0 existe Ny tal que para
n > Ny, |Q"()]|. < e. Sabemos que se A € o(Q), entao

At ea(@Q) € B0, 1Q"lop) € B(0,¢),
portanto, A < /™ < 1. Logo 7(Qlker () < 1 = r(Q). O

Afirmacao 5.3.8. ker(l — ()) = span{1}.
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Demonstragao. De fato, p € ker(1—Q) <= 0=(1-Q)p =9 —Q(p) < Q) = ¢
<= ¢ € span{l}. O

Afirmacgao 5.3.9. Seja & uma funcao limitada em Q). Entao existe uma vizinhanga I

de 0 em R tal que Q(-) € C™(Iy, Lg) e, para k =1,--- ,m, os operadores Q(-)*)(0) =

(d’“Q(t)
dtk

)i—o sdo definidos por meio dos niicleos (e/®) dmy(y)) (i (y))E.

Demonstracao. Para toda fungao mensuréavel limitada ¢ e x € ) temos

/Q () Qe dy) = / ()OO i ()

Note que

[ etgjetsono dmx@)\ <l [ 9 dna(s) = ol

Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada, temos

d

d . ;
G | ey =5 [ oo am, )

/Q @(y)%Qt(%d@/)z /Q @(y)jt W) g, (y)

- / ()i€ () DO ()

Ja que

[ ewieme I )| < elaliels [ e dma ) = ol el
Q Q

podemos aplicar mais uma vez o Teorema da convergéncia dominada e obter

[ o @it dn) = [ o) G5 O dima ) = [ ) i) PO don )

Prosseguindo assim, para qualquer k£ € N, obtemos

[ o) gz utedn = [ o) e O dma(y) = [ o) lig) e di ),

com isso, i—’;@t(as, dy)|i=o = (if(y))keﬂy) dm,(y). O
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As Afirmacoes [5.3.3, [5.3.4 [5.3.8) [5.3.9 juntamente com a proposicao [5.3.5
e o corolario garantem que as condicoes H1, H2 e H3 em [5.1.2 valem para

(L5, €, 62()).

Com isso, temos os seguintes teoremas limites.

Teorema 5.3.10 (Teorema do Limite Central). Seja v = v§ a medida invariante.
Entao & ¢ v-integrdvel e, se v(§) = 0, existe 02 := im0 + [,(Sn(€))? dv tal que,

para toda g € Cp(R),

lim (S /v/n)d \/_/ 6202 dy.

n—o0

Se g € C;a(R), entdo a convergéncia é uniforme.

Demonstragao. Segue de i), ja que v € BI;. O
Teorema 5.3.11. Para cada pu € B, temos 0% = lim, 0 2 E,[SZ].

Portanto, no teorema|5.3.10, a integragao com respeito a medida invariante pode
ser substituida por uma integragao com relacao a qualquer medida de probabilidade
em B;,.

Demonstragao. Segue de ii) em , uma vez que s(Z5, ¢*(Q)) = 1. O
Teorema 5.3.12. Seja j € B;,, entao para f € By e g € Cp(R), temos
Jim E,[f(Xa)g(Sn/v/n)] = v(£IN(0,0%)(g),

e se g € Cpa(R), a convergéncia é uniforme em f € By, ou (u, f) € B, x By .
J +, DT y

Demonstracdo. Ja que s(Z5, €“(Q)) = 1 e estamos tomando i € B, o resultado segue
f P

de i) em [5.2.1] O

Teorema 5.3.13 (CLT com taxa de convergéncia). Seja & € €*(Q) com [, &dv =0
e suponha 0? > 0. Entdo existe uma constante C tal que, para f € B, satisfazendo

v(f) >0, temos

iggﬂ[{xGQ-S()(Kua\/_}] \/% dy| < —=,
2| ClYl
sup | ELS () s, o] ~ ()= [ K dy\ <
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Demonstragio. Como H(3) vale para (£%,§,6*(Q2)), estamos supondo [, dpu = 0 e
% > 0, e o resultado segue do teorema [5.2.2, ja que v € B,. O

Teorema 5.3.14 (Teorema do Limite Central local). Suponha que £ € nao aritmética,
que v(§) =0 e 0® > 0. Entao, para qualquer g € C3(R), temos

2 e¢]

oo [ g(,(e) — v -7 [ g(y)dy' ~0.

lim sup

n ueR 0

Demonstracao. Segue de , ja que as hipoteses H(2) e D valem. O]
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Apéndice A

DEFINICOES E TEOREMAS AUXILIARES

A.1 TOPOLOGIA GERAL

Teorema A.1.1 (Teorema de Cantor-Tychonoff). O produto cartesiano M =[], M;

¢ compacto se, e somente se, cada fator M; (i =1,2,...,n,...) é compacto.

Teorema A.1.2 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff). Seja V' um espago
localmente convexo de Hausdorff, C' um subconjunto convexo de V e F': C' — E uma

aplicacao continua tal que
F(C)CKCC,

com K compacto. Entiao F tem pelo menos um ponto fizo.

Enunciaremos alguns conceitos resultados da teoria da medida e probabilidade.

Para ver estes resultados com maior detalhe, veja, por exemplo, [3], [6] .

A.2 ESPACOS MENSURAVEIS

Definigao A.2.1 (o-algebra). Uma colegio F de subconjuntos de ¥ € dita o-dlgebra

em Y se satisfaz:
(S1) ¥ e € F;

113
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(S2) Se A € F, entao A° também estd;

(S3) Se (Ap)nen € uma sequéncia de elementos de ¥, entao UpenA, € F.

Exemplo A.2.2 (o-algebra de Borel). Um conjunto de Borel é qualquer conjunto em
um espago topoldgico que pode ser formado a partir de conjuntos abertos (ou fechados)
através de operagoes, como uniao ou intersecao contaveis, além dos conjuntos com-
plementares. Quando o espago topoldgico € R, considere os intervalos do tipo (a,b),
a<beR. A o-dlgebra de Borel, denotada por B(R), é a menor o-dlgebra de subcon-

Juntos de R contendo todos os intervalos (a,b),a,b € R.

Definicao A.2.3 (Espago Mensuravel). Um par (X,.F) consistindo de um conjunto
X e de uma o-dlgebra F de subconjuntos de X € chamado de espago mensurdvel.
Qualquer conjunto em F € chamado um conjunto % -mensurdvel, mas quando a o-

dlgebra F € fixa, o conjunto serd dito apenas mensurdvel.

Definicao A.2.4 (Medida). u: % — [0,00] € uma medida se satisfaz:

a) p(0) = 0;
b) u(A) >0, para todo A € F;

c) Seja (An)nen uma cole¢ao enumerdvel de conjuntos de F dois a dois disjuntos.

Entao p satisfaz:
(Ul An) = UnZ pu(Ay).
Tais conjuntos de .F sao denotados conjuntos mensurdveis.
Defini¢ao A.2.5 (Espago o-finito). Dizemos que o conjunto 3 € o-finito se existe uma
familia enumerdvel (A,)nen em F tal que ¥ = U2 A, e u(A,) < oo, para todo n.
Os conjuntos A € % com a propriedade p(A) = 0 sdo ditos conjuntos nulos.
Tais conjuntos sao importantes na definicao a seguir:

Definigao A.2.6. Uma condi¢ao (igualdade, convergéncia, etc.) é vdlida quase cer-
tamente com respeito a medida p (denotada por p-q.c. ou simplesmente q.c. se p é
entendida) se, e somente se, existe um conjunto A F-mensurdvel, com p(A) =0, tal

que a condi¢ao vale fora de B.
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Definicao A.2.7 (Fungao mensuravel). Sejam (X1,.%1) e (Xq, F2) dois espagos men-
surdveis, onde 0s espacos X € g $do equipados com as o-dlgebras #; e F5. Uma
funcgdo g : X1 — Yo € dita mensurdvel se a pré imagem de A sob g estd em %1 para

toda A € %y, isto é,
g HA) ={z e |g(x) € A} € %, VA € .F.

Definigao A.2.8 (Fungao Integravel). Seja (X, . %) um espago mensurdvel. A colegao
LYY) = LYX, Z#,u) de fungoes integrdveis consiste de todas as fungoes reais 7 -
mensurdveis f definidas sobre X cuja integral do mddulo, com respeito a medida p, €

finita. Ou seja, uma fung¢ao g : X — R € dita p-integravel em (X, .F) quando

loll = [ ol dis < +oc.
b

Teorema A.2.9 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Se (g, )nen € uma sequéncia

mondtona crescente de fungoes mensurdveis em (3, %), a valores reais que convergem

/gdu: lim /gnd,u.
n—oo

Classe de fungoes limitadas u—q.c. sobre (X, .%#) é denotada por L*>(3, F, i)
L>(X) e é definida como

para f, entao

Definicao A.2.10. A classe das func¢oes mensurdveis sobre ¥ limitadas p — q.c. €

denotada por L*(X) e tem norma dada por:
l9]lcc = Inf{B € R;|g(x)| < B p— g.c. sobre ¥.}.

Observagao A.2.11. Se restringirmos a norma L>®(X) as fungdes continuas, tal
norma coincide com a norma da convergéncia uniforme em C(X). Por isso, neste

texto, adotaremos a notacao desta norma para as funcoes continuas.

Estamos em condi¢oes de enunciar o Teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue.
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Teorema A.2.12 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Sejam (g, )nen
uma sequéncia de fungoes integrdveis as quais convergem quase certamente a uma fun-
¢ao mensurdvel a valores reais g e . uma medida sobre (3,.F). Se existir uma fun¢do

p-integravel h tal que |g,| < h para todo n, entao g € integrdvel e

/g dp = lim /gn dpu. (A1)
» n—oo »

Outro resultado que foi usado em varias partes no decorrer do texto foi o Teo-

rema de Fubini-Tonelli cujo contetido é descrito a seguir.

Teorema A.2.13 (Teorema de Fubini-Tonelli). Suponha que (31,.%1, 1) € (X2, Fa, f12)

sao espagos de medida sigma-finitos.

a) [Tonelli] Se f € L(X; X Xs) € uma fungao positiva, entao as fungoes g(x) =
[ fadps e h(y) = [ f¥duy estao em L(X;) e L(Xy), respectivamente, sao positivas

[ <) /[/f:cy dpaly )]dm( )
—/ {/f(%y) dul(fv)] dpa(y)-

b) [Fubini] Se f € L*(uy X pg), entio f, € L*(u2) para x € ¥y — q.c., f¥ € L'(uy)

e

para y € Xy — q.c.. Além disso, as fungoes definidas g.c. g(x) = [ fudus e
h(z) = [ fYdus estao em L'(p1) e L'(us), respectivamente e a zgualdade acima

¢ vdlida.
Onde f, e fY denotam f com x ey fixos, respectivamente.

Trabalharemos com um produto de uma familia enumeréavel de espagos de me-
dida. Precisamos definir um conceito muito importante para tais espagos, o conceito
de cilindro. Sejam (3;, F;, i1;)ien espagos de probabilidade para todo i € N. Considere
o produto cartesiano

=115 = {@)ien: 2 € 4},

1€EN
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Denotamos por cilindros de ¥ os subconjuntos da forma
[m; Ay -y Anl = {(2)ien @ € 3; param < j < n}

comm € N, n>meA; € ¥;, param < j <n. Definimos a sigma-algebra produto
em ¥ sendo a sigma-algebra .# gerada pela familia de todos os cilindros. Por fim,

enunciaremos o seguinte resultado:

Teorema A.2.14. Eziste uma tinica medida p em (Z,.%) tal que

para qualquer cilindro [m; Ay, ..., A,). Em particular, i é uma probabilidade.

A.3 VARIAVEIS ALEATORIAS

Definigao A.3.1 (Variavel aleatoria). Uma varidvel aleatoria X sobre um espago de

probabilidade (X,.%, P) € uma fungao Borel mensurdvel de Q a R

Se X é uma variavel aleatoria sobre (3,.%, P) a medida de probabilidade indu-

zida por X é a medida de probabilidade Px sobre B(R) dada por

Py(B) = P{w: X(w) € B}, B € B(R)

Um conceito fundamental na Teoria da probabilidade é

Definigao A.3.2 (Esperanca). Se X ¢ uma varidvel aleatoria sobre (X,.%, P), a es-

peranca de X € definida por

BIX] = /E X dP,

se a integral existir.
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A.4 ELEMENTOS DE TEORIA ESPECTRAL

Nesta secao, em forma de apéndice, vamos enunciar alguns resultados classicos de
Teoria Espectral. A referéncia que seguimos é [3I]. Seja X um espaco de Banach e

T : X — X um operador linear, definimos o espectro do operador T por
spec(T) = {\ € C; (M — T)~" ndo existe}.

O conjunto resolvente p(T") de T' é definido como o complemento do espectro spec(T'). O
conjunto resolvente de um operador linear ¢ um conjunto aberto pois seu complementar,
o espectro, é compacto. O raio espectral do T' é definido como r(T') = sup{|z—yl|; =,y €

spec(T)}. O raio espectral tem a seguinte caracterizagao
r(T) = liminf |T"(|* = lim |77 . (A.2)
n n—oo

Também é conhecido que spec(T) C B(0,r(T)) e que spec(T") = spec(T*), onde T™ :
X* — X* denota o adjunto de T.

Definicao A.4.1. Seja T : X — X wum operador linear limitado e v uma curva de
Jordan retificavel contida em p(T'), entao definimos a proeje¢ao espectral mp : X — X

do sequinte modo

1
mr=— [(AI=T) 'd\.

27r7

Observagao A.4.2. Se o interior de 7y esta contido no interior de p(T) entdo mr = 0.

Por outro lado se spec(T) estd contido inteiramente no interiror de vy entao w, = Id.

Proposicao A.4.3. Seja T : X — X é um operador linear limitado. Entao mr € uma

projecao, i.e, 4 = wr. Alémdo mais 7r comuta com T.

Um subconjunto spec(7') o qual é simultaneamente aberto e fechado em spec(7’)
¢ chamado conjunto espectral. Seja ¥(7T') C spec(T’) um conjunto espectral, e v uma
curva de Jordan retificavle contida em p(7T") contendo 3(7") em seu interior. Denote

por mrx(r) a projecao espectral associada a 1" e v, i.e.,

1
TIS(T) = 5 /()\I —T) ),
v
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onde v é uma curva de Jordan retificivel qualquer envolvendo o conjunto espectral
Y(T'), completamente contida em p(7") e tal que qualquer outro ponto do espectro esta

fora de 7.

Denotamos Xxr) = mrem) X e Txr) = Tlxg -

Proposicao A.4.4. Seja X(T') um congunto espectral de spec(T'), entao spec(Txr)) =
(7).

Proposicao A.4.5. Sejam m,m5 : X — X projecoes sobre X, entao existe € > 0 tal

que se ||m — m|| < € m e m tem o mesmo posto, i.e, dimm (X) = dimma(X).
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