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Resumo

Nesta tese mostramos a auséncia da quebra da simetria da réplica para o modelo de Ising
com campo magnético numa classe de desordens nao-gaussianas. Para esse fim, obtemos
a validade das equacoes de Guirlanda-Guerra e uma extensao da integracao por partes
gaussiana, apropriada para estes campos. Por outro lado, mostramos o decaimento
de correlagdoes no modelo de Ising com campo nao-gaussiano na rede hexagonal para
toda a temperatura; adicionalmente fazendo uso da expansao em polimeros, provamos,
para baixas temperaturas e para campos magnéticos deterministicos nao-uniformes e
limitados, que a correlagao truncada decresce exponencialmente com a distancia entre
pontos.

Palavras-chave: Modelo de Ising, Campo aleatério, Medida de Gibbs aleatéria, De-
caimento de correlagoes, Quebra da simetria da réplica.
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Abstract

In this thesis we show the absence of the replica symmetry breaking for the Ising Model
with magnetic field in a class of non-Gaussian disorders, for this purpose, we obtain the
validity of the Guirlanda-Guerra equations and an extension of the Gaussian integra-
tion by parts, appropriated for these fields. On the other hand, we show the decay of
correlations in the Ising Model with non-Gaussian field in the hexagonal lattice for all
temperature; additionally by using of the cluster expansion we exhibit, for low tempera-
tures and for non-uniform and bounded deterministic magnetic fields that the truncated
correlation decreases exponentially with respect to the distance of the points.

Keywords: Ising Model, Random field, Random Gibbs measure, Decay of correlations,
Replica symmetry breaking.
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Introducao

A Mecénica Estatistica é a parte da Fisica que permite estudar propriedades de siste-
mas macroscopicos (objetos com um nimero maior ou perto do nimero de Avogadro
de particulas) através de propriedades microscopicas de cada particula, sejam atomos,
moléculas, etc. Se quiséssemos fazer esse trabalho usando equacoes ordindrias teriamos
muitas equacoes, ja que sdo aproximadamente 6,02 x 10% particulas. Isso sem conside-
rar a possibilidade de determinar a condic¢ao inicial de cada equacgado. Portanto, tendo
em vista evitar toda essa trajetoria, a alternativa mais viavel é trabalhar com medi-
das de probabilidade e esperancas. Essas medidas tem fundamentacao experimental e
teérica (ver von Dreifus [vD93]) apropriado.

Com a Mecénica Estatistica de equilibrio[] podemos estudar as propriedades dos gases,
solidos cristalinos, etc. Propriedades como a magnetizagao, por exemplo, e saber se
hé ou nao transicao de fase. Ha varios modelos que permitem estudar a mudanca de
fase como, por exemplo, o modelo de Ising, o modelo de Ising com campo aleatoério, o
modelo de Sherrington e Kirkpatrick, o modelo de Edwards e Anderson, o modelo de
energia aleatoria, etc.

O modelo de Ising foi introduzido por Wilhelm Lenz em 1920 e foi usado para estudar
a transicdo de fase da magnetizacao no reticulado unidimensional, por seu aluno Ernst
Ising em sua tese de doutorado [[si25] em 1925. Por ndo conseguir explicar o fendmeno
de transicao de fase, o modelo ficou em desuso por muitos anos até que Rudolph Peierls
[Pei36], em 1936, conseguir usé-lo para mostrar que hé transicao de fase para o modelo
de Ising em Z< para d > 2. Todos os resultados mencionados anteriormente consideram
campo zero e interagoes de primeiros vizinhos.

A transigao de fase pode ser vista em termos da magnetizagao espontdnea (que é uma
fungao que depende da temperatura) como segue: se a magnetizagao espontanea torna-
se estritamente maior que zero para valores maiores que o ponto criti(:(ﬂ7 na temperatura
inversa () e para valores menores, na temperatura inversa, torna-se nulo, dizemos que
ha transicdo de fase. Os matematicos e fisicos se interessam em estudar a continuidade
desta funcao no ponto critico, que é o ponto onde poderia ter saltos. Assim em 1944 Lars
Onsanger [Ons44] mostrou a continuidade no modelo 2-dimensional. Posteriormente,
Aizenman e Fernandez [AF86] conseguiram mostrar, em 1986, que, para d > 4, a
magnetizagdo espontanea é continua e para completar todas as dimensoes, para d = 3,

1O sistema estar em equilibrio significa que ao longo do tempo as grandezas macroscépicas, tais
como pressao, susceptibilidade etc permanecem constantes.

2E um ponto na temperatura onde ocorre uma mudanca de fase: a dgua muda de liquido para gés,
um ima passa de ter magnetizacdo para nao ter.



foi provado por Duminil-Copin, Aizenman e Sidoravicius [ADCS15], em 2015. Nos dois
ultimos artigos foi usada a técnica de expansao em correntes aleatérias. Essa forma de
ver a transicao de fase em termos da magnetizacao espontanea ¢é ttil quando h = 0 e
as interagoes sao invariantes por traslagao. No caso em que o campo nao é uniforme a
mesma técnica nao pode ser aplicada.

Podemos ter transicao de fase da magnetizacao em Z' se as suas interacoes nao decaem
mais rapido que J,, = ¢/||z — y||* como em Thouless e Dyson [Dys69, Tho69]. O
modelo de Ising com campo constante nao apresenta transi¢do de fase como o afirma a
teoria de Lee e Yang [LY52].

Os resultados anteriores foram considerando h contante ou nulo, assim podemos pre-
guntarnos mas o que aconteceria se o campo nao ¢ uniforme, ou seja, b = (hy),cza, com
os h, diferentes. Nesta linha de ideias foram realizados estudos sobre a transicao de fase
para campos somaveis e limitados em Bissacot e Cioletti [BC10], estabelecendo que ha
transicao de fase para o caso campo somavel e nao ha para o caso de campo com limite
inferior positivo. Posteriormente, temos o estudo para o campo h onde h, = h*/||z||*
com 0 < a, h* de Bissacot, Cassandro, Cioletti e Presutti [BCCP15], mostrando para 3
suficientemente grande, d > 2, que quando a > 1 temos transi¢do de fase e para a < 1
o modelo s6 tem uma medida de Gibbs. O artigo anterior é valido para [ grandes.
Em Cioletti e Vila [CV16] a ndo transicao de fase foi provada, para toda temperatura,
quando « € [0,1).

Existem sistemas que apresentam impurezas, gerando alteragoes no campo magnético.
Para modelar estes casos, tomamos o campo h = (h;),cze onde cada h, é uma variavel
aleatoria. Este caso comecou a ser estudado por Imry e Ma [IM75] em 1975. Eles
previram que o modelo para d > 3 possui transicao de fase, mas para d < 2 nao tem
essa propriedade. Posteriormente foi provada a transicao de fase para esses modelos e a
demonstracao foi feita para campos i.i.d. nao-degenerados. O primeiro caso provado foi
d > 3, por Bricmont e Kupiainen [BK88|, usando uma técnica muito abstrata, chamada
de grupos de renormaliza¢ao. Dois anos mais tarde, Aizenman e Wehr [AWR9, [AW9()
conseguiram provar a conjectura para d < 2, isso é a auséncia de transicao de fase.

Em 2015, Chatterjee [Chald| estudou a quebra de simetria das réplicas para o mo-
delo de Ising com campo aleatério gaussiano para qualquer dimensao. Este fenémeno
é geralmente estudado com os modelos de vidros spin (em inglés spin glasses), como
o modelo de Sherrington e Kirkpatrick [SK75]. Uma vez obtida a solugdo da réplica,
para o modelo, temos que garantir que tenha sentido fisico a baixas temperaturas, en-
tao para isso precisamos quebrar a simetria das réplicas, mas nao o podemos fazer de
qualquer maneira. Parisi [PS79] desenvolveu um método para quebrar a simetria de
modo que seja fisicamente aceitavel e é isso o que chamamos de quebra de simetria
da réplica (em inglés Replica Symmetry Breaking) (ver [Nis01], [CCO05],[SN13], [Jes16]).
Posteriormente, alguns estudos focaram na quebra de simetria da réplica para modelos
da teoria quantica, como exemplo disso o modelo de Ising com campo aleatério trans-
verso e longitudinal ( Ver Itoi [[tol8]). Uma pergunta que surge aqui é se no modelo de
Ising com campo aleatério, mas desta vez com campo nao-gaussiano temos a quebra de
simetria da réplica. Voltaremos a falar desta questdao mais adiante.

Outras propriedades interessantes do modelo de Ising com campo aleatério referem-



se ao decrescimento das correlagoes da fungdo de um ponto o,. O decaimento (em
probabilidade) é da seguinte forma

(0:)55— (02)55 = 0, quando j fixado e S — Z°.

Essa propriedade foi estudada em Chatterjee [Chal8]. Nesse artigo mostra-se decai-
mento de correlagoes, logaritmico com respeito da distancia de z a fronteira, para campo
gaussiano e qualquer  (ainda no infinito), usando um método quantitativo. Posteri-
ormente, Ainzenman e Peled [API18] mostraram o decaimento em campos gaussianos,
mas sendo desta vez um decaimento potencial com respeito da distdncia a fronteira.
Nesse mesmo ano, foi publicado o artigo de Camia, Jiang e Newman [CINI8| que tam-
bém estuda o decaimento de correlagoes, mas usando técnicas de aglomerados aleatérios
(random cluster). Em um artigo de 2019, Ding e Xia [DX19] mostraram decaimento
exponencial para temperaturas positivas e campo gaussiano. Os resultados ou técnicas
nem sempre continuam sendo validos se mudamos o reticulado sobre o qual esta defi-
nido o modelo de Ising, neste mesmo ano Aizenman, Harel e Peled [AHP19] obtiveram
decaimento exponencial com respeito ao volume.

Um problema distinto ao anterior é estudar o decaimento de correlacoes do modelo de
[sing com campo nao-uniforme deterministico. O problema abordado aqui é o decai-
mento da correlagio truncadaf’]

(02 Uy)é,ﬁ,h - <U:r>§,5,h (Uy>§ﬁ,h — 0, quando § fixado e ||z — y|| — co.

Esse problema foi estudado por Duminil-Copin, Goswami e Raoufi em [DCGRIS8|] mos-
trando decaimento exponencial para todo h > 0 e d > 1, exceto no ponto critico. O
resultado principal deles é provar decaimento exponencial para d >3 e h =10, 8 > f..
Com esse resultado e juntando com os ja existentes na literatura, eles concluiram que o
decaimento exponencial acontece em todo d > 1 e 3, exceto na temperatura critica (..
Entre os resultados ja existentes na literatura que foram usados em [DCGR18]. Temos
0s seguintes:

o O decaimento da correlagao truncada é provada para h # 0 e todo § em Lebowitz

e Penrose [LPG6S]. Isso aparece como uma aplicacao da teoria geral que eles criam
e a Teoria de Lee e Yang [LY52].

e Quando h =0, 3 < B. e d > 1 foi mostrado por Aizenman, Barsky e Fernandez
[ABF8T7] e com umas técnicas modernas em Duminil-Copin e Tassion [DCT16].

e Nocaso h =0e = . nao podemos ter decaimento exponencial, veja Aizenman,
Duminil-Copin e Sidoravicious [ADCS15].

Ha trabalhos que estudam o decaimento de correlagoes em regioes longe do ponto critico
como em Dobrushin e Shlosman [DS87] e Braga, Lima e O’carroll [BLO9g|. Neste tltimo
trabalho os autores fazem uma limitagao por cima para as correlagoes truncadas, valida
no campo h = 0. Na prova dessas limitagoes foi considerado o Hamiltoniano que tem
o campo da seguinte forma h = (h,) com h, € C e foi analisado nos casos em altas

3Aqui temos que especificar que é modelo de Ising. Isso devido a que a terminologia de correlagio é
muito comum para outros modelos ainda fora da Mecanica Estatistica como sdo os sistemas dinamicos.
Também é muito importante especificar se desejamos decaimento perto do ponto critico ou longe do
ponto critico, ja que sdo problemas bem diferentes.



e baixas temperaturas. Tomando o primeiro caso do campo satisfazendo a condicao
[|h||oo < 1 e para o segundo caso satisfazendo ||h||; < 1.

No estudo de decaimento de correlagoes truncadas com campo constante temos os novos
trabalhos de Ott e Velenik [OttI8] (OV19], onde usam a representacao por correntes
aleatérias e a teoria de Ornstein e Zernike.

O modelo de Ising pode ter campo magnético nulo h = 0, constante h, aleatorio ou nao-
uniforme deterministico h. O modelo de Ising ndo tem o mesmo comportamento em
cada um desses casos. Nesta tese faremos o estudo de algumas propriedades dos casos
anteriormente mencionados: o campo aleatorio e campo nao-uniforme deterministico.
Para isso organizamos os capitulos da seguinte maneira.

Capitulo 1: apresentamos o modelo de Ising, na primeira se¢do, seguindo os textos
[Bov06, [Geolll [FV17, vEFS93, WD93|. Na segunda se¢ao, mostramos as desigualdades
e propriedades mais utilizadas neste modelo.

Capitulo 2: 0 modelo de Ising com campo aleatério (ver Bovier e Georgii [Bov06, [Geol1])
tem uma aleatoriedade adicional dada pelo campo, entao precisamos de uma medida
de Gibbs que seja vilida em média com relagao ao campo. Neste capitulo, damos os
resultados principais para construir essa medida de Gibbs aleatoéria a volume infinito.

Capitulo 3: mostramos os resultados mais importantes da teoria do Modelo de Ising
com campo aleatério, como sdo a conjectura de Imry e Ma. Para essa secao seguimos
o enfoque usado no livro de Bovier [Bov06]. Também neste capitulo, damos como
exemplo a prova da transicao de fase do Modelo de Ising diluido. Na se¢do seguinte
enunciamos o resultado principal de Aizeman e Wehr [AW89, [AW9(]. Desse teorema
podemos concluir que o modelo com campo i.i.d. nao-degenerado, para d < 2, tem
unicidade da sua medida de Gibbs. E também o resultado principal de Bricmont e
Kupiainen [BK8T7, BK88|, que implica que no modelo com campo i.i.d. ndo-degenerado,
temos transi¢ao de fase para d > 3.

Nos capitulos seguintes apresentamos algumas das contribuicoes originais desta tese.

Capitulo 4: este capitulo, inspirado em Chatterjee |[Chal], gera o artigo Roldan e
Vila [RV1§], onde estudamos auséncia de quebra da simetria da réplica numa classe de
campos nao-gaussianos. Na primeira secao deste capitulo apresentamos como surgiu a
quebra da simetria da réplica. Na secao seguinte apresentamos as condi¢oes impostas
aos campos com os que trabalhamos, posteriormente mostramos varios lemas que fazem
uso de uma integracdo por partes nao-gaussiana, com isto mostramos as igualdades de
Guirlanda e Guerra |[GGI8, [AC9§|. Prosseguindo provamos a auséncia de quebra de
simetria para o modelo de Ising com uma classe de campos gaussianos nao-aleatérios.

Capitulo 5: neste capitulo estudamos o decaimento das correlagoes que sao da forma
(02)§5 — (02)5,4, em probabilidade, com S conjunto finito de vértices do grafo rede
hexagonal. Conseguimos mostrar, neste grafo e com campo nao-gaussiano, que as cor-
relacoes tém decaimento logaritmico iterado ﬁ, para todo 3, com n dependendo da
distdncia de z a fronteira de S. Este capitulo ¢ inspirado em Chatterjee [Chal8] onde
Chatterjee consegue mostrar o decaimento para o grafo Z2. Entdo a contribuicio nesta
parte é mostrar que o método quantitativo criado por Chatterjee pode ser adaptado a
rede hexagonal e com campo diferente do gaussiano, obtendo decaimento logaritmico



iterado também neste caso.

Capitulo 6: consideramos o modelo de Ising com campo nao uniforme deterministico
e usamos a expansao em polimeros a baixas temperaturas para obter o decaimento
da correlagdo truncada (0, 0y)§ 55 — (02)5an (0y)5sn- O decaimento da correlagio
truncada é valido para campos limitados e temperaturas [ suficientemente grande.
Para obter esse resultado usamos procedimentos baseados nos que usa Friedli, Velenik
e Ueltschi [EV1T, [Uel04] para obter decaimentos de correlagoes com campo nulo. Neste
capitulo também apresentamos a teoria das expansoes a baixas e altas temperaturas.






Capitulo 1

Apresentacao do modelo de Ising

1.1 Volume finito

Consideremos um conjunto infinito enumeravel W que, em geral serd o conjunto de
vértices de um determinado grafo como Z? d > 1. Poderia ser também o conjunto
de vértices do grafo arvore infinito, do grafo hexagonal (“Honeycomb”) ou de qualquer
outro grafo infinito conexo.

2 -

(a) Uma rede Hezagonal (b) Um drvore 2 regular

Figura 1.1: W seria os vértices destes grafos

Para o caso do Modelo de Ising geralmente considera-se o reticulado Z%, que nos ajuda
a supor a estrutura dos atomos num cristal regular, onde cada atomo é identificado
com um vértice. Como este modelo surge da fisica muitas das terminologias também
vem dessa area do conhecimento por isso o conjunto W ou os seus subconjuntos serdao
chamados de volume. Um elemento x € W sera denominado na terminologia do modelo
como um sitio, &tomo ou particula.

Definigao 1.1.1. Uma familia de varidveis aleatdrias (o,)zew definidas num espago de
probabilidade (Q, €, p) e assumindo valores num espago mensurdvel (Eqy, &) serd cha-
mada de um sistema de spins. Cada o, serd conhecido por spin. O conjunto W serd
chamado espago de pardmetros ou rede ¢ (Ey, &) serd o espago de estados.

Tomemos 2 = EYY = {w = (wy)zew : ws € Ey}, 0 espago de configuragoes e
& = &)V a sigma-dlgebra produto em (2, e o spin neste caso

o, 12— Ey

W= Wy .

fornece o valor da projecao da configuracao w no sitio x.



Definimos para cada A C W

A Q= EY (1.1)

W — Wp = (wx)xEAa

a projecao sobre as coordenadas em A. Note quese A C A C W, entdo temos oaop(w) =
oa(w). Dados ¢ € ES en € Eé\ A entdo definimos a justaposicdo (n € E2 de forma
que oa(Cn) = Ca e oa\a(CN) = Nara-

Como a mesma variavel aleatoria ode ser definida em distintos espagos de probabili-
dad Definimos o, no espago (EO on}, po) € tomando valores em (Ep, &). O espaco
de partida é chamado espago de um sé spin [Geolll pag. 12]. A medida py é a
medida a priori e é de probabilidade ([ po(do,) = 1). Estendemos o espago para o
volume A ou seja (24, En, pa) onde Qy = Eé‘, a sigma-algebra produto £y = Eé‘ em {2\
e pa = II po, logo

TEA
a(dan) =[] po(doy).
zEA

Nesta medida, todos nossos spins estao nao interagindo e portanto nao é muito interes-
sante (ver [vD93| pag. 7]).

Observacao 1.1.1.

e Em Georgii [Geoll, pag. 12] fala que 0 espago de um so spin é (Ey, &y, po), iss0 é
porque podem ser identificadas com ( 8{$}, 0)-

e Em Teoria da Medida acostuma-se denotar a parte a ser integrada desta forma
du(x), em Mecanica Estatistica acostuma-se usar p(dz).

o A medida a priori py € uma medida que conhecemos previamente, com a defini¢do
do modelo. A usamos para construir as outras medidas.

Entdo, para tornar as coisas mais interessantes, vamos definir um espago (24, &z, i)
onde os 0,’s tenham interagdo. Tomando A a volume finito, ou seja, cardinalidade
finita e definindo a medida como

paldoy) = g(on) H\Po(%) = g(oa) pa(doy),

e g(op) é tal que py seja medida de probabilidade. Em especial tomemos g(oa) =
exp(—p5 Hx(on)) Z&g, a variavel Z faz a pp ser medida de probabilidade. Neste caso a
seguinte medida é chamada como a medida de Gibbs a volume finito.

67'8 HA(UA)pA(d O'A)
ZA75 ’

pap(don) = (1.2)

A funcao

Hy( — Y o0, L) oy, (1.3)

zyeE(A) TEA

'De fato, durante o desenvolvimento da teoria veremos a o, em diferentes espacos de probabilidade
até construir a medida a volume infinito que satisfaz todas as condi¢oes que precisaremos. Essa medida
é a de Gibbs.
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¢ denominada na literatura fisica como a energia ou o hamiltoniano do sistema,
a notagao xy € F(A) significa que a aresta {z,y} estd no conjunto de arestas F(A), a
varidvel § € (0,400) e h € R sdo denominados de temperatura inversa e campo
magnético externo respetivamente.

Observacao 1.1.2. Em em abuso da notagdo estamos denotando nossa configu-
racao em §2y por op embora estd jd tenha sido usada para denotar uma projecio em
. Isto € para simplificar a notagdo ja que se fosse, por exemplo, a varidvel w € Qp
denotariamos o hamiltoniano como

Hy(w) == > ox(w)oy(w) —h> ou(w).

zy€E(A) zEA

Em Friedli e Velenik [FV17] usa-se ao inicio esta nota¢io, mas termina simplificando-a
nos sequintes capitulos.

A funcao de particao é definida como

Qp

Observacao 1.1.3. Estamos procurando uma medida de Gibbs a volume infinito em
Q. FEntao nossa medida de Gibbs a volume finito nao poderia ser pensada como
a distribuicao marginal da medida a volume infinito, ja que nao satisfaria as condigoes
de compatibilidade de Kolmogorov (ver [Bov06, pig. 51])

Também dado a medida podemos definir o conceito de esperanca com respeito a
medida de Gibbs a volume finito da seguinte forma: Dada um a funcao f : Q4 — R
sua esperanca fica definida por

(fiap = /f(UA) pag(doy) (1.4)
Q4

Até agora nao falamos de algo que estda muito presente na literatura do modelo de Ising
que ¢é a condicao de fronteira.

Para isso tomamos um elemento fixado n € 2 como condicao de fronteira das confi-
guracoes pertencentes ao seguinte conjunto

Q ={weQ:w =mn, Vie A} (1.5)

Também como podemos ver a condi¢do de fronteira como em [Chal5] que é n € EJ*,
onde OA ¢ a fronteira exterior de A.

Observagao 1.1.4. Aqui poderiamos dizer que hd duas condigoes de fronteira especiais
que sao quando n = +1 en = —1. Isso porque suas medidas de Gibbs a volume infinito
geralmente sdo pontos de acumulagcdo de outras medidas de Gibbs.
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Observagao 1.1.5. Podemos escrever o hamiltoniano (1.3), a medida de Gibbs a vo-
lume finito (1.2]) e a esperancga (1.4]) com condi¢io de fronteira:

HA(OAWAC) = Z Oz0y — h Z Oz — Z Oy (16)

zy€E(A) TEA TEA,yeA®
lz—yll=1
e B HA(UAUAC)pA(d UA)
pipldon) = 7 : (1.7)
AB
(Nhs= [ Flon) ulsldon). (18)
a3

A notacdo oanpe significa que se x € A tomamos os valores dados pela configura¢io o
e se v € A° tomamos o valor de n nesse vértice.

No caso simplesmente de (1.3)), (1.4) dizemos que estamos trabalhando a condigGes
de fronteira livre e denotamos por p} 5 = pia g, (f)} 3 = (f)as, onde 0 denota uma
configuragdo que assume em cada coordenada o valor nulo.

Observacao 1.1.6. Na matoria dos artigos vamos encontrar hamiltonianos mais gerais,
que os acabamos de enunciar (ver [BCCP15],[CV16],[DCT16]). Por ezemplo conside-
rando a condigdo de fronteira n € 2.

Hp(on) = — Z Jry 020y — Z hyoy — Z OzMy (1.9)
zyeE(A) €A :‘vleA,yHEAC
rz—yl||=1

Neste caso J = (Jyy)zyew Sdo as chamadas contantes de acoplamento ou também
chamadas de interacgoes e dizemos que temos um modelo de Ising ferromagnético
se cada Jy, = Jyu = 0 de J. Dizemos que nosso modelo ¢ a primeiros vizinhos
se cada Jyy = JLjjjz—y|=1). Como em [ABFS87, [DCTI16, [Med17], pode-se colocar mais
condigoes nas constantes de acoplamento para justificar que o modelo faga sentido ou
para ter propriedades desejadas.

Também temos o campo magnético nao uniforme dado por h = (hy)zew. Também
podemos estender o modelo colocando aleatoriedades ao grafo relacionado a W, no campo
aleatorio ou nas constantes de acoplamento.

Daqui em diante vamos usar a medida a priori sendo a de contagem ja que geralmente é
com esta medida que achamos expressado ((1.4]) que é a medida que caracteriza o modelo
de Ising.

Exemplo 1.1.1. Tomamos o hamiltoniano como em que esta em condigoes de
fronteira livre. Considere a sequinte medida a priori py = %(Lr + %5,, onde 0, € a
medida delta de Dirac suportada no ponto x (64 = 641). Se up denota a medida do
modelo de Ising com condigoes de fronteira livre, vamos mostrar que para todo A C
¢ valida a sequinte identidade:

pap(A) = [/HA(U)G_BHA(U) pa(do) Z&E. (1.10)
Qa
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. . _ _ _ _ 1
Primeiro observe que po({o, = 1}) = po({0. = —1}) = 5, para todo x € A. Logo temos
que a medida pp comporta-se como uma medida de contagem

=[] po(do,) = 2|A| V(dw),

zEA

onde v € a medida de contagem em 5. Desta forma podemos reescrever o lado direito
de como seque

J Lalo)e Ha 4-9(do) > 1 A(0)ePHA@)
A oellp
= : 1.11
[ e=Ba L9 (do) G (1.11)
Qa AN

Tomando A = {c} temos
ua({o}) =

Note que nossa nova fungio de parti¢io serd Zy g = % e BHA(9),

[2ASI9FN
O modelo de Ising surgiu para estudar o fendmeno da transicao da fase, ou seja, onde o
sistema possui magnetizacao e onde nao a tem. Para isso damos as seguintes defini¢oes
(todas a volume finito). A magnetizacao, que definimos como sendo M =Y, 0., a
densidade de magnetizagao dada por m = [>, .4 0,] |A|7!, a media da densidade
da magnetizacao como

B,h) = Z Ux A ho
|A‘ TEA o
e a susceptibilidade magnética
10
XA (B, h) = E%”ﬁ\(ﬁ, h)

Colocamos a dependéncia de x} e m} em h ji que H, pela sua definigdo tem a depen-
déncia. Também temos a energia livre a volume finito

fAgn = |A| InZyan- (1.12)

Observacao 1.1.7. A primeira derivada e sequnda derivada de fXBh com respeito ao
campo magnético externo, h, sio mj e x{ respectivamente.

Podemos achar as medidas de Gibbs a volume infinito (A — W) através do uso
do seguinte procedimento chamado de limite termodinidmico, seja a sequéncia de
subconjuntos A, de W tal que os A, sdo:

» crescentes, ou seja, A, C A1, n=1,23---,

« preenchem todo o W, isto é, U,>1A, = W,
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« possuem convergéncia no sentido de Van Hove

) |amAn‘ B
AR =0

onde 0"A,, .= {x € A, : {z,y} € E(A,),y € A°}.

Se A,, sdo caixas de n X n pontos em Z¢ entdo satisfaz a terceira condicdo. A seguir um
exemplo onde a condi¢ao nao é satisfeita.

Exemplo 1.1.2. Seja o grafo um drvore d-regular, nesse caso nao temos convergéncia
no sentido de Van Hove ja que

lim =1.

Quando temos as sequéncias de volumes (embora nio sejam caixas n X n pontos em Z9)
satisfazendo as trés condi¢des do limite termodinamico enunciadas acima podemos ter
a convergéncia da energia livre sem importar-nos qual condi¢ao de fronteira tomamos

(ver Braga [BA99]).

Observacao 1.1.8. Uma definicio parecida a condicao de Van Hove é a de grafo
amenable que sio os grafos G = (V, E) tal que

] |8ewK’ -
A TR Y
|K|<oo

onde a fronteira 0°°K sao todos os vértices de V' \ K que tem um vizinho em K. Das
duas definicoes temos que se um grafo € amenable entdo satisfaz a condicao de Van
Hove. Os exemplos mais comuns de grafos ndao amenables sdo os arvores d-regulares.

Podemos tomar o limite termodindmico em (1.4)). Sejam as sequéncias (A,), sendo as
sequéncias crescentes e que preenchem o Z¢ e que satisfazem a convergéncia no sentido de
Van Hove e as sequéncias de condigbes de fronteira (1,), entao dizemos que as medidas
de Gibbs a volume finito convergem via o limite termodindmico a medida a volume
infinito, se e s0 se,

[ 1) stdo) = (D=l [ flon) ke (don,) = lm (T .
Q Q

n—W m

para toda f :  — R funcao local, que é uma funcao determinada por valores locais ou
seja se w e w' sdo duas configuracoes que s6 coincidem num conjunto A C W, quando
esse conjunto existe, entao f(w,) = f(w}) se x € A.

No Capitulo 2] voltaremos a medida a volume infinito. Observe agora que, com o limite
termodindamico, temos uma medida a volume infinito, mas nio sabemos as proprieda-
des desta, nao sabemos se satisfazem as condi¢oes de compatibilidade do Teorema de
Kolmogorov, que propriedades tém suas distribui¢oes condicionais, suas distribui¢oes
marginais etc. No capitulo 2 aclararemos essas duvidas.



13 1.2. Desigualdades e propriedades importantes no modelo de Ising

1.2 Desigualdades e propriedades importantes no
modelo de Ising

Imaginemos que precisamos dar uma cota superior para uma expressao, digamos, a es-
peranca de dois spins. A limitacao 6bvia seria 1, pois, (o, 0,)as < 1. Mas, dependendo
dos parametros 3, h etc gostariamos de obter uma cota menor que 1. Entao, se pensa-
mos em expressar na forma desenvolvida e com f(o) = 0, 0,, que dependendo da
configuragao pode ser —1 ou 1, entao nao podemos fazer uma simples limitagao de f
porque ficarfamos no caso anterior, onde a esperanga é limitada por 1. Portanto, temos
que ter outras desigualdades para poder trabalhar.

No que segue, apresentaremos as desigualdades que sao muito importantes na literatura
e que se nao as conhecemos, pouco ou nada podemos fazer no modelo de Ising e em
outros modelos da Mecanica Estatistica. Essas desigualdades sao as desigualdades GK'S
chamadas assim por Griffiths, Kelly e Sherman. Foi Griffiths quem primeiro desenvolveu
a teoria nestes trés primeiros artigos [Gri67al,[Gri67b], [Gri67c| de 1967 ¢ um ano depois
foi generalizado por Kelly e Sherman em [KS6§].

Vamos denotar o produto o4 = [] o0, (embora seja um abuso da notagao, desta vez o4
r€A

denota o produto de spins e ndo uma projegao de uma configuragdo num subconjunto)
onde A C W finito. Nos resultados seguintes trabalhamos com o modelo de Ising com
a medida a priori dada por pg = %(5+ +d_), onde § é a medida delta de Dirac.

As desigualdades que envolvem esperancas, com respeito & medida de Gibbs de alguma
funcao local f, as chamaremos de desigualdades de correlagao de f. Como exemplo,
uma desigualdade envolvendo (o, 0,)s g, serda chamada de: desigualdade de correlagao
de dois pontos.

Teorema 1.2.1. (Desigualdade GKS) Para o modelo de Ising em Z%, d > 1, com
hamiltoniano

Hy(o) = — Z Sy 020y — Z haoo — Z Oxlly

zyeE(A) xEA T‘EA,yHGAlc
z—y||=

com A C Z* finito, 8 > 0, h = (hy)peza onde cada hy > 0 e J = (Jpy)syezs com
Joy = 0, reqular y a primeiros vizinhos, com condicoes de fronteira n sendo + ou 0 e
A, B C A. Temos

GKS-1 (CA)A p.an
GKS-I1 (Ca0B)R phr

)

0, (1.13)
{

=
2 UA>7\,,8,J,h <UB>X,ﬁ,J,h . (1.14)

As provas para campos constantes ou nulos podem ser encontradas em Braga e Rol-
dan [BA99, BAQQ, Roll4]. Esta ultima encontra-se no apéndice nas segoes eA2Q
Também o podemos encontra-las em [Med17].

Exemplo 1.2.1. Tomemos h constante ou nulo temos logo:

<0x0y>9\,ﬂ,h,J ) <Ux0y>x,/3,h,J ) (U:c>X,/3,h,J ) <UI>?X,B,h,J 2 0.
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Mas, se mudamos as condigoes de fronteira por exemplo com —, ou outras jd ndo pode-
mos ter certeza que essas esperancgas anteriores sejam positivas.

Do teorema anterior seguem varios resultados, como por exemplo

Corolario 1.2.1. Com as mesmas condigoes do Teorema seque que a correlacdo

7
(020y) R 50,7
e ¢ nao decrescente e concava com respeito a uma componente h, do campo h.
e ¢ nao decrescente em cada entrada J,, de J.

Podemos mostrar que a correlagao é nao decrescente com respeito ao campo h, ou a
constante de acoplamento J,,. Mostramos isso derivando a correlacao com respeito
a essas variaveis e logo usando GKS — II. A prova da afirmagao anterior esta em
Medeiros e Braga [Medl17], [BAOO] e como um exercicio em Friedli e Velenik [FV17].
Com respeito a prova da concavidade. Precisamos derivar duas vezes em relagdo ao
campo e logo usamos uma desigualdade que se chama GHS.

Teorema 1.2.2. (Desigualdade GHS) Com as condi¢oes do Teorema e campo
h campo constante ou nulo, temos

<Ux0y‘fz>7\,5,h,.f - <‘7m0y>7\,5,h,J<Uz>7\,ﬂ,h,J - <Umaz>x,5,h,J<‘7y>?\,ﬂ,h,J

- <UyUz>7\,5,h,J<Ux>7\,5,h,J + 2<0-9&>7/{,B,h,J<O-y>7/7\,6,h,J<gZ>7/]\,B,h,J <0 (1.15)

Este resultado surgiu em 1970 no artigo do Griffits, Hurst e Sherman em |[GHS70], cuja
prova utiliza uma espécie de proto-correntes aleatorias. Podemos encontrar uma prova
alternativa usando a técnica de correntes aleatérias em Medeiros [Med17].

Vamos dotar 2 de uma ordem parcial. Dizemos que w < w’ se para todo x temos
w,; < w.,. Desta forma, uma funcdo f : @ — R ¢é dita nao decrescente se e s6 se
w < W entdo f(w) < f(w'). Também podemos dizer se um evento E C ) é nao
decrescente se e s6 se a fungao f = 1g é nao decrescente.

Notemos que: a funcio f(w) = o,(w)oy(w) = wyw,, onde w é a configuragdo e o é o
spin, a podemos escrever de forma resumida assim f = o0,0,. Esta ultima fun¢ao nao é
crescente nem decrescente, mas tem muita importancia na literatura.

Corolario 1.2.2. Dados A, A subconjuntos finitos em Z*, com A C A C A, J a
primeiros vizinhos, reqular e o campo h com cada componente maior ou igual a zero.
Entao

<O-A>X,B,h,J < <UA>/J{,,B,h,J : (1.16)

Demonstragao. Seja Ay = AU{z}, 2 ¢ A. Somamos r > 0 & componente do campo
h no ponto z, ou seja, h, + r e com isto temos um novo campo que denotaremos por
h,. Logo pelas propriedades de monotonicidade respeito ao campo, segue que:

<UA>X1,E,h,J < <UA>X1,5,h1,J < TETOO<UA>X1,/3JH,J- (1.17)
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Abrindo a segunda esperanca temos

—1

+ _ _ﬂHX— hq.J +
<UA>A1,ﬂ,h1,J_ z oa € VORI 7 BT
UEQXI

. Jr . Jr .
Para continuar, note que Hy, 3, ;= Hy 55y — 02(h. +7), e com isso

+ — ~BHY Bo(hatr) [ 7+ -1
(O N g = D oae " AprTe 2Ny Bohy T

UEQXI
— H+ _ H+ -1

— Z eﬁUz(hz“rT’) Z O.A e B Avﬁ’haJ|: Z eﬁaz(hz‘i‘r) Z O.A e ﬁ A,B,h,J

o==%1 JEQ/J( o=%1 O.GQX
r—+400 + + -1

—-B8H —-B8H
< Z oA e 8 A,B,h,J|: Z o4 e B A,B,h,J]
o) oeQf

_ +
= <UA>A,5,h,J-

Portanto, voltando a (1.17) segue (04)X, 5.5 < (04)X .- Procedendo iterativamente
desta forma concluimos (|1.16]) . O

Também das desigualdades FFKG — I temos outro corolario:

Corolario 1.2.3. Dados A, A subconjuntos finitos em Z¢, com A C A, J a primeiros
vizinhos, reqular e o campo h com cada componente maior ou iqual a zero. Entao, para
A C A temos

<UA>9\,,8,h,J < <O-A>%,B,h,J . (1.18)

Para mostrar este corolario, usamos a monotonicidade nas constantes de acoplamento.

. . 1 . 1 1 _ .
Definimos uma nova matriz J* = (J;,)syeze onde J,, = 0 se um dos dois = ou y
estd em A e o outro estd em A \ A, para as outras arestas deixamos J;y = Joy-
. 0 1 .
Ao abrir a esperanga (o4) Aphgts & constante de acoplamento J* nos permite separar
0 somatorio com respeito aos conjuntos A e A\ A e isto nos dé a seguinte igualdade
(o) pna = ()X gpgr- Como J) < J,, paratodo z,y € Z? o resultado do corolario
segue da monotonicidade nas interagoes.

Outra propriedade importante que satisfazem as esperancas de Gibbs a volume finito é
a propriedade de Markov espacial.

Proposi¢ao 1.2.1. (Propriedade de Markov espacial) Sejam A, A subconjuntos
finitos em Z%, com A C A , J a primeiros vizinhos, reqular e o campo h, a condicio de
fronteiran € Q e ¢ € QL. Entdo

(low=Co, Ve €EANMNA g5 = <'>§X,,B,h7J' (1.19)

Demonstragdo. Chamemos o seguinte conjunto de B := {0, = (,, Yo € A\ A}. Logo,
para f: Q% — R,

(FIBYA g = 18V hpns [(16Yhpns| (1.20)
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Aqui notamos que o hamiltoniano

HZ,h,J(U) = Z Sy 020y — Z hyoy — Z OzTly
zyeE(A) TEA zeAyeA°
le—yll=1
= H/i,h,J(U) - Z Joy Cny - Z heCo — Z Ca:ny .
zyeE(A\A) z€A\A x”eA,yHEAlC
z—y||=

Ao abrir as esperangas de (|1.20)) notamos que ha parcelas do hamiltoniano que nao
dependem de o. Entao podem sair do somatério tanto no denominador como no nume-
rador e logo a divisao dessas parcelas seria um. Com isso ficamos

<f |B>2,,B,h,J = <f>§x,ﬁ,h,J' (1-21)
O

A seguir, apresentamos uma das desigualdades mais importantes nao s6 para o mo-
delo de Ising como também para muitos outros modelos tais como o modelo de Potts,
aglomerados aleatérios, etc. Esta desigualdade é conhecida como a Desigualdade de
FKG em homenagem a Fortuin, Kastelym e Ginebre, veja [FKGTI]. A prova desta
desigualdade pode ser encontrada em detalhes na referéncia [dHKS6].

Teorema 1.2.3. (Desigualdade FKG) Para A C Z¢, d > 1 finito, 3 > 0, h =
(ha)wezd, J = (Joy)zyeza com Jyy = 0, reqular e a primeiros vizinhos, com condigoes
de fronteiran € Q e f,g: Q) — R fungoes ndo decrescentes. Entdo temos que

<fg>X,,8,h,J > <f>X,,B,h,J <9>X,B,h,J' (1.22)
A prova deste teorema podemos encontrar em [Bov06l, pag. 68] para campos nao uni-
formes.

Exemplo 1.2.2. Como a funcio o, é uma fungdo nao decrescente, podemos usar a
desigualdade FKG e afirmar que

{00y )rpng Z 0 )npni{Ty)asny-

Esta desigualdade tem importantes consequéncias como

Corolério 1.2.4. Dados A, A subconjuntos finitos em Z%, com A C A, J e o campo h,
e f:Qx — R uma fungdo nao decrescente.

<f>j\_,ﬁ,h,J > <f>X,B,h,J € <f>£,,8,h,J = <f>X,5,h,J- (1.23)

Vv

Demonstracao. Para mostrar esta propriedade vamos usar a propriedade de Markov
espacial em seguida FKG. Entao sendo B = {0, = —1, Vo € A\ A} um evento nao
crescente, temos

(~apns = ((H1B)asns][(18)2504] B

(=D apns{1B)asns [< 13)1,3,;1,1} B

WV

= () apnr-
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Assim, (f)x sng < (f)apsns € de forma similar para o caso com condigao de fronteira
+. O

Como o, é uma funcao crescente, podemos usar o corolario anterior para obter:

Exemplo 1.2.3. Com as condigcoes do coroldrio anterior,
(O)hpng = O)rgns € (Ou)apns = (Oa)rpng- (1.24)

Esta desigualdade nos d& muitas outras propriedades como a seguinte:

Corolario 1.2.5. Sejam A um subconjunto finito em Z¢, uma interacdo J e um campo
h, e f:Q — R uma fungdo nao decrescente. Entao

<f>X,ﬂ,h,J < <f>7\,g,h,J < <f>X,ﬂ,h,J' (1.25)

A prova deste corolario pode ser encontrada em Bovier [Bov06l pag. 69 | ou em [FV17,
pag. 100].

Agora pensemos nas grandezas tipo energia livre ou a média da densidade da magneti-
zagao a volume infinito. Podemos pensar em tomar o limite termodindmico. Pode ser
que o limite nao exista, para sair dessa situagao, temos os seguintes teoremas:

Teorema 1.2.4. A energia livre a volume infinito

1
= lim —— InZ 1.26
fﬁ,h Anli?Zd 6|An| n An7ﬁ7h7 ( )

existe e estd bem definida, isto €, ndo depende da sequéncia de regioes finitas nem da
condicao de fronteira escolhidas.

A prova deste teorema pode ser encontrada em Braga [BA99, pag 20] e Medeiros [Med17,
pag 84].

Continuamos com a definicio da média da densidade da magnetizacao a volume
infinito. Para todos os h’s tais que a derivada da funcao energia livre a volume infinito
seja derivavel

m"(3,h) = lim |A] Z T2) A gh- (1.27)

ora temos um limi mr i uénci volum mui ossivei ndi-
Agora temos limite com respeito a se ecasde olumes e tas possiveis cond
¢oes de fronteiras. Sendo assim, poderiamos estar trabalhando simplesmente com algo
que nem existe e nossa definicdo do limite estaria errada.

Afortunadamente, em [FVI7, pag 89], [Bov06, pdg 70] temos teoremas que mostram
que o limite (1.27) estd bem definido.

Teorema 1.2.5. Seja fg a fungdo energia livre a volume infinito como em ([1.26]).

Para os h’s, onde d{ff;h existe, temos que o limite (1.27) eziste independentemente da
condi¢cdo de fronteira e da sequéncia de volumes escolhida.

Outra grandeza importante a ser estudada é a magnetizagcdo espontanea

m*(p) == lim m"(B,h). (1.28)

h—0t+
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Observagao 1.2.1. Note que em h = 0 ndo necessariamente eziste a derivada da
energia livre a volume infinito, mas a definicdo estd bem definida, por questoes de con-
vexidade da fap,.

Se estivermos trabalhando com interagoes J invariante por translagoes, isto é J,, =
Jo;2,0,4, Onde a translagao ¢ 6; : Z¢ — 7% e é dada por v =x+7,j¢€ Z¢. Também
com campo constante ou nulo. Podemos enunciar o seguinte teorema:

Proposicao 1.2.2. Para J invariante por traslagoes, reqular, ferromagnético e h € R,
temos que

m* (B, h) = (o0) 411 - (1.29)

A prova pode ser encontrada em Friedli e Velenik [FV17, pag. 106].

Observagao 1.2.2. Observe que o teorema anterior ndo € valido para volumes finitos,
ja que a invariancia por translacoes nao € valida neste caso nem quando o campo h
possui suas componentes nao uniformes.

Quando estamos a volume infinito, a esperanga ()™ do produto de dois spins pode ser
decomposta em produto de esperancas:

Proposicao 1.2.3. Seja >0 e h € R e J invariante por translacao, ferromagnético,
reqular e f, g funcoes locais. Entao

lim <f'0jg>E,J,h = <f>E,J,h <6jg>§,J,h- (1.30)

|17 —o0

Podemos encontrar a prova em [Medl17, pag. 66 |. Usaremos este resultado no seguinte
exemplo:

Exemplo 1.2.4. Com as mesmas hipéteses da Proposicio (1.2.3)), temos que

lim <U$0y>z3r,J,h = (<UO>E,J,h>2‘ (1.31)

lly[|—o0

Definamos o seguinte ponto 3:(d) = inf{ > 0 : m*(f) > 0} =sup{8 > 0: m*(3) = 0},
o qual é chamado de temperatura inversa critica.

Proposigao 1.2.4. Seja § > 0, d > 2 e J invariante por translagdo, ferromagnético,
reqular. Entao o ponto B.(d) é um numero finito.
Também se satisfaz

m+(ﬁ,0) = <UO>,—A’_,J,O =m*(B).

Observacao 1.2.3. A magnetizacio espontanea na literatura é usado para definir tran-
sicao de fase (ver por exemplo [ABFS87]), no sentido que aumentando a temperatura
chegamos a um ponto onde jd nao ha magnetizacao. Ou seja sendo [ a temperatura
inversa, se B > (. temos m*(3) > 0 e passado esse ponto (B. > ) temos uma transi¢io

am*(6)=0.
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A parte bonita da Proposicao [1.2.4] é que nos fala que existe transicao de fase para o
modelo de Ising na rede hiper-cubica com d > 2. Podemos achar a prova em [FV17,
pég. 106, 109, 114], a qual utiliza uma ferramenta chamada argumento de Peierls.

Outro resultado muito interessante, pois nos permite ver uma relagdo entre o campo
magnético e a condi¢ao de fronteira, é o seguinte:

Proposicao 1.2.5. Seja 8 > 0, e J invariante por translacao, ferromagnético, reqular.
Entao

h—0t

Uma prova para esta proposicao pode ser encontrada em Medeiros [Med17, pag. 89],
fazendo uso do teorema de Strassem.
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Capitulo 2

Medida de Gibbs aleatoria

Seja W um conjunto enumeravel infinito, por exemplo, o conjunto de vértices do grafo
74, ou do reticulado do grafo hexagonal. Definimos o seguinte espaco de probabilidade
(Eo, &0, po) para cada um dos spins EL onde Ey é um conjunto separdvel completo e
metrizavel (espago polonés), serd o conjunto no qual nossos spins tomam seus valores,
geralmente em mecénica estatistica é Ey = {—1,1}. Também seja & a sigma-dlgebra
gerada pelos conjuntos abertos numa topologia métrica e uma medida de probabilidade
po que vamos chamar de medida a priori do spin.

Pensemos agora em muitos spins, possivelmente infinitos. Vamos construir um espago
para todos esses spins, que nao estao interagindo entre elef]. Para isso tomamos o
conjunto F = E,", e o dotamos de uma topologia produto. Nossas bolas abertas sio
os cilindros B.g(0) := {0’ € E/ maxses|o, — 0] < €}, onde 0 € E, S C W, e
e € R,. Devido a definicao de Ej temos que o espago topolégico produto £ é completo,
separavel e metrizavel. Usando os abertos da topologia construimos a sigma-algebra
de Borel, que denotaremos por £ que satisfaz £ = £})V. Uma propriedade adicional
para o espaco topolégico produto E é de ser compacto quando o espaco topoldgico Ejy
¢ compacto, isto devido ao Teorema de Tychonov.

Considerando o espaco produto a priori E] (E, &, v), definimos adicionalmente o espago
de probabilidade (€2, B,P), onde em 2 também colocamos a condi¢do de ser um espago
polonés. Neste tltimo espaco mensuravel é onde esta definido o campo aleatorio.

Observacao 2.0.1. No capitulo 1 a notagio €2, foi usado para o conjunto das configu-
ragoes, isso com a finalidade de fazer compativel a notacao com a maioria de textos de
Mecanica FEstatistica. Neste capitulo como trabalhamos com o espaco do campo aleatorio
e o espaco das configuragoes, deixamos a notacao do conjunto como ), para o espago
do campo (2, B,P), assim o espago para as configuragoes neste capitulo é denotado por

(E,&E,v). A medida v por agora € so referencial. Neste capitulo construiremos a medida
de Gibbs.

'Em inglés single spin space ver Georgii [Geolll pag 12].

2Isso significa que sdo independentes.

3Quado pensamos em tomar a medida de um s6 spin poderiamos pensar que pg e v 30 as mesmas,
mas geralmente isso nao é verdade.
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Seja B(E, ) o espago das fungoes a valores reais, mensuraveis e limitadas. Para poder
falar de uma medida aleatéria é importante comecar pelo conceito de interagao aleatoria.

Definig¢ao 2.0.1. Uma interagao aleatéria ®, é uma familia {®a}acw, de varidveis
aleatorias em (2, B,P) tomando valores em B(E,E4), i.e. uma transformagciao mensurd-
vel Dy : Q> w — Pylw] € B(E,E4). Uma interagao aleatdria é chamada regular
se, para P-quase todo w, para qualquer i € W, existe uma constante finita ¢;|w] tal que

AZ [P 4[w][|oe < e5fw] < 0.

Uma interacao regular aleatéria é chamada continua se, para cada A CW, &4
¢ conjuntamente continua nas varidveis n e w.

A maioria dos estudos em Mecanica Estatistica ¢ com interagoes regulares, mas existem

também sistemas com interacao irregular por exemplo, alguns modelos de spin-glasses
(ver Frohlich e Zegarlinski [FZ87]).

A partir de interagoes vamos criar hamiltonianos. Seja S um subconjunto finito W,
definimos

Hs(o) = — Z ds(0), (2.1)

ANS#D
este hamiltoniano possui as boas propriedades dos hamiltonianos do modelo de Ising
Hs(o) = — > 0,0y — Y hy0,, ou seja, se S C S a seguinte propriedade se
xeS,yeSuse zeS
llz—yll=1
satisfaz

(Hs)s(o) = Hs(o).
O que significa que primeiro obtemos o hamiltoniano no conjunto de vértices S” e depois
restringimos ao subconjunto S.

2.1 Resumo da medida de Gibbs deterministica

Antes de continuar, lembraremos algumas defini¢oes e comentarios da teoria das medidas
de Gibbs sem campo aleatério. No caso deterministico temos o conceito de especificagoes
que é usado na construcao da medida de Gibbs.

Definicao 2.1.1. Uma especificacio local é uma familia de nicleos de probabilidade
{Ng,)ﬁ}SCW, tal que:

1. Para todo S C W e A € &, u(sl?ﬁ(A) ¢ uma funcao mensurdvel com respeito d
sigma-dlgebra Ege.

2. Para todon € £, u§ 5 € uma medida de probabilidade em (E,E).

3. Para qualquer par de volumes S, S’ C W, com S C S', e qualquer fungio mensu-
ravel f,

/u’é/ﬁ(da’)uéfgns’c(da)f(as Tong Nsre) = /Mg/,g(dal)f(gqu nsre),

ou sua versdo resumida

s 1Sy = Wl g
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Podemos pensar nas especifica¢oes locais como “probabilidades condicionais esperando
uma probabilidade” (ver [Bov06, pag. 57], [FV17, pag 258]), ou seja, as propriedades
das probabilidades condicionais e as especifica¢des locais sao parecidas, faltando apenas
dar uma versao de uma probabilidade para a especificacao. Entre as propriedades que
coincidem temos a condi¢ao de compatibilidade, que no caso das esperancas condicionais
¢ conhecida como a “tower rule” i.e. (falando ligeiramente). Seja u(f|G) a esperanga
condicional de f dada a sigma-algebra G, e as sigmas-algebras F, G’ satisfazendo G C

G' C F temos p(u(f19)|9) = u(f19)-
Uma especificagao Gibbsiana tem a seguinte forma (ver Friedli e Velenik [FV17, pag. 260]):

1 - g c
ME;%(O') (77) ¢ PHslosns )PS(dU)7
ou na sua forma integral
(n) 1 e PHs(osnse)
#5,5(0) ps(do) Z(n) flosnse),

5,8
onde o hamiltoniano é criado por uma interagao regular como (2.1)).

No caso das fungoes dadas por pu(14|G)(n) (sendo n a variavel) fica a davida se é uma
probabilidade para todo n € E. Para evitar isso, temos

Definicao 2.1.2. Dadas duas sigma-dlgebras F O G, uma distribuicio reqular é uma
fungdo pg tal que

1. Para cada n € E, pl € uma medida de probabilidade em E, e

2. Para cada A € &, ,ug)(A) ¢ uma funcao G mensurdvel tal que sua versio é
w(14|G)(-), i.e. para quase todo n € E se satisfaz pug(A) = u(14|G)(n).

Uma versao satisfazendo estas condigoes sempre vai existir ja que estamos tomando E
como um espaco polonés (ver [Bil0§]).

A seguir, apresentaremos uma medida de probabilidade que permitird a descricao de
um sistema de infinitas particulas em equilibrio. Este conceito é a medida de Gibbs que
foi desenvolvida primeiro por Dobrushin em 1968-1969 [Dob68], e posteriormente por
Ruelle e Landford [LRG9).

Definicao 2.1.3. Seja {ug?B}SCW uma especificagio local. Uma medida pg € chamada
de compativel com sua especificagcdo local se, e so se, para todo S C W e todo f €

B(E,E),
Mﬂ(f|]:56) = Mg?ﬁ(f), Hg-quase certamente.

Chamaremos de medida de Gibbs correspondente a ®, 5,v a medida que for compativel
com a especificacao Gibbsiana local para uma interacao reqular ®, a temperatura inversa
B, e a medida a priori v.

Por ser interessante é bom ver a mesma defini¢do em diferentes textos como [Geolll,
pag. 16], [Bov06, pag. 57| [EV17, pag. 261].
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Observagao 2.1.1. A distribuicio condicional reqular pg(f|Fse) € obtida de f inte-
grando sobre todas as varidveis o, com x € S e deizando fizadas todas os o, com
x € S°.

Também temos na teoria, teoremas que nos ajudam a saber quando uma medida é uma

medida de Gibbs.

Teorema 2.1.1. Uma medida de probabilidade pig é uma medida de Gibbs para ®, 3, p
se, e somente se, para todo S C W,

o 1)y = Hs (2.2)

Como ja falamos antes foram Dobrushin, Landford e Ruelle os que iniciaram o enfoque
de estudar as medidas para sistemas de infinitas particulas baseando-se nas propriedades
das probabilidades condicionais. Em honra a eles as equagoes dadas por ficaram
conhecidas como as equagoes DLR.

Teorema 2.1.2. Seja ® uma interagdo reqular e continua e seja /,Lgig a especificagdo

Gibbsiana correspondente. Seja S, uma sequéncia de volumes finitos crescentes e ab-
sorventes. Se, para algum n € E, a sequéncia de medidas /Lg,ﬂ converge fracamente a
uma medida de probabilidade A\, entdo \ é a medida de Gibbs com respeito P, p, (5.

As provas do (2.1.1)) e (2.1.2]) podem ser encontradas em Bovier [Bov06 cap. 4].

Observacao 2.1.2. A medida j13 é nossa medida de Gibbs como u('?ﬁ é a distribui-
cao condicional reqular da medida de Gibbs e ambos sao elementos de uma colegdo de

especificacoes Gaussianas.

2.2 Resumo da medida de Gibbs aleatoria

Voltando ao estudo das medidas de Gibbs aleatérias damos a versao aleatoria das espe-
cificacoes.

Definicao 2.2.1. Uma especificagdo local aleatoria é uma familia de nicleos de proba-
bilidade {,ugj)ﬂ[w]}SCW, dependendo do pardmetro aleatdrio, w, tal que:

1. Para todo S C W e A € &, ug?ﬁ(A) ¢ uma funcao mensurdvel com respeito d
sigma-dlgebra Ege X B.
2. Para P-quase todo w, para todon € E | ,LL(S")B [w](dw) é uma medida de probabilidade

em E.

3. Para P-quase todo w, a familia {Mg?ﬁ[W]}Scw ¢ uma especificacio Gibbsiana para
a interagio ®[w] e a temperatura inversa f3.

4. A especificacao local aleatoria é dita continua se, para qualquer S finito, Mgﬂg [w] €
conjuntamente continua em n e w.

Também, como no caso deterministico temos as especificagoes aleatorias.
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Definicao 2.2.2. Seja ® uma interagdo reqular aleatoria. A sequinte expressao € uma
especificagdo local aleatoria e € chamada de especificagcdo aleatoria Gibbsiana:

1
ug?)ﬂ [w](dg) — - e~ BHsWl(os nse) PS(dUS)5nSc (dagc) ‘

Além disso, se ® ¢ continua, a especificacao Gibbsiana é continua.

Agora daremos a definicdo principal de medida de Gibbs aleatéria infinita. Seja o
M(E, &) o conjunto das medidas de probabilidade em (E, E).

Definicao 2.2.3. Uma aplicagio mensurdvel, pg : Q@ — M(E,E) é chamada medida
aleatoria de Gibbs para a interagdo aleatoria ® a temperatura inversa 3 se, para todo
P-quase todo w, a medida pglw| € compativel com a especificagao local {ung[W]}st
para esta interacao.

Para as medidas de Gibbs usuais, sem a aleatoriedade, existem teoremas que garantem
a existéncia das medidas de Gibbs. Agora, com nossa definicdo de medida de Gibbs
aleatoria serd que tal medida em verdade existe?

Para mostrar a existéncia de tal medida aleatoria, poderiamos pensar em usar as estra-
tégias, do caso deterministico. Por exemplo, quando E é compacto, para quase todo w.
Qualquer sequéncia ,ugnﬂ[w], quando as 5, sao crescentes e absorventes, possui pontos
de acumulagao. Logo temos a subsequéncia S, [w] tal que ,ugm W8 [w] que converge na
medida de Gibbs, para uma interacao ¢ (Ver Bovier [Bov06, pag. 100]). Isto nos diz que
se pegassemos uma realizagdo wy e outra wy teriamos a subsequéncia de volumes S, [w;]
e Sp,, [wa], ou seja, nossa medida de Gibbs limite teria problemas de mensurabilidade.
A seguir apresentamos damos exemplos de como poderiam ser estas subsequéncias.

1]

Figura 2.1: Subsequéncia de volumes Sy, [wi] na realiza¢io w;.
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® @ 4 4  J

Figura 2.2: Subsequéncia de volumes Sy, [wa] na realizagio wa. Nos pontos ver-
melhos o spin toma +1 e nos azuis € —1.

Segundo [Bov06] o estudo deste problema comegou com van Enter [vEG83| , Aizenman
wehr [AW89] e na literatura dos spin glasses com Charles Newman and Daniel Stein
IN'S9g].

No caso de ter campos aleatérios, as medidas a volume infinito criadas usando limites
de subsequéncias de volumes finitos absorventes nao sao suficientes para descrever bem
o sistema. Uma medida nao descreve bem o sistema quando, por exemplo, s6 é valida
para muito poucos volumes finitos que dependem de alguma realizagdo da desordem.
No entanto, para outros volumes o sistema é descrito por outras medidas, embora
conhecendo todas as medidas, ainda nao estariamos aproximando bem.

Para superar essa dificuldade definimos a seguinte medida de probabilidade.

Definicao 2.2.4. Denotamos por Ké)ﬁ a medida conjunta em 2 x S tal que sua distri-

buicao marginal, em €2, € P e sua distribuicdo condicional, dado B € /Lg?ﬂ [w].

Com o seguinte teorema mostramos a existéncia da extensao das medidas de Gibbs para
o caso quando o campo apresenta aleatoriedade.

Teorema 2.2.1. Seja ® uma interagao aleatoria regular e continua. Seja Ké% a medida

conjunta definida em (2.2.4). Logo

1. Se, para alguma sequéncia crescente e absorvente de volumes S, e algum n € E,
o limite fraco limye, Kgm 5= Kg existe, entdo sua distribuicao condicional regqular
Kj(-|B x E), dado B, ¢ uma medida de Gibbs aleatéria para a interagio ®.

2. Se E € compacto, e se P é “tight”(rigida) no sentido que para todo € > 0, existe
Q. C Q, que é compacto, e P(Q) = 1 — €, logo existe uma sequéncia crescente e
absorvente S, tal que a hipdtese do item anterior é vdlida.

Demonstragao. Sabemos que quando €2 e E sao espagos poloneses sempre existem
versoes de esperancas condicionais que sao distribuig¢oes condicionais regulares.

Faremos a prova do item 1, ou seja, a distribuicao condicional regular Kj3(:|B x E),
dado B, é uma medida de Gibbs aleatéria para a interacao ®.

Sendo By, k € N, uma filtracao da sigma-algebra B onde cada By, é gerado pelo potencial
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de interagao ®4 com A C S, com S; sequéncias de volumes crescentes e absorventes.
Também é importante notar que para a fungdo continua e mensurdvel f € C(S5,€&)
temos Kj(f|B x E)[w] = limpjoe limpyee K& 5(f|Br x E)[w].

Para quaisquer S C S,, e n suficientemente grande

K2 o(f(w,n)|Bx x B)w] = B[}, 4(F)|Bs x E|[w] (2.3)
:E{Msn (N(sga )‘Bk XE}
= E[u, 5 (S50 (£) 1By x E][w]
+ B[, 5(15s(f) = pslw]()1Be x E|[w] . (2.4)

A esperanca E é me relagdo a medida de probabilidade P.

. 7 A . 77
Agora vamos usar a hipétese da convergéncia dos Kg 5 e o Teorema segue que

a primeira parte de (2.4]) converge para K (#,(5’)5[ 1(f)1B x E) [w], e para a segunda
parte pela continuidade das especificagoes locals em w e a continuidade uniforme em n.
Temos

uSS () = pslw(f)].
(2.5)

B[, 5(4S5(F) = n§slw] () 1By x E|[w] < sup sup

w'€By[w] neE

Observe que f tem dependéncia em w, 1, e que a parte do lado direito vai para 0,
quando k cresce para o infinito. Acima, Bg|w| é o conjunto de todos os w’ que estao no
mesmo evento que w, ou seja

Bilw] ={w' € QVAE€ B :w e A and W' € A}.
Assim provamos o primeiro item

K(fIB x B) = K} (us[wl(£)|B x E).

A seguir damos a prova do item 2.

Seja f é uma funcao continua e limitada em Q x E e ¢ > 0 fixado, logo

[ Ksis(do, dw) f(w,0) = E [ s sle)(do) f(w,0)
—Elo, [ pgslel(do) f(w,0)

+ Elg / 1s.sw](do) fw, o).
Tomamos lim sup

limsup | Kpg, (dw, dw) f(w, o) < limsup Elq, //,Lﬁ’sn wl(do) f(w, o)

ntoo ntoo

+limsupE]lQ§//uL57Sn[w](da)f(w,a). (2.6)

ntoo
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e similarmente o fazemos para lim inf.

Sabemos que §2 x E é completo, separavel e metrizavel e como o subconjunto €2, x E é
compacto, entao é fechado e limitado, logo como é um subespaco fechado de um espago
completo segue que €2, x E também é completo.

Agora denotemos a seguinte sequéncia de medidas K§ . em (). X E possui uma sub-
sequéncia convergente, usaremos a mesma a notagao para nao deixar mais complexas
as coisas, ou seja

lim K5, (/) = lim Elg, [ ps,.,ofel(do) f(w,0) = K5().

E como
Elg; /UB,S[W](dU> flw,0) <E[lg: C] = CP(QS) < Ce.

Segue que

’limsup Kg, s(dw, do) f(w,o) — liminf | Kg, g(dw, do) f(w,a)‘ < Ce.

ntoo nfoo

Logo, fazendo € tender para 0 temos a seguinte convergéncia fraca limpjoo K¢ 5= Kj.

O

A medida Kg em () X F nao é propriamente uma medida de Gibbs, como se ve em
Kiilske [Kiill01]. K7 estd mais relacionada com as medidas de Gibbs fracas. Como
vemos na prova do teorema anterior, esta medida contém a média sobre as realizagoes,
ou seja, nao pode dar uma boa medida para uma realizagdo, somente. Para superar
essa dificuldade generaliza-se a medida de Gibbs, mas dessa vez nao mais em €2 x E, ou
seja, defini-se K7 em Q x M(S), M(S) ¢é o espaco de medidas em S.

Definicao 2.2.5. Denotamos por Kéﬁ?ﬁ a medida conjunta em  x M(S) tal que sua

distribuicao marginal, em 0, € P, e sua distribuicdo condicional, dado B, é 5u(‘) W onde
s.8

0 € a medida de Dirac.

Como fizemos anteriormente mostraremos que nesta generalizagdo também temos um
teorema para mostrar a existéncia destas medidas.

Teorema 2.2.2. Seja ® uma interacao aleatoria reqular e continua. Seja ICg?B a medida

conjunta definida em ([2.2.5)).

1. Se, para alguma sequéncia crescente e absorvente de volumes S, e algum n € E,
o limite fraco limy Ianﬂ = ICZ existe, entdo sua distribuicdo condicional reqular
K5(-|BxE), dado B, ¢ uma distribuigio de probabilidade em M(S) que proporciona
para cada w uma medida de Gibbs a volume infinito correspondente na interacao
dw] e temperatura inversa . Além disso, satisfaz

KI(|B x E) = Klj(u|B x E).

2. Se E € compacto, e se P é “tight”(rigida), entdo existe uma sequéncia crescente e
absorvente S, tal que a hipdtese do item anterior é vdlida.
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A distribuigao condicional regular K} (u|Bx E) ¢ chamada de meta-estados de Aizenman-
Wehr. Também podemos definir outras extensoes das medidas de Gibbs, como

1 N
kn = NE_: sy [e]

o que foi feito por Newman e Stein (ver Bovier [Bov06, pag. 103]).
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Capitulo 3

Modelo de Ising com campo
aleatorio

Vamos estudar o modelo de Ising com os campos sendo variaveis aleatérias. Note que
o modelo pode ser ainda mais geral considerando a aleatoriedade nas constantes de
acoplamento J ou na estrutura do grafo.

Os primeiros a estudarem o modelo de Ising com campo aleatério (em inglés Random
Field Ising Model é abreviado por RFIM) foram Imry e Ma que em [IM75] conjecturaram
que, para a rede hipercibica em dimensao d < 2, nao ha transicao de fase, mas para
d > 3 ha mais de duas medidas aleatérias de Gibbs. Posteriormente, chegariam as provas
em Bricmont e Kupiainen [BK87, [BK88] para d > 3 e Aizenman e wehr [AW89, [AW9()
para d < 2.

Antes de continuar o estudo do RFIM lembremos o argumento de Peierls [Pei36]; que
¢é a base da maioria de métodos para mostrar a existéncia de varias medidas de Gibbs
(ver Bovier [Bov06l, Ch. 4]).

3.1 Apresentacao do argumento de Peierls

Seja zy uma aresta no Z¢ e denote por xy* sua plaqueta dual. Isto é, o tinico lado
(d — 1)-dimensional que corta cada aresta pela metade. Denotemos por

(o) = {zy"|oyo, = —1},
o conjunto I'(¢) C R?, é uma superficie.
Chamaremos as componentes conexas de I' de contornos e escreveremos v; € I'. Os

contornos tém a propriedade de serem fechados de longitude finita ou infinitas (Ver
[Bov06l, pag 63], [Vel97, cap 2],[EV1T7], [Pro05]).

Lema 3.1.1. Seja g uma medida de Gibbs com campo nulo, B > 0 e v um contorno
finito. Entao
usly € Do) < 267201

Uma versao da prova para d = 2 estd em Friedli e Velenik [FV17]. A prova deste lema
e dos dois teoremas seguintes podem ser encontradas em Bovier [Bov06].
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Teorema 3.1.1. Seja ppg uma medida de Gibbs, o hamiltoniano dado por H(o) :=

> 0g0y. Assumimos que d > 2. Entdo existe Bq < oo tal que para todo > 35 temos
Ty€eZd

pgldy el(o) 1930 <

9

N | —

onde vy € o conjunto de vértices de 74 que ficam no interior do contorno 7.

Com este ultimo resultado estamos muito perto de mostrar a existéncia de duas medidas
de Gibbs.

Teorema 3.1.2. Com as condigoes do Teorema [3.1.1] temos que existe ao menos duas
medidas extremais de Gibbs pj e pg satisfazendo p*(og) = —p~ (0g) > 0.

Como o evento {0y = —1} estd incluido em {3y € I'(0) : v 5 0} segue que para qualquer
n temos uf \ oo = —1] < pfy [Fy € T(0) : v 3 0] < 3, uniformemente. Conseguimos
mostrar a ultima desigualdade (menor que 1/2) da mesma forma que a demostragao do

Teorema |3.1.1] Usando o limite termodinamico segue que

DO | —

pgloo= -1 < pf[3yeT(o) 1730/ <

Portanto puf[o0] = 1 — 2uf[og = 1] > 0.

3.2 O argumento de Imry e Ma

As impurezas influem nos sistemas, entdo considerar modelos com campos aleatérios
melhora as comparagoes entre resultados tedricos e experimentais. No artigo de 1975
[IM75], Imry e Ma estudaram como o campo aleatério afeta & transigao de fase. O mé-
todo usado foi estender o argumento de Peierls [Pei36] para o campo com aleatoriedade.

Counsideraremos o hamiltoniano como sendo

Hwl(o)=— Y. o.0y,—€ > hy[w]o,. (3.1)

$y6EZd J?EZd

A dependéncia em w serd omitida se for o caso. A esséncia do argumento de Peierls esta
em que mudando o estado fundamental (ground state) +1 no interior de um contorno
~ para outro estado fundamental —1 tem como custo uma energia de superficie de
2|y| e como o campo é nulo, por simetria, a energia considerando s6 os sitios que ficam
no contorno (bulk energy), dos estados fundamentais +1 e —1 sdo as mesmas. O que
é diferente no modelo de Ising aleatério é que as bulk energies ndo sdo as mesmas.
Notemos que se todos os 0, em um contorno sao +1 temos

Eyar(y) == £e>_ hi[w],

1€y

e mudando os spins +1 por spins —1 em v produzimos um aporte ao termo de energia
de superficie de ordem 2¢ Diey hilw] que pode ser negativo ou positivo. E se o campo
aleatério fosse uniformemente limitado teriamos que a contribuicao seria limitada por
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2¢|y| em valor absoluto, mas isto é muito maior que o termo de superficie, embora
considerando € muito pequeno, se |y| é suficientemente grande. Entao aqui Imry e
Ma argumentaram que podemos obter uma quantidade melhor que essa, muito menor.
Usando o teorema do limite central, o valor de Ey, () para - grande seria

BEyur(7) ~ £ey/]7]. (3.2)

Fazendo uso da desigualdade isoperimétrica em Z¢, terfamos |y| < 2d|7]ri1. Se subs-
d
tituimos em ([3.2]) notamos que a bulk energy é somente Epyx(y) ~ +2de|y|2@D | para

d > 2, que é muito menor que |y|. Com esse raciocino, Imry e Ma conjecturaram que
o modelo de Ising com campo aleatério possui transicao de fase para d > 3 e nao para
d< 2.

No que segue procuramos reproduzir o argumento de Peierls, com as varia¢oes dadas no
livro de Bovier [Bov06], mostrado acima, ja que foi essa a ideia seguida por Imry e Ma
para predizer a existéncia de uma medida de Gibbs para o modelo de Ising com campo
aleatorio.

O lema seguinte ¢ uma adaptacao do Lema [3.1.1) mas desta vez considerando o hamil-
toniano com campo aleatoério.

Lema 3.2.1. No modelo de Ising aleatorio, para qualquer medida de Gibbs pg,
poly € T(0)] < exp(=2811] + 110 255~ Zo i 0])- (33)

No lema anterior I'(c) é a colecao de contornos associadas & configuragao o, o niimero de
plaquetas de 7 é denotado por |y|. Assim, também 7 é o conjunto de vértices contidos
no interior do contorno e ¥ (%) o conjunto de vértices que estao no interior (exterior)
e a uma aresta de distdncia do vértice que esta no exterior (interior).

Demonstracao. Temos a seguinte igualdade
paly € T'(0)] = ployes = +1,0m = —1] + pglogee = —1,0,m = +1], (3.4)
onde [0yex = +1,0,m = —1] representa o conjunto de todas as configuragoes que tem

contornos v que tém a propriedade de na fronteira interior tomar —1 e +1 na fronteira
exterior. Esta é uma prova baseada no [Bov06].

Usamos uma equagao DLR (Dobrushin, Landford, Ruelle)
Mﬂ[avez = +1,0—,Yin = —1] = H,/B[O',yez = +1] M;B[U'Y“L = _1]

Agora, analisamos

—BH, in !
Es  .p(0yin = —=1)e POy qinn")
1 glom = —1] = —22°
7, 8L E —BHy (0, inn0”)
T yin O'l\ﬁ/in -
_ -1 .
B e ﬁl’yl Zl\'yi’L,Bp(O’Vin - _].>
BZI in ex Oy -1
Z0h
_ Y\, B
< B 2208 (3.5)

Y\v, B
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E para a outra parte

Z—H ‘
15 glom = +1] < Bl y
B Y\, B
De (3.4]) e das tltimas desigualdades, segue que

Z—l , Z+1 ]

- P\, B 7\, B
polry € T(0)] < el | 2022 4 21 ]

Y\v", 8 \yin, 8

g

A meta é obter um resultado similar ao Teorema [3.1.2] para campo nulo. Desta vez
serd considerado campo aleatorio e d > 3, para isso enunciaremos um resultado devido
a M. Talagrand [Tal96].

Antes lembramos que uma mediana de uma variavel aleatéria Z é um nimero M, que
satisfaz P[Z > M,| > 1 e P[Z < M,] > 1.

Teorema 3.2.1. Seja f : [—1,1]Y :— R uma fungio cujos conjuntos de nivel sdo
convezros. Assumimos que [ € Lipchitz continua com constante uniforme Cp,y, i.e. para
cada X,Y € [-1,1]V,

[f(X) = F(Y)] < CLyp|| X =Y.

Logo, se X1, Xs,-++, XN sao varidveis aleatérias i.i.d. tomando valores em [—1,1], e
Z = f(X1, Xy, ,XN), e se M, é€ uma mediana de Z, entao

2

z
Pl|Z — Mz| > 2] < 4€XP(—W
Lip

Usaremos o teorema anterior para mostrar o seguinte lema:

Lema 3.2.2. Seja o campo aleatorio h = (hy)yeza, com distribuicio simétrica e limitado
(hy < 1), ou a sua distribui¢io é Gaussiana. Logo hd uma constante C' < oo tal que,
para qualquer z = 0,

2
. ) z
[PH In Z’Y\'YiTL’ﬁ —In Zj\wi"ﬁ| > Z] S Cexp <_62520|7|> '

Demonstracao. A funcao Z~y+\7"" hg ¢é dependente do campo aleatério, mas por sim-

plicidade nao escreveremos a dependéncia. Como o campo tem distribuicao simétrica,
temos

+ o —
EIn Zz\v""ﬁ =Eln lenﬁ :
Disso, segue que
P[| In Z;\wi”,ﬂ —1In Zj_\vi”ﬂ| > 2]
< P[|In Z;\V“‘ﬁ —EIn Z;\wi",ﬂ| + |In Zl_\vaﬂ —Eln Zj_\”/i”ﬁ| > 7]
< 2P] 2] an;Lwnﬁ —Eln Z;“\A/mﬂ| > z].
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Sabemos, também, que In Z;r\,ym’ 5 com respeito ao campo é convexa. Para poder usar

o Teorema [3.2.1| s6 falta mostrar que o In Z;rw-n 8 é Lipschitz continua. Lembrando o

seguinte
OlnZ*

1\’7”17/8 o + o +

= B ) = Blo iy <1

e usando o teorema do valor médio para multiplas variaveis, temos a seguinte desigual-

dade
|In Z7 InZ

Y\ymB T 1_\72'” B |

<sup | Y (halw] = hilw']) gy 5(0) (W]

1

@ liey\yin
<eB sup |ph i g(0i)] Y (hlw] — hifw])
iey\ym — iey\yin
< By 1l Iy fw] = by [w]]l2. (3.6)
Para obter a tltima limitagdo usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. U

Usando a desigualdade podemos deduzir que fica modificada como pglw][y €
['(o)] < exp(—28|y] + eﬁ\/@) isso implicaria para algum i* € 7 fixado, o seguinte
pelwl[Fy € (o) i € 7] < X 50 pglw]ly € I'(0)] isto nos faz lembrar ao Teorema
mas desta vez temos uma variavel adicional w, que é a aleatoriedade. Neste caso
terfamos que mostrar uma limitagdo em probabilidade. A pergunta é: como fazer isso?

Apresentaremos uma forma de limitar probabilisticamente uma medida Gibbs aleatéria
(nem sempre vamos poder proceder da mesma forma) que é valida para o modelo de
Ising diluido (dilute Ising Model).

Exemplo: O modelo de Ising diluido.

Neste modelo sao as constantes de acoplamento J,, a parte com a aleatoriedade, i.e.
Jy 830 varidveis aleatorias i.i.d. tais que

PlJy =0=p e PlJy=1=1—-p.
Para o exemplo nao precisaremos saber muito sobre a distribui¢ao dos J,,, apenas que
E[J.y] = Jo > 0, e var[J,,| < Jo.

Seja o hamiltoniano a primeiros vizinhos
Hwl(0) =~ Y Juylw] oo,
zy€eZd

Que também o podemos escrever como uma parte deterministica e uma parte aleatoria
da seguinte forma:

H[w)(0) = H(o) + HVw|(0) = H(0) + 3 (=1~ Juy)[w]ow0, .

ry€eZ?

Pode-se dividir o hamiltoniano em duas partes. A primeira H(o) = Y, cza 0,0y ¢
deterministica e a segunda parte fica com a aleatoriedade. Esta tultima parte pode ver-se
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como uma pequena perturbacao da primeira para p pequeno. Entao se a primeira parte,
nao aleatdria, apresenta transicio de fase. Entdo o H[w](c) também terd transicao
de fase, isto ndo necessariamente é verdade com outros hamiltonianos, nem quando a
perturbagao aleatoria é forte. Mais sobre este modelo podemos encontrar em Fontes e
Neves também em Avrom, Roepstorff e Schulman [FN95], [ARSS]1].

O seguinte teorema apresenta a ideia de como obter uma limitacdo em probabilidade
similar ao Teorema [3.1.1] para este modelo.

Teorema 3.2.2. Seja pg uma medida de Gibbs para o modelo de Ising diluido, 1* € um
vértice firado e d > 2. Entao existe po > 0 tal que, para todo p < po, existe (p) < 0o

tal que, para 5 = B(p),

Plps[dy e (o) : v 347 < ;] > 0.

Demonstragao. Seja (xy)* a plaqueta pertencente ao contorno 7y, correspondente a
xy. Definimos a energia do contorno como

Blwl(v) = > Juylw]

(zy) ey

Procedendo de forma similar como foi feito na prova do Lema obtemos
pply € T(0)] < e 2P0,

Notemos que E[E(7)] = X (,y+ey Jo = Jo|7]. Além disso

PIE(7) = Jol] = ( ol ) (1 = p)blpi-sol (37)

para Jy|y| inteiro. Essa igualdade é obtida considerando que E(y) é uma soma de
variaveis aleatérias. Definamos o evento

A={3y: 13", E() <]l/2}
Logo, limitando P[A] < Y5,. .5 P[E(y) < [v]/2], usando (3.7) e contando sobre o

numero de lados de cada v temos

PlA < 3 ahlphl2 < i ok, K/2 o (36p)"
h Jy: y3i* D b—2d I 6\/]_9’

E se w € A, temos

pswl[Fy €T(0) 1" €9] < Y mwllyeT(o)] < Y e PN,

a vy y28* v y3*

se p < 1/36. (3.8)

onde a ultima soma é menor que 1/2 se (5 é suficientemente grande. Assim, para § dado
e para p < 1/36,
Pluglw][Fy € T(0) : i" € 4] <1/2] 2 PLAT Plus[w][Fy € (o) - v 2 4"] < 1/2] A°]
d
51 _(36p)

1—6,p
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Quando p — 0, temos que Pluglw|[Iy € I'(0) : i* € 9] < 1/2] — 1. O

Tendo este ultimo resultado, podemos deduzir o seguinte corolario.

Corolario 3.2.1. No modelo diluido de Ising, para d > 2, existe pg > 0 tal que, para
todo p < po, existe 5(p) > 0 tal que, para todo B > B(p), com probabilidade um, eziste
ao menos duas medidas aleatorias de Gibbs extremais.

Podemos encontrar a prova deste corolario em [Bov06].

Se queremos usar o método do Teorema [3.2.2] para o modelo de Ising com o hamiltoni-
ano (3.1)) notaremos que isto nao é possivel diretamente porque ndo conseguimos uma

desigualdade tipo (3.8). Ou seja,

PFy:y34, |In Z;\W"Hﬁ —Eln Zz—\vi”,ﬂ| > 2] < . Z P[|1In ZI\W&B —Eln Z;W”ﬁ' > 2]
y: y3i*
(3.9)
< Z eXp(— |’7|2 )
Iy y2e* 062‘7|
A expressio 2E pode ser muito pequena como |y|(@=2/(@=1) "¢ 6 ntimero de gamas que

ol
satisfazem isso é muito grande ( da ordem de CM!). Portanto a tltima soma diverge
(ver Bovier [Bov((]).

Entao onde esta o erro? Esta na desigualdade (3.9)) ja que dois contornos v e ' podem
ter muito em comum. Existem métodos que dao uma melhor limitagdo. Sao métodos
chamados de encadeamento (chaining) que foram feitos nos artigos de Chalker e Fisher
[Cha83],[FES84].

O seguinte teorema permitird provar uma versao do Teorema [3.1.1 ou o Teorema [3.2.2]
para o hamiltoniano (3.1)), j& que durante a sua prova é possivel obter uma maneira de
satisfazer uma desigualdade como (|3.8)).

Teorema 3.2.3. Consideremos que ha uma constante positiva C' tal que, para todo

AN C 79,

22

+ + + +
]P)H In ZA,,B —1In ZA’,B - E[].n ZA,,B —In ZA/76]| 2 Z] < exp <_W> s (310)
onde AAN' € a diferenca simétrica. Entdo, se d > 3, existem eg > 0 e 3y < oo tal que
para todo € < €g e 8 = By, para P-quase todo w € §Q, existe ao menos duas medidas de
Gibbs extremais a volume infinito HE}L € fig-

Demonstragao. Definamos uma sequéncia de conjunto de contornos granulados (em
inglés coarse grained) I';, | € N e uma transformagao v, : I'y — I';, representaremos por
[’y o conjunto de contornos originais. O argumento de encadeamento consiste em fazer
para um k dado

By = Eyoy + (Fyio) = Fou) + (B = Pram) + 0+ (B = Fe)s B EN,
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onde

— + +

Logo limitamos a seguinte quantidade (que nos faz lembrar a primeira probabilidade

em (3.9))

k(n)
P|sup Iy, >z| < Z P | sup Fyy) — Fyy) > 2| +P | sup Fy,(y) > 2ig1|
YY" =1 yiy2i* yiy2i*
Ivl=n Iv|=n Ivl=n

para qualquer escolha de k = k(n) e sequéncias z com Zﬁf 2z < 2.

Limitamos as probabilidades do lado direito acima de forma similar como fizemos em

B9).

52
P | sup F. —Fypy > 2| <A1 ,A1exp (— L ) ,
e ) h Ce2B2sup,, [n(7) Ay (7))

[v|=n

sendo A;, é o nimero de () € I'y, com v sujeito as restricdes 7 3 i*, |y| = n. Deste
ultimo, segue que

k(n) 2
z
P|sup F, >z <§ Al nAnexp<— L ) 3.11

A = ceFsw, o) O

[v|=n

22
Agimrn - k1 .
Ak, eXp( Ce232sup, [1(7)]

Até agora nao temos definido precisamente I'; nem a transformacao ;. Para definir isso
consideremos quadrados (s a fronteira) de lado 2! que estdo sobre uma rede (2'Z)¢. O
conjunto I'; sera o conjunto de todos os quadrados.

Para definir a transformacao 7, primeiro criamos V;(y) como o conjunto de todos os
cubos, aos quais chamaremos de C, de lados 2!. Estes cubos ficam contidos na rede
criada acima, e satisfazem a seguinte desigualdade

ICNyl > oh—1

Seja () == dVi(y) o conjunto de fronteiras do cubo V;(y). As imagens 7;(y) podem
ser nao conexas. E possivel verificar que esse niimero de componentes conexas nao
ultrapassa C \7|2_(d_1)(l_1) e a maxima distancia entre qualquer componente é menor

que |7y].

Usando as referéncias Bovier e Fisher [Bov06, [FFS84] temos as seguintes desigualdades

Cln
Ay < oxp (2()) e Ju() Baua()l < Wi, para todo 7.
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Usando estas tltimas desigualdades em (3.11]) para um e pequeno o suficiente e esco-
lhendo k(n) tal que 2k(m) ~ n1/3 conseguimos limitar as duas somas por

k(n) 2 2
2] C(l—1)n 1/3 “k(n)+1
— C'1 /3 Bt
; exp ( Ce23220n, + o(d—1)(I—-1) ¢ exp nnn C B2e2nd/(d—1)

respectivamente. Com os resultados acima, escolhemos z; = ¢nl~? e disso dizemos que

P|sup F, >Cpn| < e=C' e

YY"
[vl=n
Como n > 2d > 1, segue que
P | sup F, > CBly|| <e @<
Yyt
A partir daqui podemos chegar na conclusao do teorema. 0

A parte da prova que enunciamos é baseada no artigo de Fisher [FFS84], que s6 é valida
quando nao se considera os contornos entre contornos. Um argumento mais sélido, que
essa suposicao, é colocar a condicao (3.10]), mas que também s6 vale para certos casos,
como podemos ver e Bovier [Bov06], p. 116].

Considerando (|3.10]) e as seguintes hipéteses para d > 3, existem ¢y > 0 e 5y < oo tais
que para todo € < ¢y e B > [y, para P-quase todo w € €2 podemos proceder como no
caso do modelo aleatério diluido e concluir que temos duas medidas de Gibbs.

A prova da existéncia de mais de duas medidas para o modelo de Ising com d > 3,
sem colocar as hipdteses do paragrafo anterior, foi dada por Bricmont and Kupiainen

[BKSS].

3.3 0O método de Aizenman e Wehr

Imry e Ma notaram que em d < 2 a energia da superficie pode ser superada pela
bulk energy isto significaria que a influéncia de uma realizacdo do campo aleatério é
determinante na orientacao local dos spins. Entao nao importa qual seja a condigao de
fronteira, a sua influéncia nao é perceptivel no interior do sistema, o que implica uma
unica medida de Gibbs aleatéria.

Aizenman e Wehr [AW90] concretizaram matematicamente esses raciocinios. O resul-
tado principal deles foi:

Teorema 3.3.1. No modelo de Ising com campo aleatorio i.i.d. cuja distribuicao é nao
concentrada num simples ponto (ndo degenerada) e possui ao menos 2 + € momentos
finitos, para algum € > 0, se d < 2, existe uma unica medida de Gibbs a volume infinito.

A prova deste teorema podemos encontrar em Bovier [Bov06].
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3.4 O resultado de Bricmont e Kupiainen

Bricmont e Kupiainen [BK8§] abordaram o estudo do modelo para d > 3 de uma forma
bem diferente aos estudos anteriores Fisher, Frohlich e Spencer [FFS84]. Eles usaram a
ferramenta dos grupos de renormalizagao. Essa teoria pode ser encontrada em Bovier
[Bov06] e com mais detalhes no articulo, do mesmo autor [BK94].

O teorema a seguir implica a transicao de fase para d > 3. Foi o resultado principal de
[BK8S].

Teorema 3.4.1. Seja d > 3 e assumimos que as varidveis aleatorias h, sdo i.i.d.
simetricamente distribuidas e satisfazem P[|h,| > h] < exp(—h?/A?) para um A sufici-
entemente pequeno e h > 0. Logo, existe By < oo, ag > 0, tal que para todo 5 = [y e
A < Ay para qualquer sequéncia crescente e absorvente de volumes A, T Z%, a sequéncia
de medida /ﬁn,ﬁ converge a medidas de Gibbs disjuntas u?;, P-quase certamente.



Capitulo 4

Auséncia de quebra da simetria das
réplicas para o modelo de Ising com
campo aleatério numa classe de
campos nao gaussianos

No artigo de Chatterjee [Chal5], Chatterjee mostrou que o modelo de Ising com campo
aleatorio gaussiano nao tem quebra da simetria da réplica, que é uma propriedade pre-
sente em alguns modelos com aleatoriedade nos campos ou nas constantes de acopla-
mento. O que ocorre também em certos modelos da Mecanica Quantica, como podemos
ver em Itoi [[tol8]. Esta propriedade proporciona informacao sobre os estados e as fa-
ses do modelo (ver Nishimori, Castellani e Cavagna [NisO1l, [CC05]). Neste capitulo,
baseado em Roldan e Vila [RV1§], estudamos o problema para o caso em que o campo
aleatorio (desordem) ndo é gaussiano. A pergunta é muito geral, por esse motivo cri-
amos uma classe de campos com propriedades adequadas que permite provar as
igualdades de Guirlanda-Guerra e com isso, posteriormente obter a auséncia de
quebra de simetria para este modelo, isso sera enunciado no Teorema Nas se¢oes
finais mostramos exemplos de como sao os campos.

Aprofundando na teoria dos modelos de Sherrington e Kirpatrik e dos p-spin, podemos
achar resultados parecidos a os lemas deste capitulo. A diferenca é que o modelo de
Ising com campo aleatério ndo é um spin glass, porque nao tem frustragao (ver Jesi
[Jes16]) e também que as técnicas do modelo S-K e p-spin sao préprias desses modelos.
Podemos ver esses resultados no livro de Panchenko [Panl3], no artigo de Auffinger e
Chen |ACT6| [AC1S].

4.1 Introducao a quebra da simetria da réplica

spin glasses Os spin glasses ou vidros de spin sdo materiais magnéticos que apre-
sentam aleatoriedade na interacao dos spins e frustra(;édﬂ. Para estudar materiais que

'Um sistema tem frustracdo se tomamos circuitos fechados e multiplicamos todos os acoplamentos, e
se o resultado for negativo dizemos que temos frustragéo (ver Jesi e Dasgupta [Jes16l pag. 10], [Dasls]).
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apresentam a propriedade dos spin glasses?] temos uma ampla literatura. Isso ¢ devido
a que o modelo permite estudar casos de outras teorias mais complexas, de uma forma
simples. Outra coisa que o torna interessante, a teoria usada para estudar este tipo de
materiais, é o fato desta possuir aplicabilidade a outras areas, como: redes neuronais,
codigos para o dobramento de proteinas, problema do caixeiro viajante, etc. (ver Jesi e
Stein [Jes16l, [SN13]) .

Os fisicos vém estudando os spin glasses desde a segunda metade do século XX, mas foi
s6 no 1970 que Anderson [And70] usou termo pela primeira vez.

Modelo de Sherrington-Kirpatrick Posteriormente em 1975 [EATH], [EAT6] An-
derson criou um modelo simples e matematicamente capaz de descrever os fenémenos
observados sobre spin glasses. Este modelo tem o seguinte hamiltoniano

H(o) = Z oy Oz0y — h Z Oy -

zyeEE(AN) TEAN

Onde a parte aleatdria esta nos (.J,,) a primeiros vizinhos, sendo cada J,, independente
e uniformemente distribuido. As distribui¢cbes mais comuns que costumamos ver na

literatura sao a gaussiana e a distribuicao que assume +.J com determinadas probabi-
lidades.

Usualmente quando se tem um modelo complexo na Mecanica Estatistica procura-se
outro mais simples que se comporte em alguns aspectos como o modelo a ser estudado.
O modelo simplificado que elimina em certa forma a dependéncia do espac¢o todo o
conhecemos como mean field model (ver Stein [SN13| pag. 91]). Para o modelo de
Edward-Anderson foi criado, poucos meses depois de aparecer, um modelo simplificado
por David Sherrington e Scott Kirkpatrick [SK75], cujo hamiltoniano é da seguinte
forma

1
H(o) = — Z Jpy020y — h Z Oz,
\% N I<e<y<N ! ! 1<z<N
sendo z,y € {1,..., N}. Com aleatoriedade nos (.J,,) a longo alcance, sendo cada .J,,

independente e uniformemente distribuido.

Método das réplicas Para solucionar o modelo S-K E] usamos o método das réplicas
que consiste em expressar o logaritmo como um limite de poténcias, da forma:

E[Z"] -1
E[ln Z] = lim Elzr] =1 :
n—0 n
A esperanca é com respeito a aleatoriedade das constantes de acoplamento J, e a fun-
¢ao de particdo Z depende ainda do tamanho do volume N mas por simplicidade o
escrevemos sem subindice. Como

E[2") = [ 2" ] P(Juy)d 1.

<y

2Nao confundir spin glasses com materiais que apresentam glassy phase, o primeiro s6 é um caso
particular do segundo, os quais tem muita aplicabilidade na indudstria [Jes16].

3Isso significa que podemos achar uma forma explicita para a energia livre como funcio dos para-
metros de ordem desse modelo.
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dessa expressao podemos fazer expansoes nas réplicas (Ver [Nis01]).

Quando estamos tratando com réplicas também temos os parametros dados por

Gop = El(0707)],  ma = E[(07)].

Observacao 4.1.1. Em Jesi [Jes16] vemos como caracterizar as fases do modelo spin
glass quando temos dois parametros (volume infinito) dados por

¢ =E[(02)"], m=E[(0,)],

o primeiro € o parametro de ordem para o spin glass e o sequndo é a magnetizagdo. As
fases do modelo sao

e paramagnético em altas temperaturas: ¢ =0 e m = 0,
e ferromagnético: ¢ >0 em > 0,

e spin glass a baizas temperaturas: ¢ >0 e m = 0.

Solucao de réplica simétrica Procuramos a solucao do sistema e para isso fazemos
a expansao de E[Z"] em termos das suas réplicas assim aparecem 0s termos goz € M.
Em Sherrington e Kirkpatrick [SK75] forneceram a solugdo para o sistema, mas para
tanto foi necessario supor que as réplicas sao equivalentes, ou seja, ¢o3 = ¢, para todo
a # B emy, =m (ver [NisOll, pag 17], [SN13, pag 95]). Essa solugao funcionou bem
para altas temperaturas, mas para baixas temperaturas produzia resultados néo fisicos
e isso originava um problema.

Quebra da simetria da réplica O erro estava em supor que g,3 para a # 3 pode ser
determinado por um s6 valor ¢, ou seja, considerar que todas as réplicas sao simétricas.
Parisi em [Par79] desenvolveu um método que conseguiu solucionar o problema. Embora
ficaram algumas questoes matemadaticas nao claras, a solugao conseguia numericamente
e experimentalmente ser boa. Posteriormente, em 2006 mateméaticos como Talagrand
mostraram rigorosamente esta técnica [Tal06]. Embora foi criada inicialmente para os
problemas na solucao do modelo SK, posteriormente viu-se que a quebra de simetria da
réplica consegue dar muito mais informagao sobre o modelo (ver Nishimori, Castellani
e Cavagna [Nis01],[CCO05]).

Em [Par02] Parisi deu a interpretacao fisica da quebra de simetria. Podemos entender
quebra de simetria da réplica como quando duas réplicas idénticas podem estar em
diferentes estados. Também Parisi deu a definicdo que usaremos a seguir: dizemos
que temos quebra da simetria da réplica quando o suporte da distribuicao limite da
sobreposicao das réplicas tem mais de um ponto. Definamos a sobreposicao como:

1 N
Tag = 3 2. 0500
r=1

Observagao 4.1.2. A definicio (4.7) da Segio ¢ uma versao generalizada da
sobreposigao.
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Se Pj(r) é a distribuicao limite da sobreposi¢ao r num dado J. Segundo Parisi [Par02]
e Castellani [CC05] tem a seguinte forma

Py(r)=((r —r,p)) = Zﬁjwawﬁ 6(r —rap),

onde J representa a aleatoriedade nas interagoes, w, sao pesos que surgem da expansao
da medida configuracional (JCCO05]).

Entao, nao temos quebra da simetria se somente temos uma funcao delta

Py(r) =0(r —rap) .

4.2 Apresentacao do modelo

Dadon > 1, seja V,, = Z4N[1,n]¢, d > 1, um subconjunto finito de vértices do reticulado
hiperciibico d-dimensional com cardinalidade |V,,|.

A medida de Gibbs aleatéria do RFIM no conjunto de configuragoes {—1,1}"» é dado
por

o) = Zlnexp<ﬁ S oo, th Y gxam> | (4.1)

zyeE(Vn) x€Vp

onde (3 e h sdo parametros positivos, chamados de temperatura inversa e forga de campo,
respectivamente. A fungdo de particio Z, = Z,(8, h) entra na definigdo de G,, como
um fator normalizante. Os g,’s sao variaveis aleatérias independentes e ndao distribuidas
identicamente (que coletivamente sdo chamadas de desordem) da forma

9o = hoCe, Yo € Z°, sup |h| < 1, (4.2)

xEZd

onde (¢;) é uma desordemﬁ arbitraria com as seguintes propriedades: as (,’s sdo variaveis
aleatérias a valores reais independentes identicamente distribuidas (i.i.d.) com média 0
e varianga 1 tal que (2 é integravel. A sequéncia (h,) é um campo magnético externo
nao nulo, nao invariante tal que

> |hal = o(|V4]), quando n — co. (4.3)

eV

Para lembrar a definicio de o pequeno e de O grande ver no apéndice a observacao

B.0.1

Exemplo 4.2.1. Como exemplo dos campos podemos tomar, h, = h*||x||~%, para x # 0
e ho = h*, com a >0, h* € (0,1) fizados, onde ||x — y|| denota a distincia entre x ey
na rede hiper-cibica. De fato, se a > d, (h,) é somdvel entao seque trivialmente.
Também quando o < d, o campo externo € nao somdvel neste caso, mas a condicao
(4.3) € vdlida.

4Usaremos este termo quando falarmos de campos magnéticos externos com aleatoriedade.
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Mostremos que é valida quando a < d. Entao

Seja h, = IleH‘“ a < d logo
h, = lim — _
n—00 |V | I;/ n—00 n 7"2:1 xg‘;n HxHa
lel—r
1 n
= lim — — eV, : = . 4.4
Jim = Zl !{flf ||| =7} (4.4)

Usando a cota superior dada em Vila [Gabl16l pag 170] em (4.4) temos

1 (2d3d 1,.d 1)
I < lim — —
n1—>11<;lon T;l/ra 4
d3d—1 1

d

Para achar o tltimo limite usamos o critério de Stolz-Cesaro Pl Como n? é crescente e

n = e

. (n+1)dttme . (n 4 1)d-1-
hm —— = hm
n—oo (n _|_ 1>d — nd n—oo (n + 1)d*1 + (n + 1)d*2 n + [N _|_ ndfl
1 1
= lim — = 0.

)Ty ()T

Concluimos que I converge e vai para 0.

Observagao 4.2.1. Tomando h, = +1 e (, ~ N(0,1) em para todo x, a condi¢do
nao € satisfeita, mas isto nao € requerido pela integracao gaussiana por partes.
Logo, com isso temos os resultados do artigo [Chall] para o modelo de Ising com campo
gaussiano.

Observacao 4.2.2. O ideal seria considerar a condigdo: existe constantes ci,d; > 0

tais que

<liminf — Y |hy| e hm 15up

n—oo

Y k| < (4.5)

| ”|z€V |V|:c€V

em vez da condigio (4.3). Dada as técnicas usadas neste capitulo que incluem uma
generalizagdo da integragcdo por partes, ndao podemos enfraquecer pela condigcdo
. Observe que o campo magnético (h,) considerado aqui satisfaz a desigualdade do
lado direito de (4.5) com dy =1, mas nao a condi¢io do lado esquerdo.

®Sejam (ay,) e (b,) sequéncias tal que (b,,) é mondtona crescente e b,, — +00. Se L = lirf a"i:;"
N too bn

)

com L € R. Entdao L =lim lim %.
n——+oo “n
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4.2.1 Algumas defini¢oes e resultados prévios

Para a fungdo f: ({—1,1}")™ = R, m > 1, definimos

/ f(@! 0™ AG (oY) -+ dGo(0™)

Zm >, flo ™) exp (Z (5 Y ool + hzx:gza;>) . (4.6)

n 0-17 7o-m, s=1 :Ey

Seja (- )g—u a esperanca de Gibbs definida considerando g, em (-) sendo u,, para cada
x € V,. A aleatoriedade dos g,’s serd representada pela medida ndo-gaussiana + em
R"™. Seguindo a notacio de Talagrand [Tal03], escrevemos

V() =E(f) = [{f)gmady(w).

Note que a esperanca [E é com respeito a distribui¢do dos campos nao-gaussianos . Os
spins o', 02, ... sdo spins i.i.d. com respeito a medida de Gibbs (4.1)), sdo conhecidas
como réplicas, a sobreposicao generalizada (ver Chatterjee [Cha09b]) entre duas
réplicas o', 0° é definida como

Ry s = Rlﬁs(al,as) = Z (Eg3)'™ Ou.s a or, Vs, (4.7)

zeV,

IVI

onde ¢ é a funcao delta de Kronecker e E(g,g,) = 04,y huhy.

Sem perda de generalidade, assumimos que a constante deterministica (com respeito
a aleatoriedade do campo) R;; ¢ igual a 1 para todo o'. Note que |R;¢| < 1 (pela
desigualdade de Schwartz) e que a matriz aleatéria infinita R = (R )i s>1 ¢ simétrica,
nao negativa definida, fracamente permutavel (isto é, (R s)1<i,s<m € (Rp(1),p(s))1<l,5<m
tem a mesma distribui¢do, para qualquer permutacao p : {1,...,m} — {1,...,m} e
para qualquer m > 1). A matriz R satisfaz as identidades de Ghirlanda-Guerra
(ver Aizenman, Contucci e Ghirlanda e Guerra [AC98| [GGI8]) se para qualquer m > 2

e qualquer funcdo mensuravel f = f ((Rl’s)lghsgm),

V(le,erl)_T; v(f)v(Ri2) — ;iu (fR1s) — 0, (4.8)
5=2

em quase todo (3, h).
Para todo (3,h) € (0,00)?, seja

= Fn(ﬁ) h) = IOg Zn7 ¢n - ¢n(6a h) = Pn = pn(ﬁa h) = ]Equ)n ’ (49)

n
Vol
onde v, é proporcional a energia livre e p, é o valor esperado de ,,.

A seguir, mostraremos que a pressdo a volume infinita existe. A seguinte prova
estd inspirada em Chatterjee [Chalbl lem. 2.1].

Lema 4.2.1. Para cada (3 positivo e h, o limite p = p(B, h) = nlggopn existe e € finito.
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Demonstracao. Definamos Z,, = Z,,(8,h), F, = F,(B,h) e p, = p,(B,h) para e h
fixados. Definiremos o niimero [ := mn, onde m e n sao dois nimeros inteiros. Entao
podemos partir a caixa V; em m? sub caixas distintas V,, que chamaremos de ‘bloques’.
E prosseguindo definimos um novo hamiltoniano em V;. Desta vez tiramos da soma os
termos 0,0, sempre e quando x e y estejam em dois blocos distintos. Para este novo
hamiltoniano definimos uma nova fungao de particdo Z;. Com isto temos

Z/
e Pl g 72 < e,

onde L é o nimero de arestas. Notamos que L < C(d)n?"tm?onde C(d) é uma cons-
tante que depende da dimensao d. Logo, segue que

|log Z] —log Z;| < C(d)Bn*' m?.

Como temos que Z] fica fatorado em m? termos independentes, cada um das quais tem
a mesma distribuicdo que Z, . Temos E(log Z;) = m?E(F,,). Assim, deduzimos
P — il = [0 E(F,) — IE(R)| = 7m E(F,) - E(R)|
<170 (d)Bn'm® = C(d)pn "

O mesmo também se pode fazer para m. Logo, obtemos |p,, — | < C(d)fm~"' . Dos
dois resultados anteriores temos que |p,, —p,| < C(d) B (m™' +n~1). Isto permite notar
que p, € uma sequéncia de Cauchy e portanto convergente. Para mostrar que o limite
é finito, usamos a desigualdade de Jensen e que E[p,] = n~?E(F},). O

Continuamos apresentando mais propriedades das funcoes p, F,, ¥, € p,.

Lema 4.2.2. O limite p = nh_g)lopn ¢ uma funcao convexra de h para cada [ fixo. O
mesmo é verdade para F,,, 1, e p,.

Demonstracao. So6 temos que derivar duas vezes F}, com respeito a h. Isso nos fornece

oF,
B - x%:/n Bga:<aas>
5 = 5 Falloe) — 00
= 62[« Z gwo-év)Q) - < Z gxo-z>2} :
eV, eV

Notamos que F,, é uma funcdo convexa em h. Assim, também ¢, p, = E[F,]/|V,]| e
em consequéncia p é convexa em h. 0

Jé& temos enunciado a desigualdade FKG no Teoremall.2.3] Para o caso quando o campo
é aleatorio o enunciamos da seguinte forma.

Lema 4.2.3. Seja f e g dois fungoes monotonas nao-decrescentes no espago de confi-
guragoes {—1,1}". Logo (fg) = (f){g)-
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Demonstracao. Note que é suficiente verificar que para qualquer valor do campo
aleatério, a medida de Gibbs do modelo satisfaz a condigao de rede [FKGT1] ou em den
Hollander [dHKS6].

Sendo 01 A 09 := (max o1, , 02,)zev, € 01V 03 = (Min o1, , 0g,)zcy, temos que mostrar
que a medida de probabilidade satisfaz, p(oy A o2)u(or V 02) = p(or)pu(o2), para todo
o109 € {—1, 1}V". Fazendo n =01 N oy e £ = 01 V 09, temos

6'8 ZmyeE(Vn)(nzny‘*‘fzfy)'i‘h Zievn 9z (Me+Ez)) >
o D ey BV (Ola 01y T02: 02)Fh 30 1 g (012+02,)
A tltima desigualdade é verdade ja que (9,1, + &) = (01, 01y + 02, 02y) € N + & =

01,+09,. Posteriormente, podemos continuar como na prova do FKG em Bovier [Bov06),
pag. 68]. O

A seguir, definiremos o conjunto dos pontos onde nao temos diferenciabilidade de p para
em seguida podermos trabalhar no complemento desse conjunto.

Lema 4.2.4. Seja A o conjunto de todos os (8,h) € (0,00)? tal que a fungio p ndo é
diferencidavel em h no ponto (B,h). O conjunto A tem medida de Lebesque zero. Além
disso, para cada 3, o conjunto de todos h tal que (5,h) € A é contdvel.

Demonstracao. Para [ fixado e como pelo Lema [4.2.2| temos que % é uma funcao

mondtona, podemos usar o Teorema de Darboux-Froda que estabelece que: uma funcao
a valores reais, definida num intervalo (a,b) com a > —oo0 e b < +00 tem um conjunto
contavel de descontinuidades. Logo, p tem um conjunto contavel de pontos onde nao
¢ diferencidvel. E como todo conjunto contavel tem medida de Lebesgue zero temos
terminado a prova. O

Também podemos expressar o conjunto A da seguinte maneira

A= {(8,h) € (0,00)%: (B, h) # 2% (5, h)}. (4.10)

4.2.2 O resultado principal

Dizemos que o sistema tem quebra da simetria da réplica (seguindo a definigao de
Parisi [Par02]) Se o suporte da distribui¢do limite das sobreposigoes, quando n — oo,
tem mais de um ponto no seu suporte.

Neste capitulo mostramos que temos a auséncia da quebra da simetria da réplica para
o modelo de Ising com campo aleatério (resumiremos isso por suas iniciais em inglés
RFIM) com a sobreposigao generalizada. Isto é mostramos que para qualquer (8, h) ¢ A
existe uma constante ¢z, € [—1,1] tal que ¢ é um ponto da distribui¢do concentrada

cm th.

Uma condigao suficiente para provar isto é verificar a convergéncia em média quadratica,

v((Riz = qsn)?) = 0. (4.11)
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Teorema 4.2.1 ( Auséncia da quebra da simetria para o RFIM ). Para qualquer
(B,h) & A tal que a variincia de F,, ndo cresce mais rapido que |V, |, isso é

Var(F,) < C|V,|, (4.12)

onde F,, é como em (4.9) e C > 0 € alguma constante que depende dos parametros [3 e
h, o limite a volume infinito. Entdo,

e o lim v(Ry2), existe,
e ¢ a varianga de sobreposicoes (generalizadas) Ry o desaparece
v((Riz = v(R12))?) = 0.

Isto €, a sobreposi¢cao Ry 5 € auto—pmmedz’adaﬂ no RFIM definida por (4.1)—(4.2).
Alem disso, existe uma constante qzp, € [—1,1] tal que (4.11)) € satisfeita.

Observagao 4.2.3. Se ((,) em é uma desordem gaussiana, note que a desigual-
dade fica satisfeita usando a desigualdade de Poincaré para a medida gaussiana
[Led01]. Noutro caso, nao podemos garantir a desigualdade de Poincaré. Na se¢io
consideramos uma classe de desordens nao gaussianas ((;), onde usamos transformagoes
nao lineares para garantir essa desigualdade.

O Teorema[§.2.1] fornece uma extensio do Teorema 1.1. de [Chall] para o RFIM com
campo nao gaussiano .

4.3 Ideia da prova

Nesta segdo resumiremos como foi que o Teorema foi obtido:

(i) A propriedade FKG do RFIM: Se f e g sdo duas fungoes crescentes monétonas no
espaco de configuragoes {—1,1}"" entao (fg) > (f){g).
(ii) Uma integra¢io gaussiana generalizada por partes: Se [ = f((RLS)Kl’ng) :

R™m=1/2 5 [—11] é uma funcio mensurdvel limitada das sobreposicoes que
nao mudam com n, usando o Teorema de Taylor (veja Proposigao e
no Apéndice) e as condigoes (4.3)), (4.12]), mostramos que

> E(ga{0s f)) —ZJE(gi)E<a<§;f>> = o(|Vi]), (4.13)
0%F,
9909,

82(%;%)) 5
——— ) =o(|V.]"), 4.15
) o,

S E (g, (o — EF) — X E()E() E(

m7y

> =o(|V,.])), (4.14)

S E(929,(02:0,)) — 3 E(&)E(52) E(

no limite n — oo, onde F, é como em (4.9)) e (0,;0,) = (0,0,) — (0){0,) denota
a correlacao de dois pontos truncada para a medida de Gibbs no volume finito
definido por (4.1)) — (4.2)).

6 Self-averaging em inglés significa que uma propriedade pode ser descrita bastando tomar uma
amostra suficientemente grande
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(iii) ng) — <R1,2>2) =o(1) e V((m(a) — (m(a)))z) = 0(1), quando n — oo (Lema

4.1), onde m(o) =3, 0./|V,| define a magnetizagdo. A prova deste item segue
da desigualdade FKG e a igualdade (4.14])).

(iv) Posteriormente mostramos v(|H, — V(Hn)\) = o(1), quando n — oo, para todo
(B,h) € A° ( ver Lema [4.4.3). Seguindo os mesmos passos como o Lema 2.7

em [Chalb], obtemos que para todo (8,h) € A°, o seguinte v(H,) — %(ﬁ,h)
e E[(H,) — v(H,)| — 0. Combinando estes dois limites com a igualdade (4.15)
temos a prova deste item.

(v) As identidades de Ghirlanda-Guerra (Lema |4.4.4)): para qualquer fun¢ao mensu-
ravel f: R™m=1/2 5 1 1], usando (#.13)), mostramos que

v(Hu(o")f) =R V(( > Ry, — mRLmH)f) = O(|V,]). (4.16)
s=1
Equivalentemente, a diferenca

V(Hn(O'l)f> —v(H,)v(f)

aproxima-se para

h V((V(RLQ) + i Rl,s - le,m—H) f) )

s=2

quando n — oo. (Esta ultima expressdo é zero quando o campo é gaussiano, pela
integracao gaussiana por partes).

Combinando a tltima aproximagao com o limite E|(H,,) — v(H,)| — 0 dado em
(iv), concluimos que as identidades de Ghirlanda-Guerra (4.8]) sdo satisfeitas.

Finalmente, usando as propriedades da simetria das sobreposi¢oes Ry s, dos items (v) e
(iii), segue que a varidncia de R; 2, com respeito a v, converge a zero quando n — o0.
Entao é suficiente provar que o limite de v(R;2), quando n — oo, existe. De fato,
tomando f = m = 1 em (4.16) e usando o limite v(H,) — %(8,h) dado em (iv),

obtemos que v(H,) = h(l - V(RLQ)) +o(|[Val) — %(ﬁ, h) e a prova do teorema segue
de considerando ¢z, =1 — %%(ﬁ, h).

Sera frequente o uso da integracdo gaussiana por partes por isso apresentamos esta
técnica a seguir.

4.3.1 Integracao por partes para variaveis aleatorias.

Na literatura de probabilidade geralmente usam o termo, integragao por partes gaussi-
ana ou integracao por partes simplesmente (ver Chatterjee ou Talagram [Chal5, [Tal03]),
o que pode gerar dores de cabeca para o leitor inexperiente, que o confunda com a in-
tegracao por partes usual do calculo.
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Integracao por partes gaussiana

Integracdo por partes gaussiana para uma varidvel. Para mostrar isto enunci-
amos

Proposicao 4.3.1. Seja g, f, h € C°(R) tais que g(t) = t h(t) etlgn h(t)f(t) e t/20" =
0, com o > 0. Entao

[ o5y e 2" de=o* [[06) f(0) + F/(0) ht))e 2" at.

Se escrevemos em termos probabilisticos temos a integracio por partes gaussiana. Em
alguns textos é o chamado de Lema de Stein, em homenagem ao matematico-estatistico
Charles Max Stein, que foi o criador do método, para limitar a distancia entre duas
distribuigoes [Ste72].

Observacgao 4.3.1 ( Integracdo por partes gaussiana). Se a varidvel aleatoria g

tem distribuicio N(0,0%) e f € C°(R). Entdo
Elg f(9)] = E[g*| E[f'(9)]

Mais informacao sobre a integragdo por partes gaussiana para uma e varias variaveis a
podemos achar em Talagrand [Tal03, Ap. A6].

Integracao por partes gaussiana para fungées de miiltiplas variaveis. Simi-
larmente & férmula anterior temos uma outra para quando trabalhamos com vetores
aleatorios.

Proposicao 4.3.2. Seja X = (Xi,...,X,) um vetor aleatorio gaussiano centrado,
f € CP(R™) e by = Cov(X;, Xi) com Oy representando a derivada parcial respeito a k.
Entao

ELX, f(X)] = Z 5 E[Onf(X)].

Observacao 4.3.2. As componentes X; nao precisam ser independentes nem identica-
mente distribuidas.

Integracao por partes para variaveis aleatérias nao gaussianas.

Muitas vezes vamos querer derivar expressoes no interior de esperancas, embora quando
nao tenham distribuicdo gaussiana, mas sim outra.

Proposicao 4.3.3. Seja g a varidvel aleatéria real com média zero e varidncia o?.

Entao para f: R — R com derivada de terceira ordem continua e limitada. Entdo

Elg f(9)] = o* E[0:f(9)] + ;102 1],
onde

V1] = E [g [0~ x>a§f<x>dx] - 021@[ [tg- a2 f(@dx] |

A primeira esperanca de 73 estd bem definida, jd que

lgl
o [/ o= wyaa] < ll| [ min2 10,11 027
0 0
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Demonstragao. A prova deste resultado pode ser encontrada no artigo de Yu-Ting
Chen [Chel9] e é como segue:

Comecamos usando a férmula de Taylor
g9
9(9) = 9 (0) + $°0.£(0) + g [ (g~ )02 (x)da
= gf(0) + ¢*0,f(0) + o° /982]“ (x)dx

—1—02/09( +/ Df( dx)dy+g/ (g —2)02f(z)dx.

e usando o teorema fundamental do cdlculo observemos

—0%f(g)dx = —g0? f( D2 f(
s “o ), o

Posteriormente tomando esperanca e devido a que E[g] = 0 e E[¢g?] = 02 temos

Elgf(9)] = o’E[0,f(g)] + V2 [02f).
O

Ha formas mais gerais, para multiplas variaveis, deste tipo de integragao por partes que
estdao apresentadas no Apéndice [B.1]

4.4 Resultados para a prova

Antes de iniciar os detalhes da prova do teorema principal deste capitulo, enunciaremos
e provaremos alguns resultados (proposigoes e lemas) que facilitarao a apresentacao do
trabalho.

Para ter a prova da seguinte proposicao ¢ muito importante a hipétese (4.12]).

Proposigao 4.4.1. Para qualquer n e qualquer (8,h) € (0,00)?, existe uma aplicagio
L:V,xV,—R tal que

0*F, ?
> (hxhyE(ag o ) +£<x,y>> - % (2 £(2)” <20,
zV Yy

z,y€Vn zeV,

com C a mesma constante como em (4.12]).

Demonstracao. Sejam F' := F,, —EF}, e denotemoWs por o conjunto de todos os pares
desordenados {z,y}, donde z,y € V,, e x # y. Para cada e = {x,y} € W, seja

Se == Ca:Cya Ce = E(Se F) and S = Z CeSe ;
eceW

onde (, é como em (4.2)). Dado que (, tem média zero e varidncia unitaria para todo
z, para todo e # € em W, E(s.s.) = 0, e para todo e, Es? = 1. Assim, ES? =Y, =
S E(ces.F) = E(SF). Consequentemente, EF? = E(F — S)? + ES?. Logo, usando a
hipotese , segue

> & =ES* <EF? = Var(F,) < C|V,]. (4.17)

eeW
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Seja Fy ,(u,v) a funcao definida fixando g, e g, em F sendo u e v respectivamente, para
qualquer e = {x,y}. Aplicando uma integracdo gaussiana por partes generalizada (ver
Proposicao no Apéndice), com f, ,(u,v) == EF, ,(u,v), temos

0*f
272 z, 2
hohyce = E(g.9,F) = hxhyE<8gxﬁgyy> + Vo0 (fou) s (4.18)
onde
2 9= Gy Sfac Y
Vi, (Fo) = B2, [ [ (00 = 0) 555" dudo (4.19)

1212 gy 0 fay
h2h? ( / / u) 2 du dv)
- 0" fa(u, 0) 9 0" fay (0, 0)
_h2 2E /g . — z,y\ " / . z,y\My )
fizhy (0 (9 = u) ouov dut 0 (95 =) Judv3 dv
Combinando (4.17)) e (4.18)), temos

5 (hat B ) 4 (a2 ()
7\ 0g,0g,) T T e

x7y

&t - i -

< 3 (B B ) ) (1)) (0202 )
x;éy ga: gy x

2
<2Vl + 30 (B2 + 122, (Fr))

2

Assim, tomando L(z,y) = (hyh,)™* ’7929:, o (fzy) a prova da proposigao segue. O

A propriedade FKG para o RFIM e a Proposicao tém um importante lugar na
prova do seguinte resultado.

Proposigao 4.4.2. Para quaisquer n e (8,h) € (0,00)? existe uma aplicagdo L : V, X
V, = R tal que

2 (v2C +1 2G,
2 2
B (R~ (R1a)’) < 5o ( J VR 2 L ) TRV

|Vn| z€VR

com C' a mesma constante como em (4.12)) e G = >, ey, hahy L(7,y).

Demonstracao. Conhecemos

1 0*F
—E = E(o,; 4.2
12 <agxagy> (02;04) (4.20)

onde (o,;0,) é a correlacdo truncada de dois pontos definida em (4.15]). Pela desigual-
dade FKG, E(o,;0,) > 0 para cada z,y. Logo,

B ()~ (11a)?) = 7 PZW (@0 (02 + (0)(23)))

82
2 2
h2|v 72l E(@gmég)
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onde na desigualdade usamos (4.20)) e a limitacao por cima (o,0,) + (0,)(0,) < 2. Note
que, |h;| < 1 para todo x e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz o termo do lado
direito da desigualdade acima ¢ limitado superiormente por

h2h? h.h rF :
h2|V|2 Z %( fd yE<aga;89y> +£(Iay>> _Gﬁ P

onde L(z,y) = (hyh,)™" ’st,gy(fa:,y). Pela proposicao e pela desigualdade de Min-

kowski, a expressao da raiz acima, vai estar limitada por

ot
h2( C+1 prgy:xx>.

Portanto, a prova da proposicao esta completa. U

A desigualdade dada pela proposicao permitird provar que, em média, a variancia
da sobreposicao R 3, com respeito a medida de Gibbs (4.1]), converge a zero no limite
termodinamico.

Lema 4.4.1. Para quaisquer n e (8,h) € (0,00)?,
E ((Riﬁ - (R172>2) — 0.

Demonstragao. A proposicao é suficiente para provar

2 1
Z ( X gz 9x fzx)) T> 0 and ‘V |2 Z ’ygz,gy(fl’,y) T) 07 (421)

eV, n x??JGVH

\VP

onde v; , (fry) é como em ([4.19). Dado que a;ffig’quw

constante C;; > 0 dependendo nos indices 4, j, segue que

< Cjh'™, para alguma

9z Gy 85fx7y(u, U) ngh h |h ’

2
e =) 5 352 dudv| < ;¢ (4.22)
e pelos items — (B.8) da proposigao , temos que
9a gy 8 - o(u, v Co1h3|hy, |3h2
%%/ / Qé%)@®\\]'mmj (4.23)
9a O fry(u,0) 921 || O f Cs1h*h?
= u) —5 s —d </‘ 2 wdu < G 4.24
0 (9 =) ou3ov “ 0 OuB0v |l we 2 o (4.24)
9y 0* fry(0,0) 90l | 0 fry qw%?
—v) o s AU S : <—— 4.2
/0 (9 =) Judv? dv /0 Judv? Oovdv =2 (4.25)

Usando a defini¢ao de ’yg2m7gy (fry) em (4.19) e tomando z = y nas desigualdades (4.22])—(4.25)),
segue que

lim sup

.,HOO |V 2 < Z( T ’Ygz ge fx,y)) hm \V 72 Zh“ E|§x =0,
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onde C' = (Cy + C3h* + C31h + C13)?h%/4. A dltima igualdade segue de (4.3) e
da suposigao de que os (, sdo identicamente distribuidos e satisfazem E|(,|° < oo.
Portanto, o limite do lado esquerdo de (4.21)) segue.

Similarmente, usando a definicao de "ngyy(fac,y) em (4.19) e as inequagoes (4.22)) —

(4.25)), esta provado que

hmsup \V 72 Z|’ygzgy foy)| < lim ]V 72 Zh2h2 (E|¢ P +El¢,| +2) =0,

onde C' = max{Ch, C32h?, Cs1h, Cish}h?/2. Novamente, a tltima igualdade segue a
hipotese e da suposicao de que os (, sao identicamente distribuidos e satisfazem
E|(.|? < oo. Entao o limite do lado direito de (4.21]) ¢ vélido e da prova do lema esté
completa. O

Assim, definimos

H,=H,(o

Y 920u- (4.26)

|V | xeVy
Observagao 4.4.1. Observe que o valor absoluto da covariancia entre H,(c') e H,(c®)
nao cresce mais rapido que o valor absoluto da sobreposicao Ry s (4.7)) entre duas réplicas

al, o*.

Lembre-se do conjunto A definido em (4.10) e seja A° o complemento de A em R2.

Lema 4.4.2. Como (H,) = 65#;, v(H,) = 85’;, Var(F,) < C|V,| (Hipdtese [£.12)) e

p = lim, .o p, existe e é finito para todos (B,h), por argumentos de convemdade da
fungdo h— 1, (5, h) seque que: para quaisquer (3, h) € A€,

W(H,) > D23 0), B|(H) — ()] 0.

Para mais detalhes sobre a prova, veja Lema 2.7 em Chatterjee [Chall).
Demonstracgao. Note que

<Hn):a(;¢: e E[(Hnﬂ:%];:. (4.27)

Nas expressoes anteriores a derivada com respeito a h consegue entrar nas esperangas
porque h nao depende de w. Sabemos pelo Lema [4.2.2] que v,, é convexa. Entao para
h' > h > 0 fixados

¢n(5a h/) — %(5, h) )

< .
(Hn) < " (4.28)
Agora, usando Cauchy-Schwartz e o Lema [4.5.1] temos
C \1/2
E[[¢:(8, h) — pa(B, h)|] < /Var(y (B, h)) < (|v|) (4.29)
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Denotando p’ = % temos a seguinte desigualdade

¢n(67 h/) ¢n(67h> @Z)n(ﬁ?h/) _pn<6ah/) + R

n(B,h) — pu(B, h
h —h _p/(ﬁ,h> <E Y @D (6 h)/_z (6 )’
g [P ) =P(B. )| | 1pa(B,h) —p(ﬁ,m’
h —h W —h
N S

Quando n — oo, por (4.29) as duas primeiras esperancas do lado direito da desigualdade
acima ficam anuladas e pelo Lema temos p, — p as duas seguintes esperancas
também. Logo

lim SupE wn(ﬁv h/) _ ,lvbn(Ba h)

/
n—00 h' — h p( 7h) =

’p(ﬁvh}?’ :Z;L(ﬁah) —p’(ﬁ, h)‘ )

Assim, usando (4.27))

p(ﬁvh,) _p(ﬁa h)
h —h

lim sup E[(H,) — p/(8,1)] < E|

n—o0

- p/ (B) h) |
e, usando limite pela direita em h e o fato que p é diferenciavel, segue que

limsupE[(H,) — p'(8,h)]" =0,

n—oo

Em que a notacdo 2(h)™ significa a parte positiva da funcio real z(h). Procedendo de
forma similar calculamos o limite pela esquerda, mas desta vez da parte negativa que
também fica nula. Logo

lim sup E[(H,,) — p'(B, h)| =

n—oo

Da desigualdade de Jensen segue

lim sup |E[(Hy)] — p/(8, h)| < limsup E[(H.,) — p'(8, h)| =

n—oo n—oo

g

Na seguinte proposi¢ao trabalhamos com derivadas de quarto ordem. Em Chatterjee
[Chal5] tem um método diferente de obter a prova. No apéndicecolocamos a prova
de Chatterjee em detalhes. A prova de Proposicao tem um papel importante na
prova do seguinte resultado.

Proposigao 4.4.3. Para quaisquer n e (3,h) € (0,00)?, existe uma aplica¢io L :
V., xV, = R tal que

h2 > hIWZE (ai §g§> < Vi ((@+ 1)\/@+ 3 Ez(x,x)) —Gg,

z,y€Vn zeVy

com C' a mesma constante que em (4.12) e G =3, ,ev, hahy L(2,Y).
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Demonstracao. Como consequéncia da prova de Proposi¢ao temos

Zh2h2 (ai?;) < Vi ((@+1)\/@+ /ZL?(x,x)) — Gz, (4.30)

com ,C(l’, y) = (hl’hy)il 7§w79y(fx’y)'

Por outro lado, afirmamos que

O'F, o OF,
992092~ 09,09,

(4.31)

De fato, um célculo direto mostra que

0oy, 0y)
Txy = —2h <Ux><(7x§ Uy) )

onde (0,;0,) é a correlacdo truncada de dois pontos definida em (4.15)). Entao, usando
a identidade (4.20)), temos

O'F, ) 1\ 0°F,
0g20g2 4h <<0$><0y> a 2) 09.0g,

. 0%F, ~ 7 . fi ~
como (0,) < 1 para todos os z, e a derivada dg.0o- 1ao € negativa, a afirmagao segue.
z0Gy

Finalmente, combinando (4.30)) e (4.31]) segue a prova do lema. O
Lema 4.4.3. Para quaisquer (5,h) € AS,

v(|Hy = v(Hy)|) — 0.
Demonstragio. Seja (-)g,—ug,—v a esperanca de Gibbs definida fixando g, e g,

sendo u e v respectivamente, e considere Fy (u,v) = (02;0,)4,=ug,=»- Uma inte-
gragao gaussiana por partes generalizada (veja Proposigao no Apéndice), com

f;,;;(u) U) = EF;,y(ua U)7 da

82 *
* 12712 z, 2 *
E(gxgyfx,y) - hxhyE<agmagyy> + ng,gy (fx,y) !

onde 'ygz,gy( fx,) € definido analogamente como em (4.19) com fr no lugar de f,,.

Dividindo essa igualdade por |V,|? e somando todos os z,y € V,, e usando ([4.20),
obtemos

0'F, .
) - 1) = i () k) e
299y
Pela Proposicao a expressao (4.32)) é no maximo
V20 +1 .
( %v pLL@n) | = \22(‘% oy £2:9) =%, F20)
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onde L(z,y) = (hohy) " v, ,, (F). Assim sendo,
E((H2) — (H,)?) < (\/ﬁﬂ %szc mx) (4.33)

[ Z (et ) =, (52,).

Analogamente a prova do item (4.21)), usando os itens — (B.8)) da Proposicao

[B.1.1] verifica-se que

\VPZ%MU 2y) 0. (4.34)

Combinando (4.33]) com a desigualdade

v(|H, — (H,)]) < VE((HZ) — (H,)?),

e usando ( e , obtemos y(|H (H, )|) — 0. Assim, para qualquer (3, h) €

A€, a prova segue por observagao 4.4.2) Il
Tome o inteiro m > 2 e denote por ot,..., 0™, 6™ 0s m + 1 spins que sdo criadas
sendo independentes, com respeito a medida de Gibbs. Seja R;, a sobreposicao entre
ol e 0° definidos em (7)), com I,s = 1,...,m + 1. Seja f : R™m™=D/2  [1 1] uma

funcao mensuravel limitada destas sobreposi¢oes que nao mudam com n.

Lema 4.4.4 (Identidades de Ghirlanda-Guerra). Considere o RFIM definido pela me-
dida de Gibbs em (4.1) — (4.2). Entdo, a identidade (4.8)) estd satisfeita para quase

todos os (5, h) Isto é, se | € como acima,
V}]E m—+ vJ 132 § V,}]zs Oa
b ! m ! m 9 ! n

para cada (B,h) em A°.

Demonstracdo. Seja (-)g,—, a esperanca de Gibbs com g,, em (-), fixada em u e
F.(u) = (0} f )g.—u- Usando (4.6), um cdlculo simples mostra que

R R R LS

gz=u

A integracao gaussiana por partes generalizada (veja Proposi¢ao no Apéndice B),
com f(u) =EF,(u), d&

E(gaf,) — hE(jﬁ) — 2 (5,

onde 32 (f2) = E(gs Ji* (9. — ) Tfat du) — R2E(Ji" (9 — u) “4A" du).
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Dividindo a igualdade acima por |V,,|, somando sobre todos os x € V,,, e usando ({4.35))
com j = 1, temos

y(Hn(a )—hV<<ZRls mRLm“)OZIVn\

> Yol fa) (4.36)

Dado que [524| < (2mh)’ Hflloo, segute | [ (g2 — u) T2 du| < 4(mh)?| f]lch2¢2 e

pelo item (B.3)) da Proposigao . que

9z d2 z |9z | d2 z
o [ (00— ) T gl < o) [ L < 26mm?l el Pl
0 du? oo
Logo,
1 h)(2mh)?]| f |l
llmsupsup > (F < lim (1 + mh)@mh)7| /] > |hPEIG)P =0.
n—00 |V | zeV, o |Vn| z€Vp

Aqui, a tltima igualdade segue de (4.3) e da suposigao de que os (, sao identicamente
distribuidos e satisfazem E|(,|*> < co. Portanto, em (4.36]), segue

v(Ha(o")f) — m((gjl R, — le,mH)f) ‘ —0.  (437)

lim sup sup
n—oo

Dado que y(]Hn - I/(Hn>|) — 0 para quaisquer (3, h) € A® (veja o Lema4.4.3), ¢ bem
conhecido (por exemplo, Talagrand [Tal03], Secao 2.12) que (4.37)) é suficiente para
garantir a validade das identidades de Ghirlanda-Guerra (£.8). A prova do lema estd
completa. 0

Prova do Teorema [4.2.71

A prova segue o mesmo caminho de [Chalb] e a apresentamos por uma questdao de
completude. Seja ggpn = v(R12). Tomando f =1em =1 em (4.36) obtemos

1 1
v(Hu(o")) = h(1 = qonn) + A > o, (fa)s VA S (fe) = 0. (4.38)
Por outro lado, escolhendo m =2 e f = Ry 2 no Lema da
1 1
v(BipBig) = 5@nn — 5¥(Bi) 52 0. (4.39)

Escolhendo m = 3 e f = Ry 3 temos

1 13
I/(R273R1’4> — gq;h,n — 5 Z V(RQ}?,RLS) T} 0. (440)

s=2

Por simetria entre réplicas a volume finito, v(Ry3R12) = v(Ra3R13) = v(R12R13) .

Entao, podemos multiplicar (4.39) por 2/3 e adicionar a (4.40) para obter

2

3 (V(BY) = d30) —E((RY,) = (RaaRua)) - 0. (4.41)
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Como a sequéncia (o) é uma sequéncia independente, com respeito as medidas de
Gibbs,

<R23R14 |V |2 Z h2h2 0‘ ;3 |V|2 Z h2h2 >2:<R1,2>2.

Combinando essa identidade com e depois de usar o Lema temos
V(Ris) = GG — 0.
Por esse motivo,
v((Riz = gonn)?) = v((Riz — v(R12))?) = v(R},) = Ghp, — 0. (4.42)

Note que por (4.38) e pelo Lema [4.4.2]

10p

= i —1- - 4.4
gs,n = lim g pn A (4.43)

existe. Portanto, fazendo n — oo na desigualdade, obtemos
2 2 2
V((R1,2 —qs.h) ) < 2V((R1,2 — qghn) ) + 2(gp,nn — q5.1)

e usando - -, segue a prova do Teorema m O

4.5 Exemplos de campos nao gaussianos

Nesta se¢ao apresentamos desordens da forma (4.2)), isto é, g, = h,(,, tal que

(o= (W) : (4.44)

onde (§,) é uma desordem gaussiana i.i.d., ¥ € R e # > 0 denotam a média e desvio
padrdo de A~ o &,,, respectivamente, e (h,) é quaisquer valor diferente de zero, uni-
formemente limitado por 1 e ndo uniforme. Este campo externo satisfaz . Aqui,
A: D — R é uma fungdo mensuravel nao-linear, diferencidvel (com operador derivada
denotado por A" ) e inversivel Borel mensuréavel (com fun¢io inversa denotada por A1)
definida em D C R. Também impomos a condicao

(AoAog) - (toA o) >, (4.45)
onde £ : R — (0, +00) é alguma fun¢ao mensuravel da Borel tal que, para alguns xy,
(oA ok, e (A og,)" sio variaveis aleatérias integraveis ; (4.46)

e ¢ é alguma constante positiva que depende apenas dos parametros da distribuicao de
A7lo&,,. A condicao (4.46 garante que ¥ e  em . sao bem definidos, Além disso,
esta também garante que (> e g2 sdo varidveis aleatérias integrdveis para todos os z.
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Por outro lado, a condicao (4.45) é puramente técnica porque nos permite verificar
(4.12) (uma condigdo semelhante para o caso gaussiano foi provada no Lema 2.4 da
referéncia Chatterjee [Chaldl).

Note que os g,’s sao variaveis aleatérias nao gaussianas, independentes com funcoes de

densidade de probabilidade (f.d.p.s) dadas por

sgn(h,) 0 1 2(9t+z9hz> ,<9t+19hx)
tx) = oA ) A (=), teD,
R e S P S P e ha

(4.47)

para cada x € V,,, onde sgn(-) é a fungao de sinal.

Proposicao 4.5.1. Para quaisquer 5, h e n, a condicio (4.12) € satisfeita. Ou seja,
existe uma constante Cy > 0 tal que

Var(F,) < Coh?|V,,| .

Demonstragao. Como (£,) é um campo aleatério gaussiano i.i.d., pela desigualdade
de Poincaré para a medida gaussiana (ver Ledoux [Led01) p. 49]), temos

OF,\> h? . ?
Var(F,) < Y ]E(ag) =% > hiE(M) :

z€V, €V,

Como (o,) < 1 para todos os x, por (4.45)) a expressao do lado direito da desigualdade
acima € no maximo

h? _
e S WE(lo AT 0k,).

r€Vn

Como |h,| < 1 para todos os z, a prova segue com Cy = E({ o A™' 0 &,,)/(0%*c) > 0,
para alguns xg. O

Dado que a Proposigao (4.5.1)) verifica a validade da condigao (4.12)), e como estamos
assumindo que (4.3) é véalido, entdo, pelo Teorema concluimos que o RFIM, com
desordem definida por (4.44]), ndo exibe quebra de simetria da réplica.

Distribuicoes conhecidas
Nesta subsesecao apresentamos distribui¢des conhecidas que permitem criar as desor-

dens [£.44] Aqui mostramos que estas distribuigoes satisfazem as condigoes e [4.46]

A. Distribuicao de Birnbaum-Saunders. A distribuicao BS foi introduzida por
Birnbaum e Saunders (1969) [BS69] para modelar os tempos de falha de um material
exposto a fadiga. Definiremos a seguir a distribuigao.

Seja A : D — R um funcao definida em D = (0, 00), por

Alt) = i l\/z _ \/ﬂ  Rp> 0. (4.48)



62

A fungdo A é continua, inversivel e mensuravel a Borel. Dizemos que uma variavel
aleatéria T segue uma distribuicdo Birnbaum-Saunders (BS) com pardmetros (., p),
denotada T ~ BS(k, p), se sua f.d.p. é dada por

= e (s s+ £-) [0+ ()]
= o(A) A'(1)

onde ¢ denota f.d.p. da distribuicdo normal padrao, x é o pardmetro da forma, p é o
parametro de escala e também a média da distribuigao.

. t>0, (4.49)

fBs(x)
2
|
frs ()

Figura 4.1: f.d.p da Birnbaum-Saunders para alguns valores dos parametros.

Algumas propriedades da distribuicao BS s@o conhecidas, por exemplo (ver [Sau74]):
para ¢ > 0, ¢T ~ BS(k,cp), 1/T ~ BS(k,1/p), E[T] = p(2 + £*)/2 e Var[T] =
(kp)?(4 + bK?) /4.

Se T ~ BS(k, p), fazendo célculos mostramos que

2
T:A_loZ:Z{Z%— (KZ)2—|-4} . Z~N(0,1), (4.50)

onde A~! denota a funcdo inversa de A. Dado que

[A'(1)]? = (1/4:2’0) [1 + (p>2 +2 (p)l > (1/4x7p) t>0,

t t t ’

temos (A’ oT)? - (LoT) > ¢, com ¢ = 1/(4x%p) e £ = Idg+ a fungao identidade em
(0, +00). Note também E[¢ o T] < co. Além disso, como A™' o Z < p(k?Z? + k| Z| + 1),
temos que (A1 o Z)P, p > 0, é uma variavel aleatéria integravel. Segue que (4.45]) e

(4.46) sao satisfeitas.

Observacgao 4.5.1. A representa¢io T em (4.50) para T' ~ BS(k, p) nao € inica. Note
-1
que T pode também ser representada como T = (CID o T) (FoY),Y L F, onde Y ¢é

.. .. , d . o
uma varidvel aleatoria continua e = denota igualdade em distribuicao.
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B. A distribuicao de Birnbaum-Saunders generalizada A distribuigao BS (4.49)
pode ser generalizada, se consideramos a fun¢ao As : D — R definida, em D = (0, c0),

por
5
t é
<) _(10)]’ "17/)75>07
p t
no lugar de A definida em (4.48]). A fungao As é uma fungao continua inversivel e Borel

mensuravel. Dizemos que uma variavel aleatéria T segue uma distribuicao generalizada
BSG com pardmetros (k, p,d), denotada T' ~ GBS(k, p, §), se sua f.d.p. é dada por

e ORGR H ORION
= g(As(1)) A5(t), t>0.

Esta generalizacao da distribuicao BS foi proposta por Diaz-Garcia and Dominguez-

A5 (t) = i

2.0 T

faps(z)

0.5 T

0.0 1

Figura 4.2: A f.d.p. da distribuicio de Birnbaum-Saunders Generalizada com cer-
tos parametros.

Molina [DGDMO06]. A distribuicdo BSG tem propriedades similares a distribuigao BS
ainda validas. Sendo p a mediana e o parametro de escala para a distribui¢ao, os
valores k e 0 sdo pardmetros de forma e se T' ~ BSG(k, p, d), a seguinte representacao
estocastica é valida

1/8

T:AgloZ:%p/é[/{Z+ (KZ)2+4} . Z~N(0,1).

Dado
AL = L) [1 + <p>45 42 (”)251 S O/

$2(1-6) t t $2(1-6)

segue que (A5 0T)?- (Lo T) > ¢, com ¢ == (§/kp’)? e £(t) = t*179) + > 0. Observe
também que E[¢ o T| < co. Logo, T satisfaz as condigoes (4.45)) e (4.46]).



C. A distribuig¢ao Sinh-Normal.

por

A(t) == —sinh

2
K

(
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Seja A : D — R uma fungao definida, em D = R,

t —
€

M), k,e>0epelR.

Note que A é uma funcao Borel mensuravel continua e inversivel. Dizemos que a va-
ridvel aleatéria 7' segue uma distribui¢ao Sinh-Normal (SHN) com parametros (s, p, €),
denotada 7'~ SHN(k, p, €), se sua f.d.p. é dada por

fsun(t) =

2

Kev 2T

exp

1 .
- sinh?
K

(

t

€

—

)

t—p
€

)

=o(A®M) A(t), teR,

onde k, i e € sao os parametros de forma, locagao e escala respectivamente. Se T ~
p=0and e=1 pw=0and k=1
o — =05
-- e=1
e=15
- €=22
——c=4
<
z z
5 7
< L
]
(=)
o “.\. \\\-
(=]
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [
—4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Figura 4.3: f.d.p da Sinh-Normal para alguns parametros.

SHN(k, p, €), com mais calculos podemos mostrar que

Z
T:A_loZ:u+earcsinh(2> , Z~N(0,1).

Como sabemos que arcsinh(z) = In(z++v22 4+ 1), x € R, e a desigualdade In(y) < y—1,
y > 0, obtemos [A™ o Z| < |u|+¢€|ln (C|Z| +1)| < |u|+C|Z|, onde C' é uma constante.
Com isso, notamos (A~ o Z)P, p > 0, é uma variavel aleatdria integravel.

Dado que
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temos (A'oT)?-({oT) > ¢, com ¢ == exp( )/( €)? e ((t) = exp (%t), t € R. Podemos
mostrar que fo A™' o Z < exp(2,u/e)(022 +1). Segue que
K5/2(1//{ )-‘-Kg/g(l/% )‘|
loT]=e ( ) [
ElfoT)=exp 201/2(1/#2)

existe, onde E[T] = p e K,(-) é uma funcdo de Bessel modificada de terceiro tipo. (ver
Gradshteyn [GR65, p. 907] ). Portanto SHN(k, p, €) satisfaz as condigoes (4.45)) e (4.46)).

Observagao 4.5.2 (A distribuigdo Log-Birnbaum-Saunders ). Rieck and Nedelman
|[RN91] provaram que se T ~ BS(k,p), logo Y =InT ~ SHN(k,u = Inp,e = 2). Neste
caso particular, a SHN distribuicdo € também cohecida como Log-Birnbaum-Saunders
distribuicao e € denotada por Log-BS(k,p). Se Y ~ Log-BS(k,p), temos a relagio
My (r) = Elexp(rY)] = E[T"], T ~ BS(k,p). Logo, momentos de qualquer ordem da
Log-BS distribuicao podem ser calculados através da BS distribuicao.

D. Uma distribuicao de Wald modificada. Seja A : D — R uma fungao definida,
em D = (0, 00), por

VAt — 1)
pt o
Note que A é uma funcao continua inversivel e Borel mensuravel. Dizemos que a variavel

aleatoria T' segue a distribuicao de Wald Modificada (WDM) com pardmetros (pu, A),
denotada X ~ WDM(u, \), se sua f.d.p. é dada por

A(t) = A 0. (4.51)

A At —p)?\ (t+p)
t) =1\ —= — . =o(A(t)) At t>0.
o) = | g2 o (<255 ) L (am) ),
A =1 p=15
7 =02 a — =018
=03 == A=05
- =05 A=2
- - =1 =7
w=1s o —= =17
BS ] B
o_| T |~ T —-—"l-'- O._l T T T T I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 1 2 3 4 5

Figura 4.4: f.d.p da Wald modificada para alguns valores dos parametros.

Podemos expressar a seguinte variavel aleatéria T~ MWD(u, \) da seguinte forma

_ 1 (272> 1| 2722 (p22?
T=A"'0Z== 2 — 4 Z ~N(0,1).
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Segue que T < pu(uZ? + /uA|Z| 4+ 1)/\. Entao, a varidvel aleatéria (A~' o Z)P, p > 0,
¢ integravel.

Além disso, [A’(1)]? = (\/(4p?t)) (1 + (u/1))* = N/ (4p?t), t > 0. Logo, (A’oT)?-(foT) >
¢, onde ¢ := \/(4u?) e £ = Idg+. Dado E[¢ o T] < oo, temos que T~ MWD (ju, \) satis-
faz as condigoes (4.45)) e (4.46]).

Observagao 4.5.3. Uma varidvel T seque a Wald distribugio (WD) com parametros
(1, A), denotado T ~ WD(u, \), se sua f.d.p. é dada por

fwn(t) = 27/;3 exp <_)\(2tuztu> ) = ¢(A(t)) A t>0,

onde i e A séo a média e o parametro de forma, respectivamente, e A é como em (4.51)).
A generalizag¢io desta distribuicio é conhecida como Sichel distribuicio [ChhS§)].

Para varidveis aleatérias mutuamente estatisticamente independentes Ty ~ WD(p, 1/p), Ty * ~
WD(1/p,1/p?), e Ty ~ Bernoulli(0.5), a sequinte relagio é vdlida (ver [Des86)): TyTy +

(1—T)Ts £ BS(p, p) = WD(p, p) .



Capitulo 5

Decaimento da correlacao com
campo aleatorio no reticulado
hexagonal

No artigo do 2018 Chatterjee [Chal8] publicou pela primeira vez um método quanti-
tativo, para estudar o decaimento de correlagoes, do tipo {(o,)& — (0,)g, com campo
gaussiano em probabilidade, com relagio a S em Z2. Ele obteve um decaimento logarit-
mico iterado m, com n sendo uma distancia de x a fronteira de S. Posteriormente,
no artigo de Ainzenman e Peled [APIS§], usando formas quantificadas dos métodos de
Aizenman e Wehr, apresentaram limitagoes superiores para as correlacdes do tipo po-
tencial n%, ainda considerando campos gaussianos. Embora eles acreditavam ser possivel
estender os seus métodos a outros campos. Também no estudo de decaimento de cor-
relacoes no modelo de Ising com campo aleatério temos o artigo de Camia, Jiang e
Newman [CJINIS]|, onde usam as técnicas dos aglomerados aleatérios e linha de Ker-
tész para obter cotas superiores, em termos de soma de exponenciais das distancias de
pontos pertencentes as fronteiras do volume finito que esta sendo analisado. Em Ding
e Xia [DX19] provam decaimento exponencial para correlagoes com campo gaussiano a
temperatura positiva em Z2.

Neste capitulo mostramos que a cota logaritmica iterada ainda permanece valida quando
mudamos a rede Z? pelo reticulado hexagonal e com um campo nao gaussiano. Este re-
sultado é o Teorema [5.1.1] As propriedades do modelo, com campo aleatério gaussiano,
podem néo se preservar, se mudamos o grafo, por exemplo, Z? por Z* (Os resultados
anteriores de Chatterjee, Aizenman e Peled [Chalg], [AP18] sao para Z?)

Deixamos para trabalhos futuros: Se é uma propriedade do RFIM ter decaimento expo-
nencial em todo grafo planar?. Em Z2 ja esta provado e neste capitulo provamos para o
grafo hexagonal. Faltaria por exemplo os grafos tipo arvores. Teriamos que fazer uma
analise para grafos amenables e grafos nao amenables.
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5.1 Descricao do modelo

Modelo de Ising na rede hexagonal

Sejam W = (W, E(W)) a rede plana, hexagonal regular, infinita e S = (.5, E(S)) uma
sub-rede hexagonal e finita de W. O espaco de configuracdes é dado por {—1,1}° e
a sua fronteira (externa) é definida por 05 = {x € W\ S : dw(S,x) = 1}, donde
dw é a distancia de grafos de y € S a x. No modelo, o campo aleatério é g = (gx)ses
(comumente chamado de desordem), onde cada g, é uma variavel aleatéria definida num
espago arbitrario.

A energia do sistema é dada por

H:S’Y,g(o—) = 020y — Z OzQy — Z OzVy, OE Qs, (51)
zy€eE(S) z€eS 26(5’, y?Si
WAZ,Y)=

onde xy sdo as arestas do conjunto E(S) e vy € I' := {—1,1}9 U {0}. O conjunto I é
chamado o conjunto das condigoes de fronteira.
A medida de Gibss finita é dada por pggg(o) = [Z%5,]7" exp (—B H;g(a)) . Para

uma funcdo f : {—1,1}° — R local definimos a esperanca com respeito 4 medida de

Gibbs como sendo
(Nipg= 2. flo)uspglo).

oe{-1,1}%

Apresentacao do campo nao gaussiano

Como ja mencionamos antes, trabalharemos com campos gaussianos nao aleatérios g =
(g2)zes similares aos campos dados no capitulo anterior, Segao .

Escolheremos campos da seguinte forma
Ge =he (A 0 &, —0)071, (5.2)

onde ¥ e 6 sdo a média e o desvio padrao de A~! o &,, respectivamente. Além disso, (&)
¢ uma desordem gaussiano i.i.d e (h;) é um campo externo nao nulo e nao uniforme tal
que |h,| < 1 para todo x.

A fungdo nao linear A : D C R — R ¢é diferenciavel, inversivel e Borel mensuravel;
o conjunto D é compacto. A’ denotard a sua primeira derivada e A~! a sua funcio
inversa. Chamemos de m; = min,ep |A'(x)| e My = sup,ep |A'(2)].

Observagao 5.1.1. A diferengca com o campo da Segao[4.5 é que aqui estamos consi-
derando D compacto e nao precisamos das condigoes (4.45)),(4.46) e os g, ’s sao inde-
pendentes e com distribui¢do ndo gaussiana com fungao de densidade dada por (4.47)).

O resultado principal deste capitulo é o seguinte teorema, no qual mostramos o decai-
mento de correlacoes quando estamos no reticulado hexagonal e com campo aleatorio
nao gaussiano, dado em (5.2)).

Teorema 5.1.1. Sejam S uma rede hexagonal finita e S seu conjunto de vértices. Con-
sideremos o RFIM em S com temperatura inversa € [0,00] e com campo aleatorio g
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dado por (5.2)). Tome qualquer x € S, n > 3, onde n é o mdzximo inteiro maior que a
distancia [*° de v a 0S. Entdao temos

, C
E o5 {3 ] < e
{il,]:YPKO- s — (03] VInInny

2n? J

Goos(x/6) - Observe que esta limitacio é

onde C' é uma constante universal, e ny = |
valida também para B = oo.

5.2 Desigualdades prévias

Primeiro estudaremos o decaimento de correlagoes de E[(04)§ 5, — (02)5,5,, Para a rede
S € W, que é criado como a rede hexagonal méaxima, cujos hexdgonos que a compoem
sao de lado 1, que podem ser colocados numa caixa A de longitude de lado n, da rede
Z? (cada aresta de Z? tem longitude de lado 1), com n > 3.

/\

Figura 5.1: Fxemplo ilustrativo da maior rede de hexdgonos S preenchendo a caiza

A

Observacao 5.2.1. Podemos escolher qualquer nimero positivo s para a longitude do
lado do hexdgono e s X n para o lado da caiza.

Seja B um subgrafo de S, que é a maxima rede hexagonal que é contida numa subcaixa de
A, com lado m, e m < n. O conjunto de vértices de B serda denotado por B. Definamos

M¥(B) =) (0a)spg, M (B)=3 (0a)55, ¢ F(0):=In(Z5z,),

r€B z€EB

onde F7(0) denota a energia livre do sistema.

Mudando o campo aleatério no conjunto de vértices B, isto é, substituindo o campo
gz por g, + 17, com r € R, e deixando o campo sem mudancas nos vértices fora de B
obtemos um novo sistema.
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Figura 5.2: Nos vértices de B mudamos g, por g, +r. A caiza menor é a caira
de lado m e a maior tem lado n.

A energia deste novo sistema serd denotada por F7(r).

Observemos as seguintes relagdes na rede hexagonal B. (por simplicidade omitiremos a
dependéncia das correlagoes em 3, g)

> E[{on)s — (ou)s] =E[MT - M7 = ;E[F+’(”(0) -0, (53)

z€eB

onde F7*)(0) é k-ésima derivada no ponto r = 0, v € I'. Assim
E[FFW(0) - F~W(0)]]| <O +T+67, (5.4)

Sendo ©% = |E[F™1(0) — R*]|, T := |RT — R~|, © = |E[F~1(0) — R7]| e RF =
(F=(r) = F=(0))/r.

Para cada uma das expressoes ©F, T, ©~, obtemos limitacoes usando andlises inspira-
das em Chatterjee [Chal8]. Primeiramente nas seguintes subsegoes, serd obtida uma
limitacao para T e posteriormente damos as limitacoes superiores para 7, O™,

5.3 Uma limitacao considerando as arestas que en-
lacam B com o exterior.

Mudemos o sistema uma vez mais. Deixemos com o campo g, + r todos os vértices de
B, mas desta vez tiramos as arestas que conectam B com S\ B.
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Figura 5.3: Nos vértices de B o campo é g, + r adicionalmente tem-se cortada
todas as arestas que conectam B com o exterior.

Denotemos por G7(r) a energia livre deste novo sistema. Observe que G7(r) serd a
soma de uma parte que depende dos vértices de B e r, e no de v, e de outra parte da
soma que depende dos vértices S\ B, mas que nao usa r, e que sim depende de 7. Com
isso temos a seguinte identidade

G'(r) =G"(0)+T(r),

onde T'(r) é uma quantidade que depende s6 de 7 e nao de 7. Isto é valido para todas
as condigoes de fronteira 7, em especial para + e —.

Consequentemente, temos
1 ) = G (r) = FT(0) + GHO)| | [F7(r) = G7(r) = F7(0) + G7(0)]

Proposicao 5.3.1. Considerando a definicao de energia livre, para a condigdo de fron-
teira v, com Hy e Hy sendo os hamiltonianos de FY(r) e G7(r), respectivamente, a
desiqualdade abaizo é satisfeita

ane_BHl(”) — ane_ﬁHQ(”) < f max |Hy(0) — Hy(0)] . (5.5)

Demonstragao. A prova é baseada em Medeiros [Med17, Lema 1.22.]. J& que,

7 —BH1(0) ,—BH2(0)
In (—1> =In Z ¢ ¢
Z2 o e_BH2(0) Z2

—In Y AU Ha(e)

o

=In <€—B(H1—H2)>#2

ln e(*ﬁ(HlfH2)>#2

—f max|H,(0) — Ha(0)],

VoWV
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onde os subindices 1,2 fazem referéncia ao fato que as expressoes trabalham com os
hamiltonianos de H; e Hy, respectivamente. E invertendo a ordem obtemos

Z
In <Z1) # max |H(0) — Hy(0)|.
Assim, concluimos (5.5]). O

Limitaremos a diferenca de hamiltonianos. Como na diferenca de H; e Hy 86
fica as arestas que enlacam B com os hexagonos de fora, temos que limitar o niimero de
arestas por lado, da caixa de lado m que contém a B. Seja ¢y esse nimero. Entao

qO<Lng.

Logo, o nimero de arestas ¢ limitado por Cm, onde C' é uma constante.

2N < BCm. (5.6)

T <4Bq < 45L%J <

5.4 Uma limitacao considerando a forma da rede
hexagonal.

A limitacio de ©F, ©~ serd dada no Lema [5.4.5] Para conseguir isto usaremos a
integracao de varidveis aleatérias por partes (ver Secao [4.3.1)) e outros resultados.

5.4.1 Resultados para limitar ©*

Seja X = (X1,...,X,) centrado e gaussiano, X' = e "X + V1 —e 2 X' e X' =
et X +vV1—e2X" comt > 0e X', X" duas copias independentes X. Usando a

integracao por partes gaussiana temos

Lema 5.4.1. Se f € C;°(R™), a sequinte igualdade € vdlida

d

SEFXOA(XT)] = —2¢7 QtZ(slk [O.f (X1 O f(X 1) (5.7)

l,k=1

A derivada pode entrar na esperanca ja que f € C;°, posteriormente fazemos a deri-
vacgao para fungoes de multiplas variaveis e depois usamos a integracao por partes da
Proposicao . A prova completa estd em Chatterjee [Cha09al, pag. 16].

O seguinte resultado serd usado frequentemente para obter a prova do Lema [5.4.5

Teorema 5.4.1. Se g = (g1,...,9n) € um vetor gaussiano padrao, i.e., as g, sao inde-
pendentes com distribuicao N(0,1) e f € C°(R™) € uma funcio de g, entao

o f
2 -
Varlf Z 3 E(aghn_agl).

l17 SlE=1
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Demonstracao. Usamos duas cépias independentes de g. Logo criamos vetores alea-
térios apropriados gt == e g+ V1 —e g egl =elg+ 1 —e2tg” parat > 0.
Aplicamos f a um destes dois vetores aleatérios, respectivamente, e posteriormente cal-
culamos a esperanga. Assim E[f(g")f(g™")] = £(¢). Em seguida mudamos a varidvel
nesta forma n(u) = £(t(u)), onde t(u) := —(Inwu)/2 e u € (0, 1]. Depois disso, notamos
que n(u) é uma fungao absolutamente monétona (ver [Eel08] ). Com a ajuda das pro-
priedades deste tipo de fungdes podemos deduzir o Teorema [5.4.1} Para mais detalhes
ver Chatterjee [Cha09al. O

A seguir, obtemos uma extensao para campos gaussianos nao identicamente distribuidos.
A prova és similar a anterior, mas na literatura é muito pouco frequente encontrar uma
prova para campos nao identicamente distribuidos.

Lema 5.4.2. Seja g = (¢1,...,9n) um vetor aleatdrio, onde os g, sao independentes,
com distribuicio N(0,v?), com cada v, finito, e f € C°(R™). Logo

Vi ii > ﬁ ) i - (5.8)
=, W \ogy 09, ) |

Demonstragdo. Dado g, definimos duas cépias independentes g’ e g”. Com isso
criamos as duas variaveis gt == e7lg + /1 —e2lg e g7t == e7lg + /1 — e 2g”, para
t > 0. Seja &(t) = E[f(g") f(g™")], derivemos fazendo uso do Lema (5.4.1)

d

€)= S BIf(g) (&™) = —2 7 Y Elo (&) auf (g )

J& que os processos g;’s sao independentes e centrados, isso resulta em cov(g;, g;) sendo
Osel#kevisel=k.

Vamos fazer uma mudanca de varidveis com o objetivo de tirar o termo 2e 2!, Definimos
n(u) = &(t(u)), onde t(u) = —1 In(u) e u € (0,1]. Se derivamos 7 em u temos

(1) = =5, 00) = 3PS 0f )
e se derivamos duas vezes
l ZZ X Uh% E0,0. (g u)) allal2f<g7t(U))]'
Assim, temos para a k-ésima derivada
0™ () = El: 1o B0, -0, /(&™) 1 -0y £l ™). (5.9)

l r=1

Agora notamos que as esperangas na férmula (5.9)) sdo positivas; por exemplo

E[0.f(g") 0.f(g™")] = E[E*[0.f (g") g,

jad que g=! e g' condicionadas a g sdao independentes e como sdo identicamente distri-
buidas as esperancas condicionais se tornam as mesmas.

t
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Estendemos a definigdo de n para 0. Para isso definimos 7(0) = E[0,f(g') 0,f(g")] =
E2[0,f(g')]. Com isso, temos 1 sendo continua em todo o intervalo [0,1] e como é
C> para (0,1) e todas a suas derivadas sdo positivas, esta fungao é absolutamente
mondtona. Das propriedades das fungoes absolutamente mondtonas (ver Feller [Fel08])
segue que podemos escrever como uma série n(u) == 352, pru”. Logo, podemos observar
que n(1) == Y22, pr. Derivando até a k-ésima derivada e logo tomamos limite para 0.
Obtemos o seguinte

(k) n ok
e L D N | XGOS

—0
“ Uy ly=17=1

E com isso podemos obter Var[f] = E[f?] — E2[f], j& que n(1) = E[f?] e n(0) = E?[f].
com isso obtemos ([5.8]).

4

Entre os teoremas que usaremos, temos a desigualdade de Poincaré gaussiana.
Teorema 5.4.2 (Desigualdade de Poincaré §; Sejam f € C3°(R™) e ¢ = (C1, Coy- -+, Cn)

um vetor de varidveis aleatorias (; independentes, com distribuicao N(0,1). Entao

Varlf] < B[V 7P = E[Z (gg)] . (5.10)

A prova deste teorema pode ser encontrada em Chatterjee e Ledoux [Chal4], [Led01]
p. 49]. Nestes textos a prova usa semigrupos, enquanto em [BLM13] temos uma versao
da desigualdade de Poincaré para variaveis aleatdrias (sem a necessidade de ser gaus-
sianas) com valores em [0, 1] e fungdes convexas em alguma coordenada. Além disso,
neste mesmo texto temos uma prova para a desigualdade de Poincaré gaussiana sem a
necessidade de usar semigrupos.

Agora definamos

8kFi
pi(xl,...,xk)::El ]

06, ... 0&,,

Aqui, F7" = F7(0) denota a energia livre do sistema (logaritmo da fungao de parti¢do).
O lema seguinte apresenta uma limitagdo para uma somatéria que aparecera com muita
frequéncia.

Lema 5.4.3. Para p* definido como antes, a sequinte limitacio por cima é vdlida

> 1
S 2 (e m))? < BGS|.
k=1"""

L1, ES

Demonstracao.

Do Teorema [5.4.2} temos

Var[F] < < B%ColS|, (5.11)

(452

€S z
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ja que hy, (0,) <1, onde A/, = ai (tz). Como A esté definida num compacto temos
que possui minimo e maximo i.e. m; < A, < M;. Entao Cp = m. 0
Observemos que a derivada F*(r) com respeito a r é
8F+ OF™(r) OF*(r) 0&,, OFT(r) A,
_BZ Z@ :Zﬁg o :Z 5 hil
1‘1€B $1€B gxl $1€B Tl gl‘l Tl 1
Logo a k-ésima derivada é
oW F+(r) AL\ OWFE(r)

FH®) () = = 3 H( )M. (5.12)

Também podemos enunciar o seguinte lema para a rede hexagonal S com conjunto finito
de vértices S.

Lema 5.4.4. Seja F*(r) a energia do sistema modificado. Logo para todo r > 0,

E[F*(r)] = E[F*(0)] + ki %E[F*’(k)(o)] . (5.13)

-lem

Demonstragao. Aplicamos a esperanca & expansiao de Taylor de F*(r)
- (r —u)* X
E[F*(r)] = E[F*(0)] + Z I+ [ S B[P w)]du
7j=1

A expressao acima serd valida se garantimos que o termo residuo vai para zero quando
k — o0, ou seja, se

(o Vk—1
lim (r —u)

Jm |y BE Y w)ldu = 0. (5.14)

Usamos a convergéncia da seguinte série para mostrar o limite anterior.

[o@) r . k’
Z/o (Zk _u)1>‘ E[F* (k \du\ F+ ( )]|du. (5.15)
k=1 !
Denotemos
k o+

Para mostrar a convergéncia da ultima somatoéria em (5.15)) é suficiente mostrar que a
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seguinte soma é limitada:

i
o) k,,rk—l ’A |

gkz_:l k! ZeSl—l_[l(|hl| )|,0:(:L‘1,...,JZ/€)|
= x1,...,x,ES 1=

0o [ popk1 ko (w1, a)]
<> (= Mgs') =
kgl ( \/H ) (901 Zfr;k€5< " ) \/H |51

.....

1 2
g2 g ¢ (o ot e, )
- u ’ ) )

k=1 \z1,..., rLES

N|=

< C(r, 8, qs) (Zk' >

1y, TR ES

(qu(m, SR 71’7’6))2) )

onde |A} | < M, , Py = Mqu, e qu = max com U C S el ||s sendo a norma do

Ih K
supremo em R%. C(r, S, qs) ¢ a raiz do valor no qual converge a somatoria da primeira
raiz da ante-penultima linha. Sabemos que converge pelo critério de d’Alambert. Na se-
gunda raiz da ante-peniiltima linha usamos que (X7, |a;])* < m? (72, 7). Utilizando
o Lema [5.4.3| segue

I(u) < C(r, S, gs) 9’;1|S|1/2. (5.17)

Com esta limitacao voltamos a (|5.15)) e obtemos

Z/ ru)t E[F+H®) (4 )]|du</orl(u) < C(T,S,qs)eil|5|1/zr (5.18)

E com isso temos garantido a validade de ([5.14) e (5.13]). O

Agora mostraremos como escolher a rede hexagonal B que permitird limitar ©* e ©~ de
. Para isto, definimos m; := (Inn,)!, paral > 1 e my = 0. Para cada zy,...,7, € S

e qualquer k definimos d(z1,...,zx) =  nax ||zs — x¢||0o - Onde || - ||oo é a norma do

supremo em R2. Para cada [ > 1 seja

a ::ZH | > (pT(iv,. .o ig)? 4+ p (iny .. i)?).

Logo, pelo Lema temos

oo 2
;al < 2(0i1)2 15]. (5.19)

Note que, o nimero de vértices S é menor que 6 vezes o nimero de hexagonos n; =
|2n? /6 cos(m/6) |, onde || denota o inteiro menor igual a .
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Observacao 5.4.1. Podemos fazer a andlise também para a rede quadrada ou trian-
gular, ja que sao poligonos requlares com o0s quais podemos cobrir o plano. Para isso

tomamos )
2n
n=|———m-—|, p=3,4
Lo COS(?T/p)J

Logo, fizermos L = W, p = 6 limitamos (5.19)) por

a; < 2pBing . (5.20)

hE

=1

Seja A o menor inteiro para o qual é verdade que my > ¢/n;. Pela desigualdade ([5.20)),
existe [tal que 1 <l < Ae

< 2p52 L T,

a; %

In
< 8pB°Lny ——2

= 3. 21
A Inn; ’ n >3 (5:21)

Fixado [, seja m o maior inteiro que é estritamente menor que m;. Observe que m > 1,
pois my = 1.

Dado a rede hexagonal S, com conjuntos de vértices S, que estd contido numa caixa
quadrada A de lado n (cada vértice de A estd em Z?), obtemos uma subcaixa Ag, de
lado [n/m]m. Seja Sy uma rede hexagonal, com Sy C S, contidos numa subcaixa Ay.
Assim, o nimero de vértices dos hexagonos fora a sub-rede Sy é limitada por

|S'\ So| < p {# de hexagonos entre Sy e S }

2 2 m)2
< m n (LmJ )
< an < Lﬂm,\
= cos(zlr/p) = cos(m/p)
< Wné/n_llnnl (5.22)

Por outro lado, notamos que my_1 < ¢/ny < my < ¢/n; Inny <myq.

Agora particionamos Ag em m x m sub-quadrados. Cada m-sub quadrado contém uma
sub-rede hexagonal B , cujos conjuntos de vértices denotaremos por B. Denotaremos
por C a colecao de todos os B que estao contidos nos subquadrados de longitude m
gerados de particionar Ay em m X m.

Note que o ntmero de sub-redes hexagonais B contidas em C é igual a |n/m]?*(>
n?/(4m?)). Seja

P(B) ::g:lkl! > (pT(z1,. . )+ p (21, ... 2)?).

z1,.... 2k EB
d(x1,.58) <my_q

Podemos obter uma limitagao superior para a sua média usando ((5.20)):

— 1 1 & 2p3%L 2
n

BeC =1
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Definamos também

Q(B) = P > (pT (21, ... 20)? +p (21, 2)?).

Usando ((5.21)) e que I < A, definimos e limitamos a sua média por

m? Inlnn,
E Q(B < 32pF%L
|C| \ \ b "Mz

BeC

5.24
In nq ( )

A seguir, definimos K := (Inn)"/'? ¢ D como um subconjunto de C cujos elementos

satisfazem a seguinte condigdo: B € D se e s6 se P(B) < K?P e Q(B) < K*Q.

Usando a desigualdade de Markov,

S P(B) =2 ‘}i (5.25)

BeC

c\D| < 2|P(B) > K*P| < =

O seguinte Lema apresenta a limitacao procurada para ©%, ©~ de (5.4)). Podemos fazer
isso através de considerar r cuidadosamente escolhido.

. . . . _ /ilong
Lema 5.4.5. Seja D, m, K, F*(r) definidos acima. ParaB € D fixado e r = >/ 1BIFE

Temos

E[F(r)] — E[F" »vVInInng

m \4/ In ny .

[E[F0(0)] - 0)]\ < CAVLPsK

Onde C' é uma constante. O mesmo € vdlido para F~.

Demonstragao. Usando o Lema [5.13) m < m; e da propriedade (5.12), segues que

00 7,lc—l L 7,lc—l
> o EEFPO <Y o Y H( )Ipr 1y Ty
k=2 k=2 ' zy,.a,eBl=1
00 Tk_l A;U
\ZT Z H(hl) ‘p+(x17 7xk)‘
k=2 T1,...,xEB =1
my_1 <d(x1,...,xx) <my
[e's) 7,k;—l k A/
k=1 21,..,2k€B  1=1 !

Vamos limitar a primeira somatéria. Como B € D temos que |B| (niimero de vértices

em B) fica limitado por mej O nimero de formas de escolher x1,xs,... 2, € B
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é |B|* que fica limitado por <prc05(7r/p)J)k' Assim,
00 kal k A/z
T Z H(Tl) ‘p+(l‘1,...,l’k)‘
k=2 : T1,..,CLEB =1 l

my_1 <d(z1,...,zk) <my

> 1 k 1
<SAUBERE Y |t
k=2 \/H z1,....kx,EB ’B|§\/H‘

my_1 <d(x1,...,xx) <My

0 Tgk_2|B|kP123k e 1
< (2, ...

k=2 z1,..,TLEB
mi_1 <d(x1,...,xx) <my

< \[BIPs P17\ JQ(B) < \/|BIPs (lnm)* K\/Q
8v/2p »VInInn,
= cos(ﬂ/p)BPB\/—Km ong

Acima Pp é como em (|5.17)). Para obter a tltima limitagéo nos passos anteriores usamos
Cauchy-Schwartz, e que |B| < 22— = h“n"l , /11 < V2.

cos(m/p)’

Agora, iremos limitar a segunda soma . Se [ = 1 nao tem sentido. Se [ > 1
o nimero de formas de escolher xy,zs,...,x, € B tal que d(zy,xs,...,25) < my_4
fica limitado por |B| x A*~!, porque h4 |B]| formas de escolhe z; e para zo,...,x; hd
N*~1 maneiras de escolher esses elementos. Onde N ¢é o ntimero de vértices que ficam
limitados numa caixa de lado m;_;. Logo

00 kal

T, TG e

T1,..,LLEB
d(z1,e ) <my_q

<i rk— 1|B|2N Pk Z lpT(z1, ..., 28]
h k=2 \/H r1,....t,E€B |B’% N%\/ﬁ

k=2

00 7”2]“723 2623 k71P2k >~ 1
SN popitlLE LAy i SER e
k=2 : k=2 """ z1,..,CLEB
d(x1,..5m8) <My

< V2r €| B|P% e *IBIPE i\ P
8 2
< L\/ZPBBK m?(Inn,)7 'y/Inlnn,
cos (m/p)

V8p _ V8P JEpBK m? \/lnlnnl
costaf) o

//\

2
cos(r/7)

<2e4Blee= . O

Innq

A dltima desigualdade segue do uso de Cauchy-Schwarz, de

N <

2ml_1
cos(r/p)
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Temos até agora obtido limitacoes superiores para O, 0~ ¢ Y. Com isso em mente,
mostraremos o seguinte lema para redes hexagonais contidas em caixas quadradas.

Lema 5.4.6. Seja S a maxima rede hexagonal, cujos hexdgonos componentes tem lado
1, contida numa caiza A de lado n, para algum n > 3. Consideremos a RFIM em S
com temperatura inversa B € (0,00). Logo existe x € S tal que

C

E[(wag_ - <Ux>§] < m7

onde ny == | 20 )J e C é uma constante apropriada.

6 cos(m/6

Demonstragdo. Vamos comegar por limitar a seguinte expressdo, sendo B, r, F7(r)
e G7(r) definidos como nos lemas anteriores

E[F+(0)]  E[G(r) — G°(0)] |

B Br
< ; |E[F+’(1)(O)] _EF +(T>T— F*(O)]‘
L1 ‘E[FW) — F*(0)] E[G°(r) — G°(0)]
5 r r

Da desigualdade (5.6) e do Lema ((5.4.5)), a tltima expressao acima fica limitada por

,vInlnn, N CPp\/|B|lm - Cm?Pg (VL + 1)
vInn, Vinlnn, VInlnn, '

A desigualdade anterior é valida para valores muito grandes de n,. Para valores de ny
menores pode ser compensada por tomar uma constante adequada.

CVLPsK m

(5.27)

Observe que FHM(0) = 85 ,c5{0,)4. Considerando S; a unido de todos os conjuntos
de vértices B tais que B € D. Seja

o — IPIE[GY(r) - G°(0)]

Como |D| < |C| = |Z5] < 25, —2—— < n? < 2n? e de (5.27) obtemos

1 Cni Py (WL +1

Agora, de e (5.25)) segue que
IS\ S1| < |S\So|+|{x € B: BeC\ D}

4 3 C
< P gy ¢ O
cos(m/p)

(Inny)s  (Inng)s

Y
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Para uma constante C' adequada. Assim, temos

E[X te3] — e[ <[B[ 3 (oals][ +[E[ 3 ()] ~ @]

zes z€S\S1 €S
Cny Pg (VL +1) . _Cm N Cny Pg (WL +1)
vInlnny = (lnnl)% vInlnng
= vInlnng

que, como antes, é valida para n; grande. Fazendo o mesmo para (0,)g e com ® definido
como antes, temos a desigualdade. Logo, existe um z € S que minimiza E[(0,)%—{(0,)5].
Logo,

<[S\ S|+

El(0.)4 — (02)5) < [E[ ¥ (0.3 — (0)5)]| < 2 %+ 0}

z€eS

e como ny < |S]| segue o resultado desejado.
U

Finalmente podemos provar o Teorema que é valido para uma rede hexagonal
finita S, ndo necessariamente a rede maxima contida num quadrado.

Prova do Teorema [5.1.1

Seja A um quadrado de lado n, onde n é o minimo inteiro maior que a distancia [*° de
x a 0S. Consideremos também uma sub-rede de S, de tamanho maximo com respeito
a A, cujo conjunto de vértices é denotado por S’ C S, com x € 5’.

Notemos que x pode ser qualquer ponto, desde que escolhamos adequadamente S’.
Também pelo lema anterior temos

E [(02)% — {oa)s| < C/yInlnny, (5.28)

onde C' é uma constante adequada. Pelas desigualdades FFKG temos (0,)¢ < (0,)& e
(0a)s 2 (02)g Assim, {0a)g = (0a)g 2 (02)§ — (0u)s 2 0, como (02)5 < (o)} <

(0,)&, para todo v, segue
[(o2)g — (02)§ | < <‘7m>j€r —(04)s-

Com isso, obtemos

) C
E [sup|{0,)L — {0V || € ———.
’Y,’YI')|< a:>S < J»‘>S| = m
Quando 8 = 0 entao (0,)% = 1, para todo 7. No caso f = oo o deduzimos via limite,
pois, a cota superior nao depende de £ e ja que (0,)% com S finito é uma fun¢ao continua
em f3. O
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Capitulo 6

Decaimento para a correlacao
truncada com campo nao uniforme

Quando procuramos por decaimento de correlagoes truncadas no modelo de Ising, ob-
temos a seguinte informacao:

Para o caso em que temos campo nulo h = 0. Temos os trabalhos de Aizenman, Barsky,
Fernandez, Duminil-Copin e Tassion [ABF87], [DCT16] onde determinam decaimento
exponencial para altas temperaturas. Também, usando métodos de expansdao em aglo-
merados em Braga, Lima e O’Carroll [BLO9S8] consegue-se o decaimento da correlagao
truncada. Em Aizenman, Duminil-Copin e Sidoravicius [ADCS15] os autores mostram
que no ponto critico nao é possivel ter decaimento de correlagoes truncadas.

Quando o campo é constante é possivel deduzir decaimento exponencial da correlacao
truncada usando os resultados de Lee e Yang [LY52], também ha novos artigos falando
sobre o assunto, mas com métodos como correntes aleatorias, como os de Ott e Velenik
[Ott18],[OV19]. No artigo, os autores Duminil-Copin, Goswami e Raoufi [DCGRIS]
deixaram estabelecido o decaimento exponencial para a correlagao truncada para qual-
quer dimensao, com campo nulo ou constante, a tinica excecao € no ponto critico da
temperatura.

Quando o campo é aleatério temos o artigo de von Dreifus, Klein e Perez [VDKP95],
onde nao sé6 estuda fungoes de dois pontos senao de varios, e consegue mostrar decai-
mento exponencial, para campos i.i.d.

O caso em que campo nao é uniforme deterministico h = (h,) encontramos poucos
trabalhos na literatura, sobre o decaimento das correlacdes truncadas. Se intentamos
abordar o estudo do problema com o método de correntes aleatorias como é usado em
[DCGR1S], para o caso quando o campo é constante teriamos que conseguir explicita-
mente a dependéncia do campo nas somatorias das correntes.

Neste capitulo, para o estudo do decaimento usamos o técnica de expansao em poli-
meros. Fazendo uma prolongagao da técnica que usa Velenik, no livro [EV17], quando
demonstra o decaimento da correlacao truncada para campo nulo. O resultado principal
¢ o Teorema [6.4.1], que mostra decaimento exponencial da correlagao truncada, quando
temos campo nao uniforme para 3 grande.
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Uma pergunta que fica para estudos posteriores é se a correlagdo truncada tem decai-
mento exponencial, quando o grafo é outro diferente a Z.

6.1 Preliminares: expansao em polimeros

O método de expansao em aglomerados data da época de 1927, com Ursell. Depois
progrediu com Mayer em 1937 [May37, [Pfi91]. Em [HPRIS§| usam termo expansao em
aglomerados, para referir-se a expansao da funcao de particdo em séries de poténcias
como em . Fazer expansao em aglomerados ¢ uma das técnicas mais usadas para

estudar decaimento de correlagdes em baixa temperatura, como podemos ver em Braga,
Lima e O’carroll [BLO9S].

A expansdo em polimeros foi desenvolvida pela primeira vez em Kunz [Kun78]. Os
polimeros podem ser chamados de contornos ou animais do reticulado ( lattice ani-
mals ver Procacci [Pro05]), quando vém da expansdo a baixas e altas temperaturas
respectivamente.

Esta segao estd baseada nos seguintes livros e artigos Friedli, Velenik e Procacci [FV17,
Pro99, [FP07].

Sejam um conjunto finito P e v € P. Consideramos uma fungdo chamada peso ou
atividade £(7), podendo ser real ou complexa. Definimos, também, uma funcao ¢ :
P x P — R que nos permitira ter informacgoes das interagdes entre 7’s, isto ¢é

d(v,7) =0, paratodo vy € P, (6.1)
16(7,7)] <1, para todo v, 7' € P. (6.2)

Esta fungao é simétrica, ou seja, d(v,7') = §(7/, 7). Dentro deste contexto chamaremos
~v € P de polimero.

Em seguida, definimos o grafo completoE] G, = (V,,E,),onde V,, :={1,2,--- | n}.

Trabalharemos com os subgrafos do grafo G,,. Para isso definimos

C(v, ) =6(v.7) -1,
que implica

I 6= > 1] <o) = > TI ¢Ouyy)-

{i,j}€En ECEn {i,j}eE GCGn {i,j}eCG

A notacao do tultimo somatorio acima vem do fato de que cada subconjunto de arestas
E C E, pode ser colocado em correspondéncia injetiva com os subgrafos G = (V,,, E)
de G,. A notagao {i,j} € G significa que {i,j} pertence a E (conjunto das arestas do
grafo G = (V,, F)).

1'Um grafo completo é o grafo que possui uma aresta unindo dois vértices distintos quaisquer.
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Agora, para (71,72, ,Yn) € PVl definimos a funcdo de Ursell da seguinte forma
1, sen =1,
vy =3 5 2 I C(ny), sen =2 (6.3)

- Eonr e
A interagao de polimeros ¢ satisfaz a condi¢ao 0 < [6(7,7)| < 1, 7,7 € P. A seguir
trabalhamos com a interagao tomando os valores de {0, 1} (Interacao Hard core).

Se 0(7,7") = 0 dizemos que 7y e 7' sdo incompativeis. Se §(y,7') = 1 os chamamos de
compativeis.

Por outro lado, a cole¢ao {v1,72,, -, } serd dita decomponivel se esta pode ser
dividida em dois conjuntos disjuntos e nao vazios tal que se tomamos dois elementos
arbitrarios, um de cada conjunto a interacao entre eles seja 1, isto é, se esses dois
elementos sao compativeis.

A colecao K = {v1,7%,, -+ ,Vn} serd chamada de aglomerado. Note que K é um
multiconjuntd?]

A segunda expansao de Mayer [May37, [EV17] é dada por

n

IHHSﬂ,h_ZZ ZQO Y1, 7V2, >’Yn>H€(7i)' (6.4)

nzl 7 =1
Dado o aglomerado K = {31, 2, - -+ , 3} definimos

1

Ws(K) = I > I <o) ITed. (©5)

|
~EP ng(7)! GCGh {ij}EG
con

Observacao 6.1.1.
e O fator nk(vy) denota o nimero de vezes que o polimero v aparece em K.

e Na equacao acima o primeiro produtorio é avaliado em todos os polimeros v € P
e ndo somente nos polimeros que pertencem a K.

Entéao de (6.5)) e (6.4) temos que

InZfs, = 3 Uan(K), (6.6)
K

A seguir, apresentamos a deducao de (6.6). Como

1n~35,h—zz Z Z H C(%>%)H€()

nzl 7 Tn ! GCG’n {i,j}€G

2Um multiconjunto é um conjunto onde elementos repetidos sdo levados em conta por exemplo
{2,2,2,7} seria um multiconjunto distinto de {2, 7}.
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Fazemos

A= > 1l cm,leg()

GCGn {i,j}€G
podemos observar o seguinte

SY-TaA=T g

n>1 M K HveF nK(’Y)!

A,

onde a expressao Y i ¢ a soma sobre todos os aglomerados. Na expressao do lado direito
segue de agrupar adequadamente os somatorios do lado direito, para cada tamanho n
do aglomerado.

6.2 Convergéncia da expansao

Ao fazer a expansao em aglomerados temos que garantir a convergéncia das séries gera-
das. Ha opc¢oes de critérios de convergéncia como sao os de Kotecky-Preiss, de Dobrushin
e de Fernandez-Procacci. O artigo [FP07] faz a comparagao destes trés critérios.

Continuamos a enunciar o critério de Kotecky-Preiss, seguindo o texto de Yvan Velenik
[EV1T).

Teorema 6.2.1. Suponha que |P| < oo, |6(7,7')| < 1, para todo v, v € P e que existe
a:P — RT tal que para cada v, € P,

D €MDy 1)l < alra). (6.7)

yEP

Entao, isso implica, para todo v, € P, que

n

1+ n) - Z|w%,---,%)IHS(%K@“W. (6.8)

n=2 Y2 =2

Da condigao segue a convergéncia da seguinte soma

n

ZZ Z|90 Vi, >7n)’H€(%)<OO- (69)

n>1 7 i=1

Como foi feito em |[FV17], podemos retirar a condigdo |P| < oo e substituir por

Yep [€(7)]e™) < oo para conseguir .

6.3 Expansao a baixas temperaturas

6.3.1 Expansao em baixas temperaturas

Nesta subsecao comegaremos considerando a expansao em baixas temperaturas. Para
este fim primeiro analisemos o hamiltoniano.
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Seja o € Qf e

Hsp(o Z Jogoy — thax— Z Jog .

zycE(S) z€S ”zngZé
xe 7y

Definimos o conjunto £ como o conjunto de todas as arestas E(S), juntamente com
todas as arestas que unem S a sua fronteira 0S. Também neste conjunto se y € 95,
entdo escrevemos o, = 1. Onde 05 = {y € S : |z — y|| = 1 para alguns = € S}.

Figura 6.1: Representacio do conjunto Eg.

Logo, obtemos

Hgp(o Z Joyo, — thax

Ty€€s zeS

Seja zy uma aresta no Z? e denote por zy* uma plaqueta dual. Isso é a tinico lado
(d — 1)-dimensional que corta cada aresta pela metade. Denotemos por

I'(o) = {zy"|oyo, = —1},
o conjunto I'(¢) C R? é uma superficie.

Chamamos as componentes conexas de I' de contornos e escreveremos v; € I'. Os
contornos tém a propriedade de serem fechados, de longitude finita ou infinitas. (ver
[Bov06l, pag 63], [Vel97, cap 2],[EV1T], [Pro05])

Para poder trabalhar com contornos. Somamos nas parcelas do hamiltoniano mais e
menos um, da seguinte maneira.

Hgp(o)=— > J(o,0y—141) =Y hy(o, —1+1)
zy€€yg €S
=—JE| =D he— > J(owoy —1) = > hy(o, —
z€S zy€ls zes
Se 0,0, = 1 algumas partes da expressao acima ficam anuladas. Quando 0,0, = —1

gera contornos (polimeros ~,) e no interior deles os spins tomam o valor de —1.

o)l IT(o)]
Hgp(o) = —J|Es| = > hy +2J Z el +2 >0 > hy
zes k=1 €Yk

= —JIE| =D ha +2|1§ [J|vk|+ Zh}

€S TEVE
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! 1 1 1
! L] 1 1
]

H [Py Y S MR - F=— !
] L] [] ] ' H
 — ——o !
H H H : ' i
Bl H : l—----- :

— : 91— —o |
1 1
1 1 [y 1
D Pl
® —————o ——0
S L S -
: : ' '
o9 —eo——¢ )
ceebedeadead |0 [
1 1 1 ]
I el e o oo
1 1 1 [ ]
1 1 1 | ]

Figura 6.2: Considerando condicao de fronteira +, as linhas pontilhadas represen-
tam os contornos, os pontos azuis sdo quando os spins tomam —1 e
0s pontos vermelhos quando valem +1.

Onde I'(¢) é o conjunto de contornos associados a configuracao o e v é o conjunto dos
vértices de Z? que ficam rodeados pelo contorno . Aqui, |y| denota o nimero de
lados do contorno 7 em d = 2. Denotemos por

Assim, para o € Qg o hamiltoniano é dado por

IT(o)
HSJL(O') = —J|55| + Z hm + 2 Z [J”}/k| - Z hz] .

z€S k=1 TEVE

A fungao partigao é descrita como

(o)
ZEgn= > o8 Hsn(o) =019 Y II €t (6.10)
oet et k=1
S S

onde Cpsp(S) = exp{JB|Es| + B %:S hi)} e &(v) = exp{—28J || — 28 ; hy}.
x TEVE
Se retiramos a configuracao sem contornos, temos a seguinte expressao

(o)

Zgon=Csn(S) |1+ > I &(w)

O'EQS k=1
o#l

Usando argumentos de expansao em polimeros (ver [Pro05, [F'V17, [Pfi91l Vel97], na tese
de Velenik pode-se encontrar informagao sobre configuragao e contorno) obtemos

1 n
Z$gn = Con(S) |1+ > IT&0m)
L R N |
s*—compativeis

A medida de Gibbs, para o € &, é dada por
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—1 -1

IT'(o)] IT'()]
M;,B,h(a) — ¢ B Hsn(o) Z e~ B Hsn(o) — H () Z H ()
oeQt k=1 oet k=1

e as fungoes de correlacdo de um sitio, sao descritas por

+ —B Hsn(o) | 7+ -t E;B’h(ﬁ)
<0-a:>57,3,h = Z Oz € 7 |:ZS, ,h} = T =T )

O'eﬂ; ‘_‘Szﬁ7h
~ (o) ‘ _ .
onde ZZ 5, (A) = Yocat0a 11 £(r), sendo A um subconjunto finito de S e Z 5, =
k) 2 k:l b bl
IT(o)]

Zaeﬂg kl;ll g(ryk) :

Podemos descrever o spin de z em termos dos contornos que o rodeiam, da seguinte
maneira

S 1, ()]
O'x = (—1)’Y€F(°) : El] = H (_1)11[161] = H (—1)1[I€7] .
~vel' (o) k=1

Usando a ultima identidade acima na expansao da correlacao podemos obter

IT'(o)]
+ __ g&ds k=
<O—$>S,ﬁ,h - IT(0)| ’
> I &Ow)
ceQg k=1

onde &, () = (—l)n[zel’f] exp{—28J || — 26@%; hyt.

Com um procedimento andlogo ao utilizado acima, obtemos a expansao da correlacao
de um subconjunto finito A C S, como sendo

IT'(o)]

> I &almw)
L oenf k=L

(oa)s,om = T !

> I &0w)

UEQ'g k=1
> 2 ey > liaey)
considerando o4 = (—1)*€47€r() e Ealye) = (1) E(Vk)-

6.4 Decaimento da correlacao truncada

Pode-se deixar a expansao da correlacao simplesmente em termos de contornos, sem
falar de configuragoes, ja que temos uma equivaléncia entre um conjunto de contornos
e uma configuracdo (como se ve na tese de Velenik [Vel97, Lem. 2.1.2] ). De agora
em diante, escreveremos ['g para denotar o conjunto de todos os contornos surgidos de
configuragoes e o definimos como I's == {y € T'(0) : o € Q&}. Logo podemos escrever
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a soma com respeito as configuragoes como somas com respeito aos contornos que sao
admissiveis para essas configuracoes, assim.

2= 2

ot I'cl's
7 Admi.
Desse modo a correlacao fica
E5sn(4)
(0A)ssm = S:[ih ; (6.11)
—S.,6,h

sendo agora

Eg,ﬁ,h(A): Z H §aly) e EJsr,ﬁ,h: Z H £(7)- (6.12)

I'cl's ~erl I'cl’'s ~el
Admi. Admi.

Como ja vimos em 1' e no Teorema a expansao em aglomerados de In Eg 8
é convergente para > ¢ (ver Lema [6.4.1) e disso deduzimos a convergéncia de

InE3 5.4 (A), j& que [€a(y)] = [£(7)], para todo .

Logo, podemos expressar
<UA>§B7,1 = exp{ln E;fﬂ’h(A) —In E;,@,h}' (6.13)

De [FV17, pag 228] ou de temos que

InZE,,(A) = Y VG (K) e mEi,,= > Usn(K), (6.14)
K:KcS K:KcCS
onde K = U 7, e K é um aglomerado. Aqui, K é um multiconjunto de polimeros
n=1"_

chamados, neste casso de contornos.

Note que, a diferenga de logaritmos em ([6.13)) ou usando as equivaléncias (6.14) a

diferenca de somatorios, fica como

(A)San = eXp{ > q’?,h(K)} = eXp{ > q’?,h(K)} :

K:KcS K~A:KCS

Acima temos escrito @4, (K) = 0§, (K) — Ug,(K). A expressao X ~ A representa
os aglomerados X que tem ao menos um contorno tal que seu interior tem pontos do
conjunto A. Existem muitos aglomerados que tém contornos dos quais seus interiores
nao intersetam o conjunto A.

E conhecido que no modelo de Ising com campo externo nulo a baixas temperaturas (/3
grande) as particulas comecam a se agrupar segundo seu sinal. Assim, podemos criar
os contornos de cada grupo. A funcao de correlacao de dois pontos <azay>§ﬁ70, nessas
condigoes, nao decai, como se mostra em [FV17, pag 242], mas a fungdo de correlacao

truncada (045 0y)5 5.0 = (020y) § 50 — (02) dp0 (04) 5 50 ST
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Para comegar o estudo da correlacao truncada por expansao em polimeros sera necessa-
rio que esta expansao seja convergente. Para isso vamos usar o Teorema Assim,

temos que garantir a condi¢ao .

A seguir, apresentamos lemas necessarios para satisfazer (6.7), considerando que o
campo h nao ¢ uniforme. Nos seguintes lemas denotaremos p = 0, se h, > 0 para
todo z € S ou p = ing h,, caso contrério.

Te

Lema 6.4.1. Para d > 2, sup|h | < oo, P=Tg, €0 peso &() definido em (6.10).
Entao, existe a fungdo a : 77 —> R+ tal que (-) é satisfeito, para B > € (B, J,d, p,|S]).

Demonstracao. Como os polimeros sao admissiveis, satisfazem a seguinte condicao
di(yi,y2) =inf{lli —j|| : i €y, j€p}t>1

Seja §(v1,72) = 1, se di(7,72) > 1 e 0 caso contrario. ((y1,72) = 0(11,7%2) — 1 e
[y ={jeZ: d1(7 j) <1}

Observe agora que ((7,7.) = —1 se, e somente se v N [y.] # 0.

Para cada v, € P, veja que

STEMN €D ()= Y ()] e

YEP vEP
N[y 17£0
< =11 ma 3 161
[ yEP
73j
Se definimos a(7.) = |[7«|| € mostramos que
max > ey (6.15)
g€l YEP
73]
teremos concluido a prova.
Note que || < [[v]] < (2d+1)[7] e
~28J]y|-283 hs
max Y [£(y)]e”) = max Z e 1 Dl
g€l YEP 'yGP
pEY] 37

d—1
—4BdJ|y|" @ +(2d+1)|v|-28  he
< max Y e :
J€M1 ep

137

Na desigualdade acima, usamos a desigualdade isoperimétrica 2d|1|0%1 < |v|, para
d> 2.

Separando o conjunto S = SpUSy; com Sp={z € S :h, >20eSy={re€S:h,<
0}, da mesma forma temos v = v, U+, . Consideremos Py, = m1€n$ hyep:= 1r€1fs h.
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Se Sy # 0 (caso contrario procedemos analogamente aos argumentos expostos abaixo
com p = 0)

d-1
—4BdJ | +(2d+1) Y| =D ha=26py |7,

maxZ\f () \max de ip
i€l ep “1ep
13j 35

a1
_ a _
< max 3 e Wl T +2d1-260)]

JEMY+] 'YEP
37

Seja j. € [7«] o elemento no qual somatério do lado direito da desigualdade acima
atinge seu maximo. Entao escrevemos

max Z 1€y ) < Z 6—4,8dJ|v| +(2d+1-28p)|
7€M ~eP YEP
¥2J RENE
5] ;
Z 6—4ﬁdJk d +(2d+1-28p)k Z 1.
YEP: ¥ ]«
Iv|=k

Sabe-se que [{y € P: v 3 4., || = k}| < (2d)**. Segue que

S|
max Z ’5 a(y) < 26—46(1] kdd +(2d+1—28 p+21n(2d) )k
JE[Y+1 o =
"/9.7
Se fazemos “
n(y, B, J.d,p) => e 4yd J KT 1(2d 412y p+21n(2d) )
9
k=1
e

¢o = €o(B, J.d, p,|S]) = inf{y : n(y, 8, J.d, p,|S]) < 1}.
Entao para 5 > ¢ temos ([6.15)), e assim temos que a condigao ([6.7]) é satisfeita. O

Para enunciar o seguinte lema vamos modificar um pouco £ e com isso, os valores 7 e
€0 seriam modificados e os enunciamos como:

S|
(y /8 Jd ,0 Ze 2dek T +(2d+1 2y p+21n(2d) )k
k=1
Lema 6.4.2. Para d > 2, suIS) |he| <00, B> € e&*(y) =exp{—Jp|y| — 208 %:vhx} é
z€ ey

0 peso que usamos para Vg p(K). Entio temos

> 1Wsa(K) < L. (6.16)

K:K>v
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Demonstracao. Usando a defini¢ao 1) de de W, segue que

Yo 1sn(E) = > |11 K('Y)! ST ¢hiy) TIEGn)

K:K>v K:K>v "€P GCGn {i,j}eG i=1
n=1l 71 72 i=1
Y13v 767’
<Y ndy Y- Zs@%%---,%)l—[é(%)
n>1 Y1 y2 =1
Y13v
Zf’)’l Z Z Z‘P%ﬁz,'”,%)nf(%)
n>2 72 =2
“/1911
<M £(yp)el Ml
Y13

< nl(yvﬁajvdap) < 1

Acima usamos a desigualdade do Teorema e um procedimento similar ao
usado para obter a desigualdade (/6.15). O

No seguinte teorema mostraremos o decaimento exponencial da funcao de correlacao
truncada em baixas temperaturas. O modelo tem campo nao uniforme.

Teorema 6.4.1. Sejam d > 2, sup |h,| < 0o, e > €. Existe C > 0 tal que

x€Zd
(04 0y>§’h < C e Pll—vll
onde || - || € a distancia usual da teoria de grafos.
Demonstracao. As funcgoes de correlacao podem ser expressadas da seguinte forma

<az->§5,h—exp{ 3 @éﬁi(K)}, <o-j>;,g,h—exp{ 3 @;{MK)} (6.17)

K~{i} K~{j}

(00 bpn = exp{ S @éﬁz‘}(m} (6.18)

K~{ij}
Notamos que a uniao das seguintes classes disjuntas
B; ={K : K ~ {i} mas ndo K ~ {j}},
B ={K : K ~ {j} mas nao K ~ {i}},
eB,; ={K:K~{i}eK~{j}}
é justamente o aglomerado K ~ {i,j}.

Observe que

S oK) =0+ Y olh(K)+ Y elh(K)= Y @lh(K) (6.19)

K~{i,j} KeB; KEB, K~{i}
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S ool k)= S oYl (K)+0+ S oK)= 3 oYl (k).  (6.20)
K~{ij} KcB; KeB; j K~{j}

Logo, somando e subtraindo as quantidades ([6.19)) e ([6.20]) acima no expoente de (6.18)),
e usando ([6.17)), segue que

(03035 = (0 Ean (05 5m exp{ > (@ (k) — @l (K) - <1>{{'2;<K>>)}.

Uma vez que [€4(7)| = |€(7)| temos ]q){”}(K)| < 2|Ug p(K)|. Assim

<Uz‘0j>§,,3,h < <0i>§,3,h <O-j>:5t,,8,h exXp {6 Z |\I'B,h(K)|} : (6.21)
Kr~{i,j}
A seguir, procedemos a limitar o seguinte somatoério
> [Wsn(K)]. (6.22)
K~{i,j}

Como os K € B, ; satisfazem que |K| > || — i||. Com isso

Yoo Usn(E) = Y [Wsa(K)= DY Y [Vsa(K

K~{ij} K:K>v R2|j—ill K:K>v
[K > )5—ill |[K|=R
< Y, RV |Usa(K) < Y, RE (6.23)
Relj-il Ko R {7l
|K|*R

e~ I8 Ili—i Z I — i+ n) de—JBn _ =, e JB il

Em (6.23]) usamos que

> Wea(K) < X [WpnlE)| < e Y0 U (K[ < e

[(7:?3’0 ISFE’U K:K>v
|K|=R |[K|=R

n

Para limitar a tltima somatéria, notamos que |K| < 3 |v,| e com isso
r=1

> [Wan(E)ePHN < ST W a(K)] < 1,
K:K>v K:K>v
onde ¥’ obtém-se de usar como peso £* e logo usamos o Lema para limitar por
um.

A correlagao truncada fica, usando (6.21]) e a limitagao da somatoria (6.22), como

. 6Cp e~ li—l
(os;0y) 5 <€ —1.

No caso em que ||j — i|| seja suficientemente grande, sempre é possivel encontrar uma

=87 lli—il — B
constante C'1, tal que e5¢0 ¢ —1 < C; e P/li=ill ¢ nos outros casos escolhemos outra

constante adequada Cs. Entao considerando C' o maximo dessas, constantes segue que
(04 0y>§,h < C e PNl
O
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6.5 Cotas superiores para as correlacoes com campo
nao uniforme

6.5.1 Expansao em altas temperaturas da correlagao campo
nao uniforme

Para encontrar o decaimento da funcao de correlacdo de um e dois sitios, usaremos a
expansao em altas temperaturas (ver Velenik [Vel97, [FV17]). Como estamos interessa-
dos em trabalhar com campo nao uniforme iremos adicionar um vértice g que nao esta
em Z%, que chamaremos de vértice fantasma. Este método ¢ muito usado no estudo de
correntes aleatérias [ADCSI15, [DCT6l [DCT16].

Seja w € QF, entdo o hamiltoniano é como segue

—Hgp(o) = Z Jozo, + Z h,o, + Z o yOu

ry€E(S) z€S lz—yll=1

z€S, y¢S
= Z Jogoy + Z h,o, ,

zy€e€s €S
onde E(S) = {{z,y} 12,y € S, [l —y|| = 1}.

Definimos & = {{z,y} : {o conjunto de z,y} NS # 0, ||z — y|]| = 1}, note que a
diferenga entre FE(S) e £g estd em que Es inclui as arestas que enlagam S com sua
fronteira e F(.S) nao (ver figura (6.1 que é o gréfico de &s).

Considerando um vértice fantasma g ¢ Z¢, definimos o seguinte conjunto de arestas
£(S) ={{x, g} : x € S}, e 0, =1 o spin de g, a constante de acoplamento J,, = Jy, =
h,. Assim, o somatorio dos campos é descrito por

Zhﬁax: Z J2g020g.

zes zg€g(S)
Vamos trabalhar para h, > 0, para todo z € Z<.

Logo, o hamiltoniano reduz-se a

—Hsp(o) = > Joyou0y,
zy€e&(S9)
onde £(59) ={e:e € Eoue € S)}. Com isso J,, = J para todo zy € &g, ou hy,
na aresta que conecta x ao sitio fantasma g.

Estamos prontos para fazer a expansao em altas temperaturas da funcao de particao.

Temos
B Z Joyoeoy

I D |

Qsgg 0€Qgg a:yeé‘(Sg)
Agora, a tultima exponencial da igualdade acima pode ser expressada em termos do seno
e da tangente hiperbdlica da seguinte maneira.

Z;r,/ih = > II cosh(BJsy) (1+ 0.0, tanh(BJ,,))

0€Qgg xyc&(S99)

= H cosh(5Jy ) Z H (14 0,0, tanh(5J,,)) -

zy€e€(S9) 0€Qgg xyc&(S9)
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Para continuar enunciamos a seguinte observacao, cuja prova a pode ser encontrada em

[FV17).

Observagao 6.5.1. Para um conjunto finito, nao vazio C, temos

[T+ f(e)=> 11 flo) (6.24)

ceC ccCceC

No caso C =0, definiremos o produto como 1.

Demonstragido. Provaremos por indugao, sobre a cardinalidade de C. Para |C;| =1
temos a igualdade (6.24). Suponha que a também seja verdade para |C,| = n, logo

[Ta+fe)= > II flo)

ceCyp, CCCy ceC

Seja Cp4+1 de cardinalidade n + 1, tome d € C,41 \ C,,. Para mostrar a indugao temos
que garantir que a igualdade (6.24]) é valida para C,,1. Assim

[I A+ f(e) =0+ f(d) [T+ f(e)

c€Cnt1 ceCyp
~ 0+ 5@) X T176)
CcCp ceC
=> o+ > IT 7
CcCr ceC CU{d}CCp41 ceCU{d}
= > 1l
CCCny1 ceC

g

O produto dos (1 + 0,0, tanh(5J,,)) pode ser escrito em termos de somas de subcon-
juntos de £(S5Y), usando o lema anterior. Logo

Zisn=[I cosh(Bey) >, D [[ owoytanh(8J,,).

xye&(S9) 0€Qsg ECE(S9) zyeE

Nesta parte é importante notar que os subconjuntos £ C £(SY), ndo necessariamente
sdao conexos e independentes das configuragoes o € 0&,. Ordenando termos

Zisn=[] cosh(BJry) >, 1] tanh(BJay) D> ][] 0woy.

2y€E(S9) ECE(S9) xzyekE 0€Qgg ayeE

Observe que

H 020y = Ha @B) o 00 = Han{”}

zyeE €S zeS

onde I(z,E) = |{y € S9: {x,y} € E}|, para x € S7. Acima ndo consideramos o, ja
que neste caso sempre tem valor de 1. Com isso,

Zion= 11 cosh(8ey) >[I tanh(8.,) > J[oi™". (6.25)

xy€c&(S9) ECE(S9) zyekl 0€Qgg €S
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Da mesma forma temos

(00)¢snZisn= 11 cosh(Bloy) DY ]I tanh(8ey) > [ o= I(z,E)+1 1 )’

xye&(S9) ECE(S9) wyekl 0€Qgg z€S
(6 26)
(z,E)+1y;, )

zye&(99) ECS(SH) zyck O'EQSQ z€eS
(6.27)

Podemos simplificar ainda mais a tltima parte das ultimas igualdades acima. Para isso
definimos O'F = {x € S : I(z, E) é impar }. Observe que g ¢ 0'E, embora I(g, F)
pode ser impar. Logo

> 11 ol @F) = 2'“9‘]1[3/15:@},

0€Qgg zES
ST G L@B) @) _ 2511 19 iy,
0€Qgg xES
Z H (@, E)+1g 53 (z) 2'5‘]1[3/E:{ij}]'
o0€Qgg w€S

Usando as identidades acima analisaremos as correlagdes de um e dois sitios com campo
magnético ndo uniforme, com a finalidade de estudar seu comportamento e saber se
possuem decaimento exponencial.

6.5.2 Limitacao da correlagao de um sitio com campo nao uni-
forme

No caso da esperanca de um sitio, com campo nulo, temos decaimento exponencial para
altas temperaturas como podemos ver em Friedli e Velenik [FV1T7, pag 118]. No caso
em que o modelo apresente campo, procedemos da seguinte maneira.

<Ji>§,ﬁ,h = Z H tanh(ﬁny)ﬂa’E={i}(E) Z H tanh(ﬁny)]la/E:{@}(E)]

ECE(S9) zyelE ECE(S9) xyek
(6.28)

Se B C £(59), denotamos por A(E) o conjunto de todas as arestas de £(S9) que nao
compartilham pontos finais com FE.
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Figura 6.3: O conjunto E de vermelho e A(FE) de azul.

Definimos, também, os seguintes conjuntos

G = {F:Ecé&(S89),0F = {i}},
Gl .= {F:E c &(SY), E conexo ,0'E = {i}} e
G ={E:FE cC&(S9), 9E =0}
Se E € G podemos decompor como E = AUB, onde B C A(E), B€ G’ e Ac Gli}

A igualdade ([6.28]) fica escrita como
-1
(0)dsn= D, > I[ tanh(BJ,,) [Z 11 tanh(Bny)] :
Aegll BeGY:BCA(E) wzycAUB BeG? zyeB

Uma vez que

-1

S () [z [T ()| <1
BeGY:BCA(E) zyB BeGY xyeB
segue que
(o)dsn< > Il tanh(8Jy,). (6.29)

Acgll ryeA

Separamos o conjunto G{} em dois subconjuntos disjuntos Giﬁl’g e Giﬁlvw, que estao

definidos da seguinte maneira

Gl = {F e Gl . pelo menos uma aresta do tipo {z, g} pertence a E},

con,g * con

G .= {E e G} . nenhuma aresta do tipo {z, g} pertence a E}.

con,w con

Logo, (6.29) ¢é reescrito como
<ai)§ﬁ,h < Z H tanh(5J,,) + Z H tanh(5.J,,). (6.30)

: A - A
AeGly, , e AeGld, ., e
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No que segue, limitaremos os dois somatérios de ((6.30]). Para isso usaremos o seguinte
lema de grafos, cuja prova pode ser encontrada em Friedli e Velenik [FV17, pag 117].

Lema 6.5.1. Seja G um grafo conero com A arestas. Se iniciamos de um vértice
arbitrario do G, existe um caminho em G que percorre cada aresta de G exatamente
duas vezes.

O segundo somatério de ¢ considerando sobre todos os conjuntos de arestas que
nao usam nenhuma aresta que conecte com o vértice fantasma e que tem ¢ como Unico
vértice ao qual chegam um numero impar de arestas. O seguinte lema fornece uma cota
superior para esse somatorio.

Lema 6.5.2. Parad > 1, 4d*J3 < 1/4 e G{8, , definido como acima, temos que
> ] tanh(B8J.y) < Ce~em®

AeGLh,., TvEA
onde ¢ = c¢(p,J,d) >0 e C=C(B,J,d) >0 en(i) = min{|li — 2| : z € S}.

Demonstragido. Como A € G{} ' nao usamos nenhuma aresta do tipo {x, g}.

con,w

Pelo lema do aperto de maos temos que Y. cza I[z, A] = 2|A|. Observe que sé estamos
considerando Z? e nao (Z%)7 j4 que ndo estamos trabalhando com o sitio fantasma ou
com nenhuma aresta que conecte com ele. Logo, pelo lema do aperto de maos segue
que deve existir outro termo impar além de I[i, A] j& que a soma total é par. Dado
que para x # i; I[x, A] é par para todo = € S, entdao x, tal que I[x, A] seja impar,
deve pertencer a S complementar. Portanto, se |A| = k temos que k > n(i), onde
n(i) == min{||i — z|| : z € S°}.

e}

> ] tanh(BJ,y) < 4(@])’“ > (6.31)

AeGl, e h=n() AeG
|Al=k

Em seguida limitaremos a seguinte soma

oL
AEGL

|Al=k
A soma acima indica o numero de grafos induzidos pelo conjunto de arestas A de
longitude k. Segundo o Lema este niimero é menor que o numero de todos os
caminhos que percorrem duas vezes cada aresta. Note que o tltimo niimero é menor que
(2d)?*, devido as 2d opcdes possiveis por cada aresta do grafo A. Mas como consideramos
o caminho anterior fazemos isso 2k vezes. Logo, segue que

> I tanh(8Jy) < > (4d?BJ)* (6.32)
AGG({;Z;L,w Ty€A k=n(i)

2 n()
_ (g0 _

_ —cn(i)
< Toaagy =00 (6.33)
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onde C =1/(1 —4d*BJ) e c = —In(4d*BJ). O

Observe que quando S — Z4, n(i) — oo.
Também podemos encontrar uma limitagao similar para o primeiro somatério de ((6.30)).

Lema 6.5.3. Para d > 1, h tal que h, > 0, para todo x € Z¢, pg := sup{h,} < oo,
zeS
4d2BT < 1/4 e Gcong definido como antes, entao

Z H tanh(5J,,) < I

i A
Aecly, , wve

Onde I toma os valores dados na tabela[6.1], de acordo a suas respetivas condigoes.

- | Condigao
3 (1+V5)ps/2 < J < 1/4(4d*B)
2 V3J < ps <1/4(4dB)
0,123 J = ps < 1/4(4d%pB)

Tabela 6.1: Valores de I com suas respetivas condicées para a correlacdo de um
sitio.

Demonstragio. Se A € G} > €ntao A pode ter diversos tamanhos. Pode ser 1, ou
seja comecgando de i atingimos o sitio fantasma imediatamente ou pode ser 2, iniciando
do mesmo ponto avangamos uma aresta e logo imediatamente pegamos a aresta que nos
conecta ao sitio fantasma. Assim sucessivamente, percebemos que A vai atingir uma
longitude méxima, denotaremos por lyq., que satisfaz l,,,, < |E(S9)]. Assim,

lmaz

> I tanh(B8Jy) = > > I1 tanh(5J.y) (6.34)

AEGiéL,g a:yeA k=1 AEG&% g|A|7k xyEA

lmaz Tmaz )

= Z > > I tanh(8J,,), (6.35)

r=1 {i}  aycA
AeG
r impar | Af",: g

[n(A)|=r

onde n(A) ={bec A:b={x,g9},2 € S} e (k) <k com

T'maz (k) = { ;((:;; sle éék}(i)irgi?; e f(k)=3n+1,se3n<k<3(n+1),ne{0tUZ".
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Separando o produtério (6.35) e fazendo pg = sup,cg{Jug}, temos que

x T'maac

SO e < S S S GGy 630)

Aecli),, weA r2laecll,
’ T lmpar |A|:l€,

In(A)=r
lmaz Tmaa (k) 0s T
IS <J) YL (6.37)
k=1 >l Aecl,
r lmpar |A|:k’g

In(A)|=r
Nas relagoes acima usamos a desigualdade tanh(x) < x, para todo x > 0.

O conjunto de arestas A induz um grafo que liga ¢ ao g. Entdo o ntimero de grafos A
de tamanho k ¢ menor que (2d + 1)*, o qual indica que por cada aresta percorrida em
A contamos todas as possiveis opcdes que podemos andar no grafo (Z4)9. Como A tem

k arestas, temos o niimero acima. Além disso, podemos limitar (2d + 1)* por (2d)% .
Assim,
> 1< (2d)*
Aecll ,
| A=k
In(A)|=r
Por outro lado,
Fnas () , ronaa (K41
Ps) Jps ( (Ps) )
Ps\ o Jbs (y_ (s sed £ ps
; ( J (J2 — p2) J
r impar

e se J = pg, 0 somatorio acima é exatamente (7,4, (k) +1)/2.

Combinando a desigualdade acima com (/6.37)), quando J # pg,

Jps limaz ) p Tmaz (k)+1
5™ ] tanh(8J,) < m S (BAd) (1 - (j) )  (6.38)

A k=1
AeGly, , Ve

No caso que p pg < J e BJ4d?> < 1/4, onde ¢ = (1+/5)/2, a expressio do lado direito

de (6.38)) é no maximo

Jps BJAd® - Jps
(J2 = p%) (1 — BJ4d?) ~ 3(J? — p3)

< (6.39)

W =

No caso v/3J < pg, existem trés opcdes para limitar a expressio do lado direito de
(6.38]).

« Se V/3J < ps < 1/4(B4d?), entao

P& Bpsid® - P3 1
(pg — J?) (1 — Bpsdd?) ~ 3(pg —J?) 2

(6.40)

onde temos usado que 74 (k) +1 < k+ 1.
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e Se V3J < ps = 1/4(4d*B), entdo

2 l 2

pS mazx 1 pS 1
S <
(s = J?) (5 4% " 3(ps —J%) 2

Ja quando J = pg, (6.37)) temos

1 bpaz lmaz Jo 41
> I tanh(8Jy) < = Z(4d2ﬁj)k<rmaz <2 Z TEsTE (6.41)

Aecl),, wveA 23

pois 4d*5J < 1/4. Logo a expressio a direita de (6.41)) ¢ menor que

lmaz+l
1 1

2 / Y = ~ 0,123,
/ v Ln2 * (21n2)2]

Baseado nos dois lemas anteriores e no item ([6.30]), obtemos o seguinte resultado.
Proposigao 6.5.1. Para d > 1, h tal que h, > 0, para todo x € 72, ps = sup{h,} <
z€S

0o, 4d*BJ < 1/4, temos a sequinte cota
<UZ)55h I+ Cecn,

Onde os valores de 1,C, c sao dados pelos lemas e[6.5.3
Podemos retirar a condi¢ao de que todo h, > 0.
Proposigao 6.5.2. Para d > 1, ps := sup{h,} < oo, 4d*BJ < 1/4 temos a sequinte
limitacao e

(o) gn < T+ Ce e, (6.42)
onde os valores de I,C,c sao dados pelos lemas[6.5.2] e [6.5.3]

Isto é possivel, porque o primeiro somatorio de para um campo h que permite
zeros é menor que este mesmo somatorio s6 que considerando um outro campo que troca
todos os zeros de h por pg. Usando o Lema [6.5.3] para limitar este somatorio, segue
(6.42).

Exemplo 6.5.1. Se J =1, h tal que pga =1, d =2 e 3 < 1/43, entdo, pela Proposicio

[6-5-3, temos
(o) < 0,123, (6.43)

6.5.3 Limitacao da Correlacao de Dois Spins com Campo Va-
riavel
Conhecemos por [EV17, pag 119], que para altas temperaturas a correlagio de dois

spins com campo nulo satisfaz (0;0;)§ 50 < Cexp{—c||i — j||}. Mas quando o campo é
variavel ndo possuimos informacao.
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Usando a expansao ((6.27]), obtemos
-1

(0iop)son=> Il tanh(BL)lop—pj(E) | Y. Il tanh(8Jy) 1o p—(ey(E)

ECE(S9) zyeE EC&(S9) zyekE

Procedendo de forma similar ao que foi feito na Subsecao obtemos

(oioiyspn < > 11 tanh(BJyy), (6.44)

AGGE%} TzyeA

onde GIJ} .= {E: E C £(89), E conexo ,0'E = {i,j}}.

Como antes separamos o conjunto G/} em

Glidl . — {F € Gl . pelo menos uma aresta do tipo {z, g} pertence a F} e Gl —{Fe Gl

con,g con con,w

Observe que estes dois conjuntos sao disjuntos. Assim, (6.44)) pode ser escrita como

(0io)esn< >, ][ tanh(BJy)+ D[] tanh(BJay). (6.45)

Ay, wed aecyi), el

No estudo da correlagdo com campo variavel o seguinte lema é de grande utilidade.

Lema 6.5.4. Para d > 1, 4d*3J < 1/4 e GLi3} definido como acima, temos

con,w

S [ tanh(8Jy,) < Cecli=il,

aeciyl), wwed

onde C =C(d,,J) >0ec=c(d,B,J)>0.

Demonstracao. Como Gi})ﬂl}w so trabalha com arestas de E(S), temos J,, = J. De
modo que

S ] tnh(8h) = Y ] tanh(s)

aeclyl), e Aeclyl), wed

< 2 1Iss

Aeclydl), wveA
A 1ultima parte da desigualdade acima é igual a

lm(wc

> I sr= > B > 1,

Aealill, wveA k=lli—3| Aeciiil,
| A=k

onde I, € 0 maior tamanho que pode ter A e satisfaz que . < E(S). No que segue,
encontramos o valor do somatério
oL

Aeatiil,
|A|=k
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Para isso, definimos W), := {4 € G{2, : |A] = k} e my, = [W,|. Uma vez que pelo
Lema [6.5.1, o nimero de grafos de longitude k é menor igual ao nimero de caminhos
que percorrem 2 vezes cada aresta desse grafo e este niimero por sua vez, é menor que
percorrer em cada dire¢do que permite a dimensao 2d um nimero de vezes igual a 2k.
Ou seja

> 1=my < (2d)%.

Aeclyil,
|Al=k
Assim,
E(S)
> I tanh(8J,) < > (4d*BJ)*
AeGll), wved k=i~

1 — (4d2BJ)E©-lli-il+1
1— (4d2BJ)
1
1— (4d?BJ)

< (4d26J) [l

< (4d?BJ) lli=3ll

A ultima parte pode ser escrita como

1

42091 — C(d —e(d,8,7) llijl

onde C'(d, 3, J) = m >0ec(dB,J)=—1In4d*8J) > 0.

No que segue nos ocuparemos do outro somatorio.

Lema 6.5.5. Para d > 1, h tal que h, > 0, para todo x € 7¢, pg := sup{h,} < oo,
z€eS

4d?BJ < 1/4 e GIIY definido como antes, entdo

con,g

> I tanh(8J,,) <1,

y A
Aeglyl), wve

onde I toma os valores dados na tabela[0.3; de acordo a suas respetivas condigoes.

1 \ Condicao
1
12 V2ps < J < 1/4(4dp)
1
2 VI < ps < 1/A(4d5)
0,123

J = ps < 1/4(4d°p)

Tabela 6.2: Valores I e suas respetivas condicoes

Demonstragao. Continuando com o mesmo argumento separamos o A de acordo com
os distintos tamanhos que pode ter. Note que o menor tamanho que A pode ter é dois,
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pois s6 bastam as arestas {i,g} e {g,7} para enlagar i e j. Logo, voltamos a separar
os A de tamanho k, mas esta vez considerando quantas arestas do tipo {x, g} estao
contidas em A. Assim,

lmax

> I tanh(BJ) = > > [ tanh(B8Jyy)

i,j A k=2 5 A
AeGlill, wve AeGELT) e
IAI*/’€

lmazx Tma,z

Z Z Z tanh( 5J H tanh(5.J,y).

k=2 r=2, {i.3} xyen(A)
Achong yen
par |Al=k
In(A)|=r

onde n(A) denota o conjunto de todas as arestas do tipo {z, g} que pertencem a A.
O valor de 7,4, (k) dado |A| = k é dado por

Tmaz(K) =2(n+1) se3n+2<k<3n+4, n=0,1,2,---.
Uma vez que J,,, = h, se vy € n(A), e h, < pg, segue que

Imaxz Tmaz (k

> ] tanh(BJ.,) < Z S BDFTBe) > 1.

Aeclyl), wveA =2 e A‘Ejii}rj}g
In(A)|=r

O tltimo somatério consiste em contar todos os grafos induzidos por A tais que conectam
os vértices i e j. Este niimero é menor que o nimero de todas as possiveis opgoes para
cada aresta em A, neste caso (2d + 1)*, o qual podemos majorar por (2d)?*. Logo,

Ilmaz Tmagz (k) T
> T tanh(3,) < > adg)t Y (%) (6.46)

aeclyl), el h=2 par

liz 4d*JB)* ( (/}s)k> , se ps#J. (6.47)
S k=2

Lembrando que U4, < E(SY) |, max(k) < k e calculando os somatérios do lado direito
de (6.47]), de forma muito similar ao que foi feito no lema anterior, percebemos que estes
ficam limitadas por I, com suas respectivas condigoes dadas na Tabela [6.2] [l

Se juntarmos (6.45)) e os dois lemas anteriores podemos obter uma limitagao para a
funcao correlacao de dois sitios.

Proposicgao 6.5.3. Para d > 1, h tal que h, > 0, para todo x € 72, ps := sup{h,} <

zeSs
0o, 4d*BJ < 1/4, entio A
<0—i0_j>§,87h < I+ C€_CHZ—j”, (648)

onde I,C,c > 0 sdo dados pelos Lemas ((6.5.5) e (6.5.4).

De forma similar ao que foi feito na sec¢ao anterior, usando (6.45)) e o Lema temos
a seguinte proposicao, para campos h tal que alguns h, sejam iguais a zero.
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Proposigao 6.5.4. Para d > 1, pg := sup{h,} < oo, 4d*BJ < 1/4, entdo
z€S
<0i0j>:5"—,[5,h < I+ CB_C||i_j”./

onde I,C,c >0 sao dados pelos Lemas e6.5.4.

A prova desta proposicao segue um argumento similar ao usado na dedugao da Propo-
sigao [6.5.2]

Exemplo 6.5.2. Seja d =2, J =1, h somdvel tal que /1,2 < pgz e B < 1/(43pz2).

Como h € somdvel note que pzz < oco. Usando a Proposicio |6.5.4] seque que

1 o
<O-i0-j>§5,h < 5 + OG_CHZ_]“'



Apéndice A

Desigualdades GKS

A.1 Desigualdade GKS-1

Apresentaremos a prova da Desigualdade GKS-1, para condigoes de fronteira livre e
campo positivo (enunciada no Teorema , ou seja, (04)} gps = 0. Notar que o
denominador da esperanca é Z, > 0 é tranquilo, assim que s6 temos que provar que o
numerador é nao negativo, ou seja,

> oa(w) e PHAW) >,

wEN)

Com esta finalidade trabalhamos no fator de Boltzmann

o BHAW) _ H oBhiwi H eBJijwiw; (A1)
iEA {i,j}E(SA

e, como
eﬁjijwiwj _ i (BJijwiwj)n
= n!

Y
podemos ordenar os termos de forma a obter as seguintes igualdades

ePiavi%i = cosh(BJ;;) + senh(BJij)wiw;

= cosh(5J;;)(1 + tanh(B8J;; )wiw;). (A.2)
Agora, usando (A.2) em (A.1]) temos
6_5HA(W) = H €Bhiwi H COSh(ﬂJZ‘j)(l + tanh(ﬁ(]ij)wiwj), (AS)
1EA {i,7}€€A
logo,
> oa(w) e PHAW) — ST I[ e I cosh(BJij)(oa(w) + tanh(BJ;))wiw;oa(w)).
weNp weNp i€A {i,7}€€A

Agora, desenvolvendo o produtoério obtemos

[T ™ TI cosh(BJy)(0a(w) + tanh(By)witw;on(w)) = 3 cm P

€A {i,j}€€A
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onde C,, é um fator dado por um produto de termos que sao ora cosh(f.J;;), ora
senh(/5.J;;). Esses fatores sao nao-negativos pois cosh(z) e tanh(z) sdo ambos nao-
negativos para x > 0. Ja os fatores P,, sao da forma

Pm—wl : Zmneﬁhwl
1€EA

Com isto temos que
Z UA( ) —AHAW Z Zcm m — (Z Cm) ( Z Pm) .
QJGQA MEQA m m MEQA

Caso todos os n; sejam pares, temos imediatamente que

> Pp= Y [[eM >o.

WEQA OJEQA €A

Por outro lado, se n;,,...,n; ¢ a lista completa de todos os expoentes impares que
aparecem em F,,, entao temos que

_ . . Bhiw;
Pm—wjl...w]THe .
ieA
Somando sobre todas as configuragoes, obtemos

> Pu= > wy...w, ]] Phivi 11 ePhiwi,

wey wey 1€{j1,-5dr } i€A\{j1,....dr }

Como o segundo produtério que aparece acima é positivo e
ePhi — e7Phi = 2senh(Bh;) > 0,

segue que

> P, >0.

wENA

Assim, concluimos que

3 oa(w)e P >0,

wENA

A.2 Demonstracao de GKS-II

Nesta parte mostraremos que (040p)} sn = (0A) 500 (0B)% g.sn (que é a segunda
parte do Teorema . Faremos uma prova para o modelo em condigdes de fron-
teira livre. O método utilizado nesta prova serd o de duplicacao de varidveis, ou seja,
para cada sitio ¢ € A criamos uma nova variavel p; : Qy — {—1,1}, e definimos um
Hamiltoniano duplicado no volume A da seguinte forma

HO (0,0) 1= H(0) + H(u) = — Y2 i (005 + pugsy) = i (0 + ).

{i,j}€€A i€A
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Denotaremos por (-)(2) o valor esperado com respeito a medida de Gibbs definida pelo
o hamiltoniano H® (o, 11). Observe que

» ) [UA(Wl)UB(Wl) _UA(wl)“B(WQ)]e—B(H(o))(wl)—B(H(u))(wz)

OJ1€QA WQEQA

_ @) _
(0405 = 0apis) Ty e BH©@) @) -BHW)w2)

oJleﬂA WQEQA

S oa(w)op(wy)e PN S~ e=BUH () (ws)

_UJ1€QA szQA
o S e BHW)w2) S e=B(H(9))(w)

wQGQA W1€QA

Y pp(wy)e PHW@) S~ 5 (0 )e @) @)

_szQA w1 €0
S e BHW)w2) S e=B(H(0))(wr)

wa QN w1 €0

= (oaop) = (oB){04)
e, da mesma forma, temos as seguintes igualdades

(0a)® = (ua)® = (04),
<UAMB>(2) = (0a){1B),

(0a0p)? = (0a08) = (aps) = (paps)?.

Como o4 = [] 0y, temos
i€A

(2)
(ca0p — JA,uB>(2) = <H o; (H o; — H ul>> ) (A.4)
i€A i€B i€B

Considerando a seguinte mudanga de varidveis

(00— i) - (o + 144)
X; = 7 e YV, = 7 (A.5)

e reescrevendo as igualdades em (A.4) e (A.5]), ficamos com
(0408) = (oB)(0a) = (0405 — oapp)?

() ) 1)

Os termos com coeficiente negativo de [];c B(*X\gYi) sao cancelados com o termo de

[Lie B(X}Y ) e ao final resta um polinémio em X; e Y; com coeficientes nao negativos. A

demostracio serd concluida se mostrarmos que (X, Y5)® > 0, para quaisquer A, B C A,
onde X4 :=[];c4 X;. Para provar esta desigualdade primeiro observamos que

HY(o,p)=— Y Ji; (XX, +Y7Y)) = V2 h Vi,

{i,j}€€A i€A
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Z Z XA ((.4.)1, w2)YB (wl, WQ) e_ﬂ (H(o,m))(w1,w2)
<XAYB>(2) _ w1 EQ) w2EQN

> S e h (H(oyp))(wr,w2)

w1 €0 w2€N)

O denominador da esperanca é positivo, logo expandimos a exponencial do numerador
da esperanca com sua representacdo em séries de Taylor. Seguimos fatorando cada
termo com respeito a ¢ € A. Assim, s6 temos que garantir que

Z Z X" (Wi, wo) Y] (wr, w2)

w1€0p w2€N)

_ oi(wr) — pi(w2) \" [ oi(wr) + pi(w2) \"
RN G a0

para quaisquer inteiros m,n > 0. Se m e n sdo positivos, entao a soma € nula, devido aos
valores que assumem os spins ¢ e y. Se m ou n é zero, entao teremos somas em apenas
uma destas variaveis X; ou Y;. Se o exponente dessa variavel é par entao temos que a
soma € positiva, e se o exponente é impar, entdao a soma ¢ nula. Com isso terminamos
a prova.



Apéndice B
Quebra da Simetria da Réplica

Observacao B.0.1. Para f(x), g(x) fungoes reais, g(x) # 0 para todo x num entorno
de xg.

A notagio o-pequendl] estd definida assim
f(z) = o(g9(z)) quando x — x¢,

se, e so se, lim lim &) — 0. Para o caso infinito seria
T—x0 g(z) —

f(z) =o(g(x)) quando x — o,

se, e s0 se, lim hm %:O, isto €, Ve>O,EIR>O,‘v’x>R:>‘%

< €.
A notagio O-grande ¢é
f(z) = O(g(x)) quando v — xo,

se, e so se, existe C' > 0 tal que | f(z)| < Clg(x)|, para x em uma vizinhanga de xo. No
caso infinito, temos
f(z) = O(g(x)) quando x — oo,

se, e so se, existe C > 0 tal que |f( )| < C’\g( )|, para x suficientemente grande, ou

seja, 3C' > 0,dR > 0,Vx > R:>‘fg

Lema B.0.1. Para qualquer 3, h en,

'F, 1\
Z(E[%Q%QD <V2ACIV,,

C € da hipotese da limitacao da variancia de F,.

Demonstragao. Comecamos considerando G,, = F,, (5, h) —E[F,(3, h)] e um conjunto
U de todos os pares nao ordenados {z,y}. Para u € U definimos

, 2(53;—1)(52—1) se T # Y
tu ':{ (54—6€2+3) se xr =y. (B.1)

Hoi criada por Edmund Landau em 1909, no pequeno libro sobre a distribui¢io dos primos [Lan09].
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A expressao t, é escolhida assim para facilitar a aplicacdo da integracdo por partes
Gaussiana na expressao d, = E[t, G,].

Definimos T :== Y,y dy t,. Também notamos que para u, v’ € U temos as seguintes
esperancas E[t, t,,] = 0 e E[t?] = 1, pois as varidveis Y com distribui¢io N(0,2?)
possuem a propriedade E[Y?¥] = Ef,l;)k' v?* k € N (ver [0ks03, pag 17 ]). E com isto
notamos que

E[T? =Y d: =) E[d.t,G,] =E[T G,)]

0 < E[(T - Gy)*] = E[G;] — E[T7].
Mas E[G2] é uma variancia e conhecemos o Lema para limitar por cima.

S @2 < E[G2] = Var[F,] < C|V,.

Para obter o resultado procurado s6 temos que aplicar a integragdo Gaussiana por
partes para d, = E[t, G,]. Analisamos primeiro o caso u = {z, 2} usando varias vezes
a Proposicao [4.3.1

V24d, = V24E[t, G,] = E[(€; — 6 + 3)G,]
= E[é;l Gyl — 6E[§3¢ Gyl + 3E[ G,
= 3E[&; Gl + EI& G} ] — 6E[E; Gl + 3E[ G
= -E[& G + E[§ G
=E[6. G] = E[G}]
NF,
5 |

~ElFy] = x|

Agora, de forma similar para u = {z,y} com x # y temos

4
2d, = 2E[t, G :E[ O Fn ]

08 &1

Resumindo temos

1 8 F,
d :{ By sewty
u
Com isso o tultimo lema fica provado. O

B.1 Generalizacao da integracao Gaussiana por par-
tes

A prova do préximo resultado pode ser encontrado em Chen (2019) [Chel9, prop 6.1]

Proposicao B.1.1. Seja Y wuma varidvel aleatoria de wvalor real com média zero e
varidancia finita 0%, com o > 0. Para qualquer funcdo f : R — R com um derivada de
terceira ordem continua e limitada, temos

E(YF(Y)) =E(f'(V)) +7(f), (B.2)
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onde
0 =51 [0 ) - B [0 - 0w,

Y Y|
V[ - orwad < m [ @ ok de @3
0 0

Demonstracao. Usando o Teorema de Taylor,
YY) = Yf(0) + Y2f +Y/ u) du
+o? (f'(Y) L) =Y I'(0) + RY)).
onde R(Y) == —f"(Y)+ f(0) + Y £7(0).
Usando o Teorema Fundamental do Calculo e integracao por partes,
= /OY £(w) du+ Y £7(0) = — /OY(Y —u) f"(u) du. (B.4)

Dado que EY =0 e EY? = ¢2,
E(Y£(Y)) =E(f/(Y)) + E(Y /OY(Y — u) f" (u) du> +0?ER(Y).

Assim, usando (B.4]) conseguimos mostrar (B.2]). Por outro lado, (B.3) segue combi-

nando a igualdade [} (Y —u)f"(u)du = [y (f'(u) — f’(())) du com o Teorema do Valor
Médio. O

O proéximo resultado é novo e pode ser visto como uma generalizagdo de Proposicao
para o caso bivariada. Para simplificar a notagdo, vamos escrever 0; ; f a derivada
parcial da ordem 7 e j para a primeira e segunda componente respectivamente.

Proposicao B.1.2 (Uma integracao Gaussiana por partes generalizada). Seja X e Y

duas varidveis aleatérias reais independentes com média zero e varidncias finitas 0% e

o3 respectivamente, com ox, oy ambos positivos. Para qualquer fungio f : R? — R
com derivada de quinta ordem continua e limitada. Temos

(XYf(X Y)) = ooy (81,1f(X7 Y)) +7§(,Y(f) ) (B.5)

onde

Yy (f) —E<XY/ / —u) 021 f(u, v)dudv)

~ oo (/ / X — ) Dgaf(u, v)dudv)

—o§<az,E</0 (X — )1 f(u, 0) du+/ Y — 0)915f(0,v) dv).
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Além disso,

|XY/ / —u) Oa1 f(u,v) dudv (B.6)
\ |
<] [ [ min {2101l 1057 1} dude,

X
[ w0 a0 ol < [ min {21050l [0S} du, (B
0

Y Y]

/ (Y — v) 915 £(0,v) dv </ min {2192/l , 9131l v} do. (B.8)
0 0

Demonstragao. O Teorema de Taylor para funcoes multivariadas nos fornece,

XY f(X,Y) = XY f(0,0) + X2YD10f(0,0) + XY 28,1 £(0,0)

X3Y XY3

D20 £(0,0) + D02f(0,0) + X?Y29,,£(0,0)

7) 8073.]0(0, U) dU

+

+XY/ 7)830f(u 0)du+XY/
+ X2Y/0 (Y — ) D1af(0,v) dv + XY/O /0 (X — u) o f(u, v) dudo

+ 0'_%(0'}2/ <61’1f<X, Y) — 8171‘]6(0, O) — X@Zlf((), Y) — Y@lgf((), 0)

Y

_ /OX(X — ) Dyt f(u, 0) du — / (Y — v) 015£(0,v) dv + R(X, Y)) ,

0

onde
R(X,Y) = =011 f(X,Y)+011f(0,0) + X021 f(0,Y) + Y01 2£(0,0)

+/ — ) 51 f(u,0) du+/ Y —0)915f(0,v) dv

Organizando adequadamente e usando propriedades do Calculo Diferencial e Integral,
temos

R(X,Y) = /X(X W) (95,0f (0, Y) = 031 f (1, 0)) du

/ / —u) Os2f(u,v)dudv . (B.9)

Como X, Y sao varidveis aleatdrias independentes, EX = EY = 0 e EX? = 0%,
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EY? = ¢}, notamos que

E(XYf(X,Y)) =00} E(011f(X,Y)) + 0%0} ER(X,Y)
—|—IE<XY/ / —u) 021 f (u, v)dudv)
ai«r%E(/o (X —u) 031 f(u,0) du—I—/ —v)@l,gf((),v)dv>.

Entao, usando a prova de (B.5) segue. Por outro lado, os items (B.6), (B.7)

e (B.8) seguem combinando o Teorema do Valor Médio com cada uma das seguintes
identidades

/ / —u) Oa1 f(u, v)dudv—/ / O f(u,v) — d11f(0, U))dudv
/0 (X —u) 031 f(u,0) du:/o (3271f(u,0) —82,1f(0,0))du

/ (Y~ 0) 014 f(0,0) dv = / " (012£(0,0) — 912£(0,0))dv
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