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Resumo

O objetivo deste texto é apresentar, de forma didatica e autocontida, o Teorema
da Existéncia de Kolmogorov, a construcdo do Movimento Browniano e varias das
propriedades mais importantes de suas trajetérias, tais como continuidade, ndo dife-
renciabilidade em nenhum ponto e algumas das propriedades topologicas do conjunto
de zeros (quase certamente).

O texto comeca apresentando os conceitos basicos relacionados aos espagos produtos
e o-algebra produto. Introduzimos o processo de coordenadas em R” e o conceito de
distribuicoes finito-dimensionais de um processo estocéstico.

Duas versoes equivalentes do Teorema da Existéncia de Kolmogorov sdo demons-
tradas: uma versdo mais “concreta”, que constréi uma medida de probabilidade no
espaco produto de forma que o processo de coordenadas possua suas distribuigoes
finito-dimensionais prescritas por uma familia consistente de medidas de probabilidade.
Apresentamos também uma versdo “abstrata”, que garante a existéncia de algum pro-
cesso sobre um espago de probabilidade (possivelmente distinto do produto) com as
mesmas distribuigoes finito-dimensionais e mostramos detalhadamente a equivaléncia
entre esta duas versoes.

Aqui, como em vérias outras referéncias, a prova do Teorema da Existéncia de
Kolmogorov segue o seguinte roteiro. Primeiro, constréi-se uma pré-medida definida
na algebra dos cilindros finito-dimensionais. Em seguida, prova-se que essa pré-medida
é o-aditiva nessa algebra, utilizando a regularidade das medidas de Borel em espagos
métricos e argumentos de compacidade. Por fim, aplica-se o Teorema da Extensao
de Carathéodory para obter a medida de probabilidade desejada, definida em toda a
o-algebra produto.

Analisamos também questoes sutis de mensurabilidade no espago produto. Em
particular, comparamos a o-algebra produto com a o-algebra de Borel, gerada pela to-
pologia produto. Provamos que elas coincidem se, e somente se, o conjunto de indices
T é enumeravel. Como aplicagdo dessa caracterizagdo, mostramos que o conjunto de
funcdes continuas C/([0, 00), R) ndo é mensurével na o-algebra produto de R%>). Uma



consequéncia desse fato é que o espago produto nem sempre é o ambiente mais apro-
priado para tratar certas questoes topolégicas de interesse sobre processos estocasticos
em tempo continuo.

Em seguida, passamos para a constru¢do do Movimento Browniano. A partir dos
axiomas que devem satisfazer o Movimento Browniano construimos uma colecdo de
medidas gaussianas em R¥ e estendemos esta colecio & uma familia consistente, pre-
parando o terreno para aplicacdo do Teorema de Existéncia de Kolmogorov. A maior
contribuicdo desta parte do texto é apresentar todos os detalhes da prova das condigoes
de consisténcia (simetria pela agdo de permutagoes e compatibilidade com as projegoes
canonicas), o que permite a aplicagdo do Teorema de Existéncia de Kolmogorov.

Na sequéncia, provamos que o processo fornecido pelo Teorema da Existéncia de
Kolmogorov apresenta incrementos independentes e gaussianos, com variancia ¢ — s.
Depois, passamos a estudar as propriedades de continuidade das trajetorias. Neste
ponto, procedemos como de costume: trabalhamos com tempos no conjunto dos raci-
onais diddicos positivos e obtemos um controle fino das oscilagoes locais do processo,
usando a desigualdade maximal de Etemadi, combinada com o Lema de Borel-Cantelli
e algumas identidades de momentos gaussianos. Feita toda essa andlise, mostramos
como modificar o processo original para obter uma versdo com trajetérias continuas,
mantendo as mesmas distribui¢oes finito-dimensionais.

As tultimas secOes tratam de propriedades topoldgicas das trajetérias. Provamos
uma propriedade de autossimilaridade do Movimento Browniano e sua invaridncia por
inversdo temporal, que conecta propriedades locais e globais do processo. Usamos
este tltimo resultado para provar que as trajetérias do Movimento Browniano nao sao
diferencidveis em nenhum ponto (quase certamente). Subsequentemente, apresentamos
a nocao de tempo de parada, provamos algumas de suas propriedades elementares e
mostramos que o Movimento Browniano satisfaz a propriedade forte de Markov. Como
consequéncia desta propriedade estabelecemos alguns fatos importantes, de natureza
topolodgica, do conjunto de zeros das trajetérias do Movimento Browniano.

Na tdltima segao, provamos o Teorema da Continuidade de Kolmogorov—Chentsov.
Aplicamos esse resultado para mostrar que as trajetérias do Movimento Browniano
sao localmente a-Holder continuas para qualquer o < 1/2, preparando o terreno para
mostrar que o conjunto de zeros do Movimento Browniano tem dimensao de Hausdorff
igual a 1/2 (quase certamente).

Chamamos a atenc¢do para o Apéndice, que retne diversas ferramentas fundamen-
tais utilizadas ao longo do texto. Mesmo resultados mais avancados sdo apresentados
de maneira introdutéria. Alguns dos mais classicos, optamos por fornecer apenas o
enunciado. Destacamos a discussao as elegantes provas do Teorema da Extensdo de
Carathéodory e da regularidade das medidas borelianas finitas definidas em um espago
métrico. Boa parte do essencial de Topologia Geral também ¢é apresentado no apéndice.

Por fim, mencionamos que exposicdo baseia-se na referéncia [1] e é focada na clareza
e na completude. A intencéo é que o texto sirva de suporte para uma primeira leitura
sobre o Teorema de Existéncia de Kolmogorov e o Movimento Browniano. Apesar de
muito detalhado e de ser de caridter introdutério é esperado que o leitor tenha famili-
aridade com a Teoria de Probabilidade e que domine o béasico de Teoria da Medida e
Integracdo. Este é um material é mais recomendado para o leitor que esteja interessado
em compreender todos os detalhes de uma construgdo matematicamente rigorosa do
Movimento Browniano.
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1. Espaco Produto

Um dos conceitos centrais que desempenhara papel fundamental nestas notas é o de produto
de espagos mensuraveis.

Um espaco produto é definido da seguinte maneira. Dado um conjunto arbitrario de
indices T', considere para cada t € T" um espa¢o mensuravel (£, .%;). Definimos o espago
produto desta familia de espagos mensuraveis como sendo o espago mensuravel

@.7)= (1o @)

teT teT

onde o conjunto €2 é o produto cartesiano

HQtE{f:T%UQt : f(t) €, VtET},

teT teT

isto é, o conjunto de todas as fungoes que associam a cada indice ¢ € T um elemento de €.
A o-algebra % é a chamada o-algebra produto e é definida como sendo a menor o-algebra
em ), na qual sdo mensuraveis todas as fungdes da familia {m; : ¢t € T}, onde m; : Q —
¢ a funcao definida por m(f) = f(¢), para toda f € Q e todo t € T. As fungdes da familia
{m : t € T} sdo frequentemente chamadas de fungoes coordenadas.

Um cilindro finito-dimensional no espago produto (£2,.%) definido acima é um conjunto
da forma
T (Ey) N N (B CQ,

onde t; € T'e By, € F;, paracada j=1,...n e cadan € N,

Exemplo 1. Considere o caso especial em que o conjunto de indices T' = N e para cada
neN, (Q, %) = (R, B(R)). Neste caso, o espago produto é denotado por

H QnERN,

neN

a um elemento genérico x € RY que nada mais é que uma funcio =z : N — R pode ser
identificado com uma sequéncia infinita da forma = = (z1,9,...), onde z, € R, para
todo n € N. Usando esta identificacdo para os elementos do espaco produto, as funcoes
coordenadas {7, : n € N} sdo dadas por m,(z) = z,, para cada n € N. Os cilindros finito-
dimensionais sao conjuntos da forma By X By X ... X B, X RxR x ..., para algum n € N e
B; € #Z(R), paracada j=1,...,n.

Exemplo 2. Outro exemplo importante de espago produto que ird aparecer mais a frente
no texto é o espago produto em que tomamos 7' = [0, +00) e para cada indice t € [0, 4+00)
consideramos (2, %) = (R, Z(R)). Neste caso, analogamente ao do exemplo anterior,
usamos a notacao especial

H O, = RO+,

t€[0,4-00)

Aqui, ja que a notacdo de vetor empregada no exemplo anterior nao faz tanto sentido,
denotamos um elemento genérico deste espaco por

{z(t),t € [0,400)} ou {z}ico,400)-
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Neste espago produto a maneira mais conveniente de nos referirmos a um cilindro finito-
dimensional é usando a pré-imagem das fungdes coordenadas, como no caso geral. Ou seja,
fixados n € N (que neste caso faz o papel da “dimensao” do cilindro) e uma lista de pontos
distintos ti,...,t, € [0,400) e borelianos Ey,, ..., FE;, € AB(R); o cilindro determinado por
estas restrigoes é o subconjunto

T (En)N ... N Y(E,) € RO,

Pensando em um elemento genérico do espaco produto R+ como uma funcio que
leva [0, +00) 3 t — x(t), podemos descrever o cilindro acima como o conjunto de todas
as fungoes definidas no intervalo [0, +00) tais que sua imagem no ponto ¢t = t; satisfaz a
condigao x(t;) € Ly, para cada j = 1,...,n. Intuitivamente, o cilindro descrito acima ¢é o
conjunto de todas as fun¢oes que obrigatoriamente em cada tempo ¢; “passam” pelo conjunto
E;; e é livre para assumir quaisquer valores em R, quando ¢ € [0, +00) \ {t1,...,t,}.

R

Figura 1: Exemplo de duas fungoes z(t) e y(t) que pertencem ao cilindro
“bidimensional” W,;l(Etl) N Wt_Ql(EtQ) em RI0+00)

2. Processos Estocasticos

Esta bem como as segOes seguintes sdo baseadas na referéncia [1]. Boa parte da notagao e
da ordem da exposicao foram mantidos. Algumas poucas mudancas foram motivadas por
motivo de clareza e estilo. Embora este texto contenha mais detalhes dos argumentos as
ideias principais e as linhas gerais das provas sao basicamente as mesmas.

Defini¢ao 3 (Processo Estocéstico). Um processo estocdstico sobre um espago mensuravel
(Q,#) é uma colecao {X; : t € T}, onde T' é um conjunto de indices ndo vazio e para
cada elemento ¢ € T' do conjunto de indices, X; é uma fun¢do definida sobre €2 e tomando
valores em R que é . -mensuravel. Analogamente, definimos o que é um processo estocastico
definido sobre um espago de probabilidade (2, %, P)

Observagao. No caso de um processo estocéstico {X; : t € T'} definido sobre um espago de
probabilidade (2,.%#,P), a presenca da medida de probabilidade na estrutura, permite olhar
para X;, para cada t € T fixado, ndo apenas como uma funcao real e .#-mensuravel mas
sim como uma variavel aleatoria.



Como observado em [3], a definigdo abstrata de processo estocastico, apresentada acima
é tao ampla que, por si sO, raramente se impoe como uma estrutura matematica util. Para
obter resultados interessantes, costumamos restringir nossa atencdo a subclasses em que
consideramos hipdteses adicionais como, por exemplo, continuidade das trajetorias amostrais,
independéncia e estacionariedade dos incrementos ou a chamada Propriedade de Markov,
conceitos que serao apresentados mais a frente. A introducdo de classes mais especificas, ndo
s6 permite o desenvolvimento de uma teoria mais profunda, como também fornece modelos
matematicos valiosos para o estudo de varios fendmenos do mundo real.

Como aplicagdo, vamos mostrar como usar o Teorema da Existéncia de Kolmogorov para
introduzir o Movimento Browniano e estudar algumas das propriedades de suas trajetérias,
como continuidade. Vamos falar um pouco também sobre o processo de Poisson, prototipo
de processos com saltos que modelam contagens de eventos raros. Ambos ilustram como a
generalidade da definicao se torna, sob hipéteses adequadas, uma fonte de estruturas ricas
em propriedades interessantes e tteis nas mais diversas aplicagoes.

A primeira subclasse de processos estocasticos que vamos considerar, sera introduzida a
seguir. Para definir esta subclasse restrigimos a escolha do conjunto de indices e também
impomos uma condigao, bastante natural, de mensurabilidade.

Defini¢do 4 (Processo Estocdstico Mensurdvel). Sejam T € B(R) e {X; : t € T} um
processo estocastico sobre um espago mensuravel (£2,.%#). Dizemos que {X; : t € T} é um
processo estocdstico mensuravel, sobre (€2, %), se a aplicacao X : T'xQ — R que leva um par
(t,w) — X;(w) define uma aplicagao Borel-mensuravel, isto é, a imagem inversa de qualquer
boreliano B € #(R), por esta aplica¢ao, é um elemento da o-dlgebra produto Z(T) ® .7,
onde #A(T) é a o-algebra de Borel gerada pela topologia subespago. Analogamente, definimos
0 que é um processo estocastico mensuravel sobre um espago de probabilidade (2, #,P).

Seja {X; : t € T'} um processo estocédstico mensuravel sobre (€2,.%). Para cada w € 2
fixado, a fungdo de T' em R definida por

t— Xi(w)

é chamada de uma trajetoria amostral ou simplesmente trajetéria do processo {X; : ¢t € T'}.

Segue diretamente da Proposicao 41 que cada secao de uma funcao mensuravel definida
em um espa¢o produto, munido da o-algebra produto, é também uma funcao mensuravel,
entao segue das defini¢oes acima que cada trajetoria de um processo estocdstico mensuravel,
define uma funcao mensuravel de 7' em R, isto é, para cada w € () fixado a aplicacao
T >t X¢(w) € R é uma aplicagdo mensuravel com respeito as o-algebras Z(T) ¢ B(R).
Desta forma a presenca da hipétese de mensurabilidade na Defini¢ao 4 garante que para cada
w € Q e cada fungdo ¢ : R — R Borel-mensurével, estd bem-definida a integral (podendo
ser +00) de Lebesgue

[ 1@l dute),

onde p é uma medida o-finita arbitraria definida sobre Z(T).

Além do mais, a processos estocasticos mensuraveis definidos sobre um espago de pro-
babilidade (Q2,.#,P), também podemos aplicar o Teorema de Tonelli (Teorema 44) para
garantir a validade de igualdades como, por exemplo,

E| [ lo(X(Dldu®) = [ Elle(X0l) du)
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Figura 2: Trajetérias amostrais de um processo estocastico X;

se ¢ : R = R é uma funcao Borel-mensurével e y uma medida o-finita em Z(T).

Exemplo 5. Se {X,, : n € N} é uma sequéncia arbitraria de v.as definidas sobre um
espago de probabilidade (£2,.#,P), entdo podemos pensar nesta sequéncia como um processo
estocastico mensuravel sobre (§2,.%,P). Tomamos o conjunto de indices como sendo 7' = N e
neste caso, a o-dlgebra de Borel Z(N) = Z(N), que é a colegao das partes de N. A condicao
de mensurabilidade é simples de ser verificada pois, se X : N x 2 — R denota a aplicacao
definida por X (n,w) = X,,(w), entdo para todo boreliano B € Z(R) temos

xX(B) = [{n} x X-\(B)| € B(N) © 7,

com a convengao que {n} x @ = .

3. Distribuicoes Finito-Dimensionais e Condicoes de Consisténcia

Um processo estocéstico {X; : t € T} definido sobre um espago de probabilidade (2, %, P)
¢é usualmente descrito e estudado por meio das distribuigoes que ele induz em espagos Eucli-
dianos finito-dimensionais. Estas distribui¢oes sao definidas da seguinte maneira. Para cada
k-upla (tq,. .., ) de elementos distintos de 7', consideramos o vetor aleatério (X, ..., Xy, )
e a distribuigao i, ¢, que este vetor aleatério induz sobre R*, que é definida por

Lyt (H) = IP’((th, X)) € H), VH € B(R"). (1)

Nos referimos a familia de todas estas medidas de probabilidade da forma p, .,
familia das distribuicoes finito-dimensionais do processo estocéstico {X; : t € T'}.

, COMO a
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Como veremos a frente, em geral, a familia das distribui¢oes finito-dimensionais de um
processo estocastico nao determina completamente todas as propriedades deste processo.
Por exemplo, é mostrado na referéncia [1], que o processo de Poisson {N; : ¢ > 0}, tal
como definido na pagina 317 em (23.5) possui trajetorias amostrais (¢ — N, (w)) que s@o
funcdes do tipo escada. No entanto, na pagina 327 o autor apresenta um outro processo
estocastico caracterizado por (23.28) que possui as mesmas distribuigoes finito-dimensionais
e cujas trajetorias amostrais nao sao funcoes escada.

De qualquer forma, o primeiro passo em uma teoria geral consiste em construir processos
estocasticos a partir de uma familia de distribuigoes finito-dimensionais, que satisfazem certas
condigoes de consisténcia. Em seguida, as propriedades adicionais devem ser obtidos por um
estudo mais aprofundado de cada classe de processos estocasticos.

Para comecar a entender quais seriam as condigoes de consisténcia, mencionadas acima,
vamos olhar novamente para (1) e considerar o caso em que o conjunto H C R* ¢ dado
por um produto cartesiano da forma H = H; X --- X Hy, onde cada H; € Z(R). Vamos
considerar também uma permutacao 7 do conjunto {1,2,...,k}. E claro que os eventos

{(th,...,th)€H1X"‘XHk} e {(th(l),...,th(k))GHW(l)X"'XHﬂ(k)}

coincidem. Logo segue deste fato e de (1) que as seguintes igualdades devem ser validas

,ut1,...,tk(H1 X oo X Hk) = P((th,...,th> - Hl X+ X Hk‘)

= P((Xtﬂ(l), ... ’Xtr(k)) S Hﬂ-(l) X e X Hﬂ-(k)>

= Mtw(l),~~.,tw(k)(H7T(1) Ko X Hﬂ(k))' (2)

Por exemplo, a condicao acima ¢é satisfeita no caso em que ps; = v X v = 5, onde
v é uma medida de probabilidade sobre Z(R). De fato, para qualquer H = A x B, onde
A, B € B(R) temos

psi(Ax B) =v x v(Ax B)

=vxv(BxA)
= jus(B x A).
A segunda condicao de consisténcia é dada por
Pty ooty (H1 X oo X Hpg X R) = gy g ((Hy X -+ X Hi_q). (3)

A naturalidade desta condicao segue do fato dos seguintes eventos coincidirem

{(Xt17“"th1) € Hl X oo X Hk—l} = {(th""7th17th) € Hl X X Hk—l X R}
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Observe que as medidas da forma g, 4, definidas a partir de um processo {X; : t € T'}
por meio de (1) necessariamente satisfazem as condigoes de consisténcia (2) e (3). Como
veremos a frente o Teorema da Fxisténcia de Kolmogorov afirma, reciprocamente, que se
uma familia de medidas satisfaz estas duas condi¢bes de consisténcia, entao existe algum
processo estocastico {X; : t € T'} definido sobre algum espago de probabilidade (©2,.%,P)
que possui essa familia de medidas como sua familia de distribui¢oes finito-dimensionais.

A demonstracao do Teorema da Existéncia de Kolmogorov é construtiva e os argumentos
envolvidos nesta construgao sao bastante elaborados, mas se tornam um pouco mais claros
quando combinamos as condi¢oes de consisténcia (2) e (3) em uma tnica condigao que serd
formulada a seguir.

Para cada permutacdo m do conjunto de indices {1, ..., k}, defina ¢, : R* — R¥ por

Or(T1, -, k) = (Tr101)s -+ Tro1(k))- (4)

A aplicacdo . realiza a permutagdo 7! nas coordenadas do vetor (zy,...,z;) (por

exemplo, se 7(3) = 1, entdao 7 (1) = 3 e neste caso, ¢, envia a coordenada w3 para a
primeira posigao do novo vetor).

Observe que ¢, define uma bijecdo linear de R* para R¥ cuja inversa é dada por ¢, 1.
Desta forma temos que @, 0 @ —1(x1,...,xx) = (21,..., ;). Portanto

Or1 (1, vwr) = o (T, ) = 07 (@, @) = (Tt Tey)- (D)
Consequentemente,
r (Hyx - X Hy) = Hegry X o % Hegry. (6)
Portanto, se a condicao de consisténcia (2) é satisfeita entao

lutﬂ.“),...,tﬂ.(k) o gp;l(Hl Xoee X Hk) = /’Ltﬂ.(l),...,tﬂ.(k) (Hﬂ'(l) X X Hﬂ(k))

= ey, (Hy X -+« x Hy),

para quaisquer Hy,..., Hy € B(R) e k € N. J4 que para cada k € N, fixado, a condigao
acima deve ser vélida para todo retdngulo mensuravel em %(R¥), segue do Teorema da
Extensao de Carathéodory que

—1
Mgty = Htrysstay © P (7)

E claro que se a condicio (7) é satisfeita entdo a condicdo (2) também serd satisfeita.
Desta forma podemos concluir que as condigoes (2) e (7) sdo equivalentes.

De forma semelhante, se ¢ : R¥ — R¥~! denota a projecio ¢(z1, ..., zx) = (T1,. .., Tp_1),
entdo podemos mostrar que a segunda condigdo de consisténcia (3) é equivalente a seguinte
condigao

Hty,tiomr = Mgty © Qo_l. (8)

De fato, se a condigao (3) é satisfeita, entdo para todo Hy x - -+ x Hy,_; € Z(R*1), temos

:U/tl,‘..,tk,l(Hl X X Hk—l) = Mtl,...,tk,l,tk(Hl X oo X Hpq X R)

= Mty ot ty ((p_l(Hl XX Hk—1)>

= My, .ty © 9071(H1 X oo X Hi_q).



Novamente, podemos aplicar o Teorema da Extensao de Carathéodory para garantir que
Pityotry = Myt © @ L em toda o-algebra ZB(RF1).

Reciprocamente, é claro pela definicio da projecdo ¢ : RF — R¥~1 que a condicao (8)
implica a condigao (3) e assim encerramos a prova de que estas condigdes sao equivalentes.

Como as condigoes (7) e (8) sao baseadas, de certa maneira, em alguns operadores lineares
é natural suspeitar que elas possam ser reformuladas, considerando de alguma forma uma
composicao apropriada destes operadores lineares. No que segue, mostramos como isto pode
ser feito de forma que estas duas condigdes possam ser reduzidas a uma unica condigao.

Sejam k,m € N com k < m e m uma permutagao do conjunto de indices {1,...,m}.
Suponha que (t1,...,t,) seja uma m-upla de elementos distintos de T e considere a k-tipla
(t,r—l(l), ,tﬂ—l(k)).

Para obter a condi¢ao unificada, mencionada acima, fixamos k,m € N com 1 < k < m,
uma permutac¢do m do conjunto de indices {1,...,m} e consideramos a seguinte aplicac¢ao
1 : R™ — R¥ definida por

¢($1,...,$m) = (.Iw—l(l),...,l’w—l(k)). (9)

Observe que a aplicacdo 1 age inicialmente, por meio de 7, permutando as coordena-
das do vetor (z,...,,) e em seguida, projeta o vetor resultante, sobre suas k primeiras
componentes. Equivalentemente, se P, : R™ — R* denota a projecio

Pr(T1, .o Thy Tty -, Tn) = (T1, ..+, T,

entao ¢ = P, 0 ¢r, onde ¢, : R™ — R™ ¢ a aplicacao que permuta as coordenadas como
em (4). Desta forma se Hy X -+ x Hj, é um retangulo mensurdvel em %(RF), entdo

O (Hy x - x Hy) = o P (Hy X -+ - X Hy)
= ' (Hy x - X Hy x Rx - x R)
o (Bux - x By x Boyy x - x By)
= Bra) X -+ X Bry X Brgs1) X -+ X Brpm, (10)

onde os conjuntos B;’s na terceira igualdade acima sao definidos por By = H,,... By = Hy,
e Bri1 =R,..., B, =R e a quarta igualdade é obtida pela aplicacao da férmula (6).

Proposigao 6. Sejam T um conjunto arbitrario de indices, 1 < k < m < Card(T") nimeros
naturais. Fixe uma m-upla (¢, ...,t,) de elementos distintos de T" e seja m uma permutacao
de {1,...,m}. Defina ¢ : R™ — R* como em (9). As condicdes de consisténcia (7) e (8) sdo
satisfeitas se, e somente se,

Hty oty = Htryetrim) © ¢71' (11>



Prova. Primeiro vamos mostrar que se as condigoes (7) e (8) s@o satisfeitas, entdo vale a
condigao de consisténcia (11). Fixe uma m-tipla (¢4, ..., t,,) arbitraria de elementos distintos
do conjunto de indices T e seja Hy x - - - x Hy, € B(R¥). Aplicando iterativamente a condicio
de consisténcia (8) (m — k) vezes, obtemos as seguintes igualdades:

:uth---,tk(Hl X X Hk) = Mty tegn (Hl X oo X Hp X R)

= [ty ttig 1t (1 X0 X H X R X X R)

= Mty tigronton (B1 X 0 X B X By X -0 X By,

onde na ultima igualdade usamos a notacao By = Hy,..., By = H,e By.1 =R, ..., B, =R.
Agora, dada uma permutacido m do conjunto de indices {1,...,m}, considere a aplicacdo
©r : R™ — R™ definida por ¢ (21,...,2m) = (Tx-1(1),- - -, Tr-1(m))- Pelas igualdades acima,

condicao de consisténcia (7) e igualdades (6) e (10) podemos afirmar que

,Utl,..‘,tk(Hl X X Hk) = Mty bt 1y tm <Bl X oo X By X B X -+ X Bm)
condi¢do de consisténcia (7) = utﬂ(l)r":tﬂ(m) o ()0;1 (Bl X e X Bk X Bk+1 X X Bm>
identidade (6) = ut'/r(l)""7t7r(m) (Bﬂ(l) X o X B7r(k:) X B7r(k:+1) X e X Bﬂ(m)>

identidade (10) = [y ) .t © ¢‘1 <H1 X -+ X Hk).

Como anteriormente, ja que a igualdade acima é valida para todo retdngulo mensuravel de
A(R¥), a validade da igualdade em (11) segue imediatamente do Teorema de Extensdo de
Carathéodory.

Reciprocamente, suponha que condicao (11) é satisfeita. Tomando & = m e qualquer
permutagao 7 do conjunto de indices {1,...,k} temos que a fungao v se reduz a fungao ¢,
como definida em (4). Portanto, segue desta observagao e da identidade (11) que

Hitr, oty = Myt © 0T = Bty © P
que ¢ exatamente a condigao de consisténcia (7).

Para obter a condigdo de consisténcia (8) a partir de (11), vamos fazer as seguintes
escolhas: substituimos k por k—1, tomamos m = k e m como sendo a permutacao identidade
no conjunto de indices {1,...,k}. Neste caso, temos que a fungdo ) coincide com a funcao
@, onde o : R¥ — R¥1 ¢ a projecdo definida por o(xy,...,2) = (z1,...,7,_1) e portanto

_ -1 _ -1
/’Ltl,...,tk,1 - //Ltﬁ(l>7"’7tﬂ'(k> © w - //Ltlv"'atk: o (p

que é exatamente a condigao de consisténcia (8), o que encerra a prova da proposicao. W
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4. O Processo Canonico

Na Secao 1 introduzimos o conceito de espago produto e em seguida, na Se¢ao 2 definimos o
que é um processo estocastico. Agora, vamos mostrar como usar a ideia de espago produto
para definir o chamado processo canonico. Por questao de simplicidade, vamos assumir daqui
para frente que o conjunto de indices 1" ¢ um boreliano de R e que este conjunto de indices
estd munido da o-algebra de Borel gerada pelos abertos da topologia induzida de R em T,
notagao AB(T).

Considere o espago mensuravel (§2,.%), onde €2 é o espaco produto R” e a o-algebra .Z é
a o-algebra produto, como definidos na Secao 1. Mantendo a notacao da Secao 1, para cada
t € T, denotamos por m : 2 — R a fungao que leva w — m(w) = w(t). Vamos chamar
de processo candnico em R” o processo estocdstico {Z; : t € T} definido sobre o espago
mensuravel (2,.%) e dado por Z;(w) = w(t).

Embora pareca estranho introduzir uma nova notacao para a func¢ao coordenada ; isto
é feito porque, mais adiante além da estrutura mensuravel vamos considerar também que
o espaco produto R” estard munido de uma medida de probabilidade. Neste contexto, as
funcoes coordenadas 7;’s podem ser, naturalmente, vistas como varidaveis aleatorias. Isto
motiva o uso da notacao Z;, ji que é mais natural associar a estas, conceitos da Teoria de
Probabilidade como, fun¢ao distribuicdo, esperanca, funcao caracteristica e outros.

Assim como R* pode ser considerado o produto cartesiano de k cépias da reta real, R
pode ser, intuitivamente, considerado como um espaco produto consistindo de infinitas copias
da reta real, uma para cada t € T.

Observamos também que a o-algebra produto em R”, como definida na Secdo 1, em
alguns casos consiste na generalizacao, natural, da ideia de o-algebra de Borel em dimensao
k. Mais precisamente, considere o espago produto, no sentido topolégico, (R, 7(R”)), onde
7(RT) é a topologia produto, isto é, a topologia mais grossa, onde cada um dos elementos da
familia de projegoes {m; : RT — R : t € T'} é uma fungao continua. Esta topologia é a menor
topologia contendo todos os conjuntos da forma 7; *(A), onde t € T e A é um aberto de 7(R)
(a topologia usual da reta). Vamos ver mais a frente (Teorema 14) que a o-dlgebra produto
¢ sempre uma sub-o-algebra da o-algebra de Borel de R” | isto ¢, # C o(7(RT)) = B(RT).
Além do mais, estas duas o-algebras coincidem se, e somente se, o conjunto de indices T é
enumeravel!

Por questao de conveniéncia e ou clareza, no que segue, um cilindro finito-dimensional
em R” poder4, dependendo da situacdo, ser representado por qualquer uma das seguintes
notacoes:

o ™, (By) 0.7 (Ey)

e {(Ziy,....Zy,) € By X --- X By }

e {weR": (Z,(w),..., 2, (w) € By, X -+ x Ey, }
e {wWeRT: (wyy,...,wy,) €EFy X+ x Ey }

° {xERTI<$t17...,$tk>EEtI X"'XEtk}u
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onde tq,...,t; € T sdo elementos distintos e cada E; € #A(R) para todo j € {1,... k}.
Também vamos usar a notagao a({Zt t e T}) para nos referirmos a o-algebra produto
B(RT).

Proposicao 7. Fixe k € N, com 1 < k < Card(T) e uma lista t1,...,t; € T de elementos
distintos de 7. Dado H € %(RF) (ndo necessariamente um retdngulo mensuréavel) temos
que

{x eRY : (vy,,...,2,) € H} € F.

Prova. Fixe k € N, com 1 < k < Card(T) e uma lista t1,...,t; € T de elementos distintos
de T. Considere a colecio € de subconjuntos de R* dada por

¢={HCR": {x eR": (w,,...,7,) € H} € F}.

A ideia da prova é mostrar que % é uma o-algebra de subconjuntos de R contendo a
o-dlgebra de Borel de R*.

Primeiro observamos que para qualquer retdngulo mensuravel do espaco euclidiano R¥,

da forma H; x --- x Hj, temos, da definicio da o-4lgebra produto em R”, que o conjunto
{x € RT : (z4,...,2,) € H X --- x H,} € Z. Este fato garante que a colegio € é nao
vazia.

Préximo passo é verificar que a colecdo ¢ é uma colecao fechada por complementacao.
Seja H € € arbitrario. Como % é uma o-algebra, entdo podemos afirmar que o conjunto
{x e R : (x4,,...,74,) € H} € F. Mas ja que ¢ vdlida a seguinte igualdade

{r eRT : (2y,...,2p,) EH}={z € R" : (24,,...,21,) EH} €F

podemos concluir que a colegdo % é fechada para complementagcao.

Agora vamos mostrar que R¥ € € e que @ € €. De fato, para verificar que R*¥ € ¢
basta notar que RT = {z € R" : (x;,...,2;,) € R x --- x R} € #. Como mostramos que
% é fechada por complementacao, segue que @ € .

Para encerrar a prova de que a colegdo ¢ é uma o-dlgebra, temos que mostrar que se
{H, }nen é uma sequéncia arbitraria de elementos da colegdo €, entdo U,enH,, € €. Para
isto basta observar que é valida a seguinte igualdade

{:c eR": (vy,...,24) € U Hn} = J{z eR": (xy,...,24,) € Hy} € BR").
neN neN

Para finalizar a prova, observamos que ¢ é uma o-dlgebra de subconjuntos de R¥ tal

que € contém a colecio R, de todos os retdngulos mensuraveis de R¥. Portanto, como a

o-dlgebra de Borel de R* coincide com a o-algebra gerada pelos retdngulos mensuréveis de

R* (Proposicio 42), segue da definigao de o-algebra gerada que B(R*) = o(Ry) C €. O que

encerra a prova de que para todo H € #(R*) temos {x € RT : (2,,...,2,,) € H} € 7. A

Proposigao 8. A colegao <7 (RT) de subconjuntos do espaco produto R” definida por

M(RT) = U U U {‘TERT:<It17"'7$tk)€H}
keN t1,...;Z]g€T He(@(Rk)
tiF#t;

forma uma 4lgebra de subconjuntos de R, isto é, @ (R”) é uma colegao fechada para unioes
finitas e complementacao. Além do mais,
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« se Card(T) < +oo = #(RT) = B(R”).
o« se Card(T) = +oo = (RT) C B(RT)
e no segundo caso acima temos que ./ (RT) nao é uma o-4lgebra.

Prova. Vamos mostrar inicialmente que &/ (R”) é fechado por complementagao. De fato,
seja A € o/ (RT), entdo existem k € N, t;,...,t, € T pontos distintos e H € Z(R¥) tais
que A={z € RT : (z4,,...,2,) € H}. Como A° = {z € R : (xy,,..., 1, ) € H°}, temos
diretamente da definicio de & (RT) que A° € &/ (R?). O que mostra que a colegio o7 (RT)
¢é fechada por complementacao.

Para mostrar que esta colecao é fechada por unides finitas, é suficiente mostrar que se
Al, A2 < M(RT), entao Al U AQ € %(RT)

Se A, € &/ (RT), entdo existem k € N, t,,...,t, € T distintos e H € ZB(RF) tais que

Ay ={z € RT : (z4,...,2,) € H}. Similarmente, existem m € N, s;,...,s, € T ¢
K € Z(R™) tais que Ay = {z € RT : (z,,,...,2,,) € K}. Considere o conjunto de indices
{t1,.. . te} U{s1,...,8m} = {r1,...,rp,} CT. Note que o niimero de elementos neste novo

conjunto satisfaz max{k,m} <p < k+m.
A ideia sera reescrever A; e Ay de forma que ambos possam ser vistos como imagem
inversa de certas aplicacoes lineares definidas em R” e tomando valores em R?. Para isto,

vamos comegar trabalhando no conjunto A;. Seja m uma permutacao arbitraria de {1, ..., p},
satisfazendo (m=1(ry),..., 7 (ry)) = (t1,...,tx). Considere a fungao ; : R”? — R™ definida
por Yu(x1,..., o) = (Tr-1(1), - -, Tr—1(m)). Afirmamos que

{z eR": (z4,...,2) e H} ={z eR" : (z,...,2,,) €Y, (H)}. (12)

Para provar esta afirmacao, vamos mostrar primeiro que o conjunto da direita estd con-
tido no da esquerda. Por questao de conveniéncia vamos olhar para 1), como a seguinte
composicdo de fungdes 1)y = P,x o ¢r, onde P, é a projegio natural de R para R*
e or(z1,...,2p) = (Tz-1(1),--.,Tr-1(p)). Primeiro observamos que se z € RT satisfaz
(Tyys oo v ) € 7 (H), entdo Yy, ..., x,,) € H, ou seja, Py o @r(Tr,...,2,,) € H.
Desta tltima relacao, da definicao da funcio ¢, e lembrando que (77 1(ry),..., 7 1(rp)) =
(t1,...,tx) temos Py, (:z;ﬂ_l(,,l), . ,xﬂ_l(rp)) € H, logo (z4,...,x,) € H, mostrando que
{z eRT: (x,....2,,) €y " (H)} C{z € R : (24,,...,24,) € H}.

Reciprocamente, suponha que x € R” satisfaz a condicdo (zy,,...,7;) € H. Entdo
U (@4, my,)} € 9y ' (H). Lembrando que ¢; ' = ¢! o P} temos

oy o Pptlcl({(xt1a Ty )}) € ¢;1(H>
U
U gp;l ((:L’tl, <y Ty wal(TkJA)? s 7mﬁ1(rp))> < 1/);1<H)

Lembrando novamente que (77 !(ry),..., 7 (%)) = (¢1,- .., 1), da formula da inversa esta-
belecida em (5), isto é, o (21,...,2p) = (Tx(),- -, Tr(y) € usando a relagao estabelecida
acima temos: para qualquer x € R” satisfazendo (zy,,..., 7, ) € H

(a:m o ,.Trp) = 90;1 <<.Z‘t1, o Tty Ta1(rgpq)y - - - ,xﬂ.—l(rp))> c ¢;1(H)
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Logo, {x € RT : (4,,...,3,) € H} C {zx € R : (z,,,...,2,,) € ¢ (H)} e assim encerra-
mos a prova de (12).

Resumindo, mostramos que
Ar={zeR": (vy,...,3) EH}={z € R" : (2,,,...,3,) € ;' (H)},

onde ¢y = P,j 0 ¢r, e ™ é uma permutagao arbitraria do conjunto de indices {1,...,p}
satisfazendo (7= 1(ry), ..., 7 (re)) = (t1, .-, tk)-
Vamos proceder de maneira andloga para As. Lembrando que

Ay ={z eR": (2,,...,2,,) € K},

para obter uma representacao de A, semelhante a descrita acima, consideramos a funcao
s+ RP — R® dada por ¢¥s = P,,, o ¢y, onde A denota uma permutacao de arbitraria do
conjunto de indices {1,...,p} tal que (A7 (r1),..., A7 (1)) = (s1,...,5m). Procedendo
como no caso do conjunto A; podemos verificar que

Ay ={z eR": (z5,...,205,) EK}={z eR" : (x,),...,2,,) €, (K)}.
Portanto, segue das representacoes obtidas acima que

AUA = {0 BT (0, 1,) € 67 (D} U o € B s (01,1 ,) € 0 (K))
={z eR": (¥y,...,3,) €Y, (H)UY;(K)}

o que mostra que A; U Ay € &7 (RT) e encerra a prova de que esta colecdo é uma algebra de
subconjuntos de R”.

Vamos supor que Card(T") < +o00. Sejam m = Card(T) e {s1,..., sy} uma enumeragao
arbitrria do conjunto T. Se A € & (RT) é um elemento arbitrario desta algebra, entdo
existem um inteiro k satisfazendo 1 < k < m, indices ty,...,t, € T distintos e H € A(R¥)
tais que A = {(v4,,...,7,, ) € H}. Por outro lado, se 7 é uma permutagdo do conjunto
de indices {1,...,m} tal que (t1,...,t%) = (Sx=1(1),-- -, Sr-1(p)) € ¥ : R™ — RF ¢ a funcdo
definida por ¥ (xg,,..., T, ) = (s, 1) entdo A = {(zy,. .., @,) € vU(H)}.
Portanto

(acsFl(l), e

m
U U U {xERT:(xtU""xtk)EH}
k=1 t1,.tx€T HecHB(Rk)

ti?étj

o (RT)

= U {zeR":(zy,....2,,) € H}
HeB(R™)

mostrando que no caso em que Card(7) = m < 400, temos que & (R?) é uma o-4lgebra.
Se Card(7T) = oo, entao T possui pelo menos um subconjunto S que ¢ infinito e enu-
merdvel. Considere uma enumeragdo arbitraria de S = {si, sq,...}. Para cada n € N seja

H, =10,1] C R. Entao, para cada n € N temos que {z,, € H,} € & (R”), mas por outro
lado a intersecao

M {zs, € Hy} = [0,1]

neN

niao pode ser um elemento da dlgebra .« (RT), uma vez que este conjunto envolve um niimero
infinito de restrigoes. |
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O Teorema da Existéncia de Kolmogorov

O Teorema da Existéncia de Kolmogorov pode ser enunciado de duas maneiras equivalentes.
Na primeira versao, uma medida de probabilidade é construida em um espaco produto a
partir de uma familia consistente de medidas e mostramos que o processo candnico (de
coordenadas) tém suas distribuigoes finitos-dimensionais dadas pelos elementos desta familia
consistente de medidas. Na segunda versao, menciona-se apenas a existéncia de algum
processo estocastico definido sobre algum espago abstrato de probabilidade (£2,%,P) cujas
as distribuicoes finito-dimensionais sdo dadas pela familia consistente de medidas.

E claro que para muitas finalidades o espaco de probabilidade subjacente é irrelevante, o
que de fato importa sao as distribui¢oes conjuntas das variaveis do processo estocastico e por
isto os dois enunciados sao igualmente 1teis. De qualquer forma, antes de passar para a prova
do teorema propriamente dita, vamos mostrar que o Teorema 9 e o Teorema 10 fornecem
duas maneiras (essencialmente equivalentes) de se construir um processo estocdstico a partir
de uma familia consistente de medidas.

Teorema 9. Se {fu,,. : } ¢ uma familia consistente de medidas, isto é, satisfazendo as
condicoes de consisténcia

,utl,...,tk<Hl X X Hk:) - lut-/r(l)v"':t-/r(k) (Hﬂ'(l) X X Hﬂ'(k)) (Cl)
utl,...,tk,1 (Hl XX Hk*l) = /’Ltl,...,tk,htk (Hl X X Hk*l X R) (Cz)

entdo existe uma medida de probabilidade P sobre o espago produto (RT,.%) tal que o
processo de coordenadas {Z; : t € T'} tem a familia pi, . ;, como sua familia de distribuigoes
finito-dimensionais.

Teorema 10. Se {4, 4, } ¢ uma familia de medidas de probabilidade satisfazendo as con-
digbes de consisténcia (C1) e (C2) entdo existe um espago de probabilidade (£2,%,P) e um
processo estocastico {X; : t € T} tendo {us,..+ } como sua familia de distribuicoes finito-
dimensionais.

E claro que se assumimos como verdadeira a tese do Teorema 9, entao obtemos imedia-
tamente a tese do Teorema 10.

Reciprocamente, assuma que seja verdadeira a tese do Teorema 10. Entao podemos
afirmar que existe algum processo estocastico {X; : t € T'}, sobre algum espago de probabi-
lidade (€2,%,P), tendo a familia consistente {s, ¢ } como a familia de suas distribuigdes
finito-dimensionais.

Afirmamos que a relacgao

Q3wr— &w) =) Z ' ({Xe(w)}) (13)

teT

define uma funcio £ : © — R7T e além do mais, esta funcio satisfaz a seguinte equacdo
funcional

Zi(§w)) = Xuw),  teT (14)

De fato, se z,y € RT pertencem & intersegdo em (13), entdo para cada t € T temos
que 7,y € Z; H(Xy(w)), logo Z(x) = Xi(w) = Zi(y), isto é, x(t) = y(t). Como t € T é
arbitrario segue que z = y. Deste fato segue que £(w) como definido em (13) é um conjunto
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unitario e portanto a associagdo w — &(w) fornece uma fungdo bem-definida, em todo Q2 e
tomando valores em R”. Observe que o argumento da boa-definigao de &(w) fornece também
a validade da equacao funcional (14).

(Q,9) (RT, 7)

Zy

(R, Z(R))

Observe que segue da equagao funcional (14) que para cada boreliano B € Z(R) temos
(Zy 0 &)™ (B) = X; (B) € 9. Ou seja, £1 o Z;1(B) € 4. De maneira mais geral, para
qualquer k£ € N fixado e ty,...,t, € T distintos, temos

&' o{(Zu,. Zy) e H} ={(Xy,,....X,) €H} €. (15)

©.9) : R, 7)

(Ziyye oy Zs,)

(R*, B(R"))

O que mostra que £71(A) € 4 para todo A € & (RT), que é a algebra de subconjuntos
definida no enunciado da Proposicao 8. Pelas propriedades elementares de imagem inversa
sabemos que a cole¢io £ 71(« (RT)) forma uma 4lgebra de subconjuntos de e além do mais,
pela observagao anterior esta contida em ¢. Usando novamente as propriedades da imagem
inversa, sabemos que a o-algebra gerada por esta algebra satisfaz

ENF) =€ o(A(RT))) = o(H(A(RT))) C ¥

Mostrando que a aplicagao ¢ : (2,%4) — (RT,.Z) é mensuravel.
Segue da mensurabilidade da funcao & que o “pushforward” da medida PP, isto é, a medida
dada por P =Po ¢! B(RT) — [0,1] define uma medida de probabilidade sobre R
Tomando P em ambos lados da igualdade (15) e usando a hipétese do Teorema 10 obte-
MOS:

Pe((Zu,,....2,) € H) =Po&™ o {(Z,,..., 2,) € H}

=P((Xy,,..., Xy) € H)



O que mostra, finalmente, que a familia de distribui¢oes finito-dimensionais do processo
canodnico {Z; : t € T}, definido sobre o espaco de probabilidade (R”, Z(R"),P¢), coincide
com a familia consistente de medidas {fu,,. 1, }-

6. A Prova do Teorema da Existéncia de Kolmogorov

Nesta secao vamos apresentar uma prova do Teorema 9. A ideia basica consiste em definir
inicialmente uma medida finitamente aditiva em .« (R”) e depois mostrar usando argumentos
de regularidade de medida (Teorema 63) e de compacidade que esta aplicagao é o-aditiva em
o/ (RT). Para finalizar aplicamos o Teorema da Extensio de Carathéodory (Teorema 40).

Prova do Teorema 9. Fixado A € & (RT), existem k € N, t;,...,t;, € T distintos e
H € B(R*) tais que A = {x € RT : (x;,,...,7;,) € H}. Assim podemos definir uma relagio
o (RT) 5 A+ P(A) dada por

P(A) = .4, (H).

Afirmamos que esta relacdo nos fornece uma fun¢ao bem-definida sobre .7 (RT). Para isto s6
precisamos mostrar que se A também pode ser representado de uma outra maneira, digamos,
A={z eR": (z,,...,1,,) € K} entao

Hsn s () = piay, 1 (H).- (16)

Suponha que
{reRY : (2,...,2,)EH =A={z e R : (n,,...,2,,) € K},

Sem perda de generalidade, podemos assumir que k£ < m. Usando as mesmas ideias da
prova da Proposicao 8 podemos afirmar que existe alguma permutacao m do conjunto de
indices {1,...,m} tal que a k-tpla (t1,...,t) = (Sp—1(1),---, Sz-11)) € que K = ¢~ (H),
onde ¥ = P, i © ¢, isto &, Y(z1,...,%m) = (Tr-1(1), ..., Tx1()). Por outro lado, sabemos
pela Proposicao 6 que se {y, .+, } ¢ uma familia de medidas de probabilidade consistente,
entao vale a seguinte igualdade

Foty,...t, (H) = Htraysnstaim) © w71<H) = Hsi,ism (K),
o que prova a validade de (16).

Agora que sabemos que P : &/ (RT) — [0, 1] estd bem-definida, vamos mostrar que esta
aplicagdo é finitamente aditiva na dlgebra o (RT). De fato, sejam A, B € & (RT) cilindros
disjuntos. Entao existem k,m € N, ti,...,tx e s1,...,8, € T duas listas de elementos
distintos de T" e borelianos H € Z(RF) e K € Z(R™) tais que

A={r eR": (vy,...,2;,) € H} e B={reR":(x,,...,2,,) € K}

Novamente, sem perda de generalidade, podemos assumir que & < m. Argumentando como
acima, podemos encontrar uma permutacdo 7™ do conjunto de indices {1,...,m} tal que
(t1,- .oy tk) = (Sp=1(1)s - - -, Sr—1(k)) € a aplicagdo ¥ : R™ — R* dada por ¢ = P, ;0 ¢, satisfaz
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v Y H)=KeA={reRl: (vy,...,25,) € v 1 (H)}. Como estamos assumindo que
AN B = @, entdo temos que ¥ (H)N K = &. Logo

P(AU B) = fisy, s, (07 (H)UK) = iy s, (07 (H)) + sy (K

= Mty ity (H) + Hsi,.ism (K)

— P(A) + P(B).

Para mostrar que P : &/ (RT) — [0,1] é o-aditiva em &/ (RT) é suficiente mostrar que
para toda sequéncia {A, : n € N} em o (R”) satifazendo A, 11 C A, e NpenA,, = J, temos
que P(A,,) — 0, quando n — oc.

Para mostrar a validade da afirmagao acima note que é suficiente mostrar que se existe
e >0 tal que 0 < ¢ < P(A,), para todo n € N, entdo Nyen4, # .

Fixe n € N e considere os conjuntos A, e A,;;. Como estes conjuntos pertencem a
dlgebra o7 (RT) sabemos que existem k(n),m(n) € N, t,... th(n) € S1,-- ., Smn) listas de
elementos distintos de 7' e H; € B(RF™) e H, \; € ZB(R™™) tais que

A, ={r eR": (Ttrs ooy Thyy) € Hub € Appi={z € R” : (z,,,... (T ) € Hogr}.

Como A,1 C A,, podemos, sem perda de generalidade, assumir que k(n) < m(n). Dal
segue que existe alguma permutagao m do conjunto de indices {1,...,m(n)} tal que

(tl, .. 7tk;(n)) = (Sw—l(l), ey Sﬂ—l(k(n)))

e Hy .y C1~tH,, onde ¢ : R™™ — R*¥™ ¢ dada por

1/)(5(,’1, Ce ,xm(n)) = ($ﬂ.—1(1), Ce ,SL’ﬂ.—l(k(n))).

Destas observacoes, segue que dada uma sequéncia {A, : n € N} nao-crescente em o7 (R),
podemos afirmar que existe uma sequéncia {tk(n) :n € N} em T de elementos distintos e
uma familia de borelianos {H,, € Z(R*™) . n € N} tais que

An = {I’ € RT . (xt“ . ’Itk(n)) € Hn}

Pela definicao de P e pela igualdade acima, temos que P(A,) = Mtl,..,,tkm)(Hn)- Como

consequéncia do Teorema 63 e da o-compacidade de R¥™ podemos afirmar que existe algum
compacto K, C H, tal que

€
,utl,...,tk(n)(Hn - K,) < GYESE
Seja B, € </(R”) o conjunto determinado pelo conjunto compacto K, C RF™ isto ¢,
B, ={z e RT : (x4, ... ,xtk<n)) € K, }. Observamos que segue diretamente da definigao de

P e de K, que
€

P<An - Bn) = ,U/tl,...,tk(n)(Hn - Kn) < ﬁ

Defina para cada n € N
Ch

N B
k=1
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Claramente temos C,, C B,, C A, e

B, — ) = (40 ) B)) _ (U (4,0 5))

k=1

n n

<SS PA, —B) <Y PA—B) <Y 2:“ <

k=1 k=1 k=1

DO ™

Usando C,, C A,,, a desigualdade acima e lembrando que 0 < ¢ < P(A,,) concluimos que
P(A,) —P(C,) =P(A, - C,) < g —  P(4,) - g <P(C,) = g < P(C,).

Da definicao de C), e da desigualdade acima, concluimos que C,;; C C, e C,, # &, para
todo n € N.

Da observacio acima, sabemos que para cada n € N podemos escolher um ponto z(™ €
R” em C,. Pela definicdo de C, sabemos que para todo k satisfazendo 1 < k < n temos 2™ €
C,, € (% C By. Observe que segue diretamente da definicao de By que (xgl), .. xﬁf()k)) e K.
Fixada uma coordenada t; € {t1,...,tyu } segue da compacidade de K} que a sequéncia de

nimeros reais {a:gl) : n € N} possui pelo menos uma subsequéncia convergente. Utilizando
o método da diagonal de cantor podemos construir uma subsequéncia {n, : r € N} tal que

Thﬁng(} $§ ) = = Ui, para cada j € N.

Seja z € RT um ponto qualquer satisfazendo 2y, = Y, para todo j € N.
E claro que

(2215 -+ s 2t,) = lim (:vg”), L™y e K, Vk € N.

r—00 bh(k)

Em particula, segue da observacao acima que z € B, C A, para todo k € N. Logo

z € ﬂAn,

neN

mostrando que esta intersecao é nao-vazia e encerrando a prova do teorema.

7. Alguns Problemas com a Sigma-Algebra Produto

Teorema 11. Sejam 2 um conjunto arbitrario e {X; : t € T} uma familia de fungoes
definidas sobre o conjunto 2.

a) Suponha que A C RT e que existe S C T tal que A € o({X; :t € S}). Sew € Ae
Xi(w) = Xi(n), para todo t € S, entao n € A;

b) Se A € o({X;:t e T}), entao existe algum subconjunto enumeravel £ C T tal que o
evento A € o({X, : t € E}).

Prova. Vamos proceder de maneira analoga a da prova de que a conclusao do Teorema 10
implica a conclusio do Teorema 9. Primeiro, consideramos a funcio ¢ : Q — R” que é
definida implicitamente pela equacao

Zi(€(w)) = X4(w), VteT.
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Vamos também considerar a projecio mg : R — R definida por
TS({Q:t it e T}) = {QJt it e S}

E claro que se . denota a o-algebra produto sobre R®, entdo a aplicacio de projecio
definida acima 7g : (RT, ) — (R, 5) é mensurével.

Com auxilio da projecao definida acima e da funcao ¢ podemos introduzir uma nova
funcao ¢ : Q — R que é dada por ((w) = 75(£(w)). Se s denota a o-dlgebra gerada pela
familia {X; : t € S}, entdo temos que a fungdo ¢ : (2,%) — (R®, ) define uma funcio
mensuravel.

(R, Z(R))

Pelas propriedades elementares de imagem inversa e definicao de & temos, para toda lista
ty,...,t, € S distintos a seguinte igualdade:

o {(Ztl,--thk) c H} - {(th,...,th) € H} € Ys. (17)

¢

(R, )

VA

(R, Z(R))

Pela mensurabilidade de ¢ sabemos que a colecio {("1(H) : H € 5} é uma sub-o-dlgebra
de 5. Além do mais, segue da igualdade (17) que o conjunto dos geradores da o-algebra %5
estao contidos na o-algebra {("'(H) : H € J} e portanto 95 C {¢"'(H) : H € #}. J4
que estabelecemos acima a validade da continéncia reversa, concluimos que estas o-algebras
coincidem, isto é,

Gs ={C'(H): H € H}.
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Desta forma se A € 95 = o({X; : t € S}), entdo podemos afirmar que existe algum
conjunto H €  tal que A = ¢ 1(H). Além do mais, se w € A= ("Y(H) en € é tal que
X (w) = X;(n), para todo t € S, entdo temos

Zi(C(n) = Xe(n) = Xo(w) = Zi(C(w)) = () =((w).

Logo n € ("!(H) = A e isto encerra a prova do item a).

Prova do item b). Seja S C T subconjunto enumeravel arbitrario e considere a o-algebra
Fs =o({X;:t € S}). Vamos mostrar que a o-dlgebra Fr satisfaz

yT = ¥ = U yg.
SCcT
S enumerével

Para provar a validade da igualdade acima, é suficiente mostrar que a colecdo ¢4 é uma
o-algebra e que contém todos os geradores de ., ja que isto implica #p C 4. Por outro
lado, temos para cada S C T que g C Zp, mostrando que 4 C %1 e consequentemente a
igualdade desejada.

E claro que @ e Q € 4. Se A € ¥, entdo existe algum S C T, enumerdvel tal que
A € Fs. Como g é uma o-dlgebra entdo temos que A° € g e consequentemente A¢ € ¢,
mostrando que esta ultima colecao é fechada para complementagcao.

Para completar a prova de que ¥ é uma o-dlgebra resta mostrar que se {4, : n € N}
é uma sequéncia em ¥, entao U,cnA, € ¢. Para verificar isto observamos que para cada
n € N temos A, € ¢, logo existe algum conjunto enumeravel S, C T tal que A, € Zs,.
J& que unido enumeravel de conjuntos enumeraveis ¢ um conjunto enumeravel temos que
S = UpenS, € um conjunto enumeravel e claramente A,, € %, C %s. Como esta relagao é
valida para todo n € N, temos que U,eny 4n € F5 C 9.

Para finalizar a prova basta observar que a o-dlgebra . é gerada pelos conjuntos da
forma {X, € B} € #;, C 9. |

Corolério 12. Seja T' = [0, +-00) e considere o espaco produto (R+>) %) onde .Z ¢ a o-
algebra produto, isto é, a o-dlgebra gerada pelo processo de coordenadas {Z; : t € [0,400)}.
Seja C(]0, +00), R) o conjunto de todas as fungoes a valores reais, continuas e definidas sobre
[0, +00). Entao C([0, +00),R) C RI%+*®) mas C([0, +00),R) ¢ .Z.

Prova. A prova serd feita por contradigdo. Suponha que C([0,+00),R) € Z. Entao pelo
item b) do Teorema 11 existe algum conjunto enumeravel S C [0, +00) tal que

C([0,400),R) € Fs=0({Z; : t € S}).

Por outro lado, o item a) afirma que qualquer conjunto mensuravel segundo a o-dlgebra
o({Z; : t € S}) possui a seguinte propriedade: para qualquer f € C([0,+00),R) fixado, se
g € RIO+®) satisfaz f(t) = Z,(f) = Z(g) = g(t), para todo t € S, entdo g € C([0, +00),R).
Mas isto é um absurdo, pois considerando qualquer ¢y € [0, +00)\ S e a funcao g : [0, +00) —
R dada por

), se t# to;
g(t)_{l—l—f(to), se t=tp.

Temos que Zi(f) = Z;(g), para todo t € S, mas g é descontinua em ¢ = ty,. Portanto a
fungdo g nao pode pertencer a C([0, +00),R) o que leva a uma contradicao. [
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Corolario 13. Seja T' = [0, +-00) e considere o espaco produto (R%*>) .Z) onde .Z é a o-
algebra produto, isto é, a o-dlgebra gerada pelo processo de coordenadas {Z; : t € [0,4+00)}.
Considere a colecao

M={feRO+) S R: ft)< f(s)set<s e f(t)eN, Vt>0},

isto é, a colecao de todas as fungdes mondtonas nao-decrescentes, tomando valores em N e
definidas sobre [0, +00). Entao M ¢ .Z.

Prova. Como na prova do corolario anterior, vamos argumentar por contradi¢cao. Suponha
que M € Z#. Entao, pelo item b) do Teorema 11, podemos afirmar que existe algum conjunto
enumeravel S C [0,400) tal que M € Zg = o({Z; : t € S}). Como na prova do corolario
anterior, segue do item a) do Teorema 11 que o conjunto M possui a seguinte propriedade:
se f € MegeRO+0) ¢ tal que Z,(f) = Z,(g), para todo t € S, entdao g € M.

Mas isto é um absurdo pois, se ty € [0,+00) \ S a fungao g : [0, +00) — R dada por

f(t)’ se 1 7é to;

g(t) =
14+2 inf t), se t=-tp.
te(to,+00) f( ) 0

é tal que Z;(g9) = Z,(f), para todo t € S, mas como ¢g nao é uma funcdo mondtona nao-
decrescente entdo g ¢ M o que é uma contradigao. [ |

8. A Sigma-Algebra Produto e Sigma-Algebra de Borel

Como mais uma aplicagdo do Teorema 11 vamos ver a seguir como se comparam as o-algebras
produto e de Borel em espacos produtos da forma R”. O préximo teorema mostra que estas
duas o-algebras coincidem se, e somente se, o conjunto de indice T' é enumeravel.

Teorema 14. Sejam 7' C R um conjunto de indices, RT o produto cartesiano, 7(R?) a
topologia produto e .% a o-dlgebra produto, entao

a) qualquer que seja Card(T), temos . C o(7(RT)) = Z(RT);
b) se T é enumeravel, entdo .# = o(7(RT)) = B(RT);
c¢) se T ¢ nao-enumerdvel, entao # C o(7(RT)) = B(RT).

Prova. Para cadat € T e A € 7(R), temos que U = 7; '(A) € 7(RT). Portanto, podemos
concluir diretamente das defini¢bes que

o ({77 (A) 1\ it }) S0 (U E€RT 1 U éaberto) = o(r(R”)) = B(RT).

ACR aberto

Proximo passo é mostrar que

F=o({m"(H): 1 m ) = ({7 (A ik e ) - (18)

Uma vez provada esta afirmacao, segue da continéncia anterior que .# C Z(RT).
Para provar a igualdade acima, primeiro observamos que para t € T fixado e H € #(R)
fixados, temos que 7; '(H) € o(n; '(A) : A C R aberto). Desta continéncia segue que

U m7'(H) Co(m,'(A) : A C R aberto).

HeB(R)
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Tomando a uniao sobre t € T' em ambos lados da continéncia acima obtemos

U U = '(H) c o, "(A): ACR aberto)

teT HeA(R) teT

4

O'(U U W[l(H))CJ(UU(W[%A):AQR&bH’CO))
)

teT HeA(R teT

Y

F =0 ({ﬂ-t_l(H) : Héigfﬂ{) }) g o ({7‘(‘;1(14) : Agﬁ%eierto }) ’

Como a continéncia reversa é certamente valida, ji que todo aberto é um boreliano temos
que a igualdade (18) estd demonstrada e isto encerra a prova do item a).

Prova do item b). Se T é enumerével, entdo temos da Proposi¢do 55 que a topologia
produto 7(R?) admite uma base enumeravel. Desta forma cada aberto de 7(R”) é unido
enumerével de cilindros bésicos, e tais cilindros pertencem a .%. Portanto o(7(R?)) C .Z.
Como o item anterior garante a continéncia reversa é sempre valida, entdao podemos concluir
que Z = o(7(R")) = B(RT).

Prova do item c¢). Seja 7' um conjunto de indice ndo-enumeravel. Como para todo t € T,
temos que 7; : RY — R é uma funcio continua, entdo m; '({0}) é um fechado na topologia
produto 7(RT). Como a intersecdo arbitraria de fechados é um fechado, podemos afirmar
que o conjunto (unitario possuindo apenas a fun¢ao identicamente nula)

E={zeR" 0, =0Vt eT}=()m,"({0}).

teT

é um fechado e consequentemente um elemento de o(7(R”)) = Z(R").

Vamos usar o Teorema 11 para mostrar que £ ¢ .#, a o-algebra produto sobre R”.
Suponha, por contradi¢do, que E € #. Entao segue do item b) do Teorema 11 que existe
algum subconjunto enumeravel S C T tal que E € %5 = o({Z; : t € S}). Por outro
lado, se £ € Z5 e w € E, entdo segue do item a) do Teorema 11 que se n € RT é tal que
Zy(w) = Zi(n), para todo t € S, entdo n € E. Mas isto é um absurdo, ja que se S é um
subconjunto enumeravel de T, entdo existe pelo menos um ponto tn € T\ S e a funcao

n: T — R dada por
0, set #to;
n(t)E{ "
1, se t = 1,

satisfaz a condigao Z;(w) = Zy(n), para todo t € S, mas n ¢ E, pois E é composto apenas
pela fungao identicamente nula em 7. Desta contradi¢do concluimos que E € %(RT), mas
E ¢ #. Como ja sabemos que para qualquer que seja o conjunto de indices T temos
F C BRT), concluimos dos argumentos acima, finalmente, que a continéncia entre estas
o-algebras é estrita, no caso em que T' é ndo-enumeravel. |
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9. Construindo Familia de Medidas Consistentes

Seja T C R um conjunto infinito de indices. Nesta secao vamos usar a estrutura de ordem
da reta, para mostrar como podemos construir uma colecao especifica de medidas de proba-
bilidade sobre espacos euclidianos de dimensao finita, que nos auxiliarao na construcao de
uma familia consistente de medidas de probabilidade e estas, por sua vez, serao usadas para
construir o chamado Processo de Wiener ou Movimento Browniano.

A ideia é construir uma medida py, 4, para cada k-upla (¢, ..., %) ordenada de indices
de T satisfazendo t; < t9 < ... < t. Além de definir uma medida para cada uma desta
k-tuplas ordenadas, estas medidas devem satisfazer a seguinte condigao de consisténcia:

/"l’tl,...,tz‘,l,ti+1,...,tk(Hl X X H’i—l X Hi-i-l XX Hk‘)
I (19)
Pty (Hy X oo X Hy g X R Hipq X -+ X Hpy,)

para quaisquer H; € Z(R), com j =1,..., kel <i<k. Parai=1ei=Fk exigimos que
sejam satisfeitas as seguintes igualdades, respectivamente:

Pyt (Ha X oo X Hy) = piey 1, (R X Hy X -+ X Hy); (20)
Mt1,---7tk—1(H1 X X Hk’—l) = :uh,---,tk(Hl X X Hk—l X R)v (21)

para quaisquer H; € Z(R), com j =1,... k.

Finalizada a construgao descrita acima, passamos a etapa de definir p, ., para uma k-
upla (t1, ..., tg) arbitraria, de elementos distintos de T'. Para isto, dada uma k-tipla arbitraria
de elementos distintos de T', considere m como sendo a tnica permutagao do conjunto de
indices {1, ..., k}, que age ordenando as coordenadas desta k-tipla, ou seja, tr(1) < ... < tx(x).
Defina

— -1
/'[’tl,...,tk - /’Lt‘rr(l):-“vt‘rr(k) © (pﬂ' ) (22)

onde ¢, : R¥ — RF é a aplicagao linear dada por ¢ (21,...,2k) = (Ta-1(1),- -, Tr-1(k)),
definida anteriormente em (4).

Afirmamos que familia {y, 4, }, construida acima, é uma familia consistente de medidas
de probabilidade.

Para provar que a afirmacao é verdadeira, temos que verificar a validade das condig¢oes
de consisténcia (7) e (8). E claro que a condicio (7) é satisfeita por construcio ja que a
familia é definida satisfazendo (22). A condigao (8) também ¢é automaticamente satisfeita,
por construgao, no caso em que (ty,...,t;) é uma k-upla ordenada, porque a familia de
medidas ja é construida satisfazendo a igualdade (21). Portanto, resta verificar a validade
da condigao (8) quando (ty,...,t;) é uma k-tupla arbitréria.

Sejam (ty,...,tx) é uma k-upla arbitrdria e A a tnica permutacao do conjunto de indices
{1,...,k — 1} que induz uma ordenagao da (k — 1)-upla (t1,...,tx_1), ou seja,

Zf,\(l) < ... < t)\(kfl).

Vamos dividir o restante da nossa analise em trés casos. Suponha inicialmente que t; é o
maior indice da k-upla (t1,...,¢). Neste caso a permutagao 7 que induz a ordenagio nesta

24



k-upla é dada por 7(j) = A(j), para j = 1,...,k — 1 e w(k) = k. Assim temos diretamente
das condigbes (22) e (21) que

Hity,.to—q (Hl Xoeee X Hk—l) = IutA(l)v“’tA(k—l)(H/\(l) XX H/\(/f—l))
= Mtﬂ(l)?"'rtﬂ(kfl)vtw(k) (Hﬂ—(l) X X Hﬂ-(k_l) X R)
= :uth---,tk—htk(Hl X oo X Hyq X R)

e assim a condigao (8) ¢é satisfeita neste caso.

O segundo caso é aquele em que t; é o menor indice da k-tpla (¢1,...,t;). Neste caso a
ordenacao desta k-upla é induzida pela permutacao 7 dada por 7(1) =k e w(j) = A(j — 1),
para todo 7 = 2,... k.

Analogamente, segue das condigoes (22) e (20) que

Pty ooty (H1 X - X Hp_q) (Hxay X -+ X Hyg-1))
= /'Ltﬂ'(l)v"'atﬁ(k—l)vtﬂ'(k) (R X Hﬂ—(2) X X Hﬂ—(k))

= H’th...,tk_l,tk(Hl X X Hk-_l X R)

= Hty1yseeatak—1)

o que novamente prova a validade da condigao (8).

O terceiro caso é aquele em que ty, é i-ésimo indice da k-upla (t1,...,t), com 1 <i < k.
Neste caso a permutagao de {1, ..., k} que induz a ordenagao desta k-upla é dada em funcao
de A da seguinte maneira:

(), se j < 1;
m(j) =<k, se j = i;
Aj—1), sei<j<k.

Agora, usando as condigoes (22) e (19) temos

Mtl,...,tk,l(Hl X X kal)
Il
(Hxay X -+ X Hyp—1))
Il
Hyay x - X Hy-1) X R X Hyga) X -+ X Hyg-1)
Il
Heqy % - X Hyo1y X R X Hegigqy X oo X Hyy)
Il
Wiyt gty (HL X - X Hi_p X R).

Hetyyseetage—1)
Fot 1y 5ot A1) st R EA (1) oo EA (R 1) (

utﬂ(l):"'zt‘rr(ifl)rtw(i) 7t7r(i+1)7"~7t7r(k) (

Esta igualdade encerra a verificacdo de que a condigao (8) ¢ satisfeita pela familia {pu, 4, }-

Em resumo, se construimos uma familia de medidas de probabilidade s, . ¢, , apenas para
k-uplas ordenadas de forma que as condigoes (19), (20) e (21) sejam satisfeitas e em seguida,
estendemos esta familia, por meio de (22), para uma familia indexada por k-uplas arbitra-
rias (nao necessariamente ordenada), entdo obtemos uma familia consistente de medidas de
probabilidade que satisfaz as hipoteses do Teorema de Consisténcia de Kolmogorov.
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10. Distribuicoes Gaussianas em Espacos Euclidianos

Uma variavel aleatéria X definida sobre um espago de probabilidade (€2,.%,P) possui distri-
buicdo normal com média ;1 € R e varidncia 02 > 0, se X possui densidade dada por

feta) = o (<),

202

Podemos construir concretamente uma variavel aleatéria com distribuicdo normal no
espago de probabilidade (R, Z(R), 1), onde p é a medida de probabilidade definida por

0= e oo () o

simplesmente tomando como varidvel aleatéria a fungdo X : R — R, dada por X(w) = w,
isto é, a funcao identidade. De fato,

P(X € H) =P({we Q: X(w) € HY) =P(H) = u(H) =

1 (@ =),
’—27]-0-2 Hexp — 20_2 Z.

Além do mais, para cada k € N fixado, podemos usar o Teorema de Fubini-Tonelli para
construir explicitamente uma cole¢ao com k variaveis aleatérias Xy, ..., X, independentes
e satisfazendo X; ~ N(u;,07). Para isto, consideramos espago de probabilidade (2, .7, P)
como sendo (RF, B(RF), H;?:l 1;), onde para cada H € Z(R")

= (ﬁuj> )= [- / H Vo (—W) day - - - day,

e Xj(w1,...,wj,...,w,) =w,;, paracada j=1,...,n.

Vamos usar as variaveis aleatorias e o espaco de probabilidade apresentados acima, para
dar o primeiro passo na direcao de construir uma familia consistente de medidas de proba-
bilidade que serao usadas para definir o Movimento Browniano ou Processo de Wiener.

Para cada j = 1,...,k defina S; = X; + ...+ X;. Considere o vetor aleatério tomando
valores no espago euclidiano k-dimensional de coordenadas (Si,Ss,...,S;) = S. Vamos
mostrar que este vetor possui distribuicao absolutamente continua e vamos determinar ex-
plicitamente sua densidade. Como a construcao que estamos interessados s6 necessita do
caso de normais de média zero, daqui para frente vamos assumir que p; = 0, para todo
j=1,... k.

Para ilustrar as ideias desta prova vamos considerar, primeiro o caso k = 4. Neste caso,
temos que o vetor aleatério definido acima, em sua forma transposta, é dado por

Sy 100 0\ /X;
S| |1 10 0][x,
Sl =111 of]x;
S, 111 1) \x,

Abusando um pouco da notagao vamos escrever a igualdade acima como S = AX, omitindo
o sinal de transposicao para nao carregar a notagao.
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Observe que como a matriz acima é uma matriz triangular inferior, sabemos que seu
determinante é dado pelo produto dos elementos da diagonal principal. Portanto, neste caso
é imediato verificar que esta matriz é invertivel e possui determinante igual a 1. Além do
mais, sua inversa ¢ dada pela matriz

ATl =

O~ = O
— = O O
—_ o O O

1
-1

0 —

0

Note que A~ age, fixando a primeira coordenada e em seguida, subtraindo duas coorde-
nadas consecutivas. Mais precisamente,

1 0 0 0 T T
-1 1 0 0 i) To — X1

0 -1 1 0| [as!| |23—29

0 0 -1 1 T4 Ty — T3

Usando a expressao obtida acima para inversa de A e o Teorema da Mudanca de Variaveis
para integrais multiplas obtemos, para cada H € Z(R*), as seguintes igualdades

P(Se H)=P(AX € H)
=P(X € A 'H)

1 1 xJQ
= . e 7exp _ dxl...dx4

E// fx(x1,. .., zq)dxy - - dry
A-1H

:// fx o ANz, ... 2| Det(A™Y)| day - - - dg
H

://H fx<$1,I2—ZE17...,I4—ZE3)del"'dl’4

Lo (2; — ;)
— /... W T Y g d
[+, g,/zwa?- eXp< 20 ) nt

J
com a convenc¢ao, no primeiro termo do produtoério acima, que xy = 0.

Da igualdade acima conseguimos obter a expressao explicita para da funcao de densidade
do vetor S = (51, ...,S5s). Assim para qualquer retdngulo mensurdvel Hy X - -+ x H, temos

P(S,...,51) € Hy x - x Hy)
[

S ( (z; — l‘j—l)2>
exp | ——————— | dxy - - - duy.
/I{1 /I{4 jl;{ /271'0']2 p 20’2 ! 4

J
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Desta igualdade concluimos imediatamente que a fun¢ao de densidade do vetor aleatério
(S1,...,854) é dada por

f(51.52.85,50) (T1, -+, T4) =[x, (21) o (T2 — 1) x5 (23 — 22) fix, (T4 — T3). (23)

E claro que a igualdade abaixo é sempre valida pois temos o mesmo evento tanto no lado
direito quanto esquerdo, para todo H; € A(R)

P(S1, 83, 54) € Hy x Hs x Hy) =P(Sy1, 55,55, 81) € Hy x R x Hy x Hy).

Além disto o fato das v.a’s X;’s serem normais vai implicar uma relagdo muito forte entre
as funcoes de densidade dos vetores aleatérios (S7,S3,54) e (S, 52,53, 54). Esta relacao
serd crucial, adiante, para provarmos a condi¢ao de consisténcia (19) para uma familia de
medidas de probabilidade que definiremos a partir das varidveis aleatérias S;’s.

Ja que o vetor (51, Ss,S3,5,) possui uma fungdo de densidade, podemos afirmar que o
vetor (51, S3,.54) também possui densidade e que podemos obté-la via marginais, como segue

f(51,53754)(x1ax37$4) = /Rf(Sl,SQ,Sg,SAL)(:Ulax27$37x4) dx?‘ (24)

Usando a identidade (23) podemos afirmar que o lado direito da igualdade acima é dado por
/R f(Sl,S2,SS,S4)(xl7 T2, T3, x4) de
I (25)
fx (@) fx, (24 — 23) /R fxa (@2 — 1) fx, (25 — @2) doa.

Portanto, para encontrar a formula explicita para a densidade (Sy, S3, Sy4) s6 precisamos nos
concentrar em calcular a integral que aparece no lado direito da igualdade acima. Para isto,
vamos considerar a mudanca de varidveis ¢t = xy — x;. Entao

[ s = ) (s = w2) e = [ (8 (@3 = 02) = )t
= (fxo * fxs) (w3 — 1),

onde (fx, * fx;) é o produto de convolugao entre as fungoes de densidade de X5 e de X3,
respectivamente. Como estas v.a/s sdo independentes e possuem distribuicao N(0,03) e
N (0, 0%) podemos afirmar pela férmula da convolucio para varidveis aleatérias independentes
que (fx, * fx3) = fxprxs- J4 que Xy + X3 ~ N(0,0% + 02) temos das observagdes acima e
da igualdade (25) uma férmula explicita para a densidade de (57, S3,S;) que é dada por

f(51,55,50) (71, T3, 74) = fx, (1) fx, (04 — 23) (fxy * fxs) (03 — 71)
=[x (21) fx, (T4 — 23) fxp1 x5 (T3 — 21)

=[x (T1) fxor x5 (23 — 1) fix, (04 — 23).
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Para cada quadrupla tq,ts,t3,t4 € [0, +00) ordenada, 0 < t; < ty < t3 < t4 < +00, defina

(7 — 1)
Poty,ta(H1 X oo X Hy) = exp | ————— | dz1 - - - duy,
m j: 2(t; —t;_1) 2(t; —tj-1)

7—1

adotando novamente a convencao que to =0 e zo = 0.

Como observado nos paragrafos anteriores, podemos olhar para a medida de probabilidade
Uty 4, como a distribuigdo de um vetor aleatério (Si,...,S5), onde S; = Xy + ...+ Xj e
cada varidvel aleatoria X; possui a seguinte distribuicao, respectivamente:

o« X7~ N(0,t);

. Xy~ N(0,t2 —t1);
o X3~ N(0,t3 —t2);
. Xy~ N0, — t3).

Desta forma, podemos deduzir das observagoes feitas anteriormente que valem as seguinte
igualdades:

or, s (Hy X R x Hy x Hy) = P((Sy, S, 83, 54) € Hy x R x Hz x H,)

= P((S1, S5, 54) € Hy x Hs x H,)

= o Ha X Hy le (1’1)fX2+X3($2)fX4 (354) dzy dxs dxy.

Como X5 e X3 sao normais independentes, entao
X2 -+ X3 ~ ]\Z(O7 (tg - tl) + (tg - tg)) - N(O,tg - tl)

Portanto segue das igualdades acima que
ch...,m(Hl x R x Hjz x H4) = / fX1<xl)fX2+X3 ($3 - $1)fX4(£E4 - 5U3) dxy dxs dzy.
H1 ><H3><H4

Observe que a densidade que aparece no integrando acima possui a seguinte expressao

exp (Z4270) exp (SRR e (SERY)
V27t V2r(ts — ) /2m(ts — ts)

lembrando da convencao que xy = 0. Como esta ¢ exatamente a densidade da medida i, ¢, +,
segue da igualdade anterior que

,utl,...,t4(H1 X R X H3 X H4) - ut1,t3,t4(Hl X H3 X H4)

que é um caso particular da condi¢do consisténcia (19).

Outro fato importante é que se estendemos a definicao de ju, 4 para uma quadrupla
arbitrdria (ndo necessariamente ordenada) de pontos distintos de [0, +00) por meio (22)
usando a permutacao 7 que ordena a quadrupla (tq,...,ts), ou seja

,U/tl,...,t4 (Hl X X H4) = ,U/tﬂ.(l),...,tﬂ.(4) (Hﬂ'(l) Xoee X H7I’(4))

damos inicio a construcao de uma familia consistente de medidas de probabilidade.

29



11. Movimento Browniano

Um Movimento Browniano ou um Processo de Wiener em uma dimensao é um processo
estocastico {W; : t € [0,+00)} definido sobre algum espago de probabilidade (2, .%#,P) e
satisfazendo as seguintes propriedades:

i) O processo inicia na origem, quase certamente, em ¢t = 0. Mais precisamente

i1) Os incrementos sdo independentes, isto é, para quaisquer 0 < t; < ty < ... < ty e
quaisquer H; € A(R), com j =1,...,k temos

P ( ﬁ{Wtj - Wtj—l < H]}) = ﬁP(Wt] - Wtj—l c Hj), (27)

Jj=1

i17) para cada par 0 < s < t o incremento W; — Wy ~ N(0,t — s), isto é, para todo
H € #(R) temos

P(W, — W, € H) =

t: / exp< )> d. (28)

Mostrar a existéncia de um processo estocastico satisfazendo as condigoes @) — i) é o
objetivo central desta secao.

A ideia é mostrar que a familia de medidas de probabilidade, definida para k-uplas
ordenadas 0 < t; <ty < ... <ty e H e B(RF) por

. — . 2
W) dz, - duy, (20)

pas(H) = [ HW exf’( 20t — ;1)

satisfaz as condigoes de consisténcia (19), (20) e (21). Em seguida, estendemos esta familia
como em (22), obtendo finalmente uma familia consistente de medidas de probabilidade
{1t...t, }- Uma convencdo importante também a ser considerada é que devemos entender
ey, quando t; = 0 como sendo a medida delta de Dirac em zero, isto é, po({0}) = 1. Isto
¢é de certa forma natural porque esta medida de probabilidade corresponderia a distribuicao
de uma normal degenerada N (0,0).

Em seguida, vamos mostrar que o processo estocastico fornecido pelo Teorema da Exis-
téncia de Kolmogorov (Teorema 9) satisfaz as condigoes (26), (27) e (28).

Teorema 15. Para cada k > 1 e cada k-upla ordenada < 0 < t; < ty < ... < 1} e para
cada boreliano H € 7 € #(R*) defina

(. — . )2
..... / H exp <(%$ﬂ—1)> day - - - dzy, (30)
12 (t; — ) 2(t; — tj-1)
com a convengao que tp = 0, zg = 0 e py = dpy. Além do mais, se (¢y,...,%) é k-upla
arbitraria de elementos distintos em [0, 4+o00) defina gy, 4 = [t 1ty © P> Onde T 6 a

tnica permutacao de {1,...,k} que induz a ordenagao da lista (¢y,...,t;). Entdo a cole¢ao
{1tt,...t, } forma uma familia consistente de medidas de probabilidade.
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Prova. Fixe k € N, 0 <t <ty < ... < t. Sejam Xq,... X} varidveis aleatorias indepen-
dentes com XjNN(O,tJ ti—1) eS _X1—|- .+ Xj. Como na Secao 10 temos
St 100 0\ /Xy X4 1 00 --- 0\ /S
So 110 -+ 0][Xs X5 -1 10 --- 0]|Ss
I | TN (PSS I I R
S, 11 1 1) \X, X, 0 0 : —1 1) \S,

Seja A a transformacdo linear, agindo em RF, representada pela matriz quadrada que
aparece no lado esquerdo da equivaléncia acima. Observe que segue do Teorema da Mudanga
de Varidveis as seguintes igualdades, para cada H € %Z(R")

P(Se H) =P(AX e H)=PX € A*lH)

1 2
_/ / exp J dey - do,
-1q j=1 \/m Q(tj_tj_l)
E// fx(x1, ... x) day - - - dog
A-1H

:// fxo ANz, ..., zp)|Det(A™ )| day - - - dy,
H
://H fx(xy, 0 — a1, ... 2k — Tp—1) dxy - - dxy,

_/ / H eXp<(ﬂJl) dzy - - - dzy,
12wt —t_q) 2(t; —tj-1)
com a convengao, no primeiro termo do produtoério acima, que xy = 0.

Da igualdade acima concluimos que para cada inteiro 1 < i < k e todo H; € A(R) vale
a seguinte igualdade

P(Se€ H X+ x Hi_1 x RxH; X -+ x Hy)
= gyt (Hy X oo X Hi_g X Rx H;y X -+ - X Hy)

Além do mais a primeira expressao na igualdade acima satisfaz

P(SeHy x - xH_1 xRx H;x--xH)=P| (] {S; € H;}
1§;§k
j#i

Para calcular a probabilidade que aparece no lado direito da igualdade acima, basta observar
que o vetor (Sl, ooy Sic1, 841, -+, Sk) tem densidade (marginal) dada por

/ k eXp mt]jj 11)2>
27t — )
(zj—z ) —(zi—zi—1)> (wig1—w:)?
- 11 exp (S5) / exp (g —rm) exp (S
1<j<k t —t; 1 2r(t; — tiq) 2 (i —
Jgliit1) & v Y

dill'z'

) dzx;.
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Para simplificar a expressao acima, vamos fazer uma mudanga de variaveis na integral que
aparece no lado direito para que possamos reconhecé-la como um produto de convolucgao.
A ideia é usar a mudanga de varidveis t = x; — x;_ junto com a hipdtese de X; e X; 4
serem independentes e possuirem distribui¢do normal e o fato bem-conhecido que a soma de
normais independentes é também uma normal cujos parametros sao a soma dos parémetros
de cada parcela, isto é, X; + X; 41 ~ N(0, (t; — t;—1) + (tix1 — ;) = N(0,¢;41 — t;—1). Logo

—(zip1—xi—1—t)?

e () ow (), _ g ool on (i),

¢2nt-—u ) ,szt+1—t vbwt —tzl) V2 (tien — t)

= (sz * fX¢+1>(xi+1 - ‘xi—l)

= inJrXHl(xiJrl - $i71)

_ oo Gasiy)

\/27T<ti+l —ti-1)

Segue das igualdades estabelecidas acima que a densidade do vetor (S, ..., S;_1, Sit1,---,Sk)
¢ dada por

(zj—zj—1)? (i i-1)?
e (S ) | e (GEtey)
1<j<k 2m(t; —tj-1) \/277 (tiv1 — ti1)
JE{i,i+1}

Portanto,
oty (Hy X oo X Hig x Rx H; x -+ X Hy)

=P(SeH x---xH_1 xRxH; x---x Hy)

=P| ) {S; € Hj}
1<k
i
= Mtl,...,ti_l,ti+1 ..... tk(Hl X X H’i—l X HZ X X H/C)

O que estabelece a validade da condi¢ao de consisténcia (19). A prova da validade das
condigoes de consisténcia (20) e (21) sao feitas de maneira completamente andlogas, apenas
adaptando a notacao.

Para k-tuplas nao ordenadas (ti,...,t;) definimos p, ¢+ = [t 1yt © Py ODde T € @
tnica permutac¢ao que induz a ordenagao da k-tipla (t1,...,t;). Pelos resultados apresenta-
dos na Segao 9 concluimos finalmente que a familia {su, 4 } é uma familia consistente de
medidas de probabilidade. [ |
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Teorema 16 (Existéncia do Movimento Browniano). Seja {pu, .+, } a familia consistente de
medidas de probabilidade definida no enunciado do Teorema 15. Entao o processo estocastico
{Z, .t € ]0,+00)} sobre (RI+) F P) fornecido pelo Teorema 9 satisfaz as condigdes (26),
(27) e (28).

Prova. Ja que, por definicdo, py = d;oy temos que

P(Zy = 0) =P(Zo € {0}) = no({0}) =1,
mostrando que a condicao (26) ¢é satisfeita.

Dados 0 < s < t, vamos determinar a distribuicao da v.a. Z; — Z,. Para isto vamos usar
o método do Jacobiano e em seguida, tomar uma marginal adequada.

Considere a mudanca de variaveis X = Z, e Y = Z;, — Z,. J4 que esta é uma mudanca
de coordenadas linear, podemos representd-la matricialmente como segue

X\ [ 1 0)\/(Z At = 10
y) = \-1 1)\z) comaA =111
Como ja vimos na se¢ao anterior, a inversa desta aplicacao satisfaz
Zs\ (1 0\ (X
Z;) \1 1) \Y
Portanto, temos para todo H € %(R?)
P(X,Y)e H)=P((Zs, Z;) € AH)

! e —x% ! e (72 = x1)2 dxdx
= - ex X
AH /273 P 725 27 (t — s) P 2(t — s) B
E/ g(x1,xe — 1) dr1dxs
AH

= / go A(xl, To — $1)Det(A) dx]_de
H

:/ g(x1,z2) dridas
H

/ 1 —x? 1 —3 Py
= | —ex ex x1dzs.
HA\/2Ts P\ 2s 27(t — s) P 2(t — s) o

Tomando a marginal em X, podemos obter a distribuicao de Y = Z; — Z. E neste caso
temos para cada B € Z(R) que

P(Y € B) =P((X,Y) €R x B)

1 —a? 1 —3
_ dzyd
/RXB 5 XP ( P > =5 exp (2(1& 3 T1dT2

~J, szé*—) o @@i) b
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Mostrando que Z; — Zs ~ N(0,t — s) e portanto a validade da condigao (28).

Resta provar que a condicao (27) é valida. Sejam 0 < ¢ < ty < ... < t; pontos em

[0, 4+00) e considere a vetor aleatério de coordenadas (Zy, — Zy,, Zy, — Zyyy - -y Ly, — Zi,_,)-
Defina

Y; 1 00 0\ [/Z

Y, -1 10 0l [ Z,

N 0 —1 1 0

Yi 0 0 : -1 1) \Z,
Note que Y; = Z;, — Z;,_,, para todo j = 1,..., k. Portanto, mostrar que as componentes do
vetor aleatorio (Zy, — Zy,, Zy, — Ztys - - - s Zy, — Zy,_, ) sd0 independentes é equivalente a mostrar
que as varidveis aleatorias Y;’s sao independentes. Para isto vamos determinar a densidade
conjunta do vetor aleatdrio (Yy,...,Y}). Para facilitar a notagdo vamos denotar por A~ a

transformacao linear agindo em R* representada pela matriz definida acima. Vamos denotar
por f a densidade da medida de probabilidade i, . 4, , ou seja,

) i oxp [ =\ = i-1)’
flay,... .z l;[ (t—t D p(z(tj—tj_1)>

Logo, para qualquer H € %(R¥) temos

P((Y,....Y3) € H)=P(A™(Z,,...,2Z,) € H)

P(Zs,....2) € AH)
:/ flzy, ... xg) doy - - - day,.

:/Hf(xl,xl—kxg,...,xl—l—...—|—xk)dx1...dxk

R =)

j
= H exp | —————— | dxy ... dxy.
Hj:l 27T<tj - tjfl) 2<tj - tj—1>
O que mostra que o as coordenadas do vetor aleatério (Y7,...,Y;) sdo independentes e
consequentemente que as entradas do vetor aleatério (Zy, — Zyy, Ziy — Ztyy -+ y Lty — Zty_,)
sao independentes, estabelecendo a validade de (27). [

2. Desigualdades Maximais

Teorema 17 (Desigualdade Maximal de Kolmogorov). Sejam (€2,.#,P) um espago de pro-
babilidade e {X,},>1 uma sequéncia de v.a’s independentes satisfazendo E[X,] = 0 e
Var(X,) < oo, para todo n € N. Como de costume para cada k > 1, denotamos por
Sr = X1+ ...+ X, Entao para qualquer a > 0 dado temos

1
P <max |Sk| = a> < g\/ar(sn), Vn € N.

1<k<n
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Prova. Fixe a > 0 e para cada inteiro k € N, defina o evento Ay = Ax(a) € F por
k-1
j=1

Note que os eventos A,’s sao disjuntos, isto é, para quaisquer n,m € N com m # n temos
A,, N A, = @. Portanto segue da definicdo de esperanca e das propriedades elementares da
integral de Lebesgue que, para cada n € N, temos

Mﬁ:éﬁw
> n S2 dP
A

_ ,;1 /A |5 + 254(S0 — 5i) + (S — Su)*] dP

n
=2,
k=1

/A (52428450 — 50| dP+ [ (S, — $0)? d]P’}

A

> f: /A |2 +254(Sn — )| dP. (31)

Por definicao, podemos notar que Ay e Sp sdo mensurdveis segundo a sigma-algebra
o(Xi,...,Xg). Por outro lado, S, — Sy = Xyy1 + Xpao + ... + X, é mensuravel segundo
a sigma-algebra o(Xgi1, Xpi2,...,X,). Lembrando que E[X;] = 0, para todo k > 1, e
consequentemente E[Si] = 0, para todo k > 1, e que os elementos da sequéncia { X, },>1 sdo
independentes, segue do Lema do Agrupamento que

/Ak [25,(S, — Si)] dP = 2 /Q 14, S (S, — i) dP
— 2E[14, St (S0 — Sp)]
— 2E[1 4, S¢] - E[S, — Si]
—0.

Usando esta igualdade, no lado direito da desigualdade (31) podemos concluir que
E[S2 > / S2 dP.
k=1 Ak

Pela definigao de Ay, podemos afirmar que a varidvel aleatéria S7 > a2, em A;. Além do
mais, o evento

{max ’Sk| = Oé} = U Ak
k=1

1<k<n
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Destas observagoes, lembrando que os Ax’s sao disjuntos e da desigualdade acima temos

n

B> Y |

k=17 Ak

StdP > a?y” [ A, ap
k=1"9

n

::(XQEEI]P(fik)

k=1

—ar(Ua)

k=1

= o’P (max |Sk| = a) .

1<k<n

J& que E[S,] = 0, entdo temos que Var(S,) = E[S?] e segue finalmente da desigualdade

acima que
1
P (&1]?31 |Sk| = a> < gVar(Sn).
Teorema 18 (Desigualdade Maximal de Etemadi). Sejam Xj, ..., X, varidveis aleatérias

independentes definidas em algum espaco de probabilidade (2, .%#,P). Entao para cada a > 0

a seguinte desigualdade ¢ valida

P (max 1S > 3a> < 3 max P(|Se| > a).

1<k<n 1<k<n
Prova. Para cada k € N satisfazendo 1 < k < n, considere os seguintes eventos
k-1

Br = (N{IS)] < 3a} N {Sk > 3a}.

j=1

Segue diretamente da definicio que B; N B; = & se i # j, ou seja, os eventos Bj's sdo

disjuntos. Além do mais,

{max |Sk| = 3a} = | B«

1<k<n

— (O Bk> N ({I8a] = a} U {|S.| < a})

SCERMVERIEER)

k=1

Portanto,

P (max 1S4| > 3a> <P(IS,] = a) + S P(Be N {|S,] < a})

1<k<n el
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B N {|S,| < a}

da (W)l R

Qe

0 [S.(w)]

Figura 3: A ocorréncia do evento BxN{|S,| < a} e a segunda desigualdade
triangular implicam 2« < |Sg| — |S,| < [Sn — Skl

Note que o evento B, N {|S,| < a} € Br N{|S, — Sk| > 2a}. Além do mais, o evento
By € o(Xy,..., Xg) e {|Sn—Sk| > 2a} € 0(Xk41,...,X,). Como estamos assumindo que as
variaveis aleatérias X1, ..., X, sao independentes segue que estes eventos sao independentes.
Portanto temos diretamente das observacoes acima que

P (max 1S = 3a) < P(IS] = a) + 3" P(Bi N {|S,] < a})

1<k<n 1

n

< P(|Sn| =2 @) + Y _P(B,N{|S, — Sk| > 2a})
k=1

< P(|S,] = a) + > P(B)P(|S, — Skl > 2a)

k=1

n

< P(1Su] = @) + Y P(Bg) max P(|S, — S| > 2a)

] 1<k<n
< P(S,] =2 a) + 1121?%}%1@(’5" — Skl > 2a) I;P(Bk)
<P(|Sy] = o) + lrg]?glIF’(]Sn — Sk| > 2a).
Ja que {|S, — Sk| > 2a} C{|S,.| = a} U{|Sk| = a} segue das desigualdades acima que

P (max 15| = 3a) <SPS, > a) + max B(|S, — 5| > 20)

1<k<n

< P(|S,] > a) + max (]p(ysn| > a) + P(ISi] > a))

1<k<n

<P(S,] > 0) + B(S,| > a) + max B(|Si] > a)

< 3 max P(|Sk| > «). [
1<k<n
Observacao. Note que se X1, ..., X, sdo variaveis aleatorias independentes e de média zero,

e se aplicamos a Desigualdade Maximal de Etemadi com «/3 no lugar de « e em seguida,
a desigualdade de Chebyshev e usamos a independéncia para cotar Var(Sy) < Var(S,),
obtemos, a menos de um fator de 27, a Desigualdade Maximal de Kolmogorov. De fato,

2
P (max |Sk| = a> < 3max P <|Sk| > a) < 3 max %Var(Sk) < O;Var(Sn).

1<k<n 1<k<n 3 1<k<n v
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13. Modificagoes e Trajetorias Continuas do Movimento Browniano

E natural esperar que se um processo estocdstico {W; : t € ]0,+00)}, definido sobre algum
espago de probabilidade, satisfazendo as condigoes (26), (27) e (28) pretende modelar uma
das coordenadas do movimento de um particula suspensa em algum fluido e que esta sendo
bombardeada por moléculas, entao suas trajetérias deveriam ser pelo menos func¢oes con-
tinuas, como funcao do parametro ¢, ou pelo menos continuas mas em algum sentido um
pouco mais fraco. Na verdade, ja seria bastante satisfatorio, do ponto de vista da Teoria
de Probabilidades, que as trajetorias fossem continuas, como funcao de ¢, pelo menos, para
quase toda realizacao do processo. Entretanto, nao é possivel concluir a partir de nenhuma
das duas versdes do Teorema da Extensao de Kolmogorov que estas propriedades deseja-
das necessariamente ocorra. Na verdade, a propriedade de continuidade das trajetérias, do
ponto de vista da primeira versao do Teorema da Existéncia de Kolmogorov, parece ser uma
propriedade extramente rigida. Vale lembrar que o espago probabilidade onde mostramos a
existéncia de um processo estocdstico satisfazendo (26), (27) e (28), por meio do Teorema 16,
é o espaco produto (RI>+>) .Z P). No entanto vimos também no Corolario 12 que neste
espago o conjunto de todas as fungoes continuas C([0,400),R) nao é sequer um conjunto
F-mensuravel. Para contornar esta (falsa) obstrugao, vamos construir um novo processo a
partir do processo dado pelo Teorema da Existéncia de Kolmogorov que possui a propriedade
de ter, quase certamente, suas trajetorias continuas. Além disto vamos ver que este novo
processo preserva a importante propriedade que é ter suas distribuigoes finito-dimensionais
idénticas a do processo original, fornecido pelo Teorema 16.

Sejam D o conjunto dos niimeros racionais diadicos nao-negativos, isto é,

D= {2’1 ; k,neNU{O}}

e{Z;:t€0,+00)} definido sobre (RI**+>®) % P) um Movimento Browniano fornecido pelo
Teorema 16. Para cada n,k € NU {0} seja I, o intervalo da reta dado por

— [k 24k
In,k = |:277 27:|
Figura 4: O intervalo I, contido na semi-reta [0, +00)

Para cada n,k € NU {0} defina as varidveis aleatorias

Myp(w) = sup |Z,(w) = Zy (w)

T‘EInykﬂD

=
&

) = (e, Mag(w).

Assuma que a série abaixo seja convergente, isto é,

i P (Mn > i) < +o00. (32)
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Entéao segue do Lema de Borel-Cantelli que o evento B = {M,, > n~!, ocorrer infinitas vezes}

tem probabilidade zero, ou seja
1
P (Mn > —, ocorrer infinitas Vezes) = 0.
n
Desta forma, se w ¢ B, entdo podemos afirmar que para cada t > 0 e € > 0 dados, existe
algum ng = no(t,e,w) € N tal que para todo n > ng temos:
o T My
2

. <&
n

1
° Mn < —.
)< X

Tome § = 27" e sejam r,s € D N [0,¢] um par de pontos satisfazendo |r — s| < 4. Pela
defini¢ao I, %, sabemos que existe algum inteiro nao-negativo k, satisfazendo 0 < k£ < n2"
tal que r,s € I, j—1 U I, .

[n,kfl | In,k: | | [n,k |
[ | [ |
r S r S
k—1 k k+1 k+2 R k k+2 k+4 R
2” 271/ 271 2’71 27’L 271/ 271

Figura 5: Para cada n fixado, a condigao |r — s| < §, implica que r e s
pertencem a um mesmo I, ; ou a intervalos I,, ;’s consecutivos.

Neste caso, segue diretamente das defini¢des de M,, ; e M, que valem as seguintes desi-
gualdades

| Zr(w) — Zs(w)| € Mpg-1(w) + My p(w)

)

2
<2M,(w) < = <¢, Vr,s € DN[0,t], tal que |r—s| <.
n

Em resumo, as observagoes feitas acima, mostram que para cada t > 0 e w ¢ B fixados,
que a funcio D N [0,t] > r — Z.(w) é uniformemente continua. E bem-conhecido que
toda fungao uniformemente continua definida em um subconjunto denso do intervalo [0, ],
admite uma extensao continua a todo intervalo fechado [0,¢]. Como ¢t > 0 é arbitrario,
podemos concluir que a aplicagdo D 3 r — Z,(w) admite uma extensao continua definida
sobre o fecho de D que é exatamente o intervalo [0, 4+00). Ou seja, existe alguma funcao
[0,400) 3 t —> Z,(w) continua, que estende a aplicacio D 3 r — Z,(w). Além do mais,
sabemos que

Zy(w) = lim Z, (w). (33)

rlt
reD

Se finalmente definimos o processo {W; : t € [0, 4+00)} sobre (R?, % P) por
Zi(w), sew¢ B;

0, se w € B,
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entdo podemos concluir neste momento, a menos da prova da convergéncia em (32), que
finalizamos a construcdo de um processo estocdstico sobre (R?,.# P) possuindo todas suas
trajetérias continuas! Mas como {W; : ¢ € [0, +00) } envolve uma modifica¢do bastante elabo-
rada do processo de coordenadas {Z; : t € [0, +00)}, definido no espago produto (R?, . #,P),
entao precisamos ainda mostrar que as distribuig¢oes finito-dimensionais deste novo processo
continuam satisfazendo as condigoes (26), (27) e (28). Feito isto ai sim poderemos afirmar
que construimos um movimento Browniano ou Processo de Wiener possuindo trajetérias
continuas.

Vamos apresentar agora a prova de (32)

> 1

ZP(Mn > ) < +00.
n

A ideia é usar a Desigualdade Maximal de Etemadi (Teorema 18). J4 que os incrementos do
processo {Z; : t € [0, +00)} sdo independentes segue da Desigualdade Maximal de Etemadi,
da Desigualdade de Markov e da identidade E[Z*] = 30, onde Z ~ N(0,0?), que

(0213%(7” by Zt‘ > a) = (022%% ty 2 ‘ > a)

< 3 max P(‘ZtJr%_Zt‘}a)

0<i<2m 3

< 3 4

3 max —B[(Z,, g —Z:)]

4

35 ( 5i )
= — max 3- —

ad oi<am om

K52

e Vm € N. (35)

Importante observar que os nimeros K, J e a que aparecem na desigualdade acima, nao
dependem de m.

Para cada m € N, defina o evento

En = { max + 5i Zt’ > a}

0e2™m

t t—f—% t+27n o R
t t+ 27,?_,_1 t+ 2m+1 t+ 2m+1 t+ 2m+1 R

Figura 6: Observe que o valor absoluto das diferencas |2 — Zi| que

t+ S5
aparecem em [, ;, também aparecem em F, 1 ;.
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Por construcao, temos que E,,; C E,,11,, para todo m € N. Desta forma a sequéncia
{Em.t}men converge e temos que

oo
lim By = {J Ene =3 sup |Zips — Zi] > «
1

m—00 o1 0<r<
reD

Usando a propriedade de continuidade da medida e a desigualdade (35) concluimos que

P| sup |Ziyrs — Ze| > | =P ( U Em,t)

0<r<1 =
reD m=1

= lim P(En.)

m— 00

= Jim B (ma |2, 7] > )
K§?
< (36)

Das definicoes de M,,, M, x, 0 = 27" e da desigualdade acima, concluimos que

1)
> —
n

1 1
P(Mn>>:IP’(maX Mn7k>):]P’<max sup ‘ZT—Z%
n n ”

0<k<n2n 0<k<n2m re€l, xND

1
=P | max sup ZLJFA—ZL > —
0<k<n2™ 1 ¢i<om 2n T 2m 2n n
meN
n2n 1
=P sup ‘ZLJFA—ZL > —
k=0 1<Z<2m 2n 2m 2n n
me
n2™ 1
QZP sup ‘Zi_i_i—zi > —
par 1<igam on T om on n
meN
n2™ 1
= P | sup ’Z k —Zx|>—
,;) o<r< | 2mtTe ol n
reD
Ké§?
< (n2"+1)

< 2n2"

de onde segue imediatamente a validade de (32).
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Proximo passo é mostrar que todas as distribui¢des finito-dimensionais do processo esto-
castico {W; : t € [0,4+00)} coincidem com as distribui¢oes finito dimensionais do processo
de coordenadas {Z; : t € [0, +00)} sobre (RI®+><) % P). Para isto vamos usar os seguintes
lemas, cujas as provas sao apresentada abaixo por questao de completude.

Lema 19. Se {E, },en € um sequéncia arbitraria de eventos em (2, . %, P), entao

P <li£ri>io£)1f En> < ligl)g)lfIP’(En) < limsupP(E,) < P (lim sup En> :

n—o0 n—00

Prova. Para cada n € N, defina B, = N2, Ex e C, = U;~,, Ex. Entao temos que

B, 1T ligg ior.}f E, e C, J limsup E,,.

n—oo

Segue da propriedades de continuidade e monotonicidade da medida que

n—oo n—o0 n—oo n—oQ

P (lim inf En) = lim P(B,) < P(E,) — P <lim inf En> < liminf P(E,)
Por outro lado, temos as seguintes desigualdades

P(E,) < lim P(C,) =P (lim sup En) — limsupP(E,) <P (lim sup En> )

n—0o0 n—00 n—00 n—00

Assim, segue das propriedades elementares do liminf e do limsup que o lema esta provado. H

Lema 20. Seja {X,},en uma sequéncia de vetores aleatérios definidos em um espago de
probabilidade (©2,.%,P) e tomando valores em R*. Suponha que X,, — X, quando n — oo,
quase certamente. Seja Fx, : R¥ — [0,1] a funcdo de distribuicdo do vetor X,,. Se existe
alguma fungao continua G : R* — [0, 1] tal que Fx, (z) — G(z), quando n — oo, para todo
x € R¥. Entdao G = Fx, onde Fx é a funcio de distribuicdo do vetor X.

Prova. Para facilitar a notacdo se x,y sdo vetores em R¥, vamos escrever x S Y se T < i,
para todo i = 1,..., k. Por hipétese, existe algum subconjunto .#-mensurdvel 2 C 2 tal que
P(Q) = 1 e para todo w € Q temos X,,(w) — X(w). Logo, para cada vetor z € R¥ fixado

temos que se

oo o0
we () U{X, <2} = existe uma subsequéncia {n;}ren tal que X, (w) < .

n=1k=n
Portanto

w e Qﬂ <ﬁ G{Xn < x}) = X(w) = lim X,,(w) = lirglo X, (W) < .

Y
n=1k=n e k=

Da afirmacgao acima segue que

QN (ﬁ pn{Xn < :c}> C{X <z}

Ja que P(Q2) = 1, entao segue da expressao acima que

N

P (11211_}8;}p{Xn < x}) =P (ﬁ G {X, = m}) <PX X x).

n=1k=n
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Do Lema 19 e da desigualdade acima concluimos que

limsupP(X,, < z) <P (hm sup{X,, < x}) <P(X 5 x).
n—00 n—oo

Como por hipdtese temos Fx, () — G(x), quando n — o0, segue da desigualdade acima

que

G(z) = limsup Fx, (z) < Fx(z). (37)

n—oo

Por outro lado, suponha que w € {X < x} N Q. Sejam e >0e h = (€,...,€) um vetor
em R*. Como X, (w) = X(w) e X(w) < x, sabemos das propriedades elementares de limites
que existe algum ny = ng(w,e) tal que para todo n > ng, temos X, (w) <  + h. O que
mostra que

(X=<2}nQ € |J N{X. =gz +h}
n=1k=n

Usando novamente que P(£2) = 1, a continéncia acima e o Lema 19 obtemos a seguinte
desigualdade

FX@):MH@@([’] ﬁ{anm})

n=1k=n
_Pp (1151_1>g1f{Xn <z+ h})
< liminf P(X,, < @ + h)
= liminf Fx (z + h)
n—oo
=G(z+h).

Como estamos assumindo que G é continua, podemos tomar o limite quando ¢ | 0, em
ambos lados das desigualdades acima, concluindo que Fx(z) < G(z), para todo = € RF.
Segue desta desigualdade e de (37) que Fx(z) = G(x), para todo z € R¥. O que encerra a
prova do lema. [ |

A Alertamos que para usar o lema acima é importante verificar que a funcéo G é continua. O
seguinte exemplo deixa isto claro. Sejam X =0 e X,, = 1/n (v.a’s deterministica). Observe
que X,, = X, quase certamente. Para cada n € N, temos que F,(2) = L1/n) 400)(x). Além
do mais, Fy,(z) = L(o400)(7) = G(x), para todo x € R. Entretanto, Fix(z) = Ljg100)(T).
Note que a funcao (G, neste caso, nao é sequer uma funcao de distribuicao ja que ela nao é
semi-continua superiormente.

Abaixo enunciamos e provamos outro teorema fundamental na determinacao das distribu-
i¢oes finito-dimensionais do Movimento Browniano que é o Teorema de Scheffe. Na sequéncia
aplicando este teorema finalizamos a prova da existéncia de um movimento Browniano com
trajetorias continuas.

43



Teorema 21 (Teorema de Scheffe). Seja (£2,.%#) um espago mensuravel f : Q — [0, +00] uma
fungdo .#-mensuravel e para cada n € N; seja f,, : Q — [0, +00] uma funcao .#-mensurével.
Seja p uma medida sobre (§2,.%) e considere as medidas v e v, sobre (§2,.%) definidas por

E) = / fdu, e v (F) = / fndp, VE € F
E E
respectivamente. Se
vn(Q) = v(Q) < 400, vn e N (38)

ese f, — f em quase todo ponto, com respeito a u, entao
n (o]

lim sup |[V(E) — v,(E)] hm/]f faldu = 0.

n—oo EcTF n—oo

Prova. Para cada n € N, defina g, = f — f,. Seja g} a parte positiva de g,. Segue da
hipotese f, — f em p-quase todo ponto que g — 0, exceto num conjunto de

medida p-nula. Além do mais, como f e f, sao fun¢des nao-negativas temos f — f, < f,
logo (f — fu)" < fT = f e portanto

—(f-f)*<f VneN

Note que pela defini¢do de v e pela hipdtese (38) temos que f é p-integravel. Deste fato, das
observacoes anteriores e do Teorema da Convergéncia Dominada segue que

lim/g dp = 0.

n—o0

Observe que também segue diretamente da hipotese (38) que

/ Gn dp+ gnduzfgnd/J:O — / Gn dpt = — In dp,
{gn 0} {gn<0} Q {g" 0}

{gn <O}

para todo n € N. Portanto,
Gn| dp = / Gn dpt — Gn dp
/Q 19n] {gn>0} {gn<0}

{gn=>0}

—2/g+du—>0 (39)

n—oQ

Para finalizar observamos que segue das propriedades elementares da integral de Lebesgue
que para qualquer E € .% temos

W(E) =B = | [ £~ fudu| < [1f = fuldu < [ Ngaldu< [ lgaldp. vmeN,

Como a estimativa acima é uniforme em E € .% segue que

sup |V(E) — v, (E / |gn| du, Vn e N
EeF

Usando (39), a definigdo de g, e a desigualdade acima concluimos finalmente que

lim sup |v(E) — v, (E)| < lim [ |f = ful du=0.

n—oo EcF

O que encerra a prova do teorema. [ |
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Nosso proximo passo é determinar as distribuigoes finito-dimensionais do processo esto-
castico {W; : t € [0,400)} definido por (33) e (34).

Seja 0 < t; < ty < ... < tx uma k-tpla de elementos de [0, +00). Para cada j = 1,...k
fixado seja r;(n) uma sequéncia em D (racionais diddicos nao-negativos) tal que r;(n) | t;,

quando n — oco. Por (33) sabemos que o vetor aleatério (Z,,(n), - - ., Zy,(n)) cOnverge quase
certamente para o vetor aleatério (W4, ..., W, ), quando n — oo.
Sejam F, a fungao de distribuicdo do vetor (Z, (), -+ Zrym)) € ¥ = (Y1,--.,yr) € RF

um vetor fixado. Entao temos da construgao do processo estocastico {Z; : t € [0,4+00)} que

[ yo 1 _(xj_xj—1>2
W=/ /—oog i\/27(r;(n) = 151(n)) exp<2<rj<n>—rj_1<n>>>dxl"'dx’“’

Denote por f, : R¥ — R a funcdo definida por

1 —(z; — @) )

fulmn, - - 1;[ V27 (rj(n) = _1(n)) o (%"j(”) = 1j-1(n))

Como 0 < t; < ... <t segue da continuidade das fun¢oes raiz-quadrada e exponencial que
para todo x € R¥, temos f,(z) — f(z), quando n — oo, onde

) _ exp [ =% = %i-1)*
f( Ly--oy —1;[ (t —t ) p<2(tj_tj—1)>‘

Tomando a medida p como sendo a Medida de Lebesgue em R” e observando que as funcoes
fn e f sado funcoes de densidade, com respeito a p, entdao concluimos que todas as hipoteses do
Teorema de Scheffe (Teorema 21) sdo satisfeitas e logo podemos garantir que para qualquer
(y1, ..., yx) € R* fixado que

1 1 (s — 2 1)?
hmF(yl,...,yk /yk /y exp( (z; — 2, 1)>dx1---d$k;,

/2 (t — ) 2(tj —tj-1)
=GW1y--Yn)-

Como uma funcdo definida em RF ¢é continua, se e somente se, ela é continua em cada
coordenada, segue do Teorema de Fubini-Tonelli e do Teorema da Convergéncia Mondtona,
aplicado a cada coordenada separadamente, que G : R¥ — R é uma funcdo continua.

Como F, ¢ a funcao de distribuicao do vetor aleatério (Z,, (), - -, Zr.m)), I converge
para uma funcdo continua G e (Zy,(n); - - - Zrpn)) = Wiy, ..., Wy,), entdo podemos aplicar
o Lema 20 para garantir que G é uma funcao de distribuicdo e mais G é precisamente a
funcdo de distribui¢do do vetor aleatério (W, ..., Wy, ). Concluindo finalmente a prova de
que o processo {W; : t € [0,4+00)} definido por (33) e (34) é um Movimento Browniano com
trajetorias continuas.
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14. Mensurabilidade do Movimento Browniano

Nesta se¢ao vamos mostrar a mensurabilidade do Movimento Browniano. Mais precisamente,
vamos provar o seguinte teorema

Teorema 22. Se {W; : t € [0,400)} é um movimento Browniano continuo como definido
em (33) e (34), entao {W; : t € [0,400)} é um processo estocdstico mensuravel sobre
(RO+29)) ), no sentido da Definicio 4.

Prova. Para cada n € N e w € R+ defina a aplicacio W™ : [0, +00) x Q — R por

Wt w) = i_oj 1y i) (OW 5 ()

Para verificar que a funcdo acima estd bem-definida, basta observar que para cada par
(t,w) € [0,+00) x Q fixado, a série que aparece acima é convergente pois, na verdade, esta
série possui apenas uma parcela nao-nula.

Vamos mostrar, para cada n € N fixado, que a funcao W™ é uma funcdo mensuravel se-
gundo a o-algebra produto £([0, +00))®.%. De fato, para cada k € NU{0} fixado, temos que
a fun¢ao (t,w) — ]1[ Lokn )(t) ¢ claramente ([0, 400)) ® .#-mensuravel. Analogamente,
verificamos que a fun¢ao (¢,w) — W X (w) é A(]0, +0)) ® .Z-mensuravel. Portanto o pro-
duto destas duas fungoes é também mensuravel. Como limite de somas parciais de fungoes
mensuréveis é uma funcdo mensuravel podemos concluir que a funcio (¢, w) — W™ (¢, w)
¢ A(|0,400)) ® Z-mensuravel.

Fixe um par (t,w) € [0,+00) x €. Para cada n € N dado, existe um tnico k(n,t) € N
tal que

k(n,t 1
< (n’22+ i

Desta forma a tinica parcela nao-nula de W (¢, w) é a correspondente ao indice k = k(n, t)
e portanto

W(n) (t, w) == Wk(n,t) (w)
2’ﬂ
Note que segue da desigualdade acima que

k(na t) n— o0
2n

t.

Deste fato, da continuidade de t — Wi(w) e da igualdade acima concluimos que

lim W™ (t,w) = im Wi (w) = Wi(w).

n—oo 2

Mas como limite pontual de sequéncias de fung¢oes mensuraveis é uma fung¢ao mensuravel e
(t,w) — WM (t, w) é B(]0,+00)) ® F-mensuravel concluimos finalmente que a aplicagio

(t,w) — Wi(w)

¢ A([0,400)) ® F-mensuravel. |
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15. Nao Diferenciabilidade do Movimento Browniano

Nesta secao, apresentamos duas transformacgoes de escala temporal que preservam integral-
mente a distribuicdo do processo de Wiener. A primeira pode ser interpretada como uma
propriedade de auto-similaridade: ela afirma que a distribuicdo do Movimento Browniano
W, permanece inalterada sob mudancas apropriadas das escalas de espago e tempo. Essa
invariancia revela uma relagao profunda entre as trajetérias em diferentes escalas.

A segunda transformacao conecta, de maneira elegante, o comportamento do Movimento
Browniano nas vizinhancas da origem e do infinito. Ela pode ser vista como uma ponte entre
algumas propriedades locais e alguns fendmenos globais deste processo estocastico.

Em seguida, mostramos como essas duas ideias: auto-similaridade e conexao entre os
comportamentos assintéticos na origem e no infinito, podem ser aplicadas ao estudo da nao
diferenciabilidade das trajetorias amostrais. Mais especificamente veremos como esta técnica
nos permitem, em particular, comparar os valores dos quocientes incrementais na origem com
o comportamento assintotico, no infinito.

Teorema 23 (Auto-Similaridade). Sejam {W; : t € [0,400)} um Movimento Browniano
continuo e ¢ > 0 uma constante fixada. Entao o processo estocastico {X; : t € [0,+00)}
definido por

1
Xt = E c2t (40)

é também um Movimento Browniano continuo.

Prova. Para mostrar que o processo estocastico {X; : t € [0,+00)} é um Movimento
Browniano é necessario mostrar que este processo estocastico satisfaz (26), (27), (28) e que
suas trajetérias amostrais sao continuas.

Primeiro, observamos que

P(Xo = 0) = P(iWO:O) — P(W,=0)=1.

Observe que se 0 < t; < ty < ... < t; é uma k-ipla ordenada entdo 0 < c?t; < %ty <
... < C*ty, e assim temos que o vetor aleatério

1
(X = Xy Xy = Xy ) = (Weony = Weny, -, Wea, = Wy, _, )

possui coordenadas independentes.
Dados s,t reais nao-negativos com s < t, temos imediatamente da defini¢ao que X; — X
possui distribuicao Gaussiana com média zero e que sua varidncia é dada por

Var(X; — X;) = Var <1(W02t - Wc2s)) = 012 (Pt —5)) =t —s.
Ou seja X; — Xy ~ N(0,t — s).

Como para cada w € RI®*>) fixado, a aplicacdo t — X;(w) = 2¢(w) pode ser
vista como uma composi¢ao de fungoes continuas, segue que {X; : t € [0,400)} possui
trajetorias continuas, encerrando a prova de que este processo estocastico ¢ um Movimento
Browniano. [

1
c
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Como a mudanga introduzida em (40), nas escalas de espaco e tempo, revela a natureza
auto-similar do Movimento Browniano ¢ natural suspeitar que embora suas trajetorias sejam
continuas que elas devem ser altamente irregulares. Por exemplo, se deixamos o Movimento
Browniano evoluir por um tempo ¢ suficientemente grande é natural esperar que com pro-
babilidade muito alta, a inclinacao de alguma reta secante ao grafico de W,, determinada
por algum par de pontos (s, W) e (t, W), com s e t muito préximos seja maior ou igual que
alguma constante arbitraria fixada. Mas se isto ocorre, entao pela estacionariedade dos in-
crementos e pela invariancia por escala seria plausivel esperar que os quocientes incrementais
proximos a origem também possa assumir valores arbitrariamente grande com alta probabi-
lidade. Na sequéncia vamos mostrar como formalizar estas ideias e provar que as trajetérias
do Movimento Browniano nao sao diferenciaveis em lugar algum quase certamente.

Teorema 24. Se {W; : ¢t € [0, 4+00)} um Movimento Browniano continuo, entao o processo
estocastico {X; : t € [0, +00)} definido por

tWi, set>0;
XtE ¢
0, se t =0,

¢ um Movimento Browniano continuo.

Prova. Como na proposigao anterior precisamos provar que o processo {X; : t € [0, 4+00)}
satisfaz (26), (27), (28) e que suas trajetérias amostrais sdo continuas.

Segue imediatamente da definicdo que P(Xy=0) =1. Se 0 < t; < ... < t, entdo temos
que t,' < ... < t;'. Logo

(Xt2 - th, ey th - thfl) — <t2Wt12 - thﬁ, ey tkWi — tletkll>

Para verificar a independéncia dos incrementos, o primeiro passo sera reescrever cada coor-
denada do vetor acima como soma de duas normais independentes. Para facilitar a notagao
defina s; = tj_l para cada j =1,...,k e para cada j = 2,...,k defina

Y}' = (tj — tjil)WtLj -+ tjilWTIj - tj,1W 1

ti1

= (t; —tj-1)Wo +tj <W1 - W1>
tj tj ti_

j—1

= (t; = tj-)Wy, + 11 (W, — We,_,)

- W,

).

Como 0 < s; < s;_;1 temos que Y; é soma de normais independentes. Pela linearidade da
esperanca e pelas propriedades de WW; temos imediatamente Y; tem média zero e

Var(Y;) = (t; — tj1)*Var(W,, — W) + £2_ Var (W, _, — W)

= (t; — 1) (Wy, — Wo) — tj_1 (W,

Sj—1

= (t; —tj-1)%s; + 15 1 (551 — 55)

= t?Sj — Qtjtj_lSj —+ t?flsj -+ t?,lsj_l — t2

j—153

= tj - 2tj71 + tj,1

- tj — tj—l-
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Observe que a igualdade acima ja estabelece a validade da propriedade (27). Portanto para
finalizar a prova de que {X; : ¢t € [0,4+00)} é um Movimento Browniano s6 resta finalizar a
prova de que as componentes do vetor (Ya, ..., Y}) sdo independentes. Como este é um vetor
aleatorio de coordenadas Gaussianas a independéncia de suas coordenadas é equivalente a
mostrar que a matriz de covaridncia deste vetor é diagonal, isto é, Cov(Y,, Y,) = 0 se m # n.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que 2 < m < n < k e neste caso temos:

Cov(Ypm, Yy) = E[Y,,Y,] — E[Y,]E[Y,] = E[Y,,Y,)]
I
E[[(tn = tm 1) Wap = s (Wapy = Wao )| [(tn = to )W, = tna (Wa o, = Wi, )]

Pela linearidade da esperanca a expressao acima pode ser decomposta como soma das se-
guintes quatro parcelas

1) E(tm — tm_1)W.

Sm

X (tp — tn_1)Ws,]
i) E[(tn — t 1) Wa, x (—tas) (We,, = W5,)]

iii) E [(—tm-1) (Wepos = Wi,,) X (tn = taet) W,

Z"U) E :(—tm_l) (WSm—l - Wsm) X (_tn—l) (Wsn_l - WSn)]

Sy, Sn—1 Sm Sm—1 ... R

Vamos simplificar cada uma das quatro expressoes que aparecem acima. Para a parcela
correspondente ao item 7) temos:

E [(tm — tm-1)Ws,, X (tn —tn1)Ws.] = (tm — tm—1)(tn — to_1)E[W;, Wi ]

(tm - tm71>(tn - tnfl) min{sm, Sn}

(tm - tm71>(tn - tn71>sn-

Para a parcela do item ) temos
E [(tm — tme1) W, X (—taey) (W, = W4,

= (tm — tym—1)(—t,—1)E[W

Sm

(Wsn_l - Wsn)]
= (tm = tm-1)(—tn—1) (min{sm, sp1} — min{sy, s,})

= (tm — tm—1)(—tn—1)(Sn—1 — Sn).

A parcela correspondente ao item i) se anula pois, os incrementos W, . — W,

e
Sm
W, = Ws, — W, sao independentes e de média zero, assim

E[(~tm1) (W s = Wap) X (tn = ta )W, | = 0.
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Analogamente, podemos verificar que a parcela correspondente ao item iv) se anula ja que
os incrementos W, — W, e W, | — W, sao independentes e de média zero, logo

E [(=tm-1) (Was = We) % (=tua) (We, ., = W5, )] = 0.
Somando todas as quatro identidades obtidas acima concluimos finalmente que
Cov(Ym, Yn) = (tm — tim—1)(tn — tn-1)Sn + (tm — tm—1)(—tn—1)(Sn—1 — Sn)
= (tm — tim—1)tnSn — (tm — tm—1)tn—15n + (tm — tm—1)(—tn—1)(Sn—1 — Sn)
w15+ (b = ) (1) (501 — 50)

)
) = (tm — tm—1)t
tm — tm—1) — (tm — tm—1)tn—15n — (tm — tm—1)tn—15n—1 + (tm — tm—1)tn—15n
) m — tm—1)tn—15n-1

) = (tm — tim-1)

Esta tltima identidade, pelos comentérios feitos acima, encerra a prova da propriedade (28).

Préximo passo é mostrar a continuidade das trajetérias. E claro que para cada w € Q a
fungéo t — X;(w) é claramente continua para em qualquer ponto t > 0, ji que esta funcao
¢ uma composicao de duas fungoes continuas. Para mostrar continuidade em ¢t = 0 vamos
precisar da desigualdade (36) que afirma que para todo § > 0, a > 0 e t € [0,400) fixado
existe uma constante K > 0 (universal, independente de todos os paramtetros) tal que

K§?
P sup |Ziyrs — Zi| > | < -
0<r<1 «
reD
. ne
Em particular, tomando t =n, a = > e 0 = 1 obtemos
EN 16K
P | sup |Z ol > — 1| < .
0<r21| ntr — Znl 2 | (en)

reD

Usando a definic¢ao, a propriedade de continuidade de W, e a densidade de D, podemos tomar
0 supremo que aparece na expressao acima sobre todos pontos do intervalo [0, 1] e portanto
temos

16K
P(sup \Wagr — W|>m>< 0 : (41)

o<r<1 2 (en)?

Ja que X; = tW1, para t > 0, mostrar que X; — 0, quando ¢ | 0 é equivalente a mostrar
t
que

lim Wa = 0.
u—+00
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Primeiro vamos mostrar a validade da igualdade acima para o limite tomado ao longo de
uma sequéncia particular u,, = n. Neste caso,
W, 1
7;:ﬁRWfJ%y+MQ—WU+”{W}—W@M
Como W; —W;_1 ~ N(0, 1), e este incrementos sao independentes e identicamente distribui-
dos, segue do Teorema da Lei Forte dos Grandes Ntmeros que n~'W,, — 0, quando n — oo,
quase certamente.
Para apresentar um argumento valido para qualquer sequéncia u,, — o0 vamos precisar
de uma desigualdade obtida na Secao 13.

Da desigualdade (41) e do Lema de Borel-Cantelli segue

P ( sup |Wyyr — Wyl > %L, infinitas V€Z€S> = 0.

0<r<1

_ Portanto segue das duas tltimas igualdades que existe algum subconjunto mensuravel
Q C O tal que P(Q2) =1 e para cada w € €, existe algum ng = ng(e,w) € N tal que

nmwwywmwn<%3 e W%f”<;, Vi > np.

Dado ¢ > 0, tome ng como definido acima. E claro que para cada u > nyg, existe algum
n € N tal que n > ng e u € [n,n + 1]. Logo segue das desigualdades acima que

Wl o Wl _ W) = Wale) + W)
u u€[n,n+1] u u€n,n+1] u

Wa(w) = Walw)| | [Wa(w)|

< sup
u€ln,n+1] u u
< sup (W (w) = Wy (w)] 4 [Wa(w)|
u€ln,n+1] n n
P
S22
Mostrando que
W ~
im V@ o weea.
U—00 u

Como observado anteriormente isto implica que X;(w) — 0, quando ¢ | 0. Mostrando
a continuidade no zero, quase certamente. E claro que podemos modificar o processo X;,
definindo X;(w) = 0, para todo w ¢ 2 e assim poder afirmar que a conclusao da continuidade
da trajetorias, na origem, é valida para todo w € §2. Vale observar que esta modificagao nao
altera nenhum das propriedades distribucionais do processo estocastico {X; : t € [0, 4+00)}
estabelecidas anteriormente. E assim finalizamos a prova de que {X; : t € [0,4+00)} é um
Movimento Browniano continuo. [ |
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Como aplicagao do Teorema 24 vamos mostrar que as trajetorias do Movimento Brow-
niano nao podem ser diferencidaveis na origem. A ideia é que a invaridncia pela mudanca de
escala de tempo obtida no Teorema 24 relaciona os quocientes incrementais na origem com
o comportamento do movimento Browniano no infinito, ja que

X, — X X
202 WL, > 0.
t t t
Portanto
X, — X,
3 lim =20 — 3 limW..
tl0 t tl0 t

Além do mais, se o limite a direita existe entao a seguinte igualdade deve ser satisfeita.

inf W,, = sup W,,.

neN neN
Desta forma para mostrar que o Movimento Browniano nao é diferenciavel na origem, quase
certamente, é suficiente mostrar que o infimo e o supremo que aparecem acima nao coincidem,
quase certamente. Na verdade, algo mais dramatico ocorre. Além deles diferirem, vamos
provar que

inf W,, = - e sup W,, = 400
neN neN

quase certamente.

De fato, para cada n € N, temos que W,, = (W, —Wy) + (Wo = W)+ ...+ (W, — W, _4).
Para j =1,...,n defina X; = W; — W;_;. Como as varidveis aleatérias X,’s correspondem
a incrementos em intervalos consecutivos do Movimento Browniano, entao estas variaveis
aleatorias sao independentes e além do mais cada uma delas possui distribuicdo normal
padrao ja que X; =W; — W,_; ~ N(0,1).

Observe também que vale a seguinte igualdade

supW, < +o00,; = {maXWigk}
{neg } kL:Jl mql Osism

Além do mais, afirmamos que para cada m € N, fixado valem as seguintes igualdades:

{sup W, < —i—oo} = { sup (W, —W,) < +oo}

neN ne[m,+o0o0)NN
= sup Z Xj GO(Xm+1,Xm+2,...).
n€[m,+00)NN j=m41

A segunda igualdade e a pertinéncia a o-algebra o(X,, 11, Xpmio,...) sdo de verificagao
imediata a partir das defini¢goes. Assim resta mostrar a validade da primeira igualdade.
Suponha que

w € {suan < —i—oo}.

neN
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Entao para qualquer que seja m € N fixado, temos W,,(w) < +o00. Além do mais, segue das
propriedades do supremo que

sup Wy(w) —Wp(w)=-W,(w)+ sup W,(w)

né€[m,+oo0)NN né€[m,+oo)NN

< —Wi(w) + sup W, (w)
neN

< +00.

O que mostra que se

w e {sup W, < —{—oo} — w e { sup (W, —W,,) < —{—oo} .
€[

neN ne[m,+o0)NN

Reciprocamente, suponha que

w E { sup (W, —=W,,) < —i—oo}

né€[m,+oo)NN

Entao

sup  (Wyo(w) — Wi(w)) < 40

n€[m,+oo0)NN

Observando que para m = n a diferenca que aparece acima é exatamente zero e usando
novamente as propriedades elementares do supremo podemos afirmar que

0< —Wp(w)+ sup Wy(w) < +o00

ne€[m,+o0o0)NN

Como o processo coordenado toma apenas valores reais entao Wo(w), Wi(w), ..., W1 (w)
sao finitos. Logo segue da desigualdade acima que

sup W, (w) < +o0.
neN

O que mostra que se

w € { sup (W, —Wp) <—|—oo} — w € {suan<+oo}.
€]

n€[m,+o00)NN neN

Estabelecendo finalmente a igualdade que queriamos provar.
Em resumo, mostramos que para qualquer m € N fixado que

neN neN

{Suan < —l—oo} € o(Xma1, Xmao,...) = {Sup W, < +oo} € ﬂ o(Xmat1, Xingo, - - )
m=1
Portanto o evento

{sup W, < —l—oo} €7, onde 7 = ﬂ o (Xma1, Xomg2s - -)
m=1

neN
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e 7 éa chamada o-algebra caudal. J& que as varidveis aleatérias { X, },en s80 independentes
segue da Lei 0-1 de Kolmogorov que o evento acima s6 pode ter probabilidade zero ou um.

E claro que — X1, —Xs,... possuem as mesmas distribui¢oes conjuntas que X, Xs,... e
usando as relagoes elementares entre menos o infimo e o supremo e raciocinando analoga-
mente ao exposto acima, concluimos que o evento abaixo é um evento caudal, isto é, pertence
a o-algebra .7 e portanto também s6 pode ter probabilidade zero ou um

s> —sof = U 1 {0 <k}

k=1m=1

Suponha, por contradi¢dao, que ambos eventos tenham probabilidade um, isto é,

]P’({suan<+oo}> =1 = ]P({iann>—oo}).
neN neN

Entao temos que a intersecao deste eventos também tem probabilidade um. Portanto,

IP’( {Sup|Wn\ < —i—oo}) = 1L
neN

Da igualdade acima e da propriedade de continuidade da probabilidade, podemos afirmar
que existe algum x € [0, +00) tal que

0< IP’( {sup|Wn| < x}) :
neN

Como para cada m € N, temos que

1@( {22§|Wn| < x}) _p ( jﬁl{|wj| < x}) <P(W,| < z) =P <|W1| < %) |

Usando novamente a propriedade de continuidade da probabilidade concluimos que

]P’( {sup\Wn] < x}) = lim ]P’( {sup]Wn\ < x})
neN m—00 neN

N

O que ¢é um contradicdo. Desta contradicao e da possibilidade da probabilidade acima pode
assumir apenas os valores zero ou um segue que

P({suan<+oo}> =0 = ]P’({iann>—oo}).
neN neN

Mostrando que finalmente que temos quase certamente

<n;ggow<|wl| < ) — (W] =0) =0.

inf W,, = —oc0 e sup W,, = +o0 (42)
neN neN
e consequentemente
X — X,
AlimW, =  #lim 0
tlo ¢ ti0 t

Finalizando a prova de que o Movimento Browniano nao é diferenciavel na origem quase
certamente.
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Teorema 25. Para w ¢ N, onde N C Q com P(N) = 0 a aplicagdo t — W;(w) nao é
diferencidvel em nenhum ponto de [0, +00)

Prova. Vamos apresentar um argumento direto, no sentido que ele é independente das
propriedades de invariancia estabelecidas nos Teorema 23 e Teorema 24.

Para n,k € NU {0} defina
Xnk = max{ Wisr — W
P P

Wiz — Wi
2n 2n

Witz — Wi
2n 2n

b (43)

Observe que segue da independéncia e do fato de que cada um dos incrementos que apare-
cem acima ter a mesma distribuicdo e igual a distribuicdo de 272 W, que temos a seguinte
igualdade

Y Y

k+2

P(Xpp <e) =P ( W =W,
j=k

< 5) - {]P( ’2‘%W1‘ < 6)}3 = [IP’< (WA | < 2%5)}3

Para estimar o lado direito da igualdade acima basta observar que a densidade de uma
variavel aleatéria normal padrao é uniformemente limitada por um o que fornece a seguinte
estimativa

n

22¢ ]

., ———¢€
—22¢ /27

O que implica, junto com a igualdade acima que

n (1/'2 n
P( W] <2%e) = T dr < 2 x 2%e.

P(X,r <e) <8x 2% &,

Para cada n € N, defina a variavel aleatéria

Y, = min X
" 0<k<n2"n n.k

Usando a sub-g-aditividade de IP e as desigualdades obtidas acima, ficamos com
n2™ n2™
k=0 k=0

<2+ 1) [P <23¢)]

< (n2"+1)8 x 2% &%, (44)

Para provar o teorema vamos considerar as derivadas laterais a direita, superior e inferior,
de uma trajetoria amostral arbitraria ¢t — W;(w) que sao definidas, respectivamente, pelas
seguintes expressoes

WtJrh(w) — Wt(w)

DYP Wi(w) = limsup e D™ W,(w) = liminf Ween(w) = Wt(w)'
e h hl0 h

Préximo passo é considerar um subconjunto £ C €2, ndo necessariamente .%-mensuravel,
onde uma trajetéria poderia possivelmente possuir derivada em algum ponto ¢y € [0, +00).
Este conjunto ¢ definido da seguinte maneira:

E= {w € Q : Fty €[0,400) para o qual | DI Wy, (w)| < +oo  [DXF W, (w)] < —l—oo}.
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A ideia é mostrar que E é um subconjunto de algum subconjunto .#-mensuravel que tem
probabilidade nula.

Suponha que w € E. Entao existe algum ¢y, € [0,4+00) e alguma constante real K =
K (to,w) € (0, +00) tal que

—K < D™ W, (w) < DT Wy, (w) < K.

Note que segue das desigualdades acima e das defini¢oes de liminf e limsup que existe
algum § = §(tg,w, K) > 0 tal que

|[Ws(w) — Wi (w)| < K|s — tol, to < s <tg+0. (45)

Seja ng = no(K, to, 0,w) € N, tal que para todo n > ng temos:

4
on < J, 8K <n e ty<n. (46)

Fixado n > nyg, seja k € N tal que

k—1 k
< = 4

Entao segue das desigualdades acima que para j € {0, 1,2,3} temos

k+j k+5 k-1 45—1 4 k+j k  k+j5 —j 4
g OSTon T gn Togn S © 0T o S on T Ton T T
Combinando as duas desigualdades acima, podemos afirmar que para j =0,...,3 temos
k+j 4
—ty| < — <. 48
| 2n 0 2n < ( )

Tomando n > ny, escolhendo k € N de forma que (47) seja satisfeita, em seguida, usando
a primeira desigualdade em (48), a desigualdade (45) e finalmente a desigualdade 8K < n
que aparece em (46) podemos verificar que

I Y

omn

Xpnr(w) = max {‘W% (W) — Wi (w)

an

Wiga (w) = Wiga ()], |[Wigs () = Waga ()]}

= max (Wi (w) — WHQJ;l (w)‘

1<j<3 PIg

< max ‘Wm (w) — VVtO(w)’ + max ‘Wto (W) = Witj (w)’

1< 1<j<3 o

4
< 2K—
2n
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Observe também que segue da escolha de n em (46) e de k em (47) que temos a seguinte
desigualdade k — 1 < 2" < n2". Logo segue da definicao de Y,, e da desigualdade obtida
acima para X, x(w) que

= i < —.
Yo(w) = min X,pw) < o

Esta desigualdade mostra, em particular, que se w € F, entao existe algum inteiro positivo
ng = no(w) € N tal que se n > ng entdo w € {Y, < n27"} = A,. Observe que A, é um
elemento da o-algebra .%#. Como a observacao acima vale para todo w € F, entao temos que

wek — wEUﬂAnEligr_l)g}fAnEN - ECN.
n=1k=n

Usando a desigualdade (44) com € = n2~™ obtemos a seguinte desigualdade
-n n 3n n3

(n2" +1)8 2%n?
X
on 22n

(2n2)8 2% n3
< X
on 2277,

3n 3

4
—16L

2% n— 00

Aplicando agora o Lema 19 e usando a desigualdade acima concluimos finalmente que

P(N)=P ( lim inf An) < liminfP(A,) = 0.

n—oo n—oo

Assim se um ponto w ¢ N, entdao w ¢ E. Observando que segue diretamente da definigao
de F que

E¢ = {w € Q : Yty € [0,400) temos |DIP Wy, (w)| = +oo ou |DPF W, (w)| = —1—00}.

Entao concluimos que se w ¢ N, entdo as derivadas superior e inferior a direita da traje-
téria t — W;(w), ndo existem em nenhum ponto ¢ € [0,+0c0). O que encerra a prova de
que fora de um conjunto de medida zero, as trajetérias do Movimento Browniano nao sao
diferenciaveis em nenhum ponto. [ |
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16. Completamento do Espaco Produto

Na secao anterior prova um resultado bem peculiar, do ponto de vista da Teoria da Probabili-
dade. Mostramos que subconjunto £ C €2, onde o Movimento Browniano nao é diferenciavel
em ponto algum de [0, +00) esta contido em um outro subconjunto de N C € este, por sua
vez, mensuravel e de probabilidade nula. Como nao é possivel garantir que E € .% a rigor,
nao faz sentido atribuir probabilidade a este conjunto.

Uma maneira de evitar discussoes como estas para outros tipos de eventos envolvendo
o movimento Browniano é trabalhar no completamento, no sentido de Medida, do espago
produto (RI0+>) . Z P). A construcdo do completamento é classica e feita em praticamente
todos os livros sobre Medida e Integragao, o leitor pode, por exemplo, ver a referéncia [2].
A ideia é considerar uma nova o-algebra que denotamos por .# que contém .# e também
a colegao de todos os subconjuntos de cada conjunto de medida nula de .. Em seguida,
mostrar que P se estende naturalmente & uma medida de probabilidade, digamos P, definida
sobre esta nova o-algebra .%. Esta extensdo ¢ feita de modo que os subconjuntos dos conjun-
tos de medida P-nula possuam medida nula e também de forma que os conjuntos de medida
positiva nao tenha suas medidas alteradas. Este procedimento é conhecido como comple-
tamento. Por causa da ultima observagao nao ha perda de generalidade de assumir daqui
para frente que quando nos referimos ao espago onde o Movimento Browniano esta definido
(RO+) 7 P) .# nao é mais a o-dlgebra produto e sim seu completamento com respeito
a P. Observacao analoga vale para a medida P ela é substituida pela extensao mencionada
acima.

17. Propriedade Forte de Markov
Seja {W, : t € [0,4+00)} um Movimento Browniano continuo e fixe ¢y € [0, +00) e defina
Xt = Wt0+t — Wto, Vt € [O, +OO) (49)

Podemos verificar imediatamente que {X; : ¢ € [0, 4+00)} satisfaz as propriedades (26), (27) e
(28) e também possui trajetorias continuas e portanto é um Movimento Browniano continuo.
Para cada t € [0, 400) fixado defina

Fr=0(Ws:s<t).

Vamos mostrar que a familia de varidveis aleatérias {X; : t € [0,+00)} é independente
de #,. Para isto sejam 0 < 51 < 55 < ... <55 <tpe0 <t <ty <...< s Defina
u; = to + t;. Usando que os incrementos de {X; : t € [0, +00)} s@o independentes temos que
as coordenadas do vetor aleatoério abaixo

(tha Xt2 - th LI th - thq) = (WUI - th Wuz - Wula EI) Wuk - Wuk,1>
sao independentes das coordenadas do vetor aleatoério
(W, Wy =Wy oo Wy, = W, ).

Portanto segue do Lema do Agrupamento que o vetor (X, Xy, — Xy, ..., Xy
independentes da o-algebra %, .

ko _
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Como simples consequéncia do fato estabelecido acima, temos para todo H € %A(RF) e
A € %, que valem as seguintes igualdades.

P({(Xi,... X)) € H}NA) =P({(Xy,,... X;,) € H})P(A)

=P({(Wi,,...W,,) € H})P(A). (50)

O que queremos fazer nesta secao é estender este fatos para o caso em que substituimos
to por um tempo de parada 7, isto é, uma variavel aleatéria 7 : 2 — [0, +o0] para a qual

{weQ:7(w) <t} e .7, Vt € [0, 400).

Vamos assumir que P(7 < +00) = 1. Observe que segue da igualdade
1

fr=t}={r<t\ U {Tgt—}

neN n

que o evento
{weQ:7(w) =t} € F, vt € [0, 400). (51)

Observe que os enventos em .%;, sao aqueles que contem apenas informacoes do “passado”
do Movimento Browniano até o instante ty,. Para o desenvolvimento da teoria vamos precisar
da ideia anadloga mas com 7 no lugar de t3. Para isto vamos primeiro considerar a colecao
7. definida como segue

F,={MeF: MN{weN:7(w) <t} € %, Vtel0,+0).}

Proposicao 26. Seja 7 : 2 — R um tempo de parada, com respeito a {W; : t € [0,4+00)}.
Entéo a cole¢ao %, definida acima é uma sub-o-dlgebra de .# e além do mais 7 : Q — [0, +o0]
é Z.-mensuravel.

Prova. E claro que @ e Q pertencem & .%,. Suponha que M € .%,, entdo para cada
t € [0,400) temos que M N{w € Q : 7(w) < t} € F#. Como % é uma sub-o-dlgebra
podemos afirmar que MU {w € Q : 7(w) < t}° € .%;. Como 7 é tempo de parada é claro
que {w € Q: 7(w) < t} € .%;. Logo a interse¢ao deste dois tltimos conjuntos também é um
elemento de .%; e portanto

(MCu{weQ:T(w)gt}c)m{weQ;T(w)gt}e%

4
MU{we Q:7(w) <t} € .Z.

Como o argumento acima é independente de ¢ segue que .%, é fechada por complementacao.

Seja { M, }nen uma sequéncia em .%.. Entao para cada t € [0,400) temos das proprie-
dades elementares das operagoes de conjuntos que

neN neN

(U Mn>ﬂ{w€§2:7’(w)<t}: U (Mnm{weQ:T(w)gt})e%.
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0 que mostra que a colecao %, é também fechada por unides enumeraveis e finaliza a prova
de que esta colecao é uma o-algebra.

Para provar que 7 : Q — [0, +00] é ., -mensurdvel, basta mostrar que para todo t € R
temos que {w € Q: 7(w) <t} € Z; eque {w € Q: 7(w) = o0} € F,. A primeira afirmagao
segue de tomar M = {w € Q : 7(w) < t} e de 7 ser tempo de parada. Para a segunda
afirmacao observe que

{fwe: Tw)=o00} = N{weQ:7(w) >n}

neN

Logo para cada t € [0, +00) temos que

{weQ:r(w) =00} N{w e Q:7(w) <t}

neN

:(ﬂ{weQ;T(w)>n})m{weQ:T(w)ét}

neN

— (Q{MEQ;T(W)gn}C)m{weQ:T(w)gt}

- N (weoirw < niveQirw <1}) e A

neN

Ja que para todo t € [0, +00) temos que {w € Q : 7(w) =t} € F;, podemos afirmar que se
MeZ ,entao MN{w e Q:7(w) =t} =M {weQ:7(w) <t}M{w € Q: 7(w) =t} € %
Mostrando que para todo ¢ € [0, +00),

Mn{weQ:7(w) =t} € % VM e 7. (52)

Exemplo. Seja {W; : t € [0,+00)} um Movimento Browniano com trajetérias continuas e
Fiy =0(Ws s <t). Defina

7(w) = inf{s € [0, +00) : W(w) = 1}.
Entao 7 é um tempo de parada.

Prova. Fixe t > 0 e defina Q; = QN [0,¢]. Considere a varidvel aleatoria

M;(w) = sup W,.(w).
reQ¢

Como cada W, com r < t é uma variavel aleatéria .#;-mensuravel e (); é enumeravel, con-
cluimos que M; é uma variavel aleatéria .Z;-mensuravel.

Para cada w € € fixado segue da continuidade das trajetérias, que o supremo de W(w)
com s no compacto [0, t] é atingido e coincide com o supremo sobre os racionais:

sSup Ws(w) = Sup Wr(w) = Mt(w)'

O<ss<t TEQt
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Para mostrar que 7 é um tempo de parada, vamos provar que valem as igualdades que
aparecem abaixo. Na verdade, s6 precisamos mostrar a validade da primeira, ja que a
segunda igualdade segue imediatamente da observacao feita logo acima.

(r<t) = {supWs>1} — (M > 1)

0<s<t

A prova da primeira igualdade pode ser feita da seguinte maneira. Se w € {r < t},
entdo existe algum s < t tal que Wi(w) = 1, e evidentemente vale a seguinte desigualdade
sup{Ws(w) : s € [0,t]} > 1. O que mostra que

{Tét}g{sup W5>1}.

0<s<t

Reciprocamente, suponha que w €  é tal que sup{Ws(w) : 0 < s < t} > 1. Seja
m = max{W,(w) : 0 < s < t}, que existe por continuidade. Se m = 1, entdo existe
algum so < ¢t com W (w) =1 e entdo w € {7 < t}. Se m > 1, segue da continuidade da
trajetéria s — Wi(w) e do Teorema do Valor Intermedidrio, que existe algum sg < ¢ tal
que Wy, (w) = 1 e também neste caso temos que w € {7 < t}. Mostrando que

{supWS21}§{T<t},

0<s<t

o que estabelece a validade da igualdade desejada.

Como M, é .Z;-mensuravel, o evento {M; > 1} pertence a .%;, e portanto {7 < t} € .Z,
para todo ¢t > 0. Deste fatos decorre que 7 é tempo de parada. Em particular, 7 : Q — [0, o0
é F-mensuravel. [ |

Exemplo. Se {W; :t € [0,+00)} é um Movimento Browniano continuo e 7 : Q — [0, +00)
¢ um tempo de parada com respeito a este Movimento Browniano, entao o evento

{ inf W, > —1} c 7.
0<s<r

Primeiro, observamos que segue da continuidade das trajetérias ¢ — W;(w) que

{ inf W, > —1}:{ inf W, > —1}654*, Va > 0. (53)
0<s<a 0<s<a
seD

onde D ¢é o conjunto dos racionais diadicos nao-negativos.

Préximo passo é mostrar usando, novamente, a continuidade das trajetorias que vale a
seguinte igualdade

{ogslé Wy > —1} = U ({oigrslir W > —1} N{r < T}) .

reQy

De fato, suponha que

wE{ inf W, > —1}.

0<s<T
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Como 7 é um tempo de parada satisfazendo 7(w) < +00, segue da continuidade das traje-
térias do Movimento Browniano que existe algum sy = so(w) € [0, 7(w)] tal que

—1< inf Wi(w)=Ws(w).

0<s<7(w)

S0

e

() . R

Ja que —1 < W, (w) < Wi (w), segue da continuidade das trajetorias que se tomamos

£ = Wi (w) — (—1)|/3, entao existe algum 6 > 0, tal que para todo niimero s nao-negativo
satisfazendo |s — 7(w)| < 4, entao temos |W;(y(w) — Wi(w)| < e.

. ( Walw) |
—1 ) ) i R
Wry(w) —¢ Wr (@)
o ( * . )
0 T(w)—9¢ Tw) ° T(w) + 9 R

Logo, para qualquer 7o € Q. satisfazendo 7(w) < 19 < 7(w) + ¢ temos que

—1 <min{W;)(w) — €, Wy (w)} < inf Wi(w).

h 0<s<ro
Portanto

w e {Oglglgfm Wg > —1} N{r < ro},
mostrando que

{OgiTWS > —1} C e% <{Oi<1;£TWS > —1} N{r < 7"}) )
reQy

Reciprocamente, suponha que

we |J ({ogirWS> —l}ﬂ{Tgr}).

reQ4+

Entao existe algum ro € Q. tal que 7(w) < rp e

—1 < inf Wy(w).
0<s<rg
Ja que [0, 7(w)] C [0, 7] segue da definigdo de infimo que
—1 < inf Wy(w) < inf Wi(w).

0<s<ro 0<s<T(w)
Mostrando que

0<s< T

we{inf W, > —1}

62



0 que prova que

U ({ inf W, > —1}0{T<T}>£{ inf W, > _1}

reQs 0<s<r 0<s< T

encerrando a prova da igualdade

{ogsl; W > —1} = U ({Oigrgg W > —1} N{r < T}) .

reQy

Usando a igualdade acima e (53) temos para todo t € [0, 400) que

{Oggws > —1} )

:{ inf W, > —1}ﬁ{r<t} U {Oi<n£ W > —1}ﬂ{T:t}

0<s<T

- U ({ inf W, > —1}ﬂ{7<r})ﬂ (r<t} U {OigrgitW8> —1}ﬂ{7:t}

0<s<r

- U <{ inf W, > —1}ﬂ{7<r}> U {inf W, > —1}m{T=t}

0<s<t

- U ({oi]%irwﬁ —1}ﬂ{7<r}> U {0132th> —1}ﬂ{¢:t}

r€Q4N[0,t) seD seD

Observe que para todo r < t temos

{Oi<n£WS>—1}60(Wu:u<7“)59)§9} e {r<r}e % C%.
<s<r
seD

Portanto a primeira unido que aparece na tultima igualdade acima pertence a o-algebra .%;.
Para finalizar resta apenas argumentar que

0<s<t
seD

{inf Ws > —1}(\{7:75}63‘}.

O primeiro evento pertence a esta o-algebra pois, D é enumeravel e s < t. O segundo foi
provado em (51).
De todas estas observac¢oes concluimos finalmente que

{Oini W, > —1} N{r<t}eF, Vtel0,+o0)

e portanto

{ inf W, > —1} c 7.
0<s<r
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Teorema 27 (Propriedade de Markov Forte - Movimento Browniano). Seja 7 : 2 — [0, 4+-00]
um tempo de parada, com respeito & {W; : ¢t € [0, +00)} e defina

Wi (w) = Weiwy st — Wew) (W) (54)

Entao {W; : t € [0,400)} ¢ um Movimento Browniano continuo e além do mais ele é
independente de .%,, isto é, 0<VVt* :t €0, +oo)> é independente de .%,.. Mais precisamente,
para todos 0 < t; <ty... <t e H € B(RF) e M € .F, temos

P({(Wy,..., W) € HYn M) =P((Wy,...,W;) € H)P(M)
=P((We,...,W,,) € H)P(M) (55)

Prova. Vamos assumir inicialmente que 7(£2) C [0,4+00) é um conjunto enumerével e seja
{s, : n > 1} uma enumeragao de 7(2). Note que para cada t € [0, +00) e H € B(R) fixados
temos

fweQ:WreH}y=|J{weQ: W, 1w —W,, e H}N{r =5,} € Z,

neN
e portanto W} é uma variavel aleatéria.
Dados 0 <t <ty <...<ty, HE BR*) e M € .Z, temos:

P({(Wy,... . W) e HYn M) =S P({(W;,...,W;) € H} N M n{r =s,})

neN

Ja que M € 7. segue de (51) que M N {1 = s,} € %,,. Além do mais, sob a condicao
T = 8, temos que W = Wy ,, — W, coincide com o processo estocastico {X; : t € [0,00)}
definido em (49) com ¢y = s,,. Logo segue da igualdade anterior e de (50) que

P({(W},... . W) e HYn M) =S P({(Wy,...,W;) € H} N Mn{r =s,})

neN

- %P({(th, LX) € HYN MO {7 = 5,})
_ %]P’({(th, o Xy) € HY)P(M 0 {r =s,})
= S P({(Wasooo We) € HY)B(M N {7 = 5,))

=P({(Wi,,..., W) € H})P(M). (56)

O que estabelece (55) para o caso em que 7 assume uma quantidade enumeravel de valores.
Para o caso em que 7 é um tempo de parada geral, vamos argumentar por aproximacao.
Considere a sequéncia {7, }nen, onde 7, : Q — [0, +00) é dado por

Tn(w) 2m 12

5 1147
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Observamos que, para todo n € N, temos que 7,(w) = 0 se 7(w) = 0 e também que a série
acima é, na verdade, uma soma com uma Unica uma parcela para cada w € €2, sendo assim
obviamente convergente.

Note que para cada t € [0, +00) fixado, existe algum k € N tal que k27" <t < (k+1)2".
Dai segue da definicao de 7, que

k
{Tngt}:{Téw}EgzﬁlgtﬁZt

Desta observacao segue que cada 7, é um tempo de parada. Suponha que M € %, e que
k27" <t < (k+ 1)27". Entao temos que

k
Mﬂ{tngt}:Mﬂ{tgzn}eyﬁlg%
Mostrando que %, C %, .
Para cada n € N, defina o processo estocastico {Wt(”) :t € [0,400)} de forma que

Wt(n)(w) = W"'n(w)+t(w) - WTn(w)(w)

Como observado acima, se M € Z., entdao M € %, . Ja que 7, é um tempo de parada
que assume apenas uma quantidade enumerével de valores podemos usar a igualdade (56)

com W} = Wt(n) para concluir que

P{WS,... Wiy € HY N M) =P(W,,,...,W,,) € H)P(M). (57)

1

Por construgao 7,(w) — 7(w) para cada w. Usando também a continuidade das trajetorias
do Movimento Browniano, concluimos que

lim W™ (w) = lim Wy, 04(@0) = Way ) (@) = Wr (@) = Wog (@) = W7 ().

n—oo

Para finalizar a prova de (55) basta considerar M € %, tal que P(M) > 0. Caso
contrério, isto é, se a probabilidade de M é nula, entdo ambos lados de (55) sdo zero e
portanto a igualdade é satisfeita.

Fixe M € .7, satisfazendo P(M) > 0e 0 <t <ty < ... <t Seja FM :RF - [0,1] a
distribuicao condicional do vetor (Wt(ln), o Wt(: )} dado H, isto é,

FM(zy,. o) = P(WY, . W) < (xl,...,xk)\M)

1 7

E claro que para cada t € [0, 4+00) fixado a sequéncia de vetores aleatérios (Wt(ln), . Wt(k”))

converge, quase certamente com respeito a medida condicional P(-|H), para o vetor aleatdrio
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(W

& .., Wi ). Aplicando a identidade (57) para H = (—o00,x1] X - -+ X (=00, z}] temos
P{W, . W) < (2, )} M)

P(M)

FM(zy,. .. a) =

(W, W) e HYn M)
P(M)

P(We,..., W) € H)P(M)
P(M)

:P(th,...,Wtk) eH)

=P((Why, o, W) < (21, )
= F(x1,...,x1).

E claro pela igualdade acima que F,, — F, quando n — oo (na verdade, F,, = F, Vn € N).
Como visto anteriormente a fungdo F' ¢é continua. Portanto segue do Lema 20 que F ¢ a
distribuigao do vetor limite (W}, ..., W} ), com respeito a medida de probabilidade P(-[A).
Desta informacao e da ultima igualdade acima segue que

PV, W) < (@, a) [ M) = B(Why, o W) < (2, 1))

Da igualdade acima e do Teorema 7 — A de Dynkin segue que para todo boreliano H € %(R¥)
temos

P{(W,,..., W) € HY | M) =P((W,,,...,W;,) € H)

o que pela definigao de probabilidade condicional implica na validade de (55). Para finalizar a
prova de que {W}" : t € [0, +00)} é um Movimento Browniano, basta tomar M = 2 em (55) e
concluir que as distribui¢oes finito-dimensionais de {W* : ¢t € [0,400)} e {W; : t € [0, +00)}
coincidem. |

18. Aplicacao - Propriedades Topolégicas do Conjunto de Zeros

Antes de prosseguir vamos lembrar algumas defini¢oes topoldgicas que serao usadas ao longo
desta secao.

Defini¢ao 28 (Conjunto Perfeito). Um subconjunto A C R é chamado de perfeito, se A é
fechado e para todo = € A e ¢ > 0 dado, existe algum y € A\ {z} tal que |z — y| < e.

Podemos também caracterizar os subconjuntos perfeitos da reta, usando sequéncias. Mais
precisamente, A é um subconjunto perfeito de R, se e somente se, A = A e para cada x € A,
existe alguma sequéncia de elementos distintos {z, }nen, contida em A\ {z}, tal que z,, — x,
quando n — oo.

Defini¢ao 29 (Conjunto Denso em Nenhum Lugar). Dizemos que um subconjunto £ C R
é denso em nenhum lugar se para cada intervalo aberto I C R existe algum intervalo aberto
JCItalque JNE =2.
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Teorema 30 (Zeros do Movimento Browniano). Seja {W; : t € [0,4+00)} um Movimento
Browniano continuo definido sobre (€2, .%,P). Para cada w € Q defina Z(w) = {t € [0, +00) :
Wi(w) = 0}, isto é, o conjunto de zeros da trajetéria t — Wi(w). Entéo, quase certamente,
temos que Z(w) é

i) perfeito (em particular, ndo-enumeravel);

1777) possui medida de Lebesgue zero;

)
it) ilimitado;
)
iv)

denso em nenhum lugar.

Prova. Vamos comecar pela prova do item éii). Pelo Teorema 22 {W; : ¢t € [0,+00)} ¢ um
processo estocastico mensuravel, logo

{(t,w) € [0,400) x Q: Wi(w) =0} € B([0, +o0) x .Z.

Da continuidade das trajetérias, segue que Z(w) é um subconjunto fechado de R e portanto
Borel mensurével e sua medida de Lebesgue A\(Z(w)) estd bem definida para todo w € €.
Destas observagoes, do Teorema de Tonelli e do fato de que para cada t fixado W; ~ N(0, t)
temos

/Q MZ(w)) dP(w) = /Q { /0 " 1w (t) dA(t)} dP(w)

_ /0 * { /Q Lo (1) dﬁ»(w)] dA(D)

/Ow P({w € Q: Wi(w) = 0}) dt
0.

Como A(Z(w)) = 0, segue da igualdade acima que A(Z(w)) = 0 quase certamente.

Prova do item 4v). Pelo Teorema 25 sabemos que existe um conjunto Q com P(Q) tal
que para todo w € Q a trajetéria t — W;(w) ndo possui derivada em qualquer que seja
t €[0,4+0). Fixew € Q. Dado um intervalo aberto I ¢ R arbitrario, deve existir pelo menos
um ponto tg € I tal que |Wy,(w)| > 0, caso contrario, esta trajetoria seria identicamente
nula em 7 e consequentemente diferenciavel. Ja que |Wy, (w)| > 0, segue da continuidade das
trajetorias que existe algum § > 0 tal que para todo t € (tg — d,tg + ), temos |W;(w)| > 0,
mostrando que J = (typ — 0,1ty + 0) ndo intercepta Z(w), o que mostra que Z(w) é denso em

nenhum lugar.

Prova do item 7). Para verificar que Z(w) nao é limitado, quase certamente, vamos usar
as seguintes igualdades estabelecidas em (42)

inf W,,(w) = —o0 e sup W, (w) = 400, Vw € Q, onde P(Q) = 1.

neN neN

Seja w € Q e suponha, por absurdo, que Z (w) é um subconjunto limitado de R. Entao existe
alguma constante K = K(w) > 0 tal que Z(w) C [0, K]. Pela continuidade das trajetérias
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podemos afirmar que existe alguma constante M = M (w) > 0 tal que sup,¢jo g1 [Wi(w)| < M.
Das igualdades acima, sabemos que existem ntmeros naturais ng, n; € N, satisfazendo:

K <ng < nq, Wyo(w) < =M e Wy, (w) > M.

Por outro lado, segue do Teorema do Valor Intermediario existe algum ¢y pertencente ao
intervalo aberto (ng,n1) tal que Wy, (w) = 0. Mas isto é um absurdo, pois K <ty € Z(w) C
0, K.

Prova do item 7). Vamos mostrar inicialmente que, existe Q com IP)(Q) = 1 tal que se
w € Q, entao parat = 0 (que é sempre um ponto Z(w)) existe alguma sequéncia t,, € (0, +00)
tal que t, — 0, quando n — o0, e t, € Z(w).

Pelo Teorema 24 sabemos que o processo estocéstico {X; : t € [0, +00)} definido por

tWi, set>0;
.X& = t
0, set =0,

¢ um Movimento Browniano continuo. Usando o mesmo argumento empregado na prova do
item i) sabemos que existe um conjunto de probabilidade total Q tal que para todo w € Q
valem as seguintes igualdades

inf X,,(w) =—00 e sup X, (w) = +o0.
neN neN
Como argumentamos na prova do item anterior, podemos afirmar que existem trés sequéncias
estritamente crescentes {n fren, {mi Fren € {2k fren tais ng < 2, < my, tais que X, (w) < 0,
X, (w) >0, X, (w) =0. Logo
1
Wi(w)=—X,, (w)=0. (58)

2k Zn

Definindo t,, = z, ! provamos a existéncia da sequéncia desejada.

Para estender o fato provado acima para qualquer ponto em Z(w) vamos precisar de
argumentos baseados na Propriedade de Markov Forte e em tempos de parada.
Note que para qualquer r > 0 fixado a aplicacao

w— 7, (w) = inf{t € [r, +00) : Wy(w) = 0}

define um tempo de parada tomando valores em [0, +00), quase certamente. De fato, primeiro
observamos que o conjunto no qual tomamos o infimo acima é quase certamente nao-vazio
pelo item i) o que assegura que 7.(w) < +00, quase certamente. Além do mais, segue da
continuidade das trajetérias que

{wGQ:Tr(w)ét}:{WEQ inf |[Ws(w)| = O}

r<s<t

{weQ: inf |Wi(w)| = 0}63@.
r<s<t

seD
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Mostrando que 7, é de fato um tempo de parada, com respeito a {W; : t € [0, +00)}. Usando
a Propriedade de Markov Forte do Movimento Browniano (Teorema 27) podemos afirmar
que o processo estocastico {W* : ¢ € [0,400)} definido por

LV? EELV}_H'—'VVW

T

¢ um Movimento Browniano continuo. Embora seja omitido da notacao, a rigor, o processo
estocastico {W/,t € [0,400)} depende da escolha de r. Como este processo também é um
Movimento Browniano continuo sabemos que existe algum subconjunto mensuravel Q, com
IP’(QT) = 1 tal que para todo w € Q,

inf W) (w) = —o0 e sup W (w) = +oc.

neN neN
Argumentando como em (58), podemos afirmar que existe alguma sequéncia {t,},en de
niimeros reais positivos e distintos, tal que ¢, — 0, quando n — oo e Wy (w) = 0. Pela
propriedade de continuidade das trajetérias e pela definicdo de 7, temos que W, () (w) = 0,
para todo w € Q, N {7 < 400}. Assim, para cada w € Q, N {7, < 400} temos

W @)+t (w) = W (@) +tn (w) — W () (w) = Wt*n (w) =0.

O que mostra que o ponto 7,.(w) € Z(w) é o limite de uma sequéncia de elementos distintos
em Z(w). Como a interse¢ao enumerdvel de eventos de probabilidade 1 tem probabilidade
1, temos que

P(ﬂ QTO{TT<+OO}) = 1.

reQ4

Seja w um elemento genérico do conjunto que aparece na igualdade acima e ty € Z(w) \ {0}.
Se existe alguma sequéncia {t¢,},eny de elementos distintos em Z(w) tal que ¢, < t,, para
todon € Net, — ty, entdo na ha nada a fazer. Caso contrario, podemos afirmar que existe
algum r € Q tal que r < tg e Wi (w) # 0, para todo t € [r,tg). Portanto ¢y é o primeiro zero
a direita de r ou seja ty = 7,.(w). Como visto acima 7,(w) é o limite de uma sequéncia de
pontos distintos em Z(w). J& que ty é um ponto arbitrario em Z(w) e isto vale para todo w
um conjunto de probabilidade total, a prova de que Z(w) é perfeito, quase certamente, esta
encerrada. [

19. A Regularidade Holder Local do Movimento Browniano

O objetivo desta secao é mostrar que as trajetorias do Movimento Browniano sao localmente
a-Holder continuas para qualquer o < % Para isto vamos provar o famoso Teorema da
Continuidade de Kolmogorov cujo enunciado é apresentado abaixo. Esta secao é baseada
nas exposicoes deste teorema encontradas nas referéncias [6, 7]. Antes porém vamos recordar

a definicao de fungoes localmente Holder continuas.

Defini¢ao 31 (Fungoes Localmente a-Holder Continuas). Sejam 7' C Re f: T — R uma
fungao. Dizemos que f é uma funcdo localmente a-Holder continua, se para cada L > 0
temos:

t _
o HO=ION_
tseT; t£s |t — S|
[t],|s|<L
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Definicao 32 (Processos Equivalentes ou versoes). Sejam {X; : t € T} e {Y; : t € T}
processos estocasticos definidos sobre (€2, .%,P) e (Q, Z, P), respectivamente. Dizemos que
estes processos estocasticos sao equivalentes, se para todo k € N e qualquer k-upla ty, ..., t; €
T e quaisquer B; € #(R) temos

P(Xy, € By,..., Xy, € By) =P(Y;, € By,...,Y;, € By)
Neste caso dizemos que {Y; : t € T'} é uma versdo de {X; : ¢ € T'} e vice-versa.

Observe que a definicao de equivaléncia de processos estocasticos € feita basicamente com
base nas suas distribui¢oes finito-dimensionais. Assim, se .#x denota a familia de todas as
distribuigoes finito-dimensionais de {X; : t € T'} entao temos

{Xp:teT}~{Yi:teT} <= Mx=My.

A definicdo de equivaléncia, vista acima, foca exclusivamente na igualdade das distri-
buigoes finito-dimensionais. No entanto, se ambos os processos estiverem definidos sobre o
mesmo espaco de probabilidade, é possivel impor condigdes mais restritivas e uteis. Estas
condigoes, as de modificacao e indistinguibilidade, servem para comparar processos de forma
mais direta e fina. Tais nogoes sao de grande utilidade para associar novas propriedades
de interesse a um processo estocastico, permitindo, por exemplo, substituir um processo
por uma versdo com trajetérias mais “bem-comportadas” (como continuas ou localmente
a-Holder continuas) sem alterar sua lei.

Defini¢ao 33 (Modificagoes e Processos Estocasticos Indistinguiveis). Dados dois processos
estocasticos {X; : t € T} e {Y; : t € T} definidos sobre o mesmo espago de probabilidade
(Q, .7 ,P) dizemos que {Y; : t € T'} ¢ uma modificagao de {X; : t € T'} e vice-versa, se

PUX, =Y} =1, WteT;

Vamos dizer que {X; : t € T'} e {Y; : t € T'} sdo processos estocasticos indistinguiveis se
existe algum subconjunto 2 C 2 com P(2) = 1 e tal que para todo w € € temos

Xi(w) =Y (w), teT.

Observamos que dois processos estocasticos {X; : t € T'} e {Y; : t € T}, definidos sobre
um espago de probabilidade (€2,.%,P), sdo indistinguiveis, se e somente se, existe algum
conjunto .#-mensuravel (2 satisfazendo P(2) =1 e

QC N{X: =Yi}.

teT

Entretanto, quando 7" é nao enumeravel, pode ser bastante trabalhoso determinar se a inter-
segdo que aparece acima é um evento em %, mesmo assumindo que (2, %, P) seja completo
no sentido de espaco de medida.
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Teorema 34 (Teorema da Continuidade de Chentsov-Kolmogorov). Seja {X; : t € [0,1)}
um processo estocastico. Suponha que existem constantes v, C,e > 0 tais que

E[|X, — X,|"] <C|t —s|'™,  Vs,t€]0,1). (59)
Entéo existe uma modificacado {Y; : ¢ € [0,1)} do processo estocéstico {X; : t € [0,1)} tal
que

v
Yi — Y
E sup M < +00, Ya € |0, g) :
st [t —s|* v
s,t€[0,1)

Prova. Seja D o conjunto dos nimeros racionais diddicos nao-negativos (definido no inicio
da Secao 13) e defina para cada m € N o seguinte conjunto

k
DmE{QmE[O,l):ng<2m}
Observe que
U D = DNJ0,1).
meN
Vamos denotar por A,, o conjunto de pares consecutivos de pontos de D,,,, mais precisamente,

Amz{{s,t}CDm:|s—t|—;n}

— 1
2m

1

2m

e

.

R

V)
E‘Hll
)
g‘wll
)
S‘Q.o
— N

Observe que podemos “parametrizar” o conjunto A,, nos referindo a cada par pelo seu
menor elemento. Desta forma é imediato verificar Card(4,,) = 2™ — 1.

Para cada t € D N[0,1) fixado, considere a seguinte sequéncia de nimeros racionais
diddicos nao-negativos {t¢;},cy definida por t; = max{d € D, : d < t}. Ja que D; C Dj,
entdo a sequéncia t; é mondtona nao-decrescente. Além do mais, para cada t € D N [0,1)
fixado existe algum jo € N tal que ¢; = ¢, para todo j = jo.

ty
D ° . ‘
Lo 1 |
2 2 ta !
D2 . o e * .
0 1 2 3 |
4 4 1 4 t3 |
D3 o = - = o = = . :
0 1 2 3 4 5 6 7 |
8 ] 3 g 8 3 8 g I |
D4 ° . ° ° = ° ° ° . . ‘
0 1 2 © 5 10 12 13 14 15
8 16 16 16 16 16 6 16 16 16 !
|
. —
0 — 1 R
t=1 1

Figura 7: No caso t = 15/16, temos t; = 1/2, t, = 3/4, t3 = 7/8,
ty =15/16, t; = 15/16, .... Neste caso jy = 4.

71



Observamos que se s,t € DN |0, 1) satisfazem |s —¢| < 27™, entao as sequéncias {s; }jen
e {t;}jen construidas como acima satisfazem s, = t,, ou (Sm,tm) € Ay,

m
P 5 5t R
2m om
tm = Sm

s : ; s R

2m om
Figura 8: No primeiro exemplo temos um caso em que |s —t| < 27
(Sm,tm) € Ay,. No segundo exemplo também temos |s — t| < 27 porém

ton = Sm-

Sejam s,t € DN [0,1) tais que |s — t| < 27™. Entao temos pelas observagoes acima que
Sm < Sma1 < ... < s e analogamente ¢, < {41 < ... < t. Note que

. |Sm+1 - Sm+2| < 2*(m+2); . |tm+1 _ tm+2| < 27(m+2);
Sk — Smahar| < 270mHEED; o |tmik = tmprr| < 270D,

Além do mais segue da construgao da sequéncia {s, },en que existe algum indice k(s) € N,
tal que sy, 4x(s) = 5. Desta forma temos que a soma telescépica (que possui apenas um nimero
finito de parcelas, visto que Sy, x(s) = Smik(s)+j, Para todo j € N) que aparece abaixo satisfaz
a seguinte identidade

Xs =X, +(Xgs — Xs,) + -+ (X o Xsn—) T Xy = X 1)

= Xsm + Z Sit+1

Observamos também que, por construgao, o par de pontos s,,, s,,+1 0u sdo iguais ou forma um
par de pontos consecutivos em D, 11, isto é, S, = Syt OU (S, Sma1) € Apr1. De modo mais
geral, para todo j € N, temos que Sy,4, Sm+j+1 OU S840 iguais ou (Sm4j, Smtj+1) € Dptjt1- E
claro que observagoes completamente andlogas sao validas para ¢ e para a sequéncia {t, }nen-

Portanto para qualquer par s,t € D N[0, 1) satisfazendo |t — s| < 27™ temos

X, — X, =X, +Z 51+1_ (Xtm—i—z XtM—Xti))
=X, — X, + Z<Xsi+1 - X,,)+ Z Xiih) (60)
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Para cada ¢ € N, defina a varidavel aleatéria

Ki = 8sup |Xs — Xt|
(S,t)EAi

Pelas observagoes acima e definigdo de K;, concluimos que as parcelas que aparecem em (60)
podem ser majoradas como segue

Xsm - Xtm g |Xsm - Xtml g Km7

X

Si4+1

- X, < |X

Si+1

X, — X, <Xy, — X,

7

141 41

Portanto temos a seguinte cota superior para (60)

|Xs - Xt| < |Xsm - Xtm| + Z ’XSH—I - st'

i=m

+ Z |th - Xt¢+1|
i=m

SEKn+ Y K+ K

ad 1
Considere a variavel aleatoéria
X — X,
M, = sup [Xe |
s |t— s
s,t€DN[0,1)

Observe que usando a desigualdade estabelecida em (61) obtemos a seguinte estimativa para
a variavel aleatoria M, em termos das varidveis aleatérias K;’s definidas acima

X, — X X, — X
M, = sup M < sup sup M
sAt [t—=s]" T menOfoy szt |t —s|®
s,t€DN[0,1) s,teDN[0,1)
[t=sl <
< sup 2™ sup | X; — X
meNU{0} s#t
s,teDN[0,1)
|t—s|< 50

<2 sup QmQZKi

meNU{0} i=m

=2 sup Z 2M K
meNU{0} j—m,

<2 sup Z 2K,
meNU{0} j—m,

=2) 2K;. (62)
=0
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Préximo passo é mostrar que

N
Xy — X
E sup [Xe = X, =E[M]] < 400, se 0<a<-. (63)
At [t—s| o
s,t€[0,1)ND

Para isto vamos considerar separadamente os casos em que
i) 0<y<I;
i) v = 1.
Vamos considerar inicialmente o caso 7). Neste caso, onde v > 1 sabemos que a aplicagdo
L(Q,.7,P) 5 X — || X|, = E[|X|]"

define uma norma em L7(Q), % P).
Usando hipétese (59) podemos concluir que a v.a. K; € L7(Q, %, P), para todo i € N.
De fato,
ﬂ/ ]

)

2t—1

D

k=0

sup ’Xt - Xs|

S,teAi

Xir1 — Xk
21 21

Bl = |

ol
121@[ sup |Xt—Xs|7] <E

S,tEAi

201
=Y E [Xm — X
2 2t

k=0

(64)

Desta forma podemos aplicar a desigualdade triangular valida para fungdes L7 (€2, .%#, P) para
concluir que

n

> K

=0

<K

n
~ =0

Além do mais, temos da desigualdade (64) que

o . o0 ) C 1 00 ' Cl N 0o ‘ .
S okl < Y2 () =X e =0y 2 <o, se 0<a<
i=0 i=0 2 o 2 i=0 g

Portanto, sob a condi¢ao acima, como a v.a. K; > 0, para todo ¢ € N, temos do Teorema
da Convergéncia Monétona e da Desigualdade de Minkowski que a v.a. 23 2K, €
LY(Q, Z#,P). Pela desigualdade (62) temos

0< M, <2) 2°K;
1=0
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€
logo M,, € L7(Q2,.%,P) e portanto sob as condigoes: y>1 e 0 <a < —
Y

o
X — X
B[ sp S| | B =B = 1M < o
s,tEfO%f)ﬂD

Vamos considerar agora o caso 7). Neste caso 0 < v < 1, e vamos usar a seguinte
desigualdade elementar (xy + ...+ x,)" < z] + ...+ 2], vélida para todo x; € [0, +00).
Primeiro observamos que a desigualdade

0< My €2) 2°K;
i=0
o que implica

00 vy n Y
M) < (222@"1&-) =2 (le > 2“&)
=0 =0

n Y
— 97 T; o g
=7l (22 Kz>

1=0

<27 lim ) 27°K]
1=0

n—00 “—

0 .
<27) 27°K].

=0

Tomando a esperanca em ambos lados da desigualdade acima, em seguida, usando a desi-
gualdade (64) obtemos

.,
X; — X,
E sup TNl E[M]]
st |[t—s|
s,t€[0,1)ND
<27 27°E[K]]
=0

< 27 i 21‘0@%
=0 2!

—27C i gi(ay—e)

1=0

= 27022%’(&7%) < 400, se0<a<o
i=0 v

o que finalmente encerra a prova da desigualdade (63).
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. €
Desta forma podemos afirmar que sob a condicao 0 < a@ < — temos

.

X, — X

E sup M < +o00.
st |t —s|*
s,t€[0,1)ND

Mas ¢é claro que se a esperanca de uma v.a. aleatéria X ¢ finita, entao X ¢ finita, quase
certamente. Desta observagdo e da desigualdade acima podemos afirmar que existem §2 C €,
subconjunto .#-mensurdvel e para cada w € {2 uma constante positiva K (w) < +o0 tais que

P(Q2) = 1 e para todo w € 2 temos

y
X — X, X — X, 1
sup | t(w) (w>| K(W) — sup | t(w> (w)l < K(W)“lf
st |t — s|* st |t — s|*
s,t€[0,1)ND s5,t€[0,1)ND

Da tltima desigualdade acima concluimos que para quaisquer s,t € [0,1) N D, com s # ¢
temos

K@) = X)) = X))
|t — sl 54t |t —s|*
s,t€[0,1)ND

o que implica que para quaisquer s,t € [0,1) N D temos:
[Xe(w) = Xo(w)] < K(w)7]t = s]*.

Note que na tultima desigualdade acima nao é necessario mais excluir os pontos em t =
s. Segue diretamente da desigualdade acima que a aplicagdo D N [0,1) > t — Xy(w)
é uniformemente continua. J& que D N [0,1) é denso em [0,1) a aplicagdo t — X;(w)
admite uma extensao continua que vamos denotar por )NQ(UJ) Além do mais, sabemos pela
propriedade de Cauchy que esta extensao pode ser obtida da seguinte forma

Vi(w)=lim X, (w), vVt € [0,1).

rlt
re[0,1)ND

Agora vamos considerar o seguinte processo estocéstico {Y; : ¢t € [0,1)} definido sobre

(Q, 7,P)

Vi(w), sew e
Yi(w) = _
0, se w ¢ Q.

Por definicao, {Y; : t € [0,1)} ¢ uma modificacdo de {X; : ¢ € [0,1)}. Além do mais,
para quaisquer s,t € [0,1) com s # ¢ fixado, temos para todo w € {2 que existem sequéncias
{tn}nen € {Sn}nen contidas em [0,1) N D tais que t,, Lt e s, | S, s, £ty e
Vi) V)] _ i) — Xy () Xi(w) — X, ()

|t - S’a =00 ’tn - 5n|a h s#t ’t — S|a .

5,t[0,1)ND

Observando que a desigualdade acima ¢é valida quase certamente, elevando ambos lados a
poténcia v e tomando a esperancga encerramos a prova do teorema. [ |
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Corolario 35. Se {W; : t € [0,+00)} é um Movimento Browniano continuo sobre um
espago de probabilidade (2, .#,P), entdao para cada L > 0 e 6 > 0, existe um conjunto €2
com P(£2y) = 1 tal que, para todo w € €y, existe K(L,w,d) < +oo, tal que

(W,(w) — Wy(w)| < K(L,w,8)|s —t]27°, se0<s,t<L.

Alternativamente, as trajetorias do Movimento Browniano sao fungoes localmente a-Holder
continuas de ordem « para cada a < %

Prova. Como {W; : t € [0,400)} é um Movimento Browniano continuo, podemos apli-
car diretamente o Teorema 23 para garantir que para cada L > 0 fixado, que o processo
estocéstico {X; : t € [0,400)} definido por

Xi (65)

1
=W

¢ um Movimento Browniano. Vamos considerar apenas a restricio {X; : ¢ € [0,1)} do
processo estocastico {X; : t € [0,+00)}. Neste caso para cada par s,t € [0,1), com s < t,
temos a seguinte igualdade em distribuigdo X; — Xy = /t — sZ, onde Z ~ N(0,1). Logo
para todo p € N, temos a seguinte igualdade em distribuigao | X; — X,|** = (X; — X,)? =
(t — s)PZ?". Portanto

2p)! 2p)!
B1X, — X, = (t — sPE[2%) = (t — s 22—}y — e 22
2rp! 2rp!

Tomando v = 2p, C = (2p)!/(2Pp!) e e = p — 1 segue da igualdade acima que
E[|X; — X,|"] < Ot — s|'*=.

Logo, podemos aplicar o Teorema 34 e concluir que

N
Xy — X,
E sup [Xe = X < 400, Va € lo, 8) ;
A |t — s8] ot
s,t€10,1)

com vy =2pee=p—1. Assim temos, para quase todo w € (), que existe uma constante
positiva K (w,p, @) < +oo tal que

. § p—1 11
— < 2p — - — - — — .
| X (w) — Xs(w)] < K(w,p,a)? [t —s|®, Va € [0, 5 ) [0, 5 2p> (66)

Fixado § > 0, sabemos que existe algum py € N tal que

1 1 1

< .
2 2 2pp

Tomando na desigualdade (66) p = py e @ = 1/2 —§ concluimos que existe alguma constante
K(w, po,d) tal que

X, (w) — Xo(w)| < K(w, po, ) [t — 5|77
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Note que, na verdade, a constante que aparece acima depende apenas de w e 4, ja que pg
depende apenas de §. Logo podemos chamé-la apenas de K (w,d). A partir da desigualdade
valida para o processo {X,},

X, (W) — X, (w)] < K(w, )]t — 5277,

e da relagdo em (65), temos

1 1
VL) =

Multiplicando ambos os lados por v/L, obtemos

— Wi(w)| € K(w,8)|t — s]27°

(Wie(w) — Wis(w)] < VL x K(w, )|t — s[270

Agora, considere a mudanca de variaveis u = Lt e v = Ls. Invertendo esta relacao temos
t=wu/Les=uv/L Como s,te|0,1), as novas varidveis u e v pertencem ao intervalo [0, L).
Substituindo na desigualdade acima, temos:

D=

Walw) = Wo(w)| < VI x K(w,8) |+

L L

= LK (w,8)|u—v|2™°

Finalmente, definindo a constante K (L,w,§) = L°K(w,d), concluimos que para quaisquer
0<u,v<L,

(W (w) — Wo(w)| < K(L,w,§) |u—v|z79,

o que encerra a prova do corolario. [ |
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Apéndice

A. O Teorema da Extensao de Carathéodory

Em determinadas situacgoes, quando estamos trabalhando com uma medida p sobre € po-
demos nos livrar de vérias dificuldades técnicas se esta medida esta definida em todo Z2(2).
Acontece que na maioria das situagoes mais interessantes, isto nem sempre ocorre. Entre-
tanto é possivel definir um outro objeto matematico, chamado medida exterior, que esta
sempre definido na o-algebra das partes. Uma medida exterior tem a vantagem de estar
sempre definida no conjunto das partes, mas por outro lado, em geral, ela ndo é uma funcao
o-aditiva. Mas como veremos a abaixo as medidas exteriores sao objetos muito tteis na
construcao de medidas sobre um determinado conjunto 2.

Defini¢ao 36 (Medida Exterior). Uma funcao p* : Z(Q2) — [0, 0] é chamada de medida
exterior sobre (2 se satisfaz:

1) p (@) =0;
2) se A C B entao p*(A) < p*(B);
3) (U A, < 32, 1 (As), para toda sequéncia A, (n=1,2,...).

A proposicao seguinte é uma poderosa maquina de construir medidas exteriores. Como
o leitor pode ver as hipoteses sdo muito fracas. Ela nos diz que escolhida uma colecao
arbitraria A de subconjuntos de um espago  (note que nao exigimos nenhuma estrutura
nesta cole¢do nem de algebra, o-dlgebra e etc.) e qualquer funcao p : A — [0,00] tal que
w(@) = 0, podemos construir a partir da cole¢do A e da func¢do p uma medida exterior, que
serd chamada de p*, definida em toda a o-dlgebra das partes de ). O leitor deve examinar
com cuidado a definicdo de u*, dada abaixo, para se convencer que nem sempre p* é uma
extensao de pu.
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Proposicao 37. Seja A uma colegao arbitraria de subconjuntos de €) satisfazendo apenas
que &, € A. Seja pu: A — [0,00], uma fungdo arbitraria, tal que pu(=&) = 0. Para todo
A C Q, defina

p*(A) = inf {Z w(F,): F,e AVne AC UnFn} . (67)
Entao p* é uma medida exterior em ().

Prova. Ja que @ C @ € A, temos que p*(&) = 0. Se A C B, entdo qualquer colecao
enumeravel F,, (n =1,2,...) que é uma cobertura de B (isto é, B C U, F},) é também uma
cobertura de A. Logo segue da definigdo de infimo que p*(A) < p*(B). Resta agora verificar
que p* satisfaz a propriedade 3) de medida exterior. Seja A, (n = 1,2,...) uma cole¢ao
enumeravel de subconjuntos de 2 e A = U, A,,. Se para algum indice n temos p*(A,) = oo,
entdo segue da monotonicidade de p que p*(A) = oo, e portanto 3) é valida neste caso.
Vamos assumir entao que p*(A4,) < oo para todo n. Fixe ¢ > 0 arbitrario. Para cada n
existe uma sequéncia F, ; (k=1,2,...) em A tal que A,, C U F,, e

S p(Fg) — 1 (4,) < 2%, para todo n. (68)
k

Certamente temos que

ACUUka.
n k

Usando a monotonicidade, em seguida, a definicdo de u* e por ultimo a desigualdade (68)
temos que

ROEVS (VLSS 3 WICHES AV
[ |

Defini¢ao 38 (Medida o-finita). Sejam A uma &lgebra de subconjuntos de Q e p: A —
[0, 0o] uma medida. Se existe uma sequéncia A, (n =1,2,...) tal que u(A,) < oo para todo
neNeUr2 A, =, entao dizemos que p é uma medida o-finita.

Precisamos de mais duas defini¢bes para podermos apresentar de forma precisa o enun-
ciado do Teorema da Extensao de Carathéodory. Seja ;1 uma medida em uma o-algebra F.
A o-algebra F ¢é dita p-completa se para todo N € F e para todo A C N, com pu(N) =0
temos A € F. Em outras palavras, F é p-completa se os subconjuntos dos conjuntos de
medida p zero pertecem a o-algebra F. Neste caso dizemos também que p é completa. Dada
qualquer medida p definida sobre uma o-algebra F é facil verificar que a colegao

F={C=AUB:A€ F,BC N para algum N € F com pu(N) = 0}

é uma o-dlgebra @ completa, onde (A U B) := pu(A). Observe que [i estd bem definida
e que i é uma medida definida em F que estende p. Esta extensdo de p é chamada de
completamento de p.

Defini¢ao 39 (Conjuntos p*-mensuraveis). Dada uma medida exterior p* definida sobre
as partes de um conjunto €2, dizemos que A C () é p*-mensuravel se a condicdo abaixo é
satisfeita:

p (E)=p (ENA)+ p* (EN A, para todo FE C Q. (69)

Esta condigao é conhecida como Condi¢io de Carathéodory .
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Teorema 40 (Teorema da Extensdao de Carathéodory). Seja p* : Z(2) — [0,00] uma
medida exterior sobre €.

1) A cole¢do M de todos os conjuntos p*-mensuraveis é uma o-algebra e a restrigao de
@ a M é uma medida completa.

2) Se p* é definida por (67), com A sendo uma algebra e p uma medida em 4. Entao
o(A)C Mep* =pem A

3) Se p é uma medida o-finita em uma &lgebra A entdo ela se estende unicamente a
uma medida definida em o(.A). Esta extensao é dada por p*, definida em (67), restrita

ao(A).

Prova. Prova do item 1). Mostraremos primeiro que M é uma algebra. Em primeiro lugar
observamos que A = & satisfaz a condicao de Carathéodory. Também é imediato verificar
que se A satisfaz a condigdo de Carathéodory, entao A também satisfaz esta condi¢ao. Pela
subaditividade da medida exterior ( propriedade 3 da Definicao 36), temos que a condicao
de Carathéodory ¢é satisfeita sempre que

p(ENA) 4+ p (ENAS) < pu'(F), para todo E € . (70)

Vamos mostrar que M é fechado com respeito a intersecoes finitas. Para quaisquer A, B €
M, temos

p(E) = p (ENB)+p'(EN B
= (ENBNA)+p (ENBNAY )+ (ENB°NA)+ p*(ENB N A9
Z p(EN(BNA)+p (EN(BNA)),

onde na ultima desigualdade, usamos que (BNA)° = B°UA® = (B°NA)U(B°NA°)U(BNA®)
e a subaditividade de p*. Isto mostra que a desigualdade (70) é satisfeita para A N B, logo
ANB e M. Ja que M é fechada para intersecoes, podemos concluir que M é fechada para
unioes finitas. E portanto concluimos a prova que M é uma algebra.

Proximo passo é provar que M é uma o-algebra e que u* é o-aditiva sobre M. Seja B,
(n=1,2,...) uma sequéncia em M de conjuntos dois a dois disjuntos. Defina C,, = U™ | B,
(m =1,2,...). Vamos mostrar por indu¢ao em m que

(ENCh) Z (ENB,) para todo E C €. (71)

Ja que C = B; a férmula acima é verdadeira para m = 1. Suponha entao que (71) seja
satisfeita para um dado m. Como B,,;1 € M, para todo o E C (), temos que

P (ENCpgr) = 0 ((EN Crsa) N Brgr) + 1 (BN Craga) 0 By )
= (EN Bpy1) + 1 (ENCp)

n=1

onde na ultima igualdade usamos a hipdtese de indugao. A igualdade acima mostra que (71)
é satisfeita para m + 1 no lugar de m e assim a indugdo esta completa.
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Seja A = U2 B,,. Para todo m € Ne E C (), temos que
p(E)=p (ENCy)+p (ENC) (pois C,,, € M)

3B N B+ (BN C)

Z (ENB,) + p*(EN A9,
pois A¢ C Cf,. Tomando m — oo, ficamos com a seguinte desigualdade
Z (ENB,) +u (ENA°) > p (ENA)+ p* (En A9, (72)

onde na ultima desigualdade usamos a propriedade subaditiva da medida exterior. Isso
mostra que A = U B, € M, isto é, M é fechado para unides disjuntas contaveis. Se A,,
(n=1,2,...) é uma sequéncia em M, podemos expressar A = U° A, como A = Uy, B,
onde By = Ay e B, = A{N---NAS_,NA, paran > 2. Note que a sequenma B, (n 1, 27 o)
definida desta forma é uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos e cada B, € M.
Entao A € M, provando que M é fechada para uniodes enumeraveis arbitrarias.

Para provar a o-aditividade de p* em M, considere B, (n =1,2,...) uma sequéncia de
conjuntos dois a dois disjuntos em M. Tomando ' = A = U.°, B,, na primeira desigualdade
em (72) obtemos a seguinte estimativa: p* (U B,,) > >, u* (B,). Usando a propriedade
subaditiva de uma medida exterior conclmmos que

W (Ul By) =) 1 (B
n=1

Assim, concluimos a prova de que p* é uma medida na o-algebra M.

Vamos provar agora a ultima parte do item 1), isto é, mostrar que a medida que acabamos
de obter é completa. Sejam N € M tal que p*(N) = 0 e A C N. Pela monotonicidade
de p* temos que p*(ENA) < p*(A) < p*(N)=0e p (EN A% < p*(E). Mas estas duas
desigualdades implicam que (70) é satisfeita, provando que A € M. O que é suficiente para
concluir que a o-algebra M é p*-completa.

Prova do item 2). Considere agora o caso em que A é uma algebra, pu é uma medidade
em A, e p* é a medida exterior definida em (67). Para provar que A C M, seja A € A. Fixe
E C Q e e > 0 arbitrariamente. Invocando a definicdo de medida exterior (67), podemos
afirmar que existe A, € A, (n=1,2,...) tal que E C U2 A, e

> plAn) — e < (). (73)

Além disso, segue da subaditividade da medida exterior e em seguida, da definicdo dada em
(67) as seguintes desigualdades:

p(ENA) < p” (Am fjAn> i (ANA,)

n=1

(BN A% < pt <AC " An> < u(A° N A,).
n=1 n=1
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Somando as duas desigualdades em ambos os lados e usando a estimativa (73) obtemos

NE

p(ENA) +px(ENA%) <> [WANA,)+p(ANA,)]

n=1

M

(An)

Il
—

n

p(E) +e.

IN

Como € > 0 é arbitrario a condicao (70) é satisfeita, provando que A € M. Para provar que
w=p* em A, seja A € A. Pela definigao (67), p*(A) < u(A) (tomando A; = Ae A, = 2,
para n > 2 por exemplo). Por outro lado, u(A) < 3°°°, u(A,) para toda a sequéncia A, € A
(n > 1) tal que A C U2 | A, entao temos que p*(A) > p(A) (por subaditividade de p em
A). Mostrando que pu(A) = p*(A).

Prova do item 3). Suponha que u seja o-finita na édlgebra A e seja u* sua extensao a
o(A) C M, dada pelo item 2) deste teorema. J& que p é o-finita, podemos encontrar uma
sequéncia A, (n =1,2,...) de conjuntos dois a dois disjuntos tal que A4, € A, u(4,) < oo,
para todon € Ne Q = U, A,. Seja v uma extensdo da medida p, definida em o(A).
Fixado n € N, vamos mostrar primeiro que u* = v, em todos os conjuntos da colecao
A,Nno(A) = {4, NA: A€ o(A)}. Para provar este fato vamos mostrar que a cole¢ao
C={AcolA  :v(A,NA) = p (A, NA} éum Asistema contendo A (que é um =-
sistema). De fato, se A € C entdo temos que:

V(Ay) = (A N AU (A, N A)) = v(A, N A%) + (A, N A)

P (An) = p*((An VAU (A N A)) = p* (A 0 AS) + 17 (A 0 A).

Observando que o lado esquerdo de ambas igualdades acima sao iguais (v e u* sao extensoes
de u em A) e que as segundas parcelas do lado direito também sdo iguais ja que A € C,
concluimos que p*((A, N A°) = v(A, N A°) e portanto A° € C. Como o @ € C segue do fato
que acabamos de provar que €2 € C. Seja B, (m = 1,2,...) uma sequéncia de conjuntos em
C dois a dois disjuntos. Segue da c-aditividade de pu* e v que

v(Ann (U Bn)) = i v (A, N By) = fj 1 (An N Byy)

m=1 m=1
= (A0 (U B)).

O que encerra a prova de que C é um A-sistema. Como C é um A-sistema que contém o
m-sistema A segue do Teorema m — A de Dynkin que o(A) C C.

Para finalizar a prova, basta notar que dado A € o(A), podemos escrever A = U (AN
A,)). Agora, usando a continuidade das medidas v e p*, temos que

v(A)=v (U1 (ANA,)) = Jim V(AN A,) = lim p*(AN Ay)

=" (UpZy (AN Ay))
=u*(A).
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B. Teorema de Fubini para Funcoes Complexas

Seja (X,d) um espago métrico. A o-dlgebra gerada pela familia dos conjuntos abertos,
induzidos pela métrica d, em X ¢é chamada de o-algebra de Borel de X e serd denotada por
ABx. Um subconjunto de X mensuravel segundo #x é também chamado de boreliano de
X. Note que todos conjuntos abertos, fechados, interse¢bes enumeraveis de abertos, unices
enumeraveis de fechados e assim por diante sdo todos borelianos de X.

Neste texto vamos considerar sempre o conjunto dos nimeros complexos C como um
espago métrico munido de sua métrica usual d(z, w) = |z —w|. O espago mensuravel (C, Z¢)
sera portanto aquele onde a o-algebra de Borel de C é definida por esta métrica. Analo-
gamente, quando considerarmos um subconjunto X C R como espa¢o métrico estaremos
considerando que este conjunto estd munido da distancia d(x,y) = |z — y.

Seja (X, .#) um espago mensuravel e f : X — C uma fun¢ado complexa. Vamos dizer
que f é .#-mensurdvel se para cada B € B¢ temos que f~!(B) € .#. Em outras palavras,
uma funcao complexa é mensuravel se a imagem inversa de qualquer boreliano de C é um
subconjunto .Z-mensuravel em X.

O espago produto de dois espagos mensuraveis (X, .#) e (Y, .4") sera definido como sendo
o espago mensuravel (X X Y, .# ® A7), onde a o-adlgebra .# ® A é aquela gerada pelos
conjuntos da forma F X Y onde F € .# ¢ X x F, onde F € /.

De maneira mais geral, se (X, .#)),...,(X,, #,) é uma colecio de n espagos men-
suraveis, definimos o espago produto (X; X ... X X,,, # ® ... ® #,), onde a o-algebra
MR ... QM é gerada por todos os conjuntos da forma X7 x. .. X X 1 X EX Xpq1 X. .. x X,
com E € My, ek € {l,...,n}; com a convengao de que quando k£ = 1 a notacao acima sig-
nifica F x Xy x ... x X,, e no caso k = n deve ser lida como X; x ... x X,_; x E.

Sejam (X, 4, ) e (Y, N ,v) espagos de medida. Paracada E C X xY, z € X ey €Y
definimos as se¢oes E, e BY de E, por

E.={yeY :(z,y) € £} e EV={zxe X :(z,y) € E}.

Analogamente, definimos as se¢oes de uma funcdo complexa definida em um produto
cartesiano como segue. Se f : X x Y — C é uma funcao suas se¢oes f, e fY sdo fungoes
definidas nos espacos Y e X, respectivamente com f,: Y — Ce fY: X — C dadas por

fey) = flzy) e fU2) = f(,y).
Observamos que para qualquer £ C X X Y sempre temos

Proposicao 41. Sejam (X, .#) e (Y, 4") espacos mensuraveis e .4 @4 a o-algebra produto
em X xY.

i) Se F € 4 ® ¥, entao:

a) E, € A, para todo x € X;
b) EY € 4, para todoy € Y.

ii) Se f: X xY — C é uma fungdo complexa .# ® .4/ '- mensuravel entao:

a) fr:Y — C é A -mensurdvel para todo = € X;
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b) f¥: X — C é .#-mensurédvel para todo y € Y.

E importante observar que as reciprocas de ambos itens i) e ii) da proposi¢do acima
podem ser falsas. Isto é, podemos construir um conjunto £ C X x Y possuindo todas as
secbes mensuraveis, com respeito as o-algebras .# e .4, respectivamente, mas tal que F
nao é mensuravel segundo a o-dlgebra produto 4 @ A".

Para apresentar este exemplo vamos precisar do seguinte resultado que pode ser encon-
trado na referéncia [2] (Proposition 1.5 - pagina 23).

Proposigao 42. Sejam (X1,d,), ... (X,, d,) espagos métricos arbitrariose X = X3 x...x X,
o espago produto munido da métrica d(z,y) = di(x1,y1)+. . .+ dn(Tn, yn). Entdo a o-dlgebra
produto Bx, ®. .. Bx, C Bx,x..xx, Sesupomos adicionalmente que (X1, dy),...,(X,,d,)
sao todos espacos separaveis, entao podemos concluir que vale a igualdade, isto é,

‘@Xl K...0 %Xn = %Xlx...xXn-

Exemplo 43. Sejam X = [0, 1) munido de sua distancia usual d(z,y) = |zt —y| e A4 = Bjp)
a o-algebra de Borel de X, gerada pelos abertos induzidos pela métrica d. Considere o espaco
produto X x X munido da o-algebra produto .# @ . .

Ja que X munido da métrica d é um espago métrico separavel, segue da Proposicao 42
que M QM = Blo1) D Blo,1) = PBlo,1)x[0,1), onde consideramos o espaco produto [0, 1) x [0, 1)
munido da métrica p((xl, Y1), (v, yg)) =d(xy,z2) + d(y1, y2)-

Denote por V o conjunto de Vitali que esta contido em X e considere o conjunto £ C
X x X definido por

E={(v,v) e X x X :v eV}

Observe que o conjunto F é subconjunto proprio da diagonal do retangulo X x X.
Afirmamos que para cada r € X a se¢ao E, é um conjunto unitario ou vazio. De fato,
para qualquer z € X fixado, temos

{z}, sex €V,

E,={ye X :(r,y) € E} =

{y (z,y) € B} {g’ ez dV.
Portanto para cada x € X temos que E, é mensuravel segundo .# ja que todo subconjunto
unitario pertence a esta o-dlgebra, bem como o conjunto vazio. Analogamente, temos para
todo y € X que

, seyeV;
EV={re X :(z,y) € E} = v Y
o, sey¢V.
O que mostra que F, é .#-mensuravel para todo x € X e que EY é .#-mensuravel para
todo y € X.

Vamos mostrar agora que E nao é .# & .4 -mensuravel. Para isto considere a fun¢ao
f: X — X x X dada por

f(z) = (z,z).
Note que f é uma funcdo continua com respeito as métricas d e p, definidas acima. Da
continuidade de f segue que a imagem inversa de qualquer boreliano em X x X é um
boreliano de X. Como ja mencionamos a o-dlgebra de Borel de X x X, isto ¢, %o 1)x[0,1) =
Blo1) @ By = M @ M. Desta forma, se assumimos que E € .# @ A entdo sua imagem
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inversa por f deve ser necessariamente um boreliano de X. Portanto somos levados a concluir
que
V={reX:(r,x)eE}={ze€X: f(z)eE}=f (E)e A

o que é um absurdo.

Na Teoria da Medida é conveniente considerar fung¢ées tomando valores infinitos e, em
particular, no conjunto [0, +00]. Assim é comum que este conjunto seja tratado como um
espago métrico, onde a métrica é definida por d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)|, com a
convencao de que arctan(+oo) = 7/2. Logo %y 1o denotard a o-dlgebra de Borel de
[0, +00] munido desta métrica.

Seja (X, .#) um espago de medida e f : X — [0, +o0| fungdo. Vamos dizer que f é uma
funcao .#-mensurdvel se para todo B € %y ) temos que f “YB) e .

Teorema 44 (Tonelli). Sejam (X, .#, ) e (Y, A, v) espagos arbitrarios de medida o-finitos.
Se f: X xY — [0, +00] é uma fungdo .# ® .4 -mensurdvel, entao:

i) g: X — [0, +00], dada por g(x) = / fedv = / f(z,y)dv(y) é .#-mensuravel;
Y Y

ii) h:Y — [0,4+00], dada por h(y) = / fYdu = / f(z,y) du(x) é A -mensuravel;
X X

i) [ [ feav)|du@) = [ pawxe) = [ ][ ) da@)] av).

Teorema 45 (Fubini - Fungoes Complexas). Sejam (X, .#, ) e (Y, .4, v) espagos arbitra-
rios de medida o-finitos. Se f: X xY — C é uma funcdo complexa .# ® .4 -mensuravel tal
que

/ [l d(p x v) < +o0.
XxXY

Entao temos:

i) existe £ € . tal que: pu(F) = 0 e para todo x € X \ E, temos [y |f.| dv < +oo.
Além do mais, existe uma fungdo complexa .#-mensuravel g : X — C, satisfazendo

g(x):/Yfmduz/yf(x,y)dy(y),paratodoxeX\E e glg=0;

ii) existe F' € A tal que: v(F) = 0 e para todo y € Y \ F, temos [y |fY|du < +oo.
Além do mais, existe uma fungao complexa .4 -mensuravel h : Y — C, satisfazendo

hy) = [ f7du= [ f(@.y)du(), para todoy € Y\ F e hlr =0

if) /X\E UY f(z,y) dl/(y)} dp(x) Z/Xnyd(u ) :/Y\F

Observamos que é comum abusar da notagdo e escrever a conclusdo do item iii) do
Teorema de Fubini da mesma forma que escrevemos a conclusao do item iii) do Teorema de
Tonelli, pois se alteramos uma fun¢ao em um conjunto de medida nula ndo mudamos o valor
de sua integral.

Decidimos escrever o enunciado desta forma mais rigorosa para enfatizar que em alguns
casos poderiamos, por exemplo, ter para algum ponto x € E que escrever a integral

| fa)dv(y)

/X f(x,y) du(%)} dv(y).
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nao fizesse sentido, isto é, a integral de Lebesgue acima poderia nao existir.

Para evitar escrever as integrais sobre os conjuntos X \ E e Y\ F' poderiamos ter optado
no item iii) por usar as funcoes g e h dos itens i) e ii), respectivamente. Neste caso, seria
completamente licito escrever

J o@dn@) = [ fauxv)= | h)vy)

Porém, o enunciado desta maneira tem a desvantagem de nao enfatizar a principal conclusao
do Teorema de Fubini que ¢é o fato da integral sobre o espago produto poder ser calculada
via as integrais iteradas na ordem que for mais conveniente.

C. Topologia Geral

Defini¢ao 46 (Espaco topolégico). Seja X um conjunto arbitrario. Uma topologia em X é
uma familia 7 C Z(X) (colegao das partes de X) satisfazendo

l.oer e Xer;

2. se I ¢ um conjunto de indices arbitrario e U; € 7, para todo i € I, entao

UUiGT;

el

3. para qualquer que seja n € N e quaisquer que sejam Uy, ...,U, € 7, temos

n
mUkET.
k=1

O par ordenado (X, 7) chama-se um espago topoldgico; os elementos de 7 sdo chamados de
abertos de X. Os complementares dos abertos sao chamados fechados.

Definicao 47 (Base de uma topologia). Seja X um conjunto. Uma familia B C Z(X)
chama-se uma base (para uma topologia em X) se:

1. X = U B;
BeB

2. para quaisquer By, By € Be x € By N By, existe By € B tal que x € B3 C B1 N B».

A topologia gerada por B é a colegao
T(B):{UCXZ V:EEUEIBEBCOIHJUEBCU},

Assim um elemento U € 7(B) se, e somente se, U é uniao (possivelmente vazia) de elementos
da colecao B.

Definig¢ao 48 (Sub-Base de um Topologia). Se (X, 7) é um espaco topoldgico, uma sub-base
para para a topologia 7 € uma colecao € C 7 tal que a colecao de todas as intersegoes finitas
de elementos de € forma uma base para 7.
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Proposicao 49. Se X é um conjunto nao vazio e {7, : A € I'} uma familia de topologias
sobre X, onde I' ¢ um conjunto de indices arbitrarios. Entao a colegao

T = rw T

el

¢ uma topologia em X.

A Note que a intersecao acima refere-se a intersecao das topologias e nao dos conjuntos que
sao elementos destas topologias.

Defini¢ao 50 (Topologia Gerada por uma Colegao). Sejam X um conjunto nao vazio e €
uma colecao arbitraria de subconjuntos de X. A topologia gerada por % é a intersecao de
todas as topologias que contem %.

Defini¢ao 51 (Topologia produto). Seja 7' um conjunto de indices arbitrario e {(X;, ) :
t € T} uma familia arbitraria de espagos topoldgicos. Seja

XEHXt

teT

o produto cartesiano, como definido no inicio da Secao 1, munido das projecoes canonicas
7 : X — Xy, dadas por m(x) = x,. A topologia produto em X, denotada por 7, é a menor
topologia em X que torna todas as projecoes m; : X — X; funcdes continuas.

Proposicao 52 (Sub-base de Tychonoff). Seja 7" um conjunto de indices arbitrario e consi-
dere o espaco produto RT munido da topologia produto 7(R”). Entdo a familia

S={m"((ab)CR" : teT, (ab) CR}

é uma sub-base de 7(RT), ou seja, a topologia 7(RT) é a topologia gerada por S.

Prova. Temos que mostrar que para cada t € T fixado, a a projecio m : RT — R ¢
continua, com respeito a topologia gerada por S§. Para isto seja U C R um conjunto aberto.
Pelo Teorema de Lindelof sabemos que U pode ser escrito como uma uniao enumeravel de
intervalos abertos, ou seja, existe uma cole¢ao enumeravel de intervalos abertos {I,, : n € N}
tais que U = U,enl,. Pelas propriedades elementares da pré-imagem temos que

m H(U) =7t (U In) = UJm ()

neN neN

e portanto m; *(U) pertence a topologia gerada por S. Como U é um aberto arbitrario de
R temos que 7; é continua com respeito a topologia gerada por S. E claro que o argumento
também é independente da escolha de t, logo todas as projegoes da familia {m; : ¢t € T'} s@o
fungoes continuas com respeito a topologia gerada por S e consequentemente, a topologia
gerada por S contém a topologia produto 7 (pois esta, por defini¢do, é a menor topologia
para o qual todas as projecoes {m; : t € T'} sao mensuraveis). Por outro lado, todo elemento
de § é um elemento de 7, da topologia produto. Logo a topologia gerada por S esta contida
em 7. O que finalmente mostra que a topologia gerada por S coincide com a topologia
produto. [ |
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Corolario 53 (Base de cilindros finito-dimensionais). Seja 7" um conjunto de indice e
(RT, 7(RT)) o espaco produto. Entdo a familia

B = { ()7 "(Uy) : F CT finito, UtET(R)}

teF

é uma base de 7(RT). Em outras palavras, um elemento da base da topologia é um cilindro
da forma

[[U: com U, €7(R) parat € F (finito) e U, =R parat ¢ F.

teT
Assim, todo aberto de 7(R”) é a unido (possivelmente vazia) de tais cilindros.

Teorema 54. (Propriedade universal). Seja (Y, 7(Y")) um espago topologico arbitréario, T
um conjunto de indices arbitrario e (R”, 7(R?)) o espaco produto. Uma funcdo f: Y — RT
é continua se, e somente se, para cada t € T, a composicio f; = m, o f : Y — R, onde
7 : RT — R ¢ a projecao na t-ésima coordenada, é uma funcio continua.

(v, (¥)) / (T, 7(RT))

Tt mof

(R, 7(R))

Prova. Veja referéncia [4]. [

Proposicio 55. Seja T' um conjunto de indices enumerdvel e considere R com a topologia
produto 7(RT). Entao 7(R”), admite uma base enumeravel.

Prova. Considere a seguinte base enumeravel B = {(a,b) C R : a,b € Q, a < b} da
topologia usual de R. Para cada subconjunto finito J C T, defina

BJE{ ﬂﬂ‘t_l(]t) : I; € Bg, para todot € J },

teJ

onde 1 : RT — R ¢ a projecao candnica na t-ésima coordenada. Considere a colecao de
abertos do espaco produto R? dada por

n=0 JCT
Card(J)=n

Afirmamos que B é uma base enumeravel de 7(RT). Vamos mostrar este fato em duas
etapas. Primeiro, mostramos que B é uma base de 7(R”) e em seguida, que B é uma colegio
enumeravel de subconjuntos do espaco produto.

89



Segue da definigao da topologia produto que seus aberto bésicos sdo conjuntos da forma
N W;cl(Uk), ti,...,tp, €T, U,...,U, CR abertos.
k=1

Dado um ponto z = {x;},c7 nesse aberto, para cada k € {1,...,n} escolha I € Bg de forma
que zy, € I, C Uy, para todo k =1,...,n. Entao

ve (m'()eB e (\m, ' (Ix) C (), (Uk).
k=1 k=1 k=1

Logo, todo aberto ¢ unido de elementos de B e portanto B ¢ uma base de 7(R”).

Vamos verificar agora que a cole¢do B é enumeravel. Como T é enumeravel, a colecao de
seus subconjuntos finitos
Po(T)={J CT: Jfinito},

¢é também enumeravel, ja que esta colecao pode ser representada como uniao enumeravel de
conjuntos enumeraveis como segue

%(T):G U {t.....ta}

n=0 {t1,...,tn }CT
tiF#t;

Seja J = {t1,...,t,} C T subconjunto fixado satisfazendo Card(J) = n. Considere a
aplicacao Iy : Bg X - -+ x Bg — B definida por

Fi(Lyyy oy 1y,) = () m (L)

teJ

E claro que F; é uma aplicacio sobrejetiva e portanto temos que B, é enumerével, uma vez
que o dominio de F); é enumeravel.

Das observagoes feitas acima e da igualdade (74) concluimos que B é uma unido enu-
meravel de conjuntos enumeraveis, e portanto B é enumerdvel. O que completa a prova da
proposicao. [ |

D. Regularidade das Medidas Finitas Definidas sobre #(X)

Os principais objetivos desta se¢ao sao: introduzir o importante conceito de medida regular
(Definigao 56); e provar que qualquer medida g finita definida sobre Z(X) é uma medida
regular (Teorema 63). O contetido desta segao é baseado na referéncia [5] que alids é uma
excelente referéncia para medidas em espagos métricos.

Relembramos que a o-dlgebra de Borel de um espago métrico (X,d) é definida como
sendo o-dlgebra gerada pelos subconjuntos abertos do espaco topologico (X, 74), onde 74
denota a topologia em X induzida pela métrica d. Esta o-algebra sera denotada, como de
maneira usual, por Z(X).

Uma medida p sobre #(X) é uma fungao p : B(X) — [0, +00] que satisfaz:

« w(@)=0;
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e u(B) >0, para todo B € B(X);

o se {B,}nen ¢ uma sequéncia de conjuntos em Z(X) dois-a-dois disjuntos, entao
n=1 n=1

Dizemos que uma medida p é finita se u(X) < 4+o00. Se u(X) = 1, entdo dizemos que
¢ uma medida de probabilidade.

Definig¢ao 56 (Conjunto u-regular e Medida Regular). Sejam (X, d) um espago métrico e i
uma medida sobre Z(X). Dizemos que um boreliano B € B(X) é u-regular se

sup{u(F) : F C B, F fechado} = u(B) = inf{u(A): B C A, A aberto}.
Se todo boreliano B € #(X) é u-regular, entdao dizemos que p é regular.

A (aberto)

Antes de prosseguir para a prova do principal resultado desta secao que é o Teorema 63
vamos estabelecer novas (e mais simples) condigoes necessarias e suficientes para um conjunto
B € #(X) ser p-regular. Em seguida, vamos mostrar que a cole¢ao de todos os borelianos
p-regulares forma uma sub-o-dlgebra de #(X).

Lema 57. Sejam (X, d) um espac¢o métrico e g uma medida definida sobre Z(.X) satisfazendo
1(X) < +oo. Um boreliano B € A(X) é p-regular se, e somente se, para todo £ > 0

dado, existem um conjunto aberto A. e um conjunto fechado F. tais que: F. C B C A, e
AN\ FL) < e.
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Prova. Suponha inicialmente que B € (X)) é um conjunto p-regular. Entao segue direta-
mente da Defini¢do 56 que dado € > 0, existem um conjunto aberto A. O B e um conjunto
fechado F. C B satisfazendo:

« 1(As) < p(B) + 5;

o j(B)~§ < ulF).

u(B) =3 pu(F:) u(B)
sup{u(F) : F C B, F fechado}

Ja que F. C B, segue da propriedade de monotonicidade da medida p e da desigualdade
acima que

~<ulR)-pu(B)<0 = |u(B) - ()| <.

Combinando estas desigualdades obtemos
1A\ F) = p(A:) — p(Fr)

< u(B)+ 3 — p(FY)

< 5+ 1u(B) — ()]

< e
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O que encerra a prova de que se B € #(X) é p-regular, entdo para todo € > 0 dado, existem
um conjunto aberto A. e um conjunto fechado F; tais que: F. C B C A, e u(A. — F.) < e.

Agora vamos provar a reciproca. Primeiro observamos que dado um boreliano B €
A(X) temos da propriedade de monotonicidade da medida, para qualquer aberto A C X
satisfazendo B C A, que

u(B) < u(A) = p(B) <inf{u(A): B C A, A aberto}.
Por hipotese, dado £ > 0 existem um aberto A, e um fechado F, tais que F. C B C A, e
A\ Fe) <e = ulA) = p(B) < u(Ae) — p(Fo) = p(A:\ Fr) <e.
Portanto segue da desigualdade acima que p(A.) — u(B) < £ que por sua vez implica
n(A:) < p(B) +e.

Daf segue da defini¢do de infimo que inf{u(A) : B C A, A aberto} < u(A.) < u(B) +e. J&
que € > 0 é arbitrario, segue da desigualdade anterior que

inf{u(A): BC A, A aberto} < u(B).
Como a desigualdade reversa foi estabelecida acima, podemos concluir que

w(B) =inf{u(A): B C A, A aberto}.

Resta mostrar a igualdade sup{u(F') : FF C B, F fechado} = u(B). Como observado
anteriormente, temos da hipotese que dado ¢ > 0, existem A, aberto e F, fechado tais que
F. C B C A,.. Novamente pela monotonicidade de i temos as seguintes desigualdades:

/J/(As) - :U’(Fe) <ée = /J'(B> - N(Fs> <Eé.

Da ultima desigualdade segue imediatamente que u(B) < pu(F.) + . Tomando o supremo,
sobre todos os fechado contidos em B e observando que € > 0 é arbitrario, concluimos que

w(B) < sup{u(F): F C B, F fechado}.

Observe que a desigualdade reversa segue também da monotonicidade de p. De fato, se F' é
um fechado tal que F' C B temos p(F') < p(B) e portanto sup{u(F') : F' C B, F fechado} <
w(B). Portanto podemos finalmente concluir que

pu(B) =sup{u(F): F C B, F fechado}
o que completa a prova que B é p-regular. [ |

Proposigao 58. Se (X,d) um espago métrico e u uma medida sobre Z(X) satisfazendo
1(X) < +oo. Entao a colegao

X ={B e B(X) : B é pregular}
¢ uma o-algebra de subconjuntos de X.
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Prova. A prova desta proposicao é baseada em sucessivas aplicagoes do Lema 57.

Vamos comecar mostrando que @ € #. Primeiro, observe que o conjunto @ é simultane-
amente aberto e fechado. Assim, dado € > 0, podemos tomar como conjunto aberto A, = @
e como conjunto fechado F, = &. Claramente, estes conjuntos satisfazem F, C @ C A, e
ja que p é uma medida temos 0 = u(2) = p(A: \ Fr) < e. Como ¢ > 0 é arbitrario segue
diretamente do Lema 57 que @ é u-regular e consequentemente & € Z%.

Analogamente, ja que o espaco todo, X, é também simultaneamente aberto e fechado,
dado € > 0, podemos tomar como conjunto aberto A. = X e como conjunto fechado F. = X.
Claramente que estes conjuntos satisfazem F. C X C A, e como no paragrafo anterior temos
0=pu(@) = u(A:\ F.) < e. Novamente, como € > 0 é arbitrario podemos aplicar mais uma
vez 0 Lema 57 e concluir X is u-regular e portanto X € Z#.

Agora vamos mostrar que a colecao Z é fechada por complementagcao, isto é, se B € %,
entdo B¢ € Z. Sejam B € # um conjunto arbitrario e ¢ > 0 dado. Ja que B é p-regular
podemos afirmar que existem um conjunto aberto A, e um conjunto fechado F. tais que
F.C BC A eu(A:\F.) < e. Observe que tomando complementares, temos AS C B® C F°.
Como estamos assumindo que p ¢ uma medida finita temos das propriedades elementares de
uma medida e da ultima desigualdade que

PEZN AD) = 1 Ff) ( )

(
(
(s) ()
(A

Ja que € > 0 é arbitrario podemos aplicar mais uma vez o Lema 57 e concluir que que B*
é p-regular. Portanto concluimos que se B € #Z, entdao B¢ € # o que mostra que Z é uma
colecao fechada por complementares.

Para finalizar a prova desta proposicao resta mostrar que & é uma colecao fechada para
unioes enumerdaveis. Sejam Bj, B, ... uma sequéncia arbitraria em Z e B = ,,eny Bn.-

Dado € > 0, segue da p-regularidade de B,, e do Lema 57 que, para n € N, existem um
aberto A? e um fechado F! tais que

FICB,CAl  and  p(AN\F) < (75)

Considere os conjuntos A. = U,en AL € F' = U ey FP'. Alertamos que na notacao deste
ultimo conjunto nao esta faltando o subindice €. Na verdade, vamos definir mais a frente
quem sera o conjunto fechado F.

Note que segue da defini¢ao do conjunto F' e do Teorema da Convergéncia Monétona que

/ XFdu = /X lim X(UN_, Fn) dp = lim X (ua, ) du

N—oo N—oo JX

Ja que estamos assumindo que u(X) < 400 segue das propriedades elementares de medida
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e da igualdade acima que

lim u(F\UF")z lim / XF\(UN_, Fr) dp

N—oo N—o0
n=1

= lim / XF = X(uN_, pn) A1

N—oo JX

= Jim [ foxrdo= [ X,y

= X de = Jim Xy ey A

=0.

Portanto existe algum Ny € N tal que para todo N > Ny temos
N €
a(FVUF?) <5 (76)
n=1

Agora estamos prontos para definir o fechado F.. Ja que unides finitas de conjuntos
fechados é um conjunto fechado, temos que F;. = Uﬁ;l F ¢ um conjunto fechado.

Por outro lado, como unides arbitrarias de conjuntos abertos ¢ um conjunto aberto temos
que A, é um conjunto aberto.

Segue diretamente das defini¢coes dos conjuntos F, F., A. e das relagoes de continéncia
que aparecem em (75) que

o0
"CJFrC
n=1

Segue das propriedades elementares de medidas finitas e das desigualdades que aparecem
m (75) e (76) que

M(As\Fs)::u(As)_:u(Fs): (A) (F>+/~L(F)_M(F€)
p(A\ F) + p(F\ Fr)

Il
=
T

Fy

N
i
|||

U =A., ouseja, F.CFCBCA..

n=1

neN neN

A F) P\

<

=

| |
~ /’__\\

neN

U (AQ\F:)) +u(F\ F.)
2

N
Mg

p(AZN FE) +

3
Il
—

<

+-=¢

||M8

DO M

£
3"

Ja que € > 0 é arbitrario, podemos aplicar novamente o Lema 57 para concluir que o
conjunto B = U,en Bn € Z. Com isto finalmente encerramos a prova de que & é uma
o-algebra. [



Na sequéncia, mostramos a validade de dois resultados simples de natureza topologica
que irao auxiliar na prova do Teorema 63.

Lema 59. Sejam (X, d) espago métrico arbitrario nao-vazio e C' C X um subconjunto
qualquer nao-vazio. Entao para quaisquer x,y € X temos

|d(x,C) —d(y,C)| < d(z,y), onde d(z,C) = inf{d(z,w) : w € C}.
Em particular, a aplicacao z — d(z, C') define uma func¢ao uniformemente continua em X.

Prova. Observe que segue diretamente da desigualdade triangular e da defini¢ao de d(z, C) =
inf{d(z,w) : w € C'} que temos para quaisquer z € C e z,y € X

d(z,C) < d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).

Tomando o infimo sobre z € C' na desigualdade acima obtemos d(x,C) < d(x,y) + d(y, C)
e consequentemente d(z,C) — d(y,C) < d(x,y). Analogamente, trocando os papeis de z e
y, podemos verificar que também vale a seguinte desigualdade d(y,C) < d(x,y) + d(z,C) o
que implica d(y, C') — d(z,C) < d(z,y). Portanto, segue destas desigualdades que

|d(z,C) = d(y, O)| < d(z,y).
n

Defini¢ao 60 (Conjuntos Gs e Fj). Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que um con-
junto arbitrario F' C X é um conjunto Gy, se existe uma cole¢do enumeréavel {4, },en de
abertos em (X, d) tal que F' = NyenA,.

Vamos dizer que um subconjunto £ C X é um conjunto Fj, se existe uma colecao enu-
meravel {F), },en de fechados em (X, d) tal que E = UpenF,.

Proposicao 61. Para qualquer C' C X, nao-vazio fixado e n € N, temos que

1
{x € X :d(z,C) < } ¢ um subconjunto aberto de X. (77)

n

Prova. Seja ¢' C X um conjunto arbitrario nao-vazio. Neste caso, podemos afirmar que
a funcao fo : X — R dada por

fo(z) =d(z,C) = inf d(z,y), Vo e X,
yeC

esta bem-definida.
Observe que segue diretamente do Lema 59 que a fun¢ao fo satisfaz

[fo(x) = fe(y)] = ld(z, C) — d(y, O)] < d(z,y),

e portanto fo é uma funcao Lipschitziana, logo continua. Ja que para cada n € N temos

{x € X :d(z,0) < i} = f5! ((-OO, i)) ;

segue da continuidade de fo que o conjunto acima é aberto o que prova a validade de (77). W

Corolario 62. Seja (X, d) um espago métrico arbitrario.
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i) Se ' C X é um subconjunto fechado, entdo F' é um conjunto Gs. Além do mais,
podemos mostrar que existe uma sequéncia {4, },en de conjuntos abertos em X tal
que A,11 C A, para todon € N e

F=(A.

neN

i) Se A C X é um aberto, entdo A é um conjunto F,. Além do mais, podemos mostrar
que existe uma sequéncia {F),},en de conjuntos fechados em X tal que F,, C F, .1,
para todon € N e

A= \JE.

neN

Prova. Note que o corolario é obviamente verdadeiro se o conjunto fechado F' e o conjunto
aberto A sao vazios, pois os conjuntos A,’s e F,,’s do enunciados podem ser tomados todos
como sendo o conjunto vazio. Portanto, resta considerar o caso em que estes conjuntos sao
nao-vazlos.

Prova de 7). Das propriedades elementares de espacos métricos sabemos que para qualquer
conjunto C' C X temos d(x,C) = 0 se, e somente se, x € C'. Em particular, se aplicamos
esta afirmacao a um conjunto fechado F' C X temos

Fz{mEX:d(x,F)zO}:ﬁ{xEX:d(x,F)<71l}.

Se definimos, para cada n € N,

Anz{mGX:d(x,F)<1}
n

segue das propriedades elementares de distancia que A,,; C A, e da Proposicao 61 que A,
¢é aberto, para cada n € N, e portanto

F=(A.

neN

O que encerra a prova de que todo fechado F' é um conjunto Gy e que ele pode ser escrito
como uma interse¢do enumeravel de uma sequéncia decrescente de abertos.

Prova de 7). Por outro lado, ja que todo aberto A C X é complementar de um fechado e
vice-versa, segue diretamente das leis de Morgan que se A é um conjunto aberto entao A é
um conjunto F,. De fato,

A=(A) = ({z e X d(z,A) =0})" = (ﬁ {96 € X dlw A < 1}>

n=0 n

_ nfjo ({x € X - d(w, A%) < 1})

n

Além do mais, se definimos

F, = ({x € X :d(z,A%) < 1}>C

n
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temos novamente da Proposicao 61 que F;, é fechado. Usando as propriedades elementares
de distancia podemos verificar imediatamente que F,, C F,,. 1, para cada n € N. Logo

A= J F,

n=0

0 que encerra a prova de que todo aberto A é um conjunto F, e que, além do mais, pode ser
escrito como uma uniao enumeravel de uma sequéncia crescente de fechados. [ |

Teorema 63. Scjam (X, d) um espaco métrico arbitrario nado-vazio e #(X) a o-dlgebra de
Borel de X. Se p é uma medida finita (u(X) < +o00) sobre Z(X), entdo p é regular, ou
seja, para cada B € #(X) temos

sup{u(F) : F C B, F fechado} = u(B) = inf{u(A): B C A, A aberto}.
Prova. Considere a colecao
X ={B € B(X) : B é pregular}.

Como estamos assumindo que g é uma medida finita sobre #(X), todas as hipé6teses da
Proposicao 58 sao satisfeitas e portanto podemos concluir que a colecdo # é uma sub-o-
algebra de ZA(X).

Vamos mostrar que a colegao de todos os fechados de X estd contida na colecdo Z. De
fato, seja F' C X um conjunto fechado. Pelo Corolario 62 sabemos F' é um Gy e que além do
mais, existe uma sequéncia de conjuntos abertos {4, }neny com A, C A, para todon € N
tal que

F= () A
neN
Ja que pu(X) < oo, temos em particular que pu(A;) < +oo e assim podemos usar a
propriedade de continuidade da medida para garantir que

JLI%ON(An) =H (ﬂ An) = pu(F).

neN

Como F' C A, para todo n € N e pu é finita, segue da igualdade acima que
dim (A, \ F) = lim p(A,) — p(F) = 0.

Portanto dado € > 0 existe algum ny € N tal que p(A,, \ F) < e. Tomando A, = A4, e
F. = F, concluimos da desigualdade acima que para cada € > 0 dado, existem um conjunto
aberto A. e um conjunto fechado F. satisfazendo F. C F C A, e u(A: \ F.) < . Como
€ > 0 ¢é arbitrario, segue do Lema 57 que F é p-regular e consequentemente que F € Z.
J& que o argumento acima é valido para qualquer fechado F' C X, temos que a colecao de
todos os fechados de X esta contida na o-dlgebra Z. Como Z é fechada para complementos
temos que a colecao de todos os abertos de X esta contida em Z. Desta ultima observacao
e da defini¢ao de o-dlgebra gerada segue que H(X) C #Z. Mas como Z é por definicao uma
sub-o-dlgebra de #(X), podemos concluir que, na verdade, temos Z(X) = Z e logo todo
conjunto boreliano é p-regular, o que implica que p é regular. [ |
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