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Definicoes e Teoremas

Definigao 1 (7-Sistema). Seja 2 um conjunto nao-vazio. Uma colegao & de subconjuntos
de € que é fechada por intersecoes finitas é chamada de m-sistema. Mais precisamente,
para cada n € N, com n > 2 e para cada colecao de n conjuntos Ei,..., E, € & temos
Ein...NnE, € &.

Definigao 2 (A-Sistema). Seja 2 um conjunto nao-vazio. Uma colegao £ de subconjuntos
de Q é chamada de um A-sistema em 2 (ou simplesmente A-sistema, se for claro pelo contexto
qual é o conjunto base 2) se satisfaz:

e Qe %
e se F €. %, entao E° € &,

e se {E,}nen é uma sequéncia em ., com FE, N E,, = & se m # n, entdo U E, e .
neN

Teorema 3 (Teorema 7\ de Dynkin). Sejam 2 um conjunto nao-vazio, & um r-sistema
e £ um A-sistema. Se & C ¥, entao o(&) C L.
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1. Sejam Q um conjunto nao-vazio e {-%, }oep uma familia de A-sistemas sobre (2, indexada
sobre algum conjunto de indices A. Mostre que

z=)%
ach

é um M-sistema.

2. Seja 2 um conjunto nao-vazio. Se ¥ é uma colecao de subconjuntos de 2 que é
simultdneamente um 7-sistema e um A-sistema, mostre que ¥ é uma o-algebra.

3. Sejam (£2,.%) um espago mensuravel, u : F — Re v : . # — R medidas de probabilidade
sobre €. Suponha que & seja um w-sistema que gera .#. Mostre que se u(F) = v(E)
para todo E € &, entao y = v.

4. Mostre que cole¢ao € = {(a,b] CR : a < b} U{D} é um 7-sistema sobre R.



5. Seja T' C R um intervalo nao-vazio e considere o espaco produto RT. Para cada t € T,
considere a projecao m, : RT — R. Seja € a colecao de todos cilindros de RT da forma
7. (a1, 01)) N ((as, b)) . Ny ((an, by]), onde n € N e —oo = a; < b; < 400, para
todo 1 < j < m. Mostre que € U {@} é um 7-sistema que gera a o-dlgebra produto de
RT.

6. Sejam (£2,.#,P) um espago de probabilidade, X7, ..., X,, varidveis aleatorias simples (que
assumem apenas uma quantidade finita de valores).

(a) Mostre que E € o(Xj,...,X,), se e somente se, existe algum conjunto finito H C R™
tal que £ = {(Xy,...,X,) € H}.
(b) Uma varidvel aleatéria Y é mensurdvel, com respeito, a o(Xy, ..., X,) se, e somente

se, existe alguma funcdo f: R™ — R tal que Y = f(Xy,..., X,).

7. Seja (2,.%,P) um espaco de probabilidade. Suponha que Fj, ..., E, seja uma partigao
Z-mensuravel de (Q, satisfazendo 0 < P(E;) < 1, para todo 1 < j < n. Dada uma v.a.
X integravel obtenha explicitamente, em funcao dos conjuntos Fj, ..., E,, uma versao de
E[X|¥4], onde & = o(E\,. .., E,).

8. Sejam (X, 2", u) e (Y, % ,v) espacos de probabilidade. Considere a familia de fungoes

neN, fi: X —RéZ -mensuravel

D=<KX XY 3> (z,y) — Zfl(x)gl(y) . gi Y — R é #-mensurdvel, 1<j<n

j=1 sup | fi(z)| < +oo e sup|gi(y)| < +oo
zEX yeY

(a) Fixado £ € 2" ® #. Usando o Teorema da Extensdo de Caratheodory, mostre
que existe alguma sequéncia {p, },en em D tal que

lim [on(z,y) — Le(z,y)| du(z)dv(y) = 0.

n—oo XxY

(b) Usando os argumentos padroes de aproximacao da Teoria da Medida, conclua que
D é um subconjunto denso de L}(X x Y, 2 ® %, x v). Ou seja, para cada
felMX XY, Z @%,uxv) existe uma sequéncia {@, hney em D tal que

n—0o0

If = @alli = 0.

9. Sejam (©,.#,P) um espaco de probabilidade, X e Y varidveis aleatérias e ¢ : R* — R uma
fungao Z(R?)-mensuravel satisfazendo E[[¢)(X,Y)|] < +o0o. Seja & uma sub-o-4lgebra
de #. Suponha que Y é ¥-mensuravel e o(X) é independente de &. Mostre que

Ep(X,Y)|9] = h(X),  onde h(z) = E[t)(z,Y)], VaeR

Sugestao: Considere inicialmente o caso em que ¥ = o(Y') e obtenha o resultado dire-
tamente do Teorema da Mudanca de Variaveis e do Teorema de Fubini-Tonelli.

Para o caso geral, obtenha inicialmente a identidade desejada assumindo que a funcao
¢ da forma ¥(z,y) = fi(2)g1(y) + ... fu(x)gn(y) e em seguida, use o Item 8.



10. Este exercicio é uma generalizagao do anterior. Seja (£2,.#,P) um espago de probabi-
lidade e (S1,.%1) e (S, %2) espagos mensuraveis. Sejam X : Q@ — S;eY : Q = S
aplicacoes mensurdveis, isto ¢, X 1(By) € F e Y }(By) € .#, para todos B, € .Z#; e
By € %5, Suponha que ¥ : §; X S3 — R seja uma aplicao Borel mensuravel, satisfazendo
E[|Y(X,Y)|] < +o00. Seja & uma sub-o-algebra de .%#. Suponha que Y é uma aplicagao
¢-mensuravel, isto é, Y }(By) € ¢ para todo By € %5. Adicionalmente, assuma que
o(X) é independente de 4. Mostre que

E[y(X,Y)|¥] = h(X),  onde h(z) =E[¢(z,Y)], VzeS.

Observacao. Note que este resultado é valido em grande generalidade, para vetores
aleatorios, onde tomamos §; = R” e S5 = R™ munido de suas o-dlgebras usuais. Também
podemos aplicé-los aos casos onde S; e Sy sao grupos topolégicos, espagos produtos como
RN, espacos vetorias de dimensao infinita, espacos topoldgicos e demais estuturas munidas
de suas respectivas o-dlgebras naturais.
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Definigao 4. Sejam (2, .#,P) um espaco de probabilidade e (S, %) um espago mensuravel.
Seja Y : 2 — S uma aplicacio .# /%B-mensurdvel, isto é, Y1 (B) € .Z, para todo B € 4.

Fixada uma sub-o-dlgebra &4 C .# dizemos que uma funcio 7¥ =~ : Z x Q — R é uma
distribuigao condicional regular de Y dada ¢ se

1. para cada B € 4 fixado, a fun¢ao w — (B, w) é ¥-mensuravel;

2. para cada w € (2 fixado, a fungdo B — (B, w) é uma medida de probabilidade sobre
a o-algebra A.

3. paracada B € 4 fixado, v(B,-) = P(Y € B|¥), quase certamente. Em outras palavras
a fungado w — (B, w) é uma versao da probabilidade condicional P(Y € B|9).

Definicao 5. Seja (M,d) um espago métrico. Seja T a topologia sobre M, induzida pela
métrica d. A o-dlgebra de Borel de M, notagao, B(M) é a o-algebra gerada pela cole¢ao
dos abertos de M, isto é, B(M) = o(1).

Definigao 6. Dizemos M ¢é um espaco Polones se M esté equipado com alguma topologia
7 que ¢ induzida por alguma métrica d sobre M tal que

e a topologia induzida por esta métrica coincida com 7;
e (M,d) é um espago métrico completo;

e ¢ (M,d) é um espago métrico separavel, isto é, existe algum conjunto enumeravel
E C M tal que seu fecho £ = M.

Teorema 7 (Doob-Blackwell). Sejam (2,.#,P) um espaco de probabilidade e S um espago
polénes. Considere o espago mensuravel (S, %), onde A é a o-algebra de Borel de S. Seja
Y : Q — S uma aplicacao .# /AB-mensurdvel. Entao para cada sub-o-dlgebra 4 C .7 existe
uma distribuicao condicional regular de Y dada ¥.

A prova deste resultado pode ser encontrada na referéncia [1, p.77-80].
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1. Sejam (§2,.%#,P) um espaco de probabilidade, S um espago polones e Z a o-algebra de
Borel de S. Sejam Y : Q — S uma fungao % /%-mensuravel e f : S — R uma funcao
Borel-mensuravel. Suponha que E[|f(Y)|] < +o00. Fixe uma sub-o-algebra ¢ C .%. Seja
7 =~ : % x Q — R uma distribuicao condicional regular de Y dada ¢, cuja existéncia

é fornecida pelo Teorema de Doob-Blackwell. Mostre que

E[f(Y)|¥)(w) = / () dy(s,w),  VweQ\Z,

onde P(Z) = 0.

2. Sejam (92, .Z,P) um espago de probabilidade e Y uma varidvel aleatéria. Sejam (S, %)
um espaco mensuravel e X : Q — S uma aplicagao % /B-mensuravel. Mostre que Y é
o(X)-mensurével se, e somente se, existe alguma funcao f : S — R Borel mensuravel tal

que Y = f(X).

A Como devemos entender a notacio E[Y|X = .

Sejam (2, .#,P) um espago de probabilidade e (S, %) um espago mensuravel. Suponha
que Y é uma varidvel aleatoria integravel. Seja X : Q@ — S uma aplicac¢do .% /S-mensuravel.
Pelo Exercicio 2 existe alguma funcao f : S — R Borel-mensuravel tal que

E[Y|o(X)] = f(X),

quase certamente. Note que a varidvel aleatéria f(X) que é, na verdade, sendo definida
como a fungao 2 3 w — f(X(w)) é constante ao longo do evento {X = z} € #. Portanto,
temos

EYjo(X)(w) = f(X(w)) = f(z),  Vwe{X =z}

Em virtude da observagdo é comum usar a nota¢do mnemonica E[Y|X = z| cujo o
significado é definido por E[Y|X = z] = f(x), para todo x € S.
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