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Lista de Exercicios

1. Em Teoria da Medida construimos o espaco produto de uma quantidade finita n de espagos
de medida o-finitos (€2;,.%;, i1;) como sendo o espaco de medida
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Usando o Teorema da Existéncia de Kolmogorov formalize a construcao dos seguintes
espagos de medida (neste caso serao de probabilidade)
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onde Q; =R, .#; = #B(R) e {jn}nen uma sequéncia de medidas de probabilidade, onde
para cada n € N a medida de probabilidade u, esta definida no espaco mensuravel
(R, A(R)). Analogamente, {1/, }mez uma medida de probabilidade tal que para cada
m € Z a medida de probabilidade v, esta definida no espago (R, Z(R)).

2. Sejam (2,.7) e (Y,¥) espagos mensurdveis abstratos. Seja 7' : Q@ — T uma aplicagao
mensuravel, isto é, T71(B) € %, para todo B € 4. Suponha que p: % — [0,1] é uma
medida de probabilidade. Mostre que o “pushforward” da medida p , isto é, v = po T}
¢ uma medida de probabilidade sobre (1,%).

3. Neste exercicio vamos construir os chamados “shifts de Bernoulli”. Fixe m € N, com
m > 2. As vezes, nos referimos a este parametro como nimeros de simbolos. Para cada
i € N, denote por ; = {0,...,m — 1} e considere .%#; = Z({);) (o-dlgebra das partes de
2;). Sera conveniente olhar para €2; como subconjunto de R e .%; como sub-o-algebra de
AB(R). Seja para cada i € N seja p; : .%; — [0, 1] uma medida de probabilidade tal que
a medida de cada conjunto unitario satisfaz p;({j}) > 0, para todo j € {0,1,...,m — 1}
e claro 1;({0,1,...,m}) = 1. Por simplicidade, assuma que pu; = p, onde a medida
p:2{0,1,...,m—1}) — [0,1] é uma medida de probabilidade arbitraria satisfazendo



n({j}) > 0, para cada j € {0,1,...,m — 1}. Considere o espago produto (como espago
mensuravel) como definido nas notas de aula na pégina 3
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Use as identifica¢oes mencionadas acima §2; C R e .%; C #(R) e o Teorema de Existéncia
de Kolmogorov para formalizar a construcao do espaco de probabilidade
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de forma que para qualquer k € N fixado
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onde A; C {0,1,...,m —1}.

. Este exercicio é continuagao do exercicio anterior. Mantendo a notacao do exercicio ante-
rior defina Q = {0, 1,...,m—1}" e identifique cada elemento de w € © com uma sequéncia
tomando valores no conjunto de simbolos {0, 1,...,m — 1}, isto é, w = (wy,ws,...), onde
para cada j € N temos w; € {0,1,...,m — 1}.

Defina o “shift para esquerda” como sendo a aplicagao o : 2 — ) dada por
a(wl,wg,wg, .. ) = (w2,w3,UJ4, .. )
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Mostre, usando a colecao dos cilindros e o Teorema m — A de Dynkin, que para todo
mensuravel F € %, temos a seguinte igualdade v(o~(F)) = v(FE).

. Seja T' = N conjunto de indices. Para cada k-tpla ordenada 1 < t1 < to < ... < 1
considere a medida de probabilidade yy,, ;, : Z(R¥) — [0, 1] determinada por

[ty (1 X o X Hy) = p(Hy) - - p(Hi),

onde p : B(R) — [0, 1] é uma medida de probabilidade fixada. Mostre que existe uma
medida de probabilidade P em (RY,.#, onde .Z é a o-dlgebra produto tal que P(Z,, € H) =
pu(H), onde {Z, : n € N} é o processo coordenada. Mostre que a colegao {Z,, : n € N}
vista como uma colecio de v.a.’s sobre (RY, ., P) é uma colegao de variaveis aleatérias iid.
Além do mais seja o : RY — RN a aplicacao de “shift para esquerda” definida de maneira
ansloga a do exercicio anterior. Seja f : RY — R uma aplicacdo Borel mensurdvel e
limitada tal que f(w) = ¢(w;), onde p : R — R é uma fungao Borel-mensuravel e
limitada. Mostre que
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6. Seja F': R — [0, 1] uma fungao de distribuigao. Explique como construir explicitamente
no espago mensuravel (R, Z(R)) uma medida de probabilidade u : Z(R) — [0,1] e uma
variavel aleatéria X : Q2 — R tais que pu(X < z) = F(z).

7. Usando o Teorema da Existéncia de Kolmogorov construa explicitamente um espago de
probabilidade suportando a existéncia de uma sequéncia de v.a’s independentes com dis-
tribuicao prescrita. Isto é, dada uma sequéncia de fungoes de distribuigao {F;, } mostre que
existe um espago de probabilidade (€2,.#,P) e uma sequéncia de fungdes X,, : Q@ — R,
F-mensuraveis tais que {X,},en € uma sequéncia de v.a.’s aleatdrias independentes e
para cada n € N temos que P(X,, < x) = F,(z), para todo = € R.

8. Este exercicio é uma generalizacao do exercicio anterior. Seja 7" um conjunto de indices
arbitrario (ndo necessariamente enumeravel). Dada uma familia {F; : t € T'} de fungdes
de distribuicao, construa explicitamente um espaco de probabilidade (€2,.%,P) e uma
familia de varidveis aleatérias independentes {X; : t € T} tal que para cada t € T
fixado, X; : 2 — R é uma v.a. Z-mensuréavel e temos P(X; < x) = Fy(x), para todo
x € R.

9. Seja & = (&1,...,&,), onde &1, ..., &, sdo v.a.’s iid com distribuigao Gaussiana padrao.
Mostre que se O uma matriz n X n ortogonal (isto é, OTO = I), entdo o vetor aleatério
O¢ tem a mesma distribuicao que &.

10. Suponha que & = &, onde “=" denota a convergéncia em distribuicao, e que cada
& ~ N(pg,0?) para cada k € N. Mostre que & ~ N(u,0?), onde p e % sao limi-
tes das sequéncias {t}ren © {07 Hren, respectivamente. (Sugestdao: resolva o problema
inicialmente para o caso de média é zero, usando uma processo de simetrizacao, isto
é, considerando uma nova sequéncia de v.a.s {n;ren, que sdo independentes das v.a.’s

{& }ren € olhando para as v.a.’s ¢y = & — mx-)

11. Enuncie e prove um anélogo do Exercicio 10. para vetores Gaussianos usando o Teorema
de Cramér-Wold e o resultado obtido no exercicio anterior.

12. Suponha que {X; : t € [0,4+00)} é um processo estocastico com incrementos estacionarios
e independentes e satisfazendo E[X;| = 0, E[X?] = 1 e X; £ \/tX;. Usando o Teorema

do Limite Central mostre que X; — X £ N(0,t — s), para todo par de niimeros reais s, t
satisfazendo 0 < s < t < +00.

13. Seja {W; : t € [0,400)} um Movimento Browniano continuo definido sobre um espago
de probabilidade (92, %, P).

(a) Para cada t € [0,+00) fixado, mostre que a integral abaixo estd bem-definida (em
qual sentido? Riemann ou Lebesgue ou ambas?) e define uma variavel aleatéria
sobre o espago de probabilidade (2, %, P)

t
X, = / B, ds;
0

(b) Mostre que {X(t) : t € [0,400)} define um processo Gaussiano;
(¢) Determine E[X;] e Var[X;].



(d) Calcule ]E[(Xt — XS)Q} e compare sua taxa de decaimento, quando ¢ | s, com a taxa
de decaimento de E[(W; — W;)?], quando ¢ | s.

14. Seja {W; : t € [0, +00)} um Movimento Browniano continuo definido sobre um espago
de probabilidade (€2, .%#,P). Calcule

PH{W, > 0} n{W, > 0}), 0<s<t.

Sugestao: escreva o evento acima em funcao de duas Gaussianas independentes cada uma
tendo distribui¢ao N(0,1) e em seguida, use coordenadas polares para avaliar a integral
dupla associada.

15. (Ponte Browniana) Seja {W; : t € [0,400)} um Movimento Browniano continuo. Con-
sidere o processo estocéstico {X; : t € [0, 1]} dado por X; = W, — tW;.

(a) Calcule Xy e X7;

(b) Mostre que {X; : t € [0,1]} é um processo Gaussiano e calcule sua fungao de co-
variancia Cov (X, X;);

(¢) Dados 0 < t; <ty < ... < t; < 1 mostre que a distribuigdo condicional conjunta
do vetor (Wy,,...,W;,) dado |Wy| < e, converge para a distribui¢do conjunta de
(X4, ..., Xt,), quando € | 0.

16. Nas notas de aula mostramos que um Movimento Browniano continuo é quase certa-
mente, localmente a-Holder continuo para cada a < % Neste exercicio, vamos mostrar
que este resultado é 6timo, no sentido de que este processo estocastico nao pode ser
localmente a-Holder continuo para a = %

(a) Usando o Teorema do Limite Central e a Lei 01 de Kolmogorov prove as seguintes

afirmagoes. Sejam {X, },en uma sequéncia iid com média zero e variancia finita e
S, = X1+ ...+ X, asequéncia de somas parciais associadas a {X,, },en. Entéo

. n . . Sn
limsup — = +o0 e liminf — = —o0.
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(b) Usando o Teorema 24 (pagina 48) e o item anterior mostre que

B B
limsup—t = +oo e liminf = = —o0.
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17. Fixe A > 0 e considere o conjunto de indices T' = [0, +00), munido de sua o-édlgebra de
Borel, (T). Para k € N e cada k-tupla de tempos ordenada 0 < t; < - -+ < ty, defina

toEO, AjEtj—tjfl, jzl,,k

No espago mensuravel (N¥, 92(N¥)), considere o produto de medidas de Poisson

k
Pti,.ty = | |Vj7
j=1

onde v; ¢ a medida de probabilidade boreliana induzida em R por uma varidvel aleatoria
com distribuigao Poisson(AA;).



Introduza a aplicacao linear Sy : R¥ — R* (soma cumulativa)

Sk, ue) = (v, ti+y2, oo, i+ k).

Note que Sp(N*) C N*. Seja 7y, o “pushforward” pela aplicacdo Si da medida de
probabilidade p;, 4, , ou seja, para todo H € A(RF),

/’Li\h...,tk(H) = ptl,...,tk(Sk_1<H) N Nk)

(a) Verifique que :“t)\l,.l.,t ¢ uma medida de probabilidade bem-definida em Z(R¥) e é

suportada em N*.

k

(b) Sejam 7 uma permutagao de {1,...,k} e ¢ : R¥ — R¥ como no texto (rearranjo de
coordenadas). Mostre que

A _ A -1
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(c) Se ¢ : R¥ — R*! a projecio ¢ (z1,...,71) = (x1,...,Tx_1), Prove que

A _ A -1
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Dica: sob pt, .+, 0 ultimo incremento Yy ~ Pois(AAy) é independente dos demais;
tome a marginal no fator final e use que S,_; é a restricao de Sj as primeiras k — 1
coordenadas.

(d) Mostre que a familia {47, _, } (para todas as k-tiplas de tempos distintos em T') é
consistente e, pelo Teorema 9 das notas de aula, deduza a existéncia de uma medida
de probabilidade P sobre (RT,.%) tal que o processo coordenada {Z; : t € T'} tenha
distribuigoes finito-dimensionais dadas por 47, . Denote N; = Z,.

(e) Mostre que, parat >0en €N,

P(N, =n) = e_’\t%.
Mais geralmente, mostre que para 0 <t < --- <tpreng=0<ny < < ng,
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P(Ny, =ni,..., Ny =m) =[] e m
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e a probabilidade ¢ 0 quando algum n; < n;_;.



