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Resumo

Neste artigo mostramos como a Teoria de Probabilidade pode ser usada para com-
preender um fenémeno curioso que ocorre nas chamadas integrais de Borwein, defi-
nidas por

7 /OO sen(x) sen(x/3) sen(z/5) sen(xz/(2n + 1)) d
= . T
e oz (/3 (2/5) (z/(2n +1))
Essas integrais apresentam um comportamento intrigante: paran =0,...,6, temos

que I,, = m, mas a partir de n = 7 temos uma quebra deste padrao, por exemplo,
I7 = (0,999999999985292)7 e para n > 8, temos que I, < 7.

O objetivo é revelar o mistério por tras dessa quebra de padrao usando a Teoria de
Probabilidade. Nosso principal resultado afirma que

In=7-P(S,)<1), VneN

onde {S;, }nen € um passeio aleatorio com incrementos independentes que sera apre-
sentado ao longo do texto. A anélise probabilistica desse passeio permite entender tanto
a persisténcia do valor m nos primeiros casos, quanto a mudanga brusca que ocorre a
partir de n = 7.

Este é um texto de divulgacao e tem como um dos seus principais objetivos o de
apresentar o resultado mencionado acima em material escrito na lingua portuguesa com
enfoque didatico e acessivel. O texto é voltado para estudantes de Matemética, Fisica
e Engenharias interessados em aplicagoes da Teoria de Probabilidade. Ressaltamos que
o artigo nao possui conteiido original ou inovador e é completamente baseado nas ideias
expostas em |[3].



1 As Integrais de Borwein

E bem conhecido em Anélise de Fourier que o valor principal de Cauchy da integral da funcao
real f: R — R, as vezes chamada de sinc(x), dada por

se x # 0;

1, sex =0

\V/\\//\\/ 5 \//\\//\\// .

satisfaz a seguinte identidade:
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lim sen(z) dr = / sen(z) de = .
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[e.9]

Na verdade, existem diversas maneiras de obter esta igualdade. Uma delas, muito
elegante, consiste em, inicialmente, considerar a extensao meromorfa da funcao auxiliar
g : R\ {0} — C, dada por g(r) = €“/z. Verificar que esta extensdao possui apenas uma
singularidade isolada e localizada em z = 0. Em seguida, considerar a integral desta extensao
ao longo da curva fechada suave por partes consistindo da unido dos intervalos [—-M, —¢| e
[e, M] e de dos semicirculos localizados no semiplano superior e dados, respectivamente, por
Y(t) = ee™ e B(t) = Me ™, com t € [0,7]. Na etapa seguinte, observando que esta curva
nao envolve a singularidade da extensao meromorfa de g, aplicamos o Teorema dos Residuos
e deduzimos que a integral ao longo desta curva fechada se anula. Para finalizar, olhamos
para a expansao em série de Laurent de g, em torno de z = 0, avaliamos cuidadosamente os
limites quando ¢ — 0" e M — oo e tomamos a parte imaginaria da expressao resultante,
finalmente obtendo a igualdade mencionada acima.

Curiosamente, obtemos uma identidade semelhante substituindo a funcdo sinc(z) pela
funcao que aparece no integrando abaixo:

> sen(z) sen(z/3) ,
L e

Observagao. Antes de prosseguir, gostariamos de observar que o integrando na expressao
acima é agora uma fungao Lebesgue integravel. O que nao ¢é o caso da funcéo sinc(x). Isso
permite pensar o lado esquerdo da igualdade acima ou como uma integral de Lebesgue ou
como Valor Principal de Cauchy.

Diversas generalizacoes envolvendo identidades semelhantes as apresentadas acima sao
estudadas, na referéncia [2|, por meio de Anélise de Fourier. Mais precisamente, os auto-
res estudam propriedades assintéticas e em alguns casos obtém expressoes explicitas para



integrais que sao da seguinte forma

/_Oo H ser;(ka;x) i, (1)

k=0

onde a sequéncia {ay}renugo} ¢ uma sequéncia de ntimeros positivos. Estas integrais, hoje
em dia, sao chamadas, as vezes, de Integrais de Borwein.

No caso particular em que a sequéncia {ay}renujoy ¢ da forma a, = (2k 4+ 1)71, isto
é, sequéncias dos reciprocos do inteiros positivos impares, temos para n = 0,...,6 que as
Integrais de Borwein sao todas iguais a , isto &,

[
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/00 sen(z) sen(z/3) dr =

) T
/°° sen(z) sen(z/3)  sen(z/13) e
T (z/3) (z/13) .

Porém para n = 7, uma misteriosa quebra deste padrao ocorre. Pois neste caso, temos
/OO sen(z) sen(x/3) sen(z/15)
oz (2/3) (x/15)

O rompimento deste padrao nas integrais de Borwein é algo realmente surpreendente.
Inclusive encontramos o seguinte relato na referéncia [2] de D. Borwein and J.M. Borwein:

dx = (0,999999999985292).
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When this fact was recently verified by a researcher using a computer
algebra package, he concluded that there must be a “bug” in the software.”

O principal objetivo deste texto é mostrar como a Teoria de Probabilidade pode ser usada
para dar uma explicagao simples sobre o mecanismo por tras da quebra deste padrao.



2 Resultado Principal

A principal ideia deste artigo é considerar um passeio aleatorio {5, },en, da forma
S, =X1+...+X,,

onde {X, },en € uma sequéncia de v.a.’s independentes com

11
Xo~nUl== 2|, XonU|=2,2, .., Xp~
1 U|: 3a3:|7 2 U|: 5a5:|7 ) n U

1 1
on+1"2n+1|"" "

e mostrar a validade da seguinte identidade

/OO sen(z) sen(x/3) sen(z/5) sen(z/(2n + 1)) J
oo (zf3) (2/5) (z/(2n+1))
Esta identidade, por fim, fornece uma explicagao simples e bastante clara para esta

surpreendente quebra de padrao nas integrais de Borwein, ja que P(|S,| < 1) = 1,
paran = 1,...,6 e por outro lado, P(|S,| < 1) < 1, paran > 7.

r = wP(|S,] <1).

Antes, porém, de apresentarmos a prova desta incrivel identidade, faremos um breve
“passeio” por alguns resultados classicos da Teoria das Probabilidades que serao necessérios
ao longo do texto.

2.1 Fungoes Caracteristicas

Se X é uma varidvel aleatoria arbitraria, definimos a fungao caracteristica de X como sendo
a fungao complexa ¢x : R — C dada por ¢x(t) = Elexp(itX)]. Se F' : R — R denota a
funcao de distribuicao X, segue diretamente do Teorema de Mudanca de Variaveis que a
funcao caracteristica de X admite a seguinte representacao:

ox(t) = /Rem dPx(z),  VteR.

onde Py é a medida de probabilidade sobre R, induzida por X, isto é, a tnica medida de
probabilidade levando Z#(R) > B —— P(X € B). Nos casos em que a variavel aleatoria
X possui uma funcao de densidade, digamos f, a funcao caracteristica de X admite uma
representacao ainda mais simples que é dada por

ox(t) = [ (o).

Para os leitores mais aficionados em Analise Real, observamos que neste caso particular,
em que X possui densidade, podemos também representar a funcao caracteristica de X em
termos de uma Transformada de Fourier apropriada.

Exemplo. Se X tem distribui¢ao uniforme no intervalo fechado [k, k] C R, entdo X possui
funcao densidade dada por

L
fla)=q 2k

0, caso contrario.

se —k<x<k;



Neste caso, a funcao caracteristica de X pode ser explicitamente calculada e sua expressao,
para cada t € R\ {0}, é dada por

1 [* | N T 1 e —e ™ sen(kt)

t) = itx dr = — it:z:d — itz - _ ‘ 92
ox () /Re flw)de = o LT nt T w T It (2)

Outro fato bastante popular e extremamente ttil na Teoria de Probabilidades é que se
Z e W sao variaveis aleatorias integréaveis e independentes, entao E[ZW] = E[Z]E[W]. Este
fato tem como consequéncia que a fungao caracteristica da soma de duas variaveis aleatorias
independentes, possui a seguinte propriedade:

dxqy (t) = E[e™X )] = B[e*X|E[e™Y] = ox (t)oy (1),  VteER. (3)

Outra propriedade, esta porém de verificagao trivial, mas bastante tutil é que se multi-
plicamos uma variavel aleatéria por um fator de escala, entao isso se manifesta na funcao
caracteristica como uma mudanca de escala do parametro. Mais precisamente, para cada
¢ € R fixado temos

dex (t) = B[] = ¢x(ct), vt e R. (4)

Para finalizar nossa lista, de propriedades bem-conhecidas das funcoes caracteristicas,
apresentamos ao leitor a chamada férmula da inversao que afirma, entre outras coisas,
que se uma v.a. X possui fungao caracteristica absolutamente integrével em toda reta, entao
ela necessariamente possui fun¢ao de densidade e esta por sua vez é dada em termos funcao
caracteristica como segue

1
21

f(x) / e Ty (t)dt, Vr € R. (5)
R
A prova deste fato é intricada. Uma maneira de obté-la é via teoria da Transformada de
Fourier, no espago de Schwartz S(R,C), juntamente com alguns resultados de regulariza-
¢ao por convolucao com nicleos suaves. Mas existem também alternativas mais palataveis
baseadas em calculos explicitos de determinados Valores Principais de Cauchy, formula De-
Moivre e o Teorema de Fubini-Tonelli. Ao leitor interessado na prova da férmula da inversao,
envolvendo a teoria da Transformada de Fourier, recomendamos a leitura da referéncia [4].
A alternativa palatavel (e muito elegante) da prova desta formula é apresentada, na integra,
nas paginas 369 e 370 da referéncia [1].

Vamos finalizar esta segdo observando que se tomamos z = 0 em (5), entdo obtemos a
seguinte identidade:

10 = 5= [ ox(oyae. )



2.2 Passeios Aleatoérios e Integrais de Borwein

Seja Xg, X1,...,X,, ... uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes, onde para cada
L. o . 1 1
n € NU{0}, a v.a. X,, ¢ uniformemente distribuida no intervalo fechado [—5=-, 55|

Considere o passeio aleatorio {S,, }nen, definido por S, = X7 + ... + X,,.

Como estamos assumindo que {X,},enufop € uma sequéncia de v.a.’s independentes
podemos usar (3) para garantir que

Dxo15, () = Oxor X1t 4%, () = Oxo (D) Dx, (F) - -+ - P, (B).

Usando a expressao da fungao caracteristica calculada em (2), para cada um dos fatores
do lado direito da igualdade acima, obtemos a seguinte igualdade:
sen(t) sen(t/3)  sen(t/(2n + 1))

t (t/3) ~ t/(2n+1)

Dxo+s, (1) = (7)

Note que para todo n > 1, a funcao ¢x, s, € absolutamente integravel ao longo de toda
reta real. De fato, olhando para o lado direito da igualdade acima podemos afirmar que
existe alguma constante M > 0 tal que

M
|0:x0+5, (1) < vt e R.

T2

Portanto, podemos tomar a integral de Lebesgue, ao longo de toda reta real, em ambos

lados da igualdade (7) obtendo

B sen(t) sen(t/3)  sen(t/(2n+1))
/R<Z5X0+sn(t)dt = /R : @3 i@t ) dt.

Aplicando (6) no lado esquerdo desta ultima igualdade, ficamos com

B sen(t) sen(t/3)  sen(t/(2n+1))
2 fxots, (0) = /R t (t/3) T t/(2n+1)

onde fx,+s,(0) denota a funcdo de densidade da v.a. X, + 5, avaliada em x = 0.

dt, (8)




3 O Fantastico Truque da Densidade no Zero

Vamos ver agora um truque muito legal, relacionado a como representar a imagem de certas
fungoes de densidade, calculada na origem como miltiplo de uma determinada probabilidade.

Caso 1 - X Uniforme e Y Absolutamente Continua

Suponha que X e Y sao v.a.’s independentes e que ambas possuem densidade, digamos
fx e fy, respectivamente. Como mencionado acima, vamos assumir que X ~ U[—k, k.
Vamos mostrar a validade das seguintes igualdades:

frov(e) = BV =2l <) = fror(0) = S E(Y] < ). )

Usando a formula de convolugao sabemos que a densidade da v.a. X +Y é dada pela
seguinte expressao

frov) = [ pxG-tpeit= [ S0 o

>~ 1
- | gl @

/fy

1
_ %p(y €l —kz+ k) = S B(Y — 2| <k).

Caso 2 - X Uniforme e Y Arbitraria

Agora vamos provar a validade de uma férmula muito parecida com (9) em um contexto
mais geral. Vamos assumir apenas que X e Y sao independentes, X ~ U[—k,k] e Y é uma
v.a. arbitraria. Para isto serd preciso, primeiro, mostrar que neste caso a v.a. X + Y possui
uma funcao de densidade. O que a principio nao é um fato 6bvio.

Lema 1. Sejam X e Y v.a.’s aleatorias independentes com X ~ U[—k, k| e Y arbitraria.
Entao a v.a. Z = X 4+ Y ¢é absolutamente continua.

Prova. Fixe z € R. Entao segue da Formula da Convolugao que

P(Z<z2)=P(X+Y <2) x (2 —u) dFy (u)

/ e ds} AFy (1),

(mud. var. t = s + u)

8
=)=
| — | [ u— |

/Oo]l[ et — ) dt] dFy (u)

8

(Teorema de Tonelli)

[
/
/+oo
/Oo %/mﬂ[ wa) (t =) dFy (u )} dt.

0 que encerra a prova do lema. [ |



Teorema 1. Se X e Y sdo v.a.’s independentes, X ~ U[—k, k| e Y arbitraria, entao

Frov(2) = 5 (B(Y — 2 <K) ~B(Y = 2 ~ k)

e consequentemente,

Frov(0) = 5 (Y] < k)~ B(Y = —B). (10)
Prova. A prova é semelhante & do Caso 1. Mas optamos por apresentar os detalhes, para
destacar a sutil diferenca entre elas. Primeiro observamos que as hipoteses do Teorema
permitem aplicar o Lema 1. Portanto existe a funcao de densidade para a v.a. X +Y e além
do mais, esta fungao de densidade é dada pela expressao em colchetes (com z no lugar de t)
que aparece no final da prova do Lema 1. Logo, para cada z € R, fixado temos que

+o00
frar®) = op [ Lz - ) dFv(w)

—00

1 [re

= % ]l[z—k:,z-l-k] (’U,) dFY(U)
1 z+k
o] (uw)

1
= %(Fy<2 + k‘) - Fy(Z - ]{?))

1
= —P(— Y —2<
oF (—k < z < k)

:%(P(]Y—z\gk)—P(Y:z—k)). u



4 Fim do Mistério

Agora temos todas as pecas para montar nosso quebra-cabecas. Primeiro consideramos a
sequéncia de v.a.’s introduzidas no inicio da Se¢ao 2.2. Como as todas as variaveis aleatorias
envolvidas neste caso sao independentes e absolutamente continuas, podemos usar a versao
mais simples do truque da densidade que é fornecido pela identidade (9). E desta forma
podemos afirmar que

o frxors, (0) = / sen(t) sen(t/3)  sen(t/(2n+ 1)) "

Rt (t/3) 7 t/(2n+1)

Lembrando que Xy ~ U[—1, 1] e considerando Y = S,,, segue da segunda expressao obtida em
(9) que fx,+s,(0) =P(]S,| < 1)/2. Substituindo este valor na igualdade acima, concluimos
finalmente que

sen(t) sen(t/3)  sen(t/(2n+ 1))

o et O

"B, <1) = [

Observe que segue da desigualdade triangular e do fato de X, tomar valores, quase

certamente, apenas no intervalo fechado [—ﬁ, ﬁ] que

1 1 1 1 1 1
Sil, oo S| <= 4+=H-+-+—+—<1 = P(S,|<1)=1, n=1,...,6.

Por outro lado, observando que

T I N
3 5 7 9 11 13 15 7
podemos assegurar que para algum e > 0, suficientemente pequeno, existe probabilidade
positiva de Sy € (1,1 +¢) portanto P(|S7| < 1) < 1. E claro que para todo n > 7 também
teremos P(|S,| < 1) < 1.
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