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RESUMO

O objetivo desse traball®investigar o aimero de solu@es que trocam de sinal exatamente uma
vez para algumas classes de problemgstiebs quasilineares com simetria. Considerames tr
tipos de problemas: suliticos em dorimio limitado ou em todo ®”, e um problema @tico em
dominio limitado. Em todos eles, dimero de soluesé relacionado com a topologia equivariante
de algum conjunto apropriado. As principais ferramentas utiliza@lasvigtodos Variacionais e
Teoria Equivariante de Ljusternik-Schnirelmann.



ABSTRACT

The objective of this work is to investigate the number of solutions which change sign exactly once
for some classes of quasilinear elliptic problems. We consider three type of problems: subcritical
in a bounded domain or in the whole sp&#, and a critical problem in a bounded domain. In all

of them, the number of solutions is related with the equivariant topology of some suitable set. The
main tools utilized are Variational Methods and Equivariant Ljusternik-Schnirelmann Theory.
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CAPITULO 1

Introduc ao

Em muitos problemas de equises diferenciais somos levados a resolver uma equdg tipo

em que a posgel solu@ou pertenceél uma classe admisel de fun@®es contidas em um espaco de
BanachX . Como muitas vezes a fuagF € rao linear, \arios netodos foram desenvolvidos para
resolver a equap acima: prinipios de contra@o, metodos de ponto fixo, grau de Leray-Schauder,
método de Galerkin, teoria de Morse, teoremas dedanqpicita, métodos variacionais, dentre
outros. Nesse trabalho, estamos interessados em estudar o casoEfm queZ’(u) para algum
funcionalZ definido em um espac¢o de Banakh Nessa classe de problemas, que chamamos de
variacional, o objetivo de encontrar sogs se redua possibilidade de obter pontostaros para

o funcionalZ. A teoria de Pontos @icos consiste de uma colg de resultados que estabelece
condigdes suficientes para a exiatia de pontos @fcos para o funciondl.

Devido a vastido da literatura em teoria de PontostiCos, rio podemos apresentar aqui
uma lista completa de refemcias. Apesar da teoria ter se consolidaddiliono sculo, rao
podemos deixar de destacar que as suas bases remontam aos trabalhos de Heron de Alexandri
(aproximadamente 100 dC), baseados no fpincaristoélico de esforgco minimal da natureza.
Desde erdo, as i@ias asicas e o desenvolvimento da teoria tem contado com a partioijkec
matenaticos ilustres como Fermat [34], John Bernoulli [14], Euler [33], Hilbert [43, 44], Morse
[53], dentre outros. Mais recentemente, pdal®os destacar os artigos de Schwartz [64], Palais e
Smale [59], Ambrosetti e Rabinowitz [4], e Benci e Rabinowitz [13].
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A ferramenta que vamos utilizar aqui para obter pontdscos & a teoria de Ljusternik-
Schnirelmann. Lembramos que ¥e2 um espaco topogiico eA ¢ X & um subconjunto fechado,
definimos a categoria dé em X, caty(A), como sendo o menoiimero de fechados coateis
em X que cobrem o conjuntd. A motivag@o para a introd@p desse concei@que ele fornece
estimativas inferiores para @imero de pontos @ticos de uma furi@o. Mais precisamente, 3¢
€ uma variedade difereraniel fechada ¢ & uma fun@o diferencavel definida emV/ que pos-
sui certas propriedades de compacidadegcwot umero de pontos @icos de f € pelo menos
caty, (M) =catM).

O conceito acima foi introduzido por Ljusternik [49] que considerou funcionais de d&sse
definidos em variedades de dimaaodinita. As icias iniciais foram desenvolvidas por Ljusternik
e Schnirelmann em [50, 51], onde os autores exploraram propriedades de topologia dmmbinat
para estimar a categoria de algumas variedades usuais. Por exemplo=s&/, x --- M} € 0
produto dek variedades compactas, &atcaj; (M) > k + 1. No caso particular do toré* c
R**1, queé o produto de: circulos unirios, devemos ter cat{T*) > k + 1. Eles verificaram
tamkem a desigualdade mais simples;€6f*) < k + 1, concluindo assim que cat{T*) = k+ 1.

Uma importante exte@® da teoria foi feita por Schwartz [64], que considerou o caso de va-
riedades de dimeas infinita. Como havia necessidade de se recuperar a compacidade perdida
pela infinitude da dime@®, Schwartz se valeu de uma importante cdligtroduzida por Palais
e Smale [59] no estudo da&a menos importante teoria de Morse. A extende variedades de
Hilbert para variedades de Banach por meio de estruturas de Feraddeidaa Palais [57]. Desta-
camos ainda que importantes contriliigs foram dadas tarébn por Browder [19], Krasnoselskii
[45] e Vainberg [72]. Depois desses trabalhos pioneiros, muitos outros avancos e gerdaslizac
se incorporarana teoria. Destacamos somente aqueles mais relevantes para o nosso trabalho,
saber os de Reeken [61], Szulkin [69, 70] e, Clapp e Puppe [28].

O principal ponto desse traballkoestudar como a teoria de Ljusternik-Schnirelmann aléada
presenca de simetrias afetainmero de solu@ges de certas classes de problemgsiebs. Como
motiva@o importante, enunciamos abaixo um dos primeiros resultados ness@odigeg foi
provado no artigo de Ljusternik e Schnirelmann [50]:

Teorema. SeZ € C'(RY R) & par, en&io 7 restrito a esferaSY~! tem pelo meno®/ pares de
pontos citicos distintos.

Note que, apesar de gat: (SV ') = 2, o resultado acima nos garante a eéxigia deV pares
de pontos dticos, e rdo somente de 2. 1SS0 nos leva a crer que quanto mais simetria tivermos em



CAP.1 e INTRODUCAO 3

nosso problema, maidr o rimero de solues que podemos encontrar. Consider@@nt um
espacgo de Banach; um grupo de transformaes deX em X, eZ € C'(X,R). Dizemos que o
funcionalZ é invariante sob a @p deG seZ(gu) = Z(u), paratodg; € G eu € X. No teorema
acima, o funcionaé invariante sob a &p do grupdZ, = {—Id, d}, que age naturalmente sob a
esferaS™~!. Muitos matematicos introduziram ferramentas para medir a quantidade de simetria
de subconjuntos invariantes p6t. O conceito que usamos agelia categoria equivariante de
Ljusternik-Schnirelmann, quea extendo natural da categoria usual sob a presenca de simetrias.

Nos problemas que vamos tratar, estamos interessados em obter multiplicidade@kssphec
trocam de sinal paraés problemas distintos. Com isso, buscamos abor@dos/aspectos dos
problemas épticos atuais, tais como: problemas de minimé&agroblemas subiticos, quegies
de perda de compacidade deviariticalidade de certas imémss de Sobolev a réo limitag@o
do doninio.

Afim de explicar melhor os problemas e os resultados obtidos, dividimos o restante dessa
introdu@o em tés sedes. Cada uma delas descreve um tipo de problema e apresenta os resultados
gue sedo discutidos nos pximos teés caftulos. O trabalho conta ainda com um&glice, onde
introduzimos o conceito de categoria equivariante, apresentamos alguns resubiadm®€lde
métodos variacionais e um resultadenico.

1.1 Equag@o quasilinear subcitica

O primeiro problema que vamos estu@dauma equado quasilinear com expoente sduilico e
condig@des de Dirichlet. Mais especificamente, consideramos o problema

—Apu+ [uPu = |u|?*u  emq,
(Dy)
u=>0 emos,
onde2 ¢ RY & um doninio limitado e suave),u = div(|Vu[f~*Vu) & o operadop-Laplaciano,
1 < p < N e o expoente & subcitico, istoé,p < ¢ < p* = pN/(N — p).
Estamos inicialmente interessados em buscar 8elifracas paraD,). Por solugo fraca,
entendemos uma fudigu € W, ”(Q) que verifica

/(|Vu|p2Vu Vo + |ulP?ug) dx = / lu|" u¢pdr, Vo€ Wol’p(Q).
Q Q

Afim de obter tais soluies, note que a equag em(D,) nada mai do que a equap de
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Euler-Lagrange do funciond, : W,”(©2) — R definido por
1 1
Eyfu) = [ (Val? + fuP)de =+ [ Julrd,
D Ja qJo

Como aimergoW,” — L9(Q) & contnua, sabemos que o funciorfa) est bem definido. Am
disso,E, € C'(W,*(€2),R) com derivada dada por

<E;(u), o) = /Q (|Vu|p_2Vu Vo 4 |ulP2ug — |u|q_2u¢) dr, Vu, ¢ € Wol’p(Q).

A expres8o acima mostra que as sobes fracas do problem@,) sao exatamente os pontos
criticos deE,, isto &, as fundesu € W,"(Q) tais queE;(u) = 0. Argumentos dssicos de
regularidade mostram que, 82 uma solugo fraca dgD,), enflou € C*(Q) N C(Q). Uma
regiao nodalde « & uma componente conexa de um dos conjuftose Q : u(z) > 0} ou
{z € Q:u(z) < 0}. Dizemos que: & umasolugo nodalse ela troca de sinal efd. Neste caso
temos pelo menos uma régi nodal onde: € positiva e pelo menos outra ondé negativa.

Vamos buscar soldgs parg D,) por meio da teoria de PontosiGros. Dessa forma, s&r
necesario realizar deformdies de conjuntos devel do funcionalE,. A possibilidade de realizar
tais deformages esi intimamente ligada exiggncia de algum tipo de compacidade para o fun-
cional. Durante todo esse trabalho vamos utilizar a famosa comdig Palais-Smale. Lembramos
enfo que, seX & um espago de Banach,e C'(E,R) e c € R, dizemos que o funcional
satisfaz acondigio de Palais-Smale ndvel c se toda seiggncia(u,) C X tal quel(u,) — ce
17 ()|

Comop < ¢ < p* e & limitado, a imer&o de SoboleW/,”(Q) — L?(Q2) & compacta. Logo,
nao é dificil verificar (veja Lema 2.2) que o funcional, satisfaz a cond&po de Palais-Smale em

x+ — 0 possui uma subsé&gncia convergente.

todos os iveis. Alem do mais, pode-se verificar qu§ satisfaz as condiags georatricas do
Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz [4]. Assim, o prdlikeima
possui pelo menos duas sabgs, uma positiva e outra negativa. Mais ainda, como o funcional
E, & par, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha com Simetria [4] para obter infinitas
solu@es par¢D,). Neste caso,ao podemos precisar @imero de regies nodais de tais solb€s.
Em um artigo recente, Bartsch [6] provou que o probldi¥g), parap = 2, possui infinitas
solu@es nodais. Contudo, ele taérh rio obém informaes sobre o tmero de redies nodais
das soluges.

Estamos interessados aqui em relacionar a topologia dnétfhcom o rumero de soluges
de(D,) que possuem no &aximo duas reg@ies nodais. O ponto de partida de tal estaaoartigo
de Benci e Cerami [10], onde os autores mostram que,patra e ¢ suficientemente Piximo
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de2*, o problemaD,) tem pelo menos cé®) solu@es positivas. Depois desse trabalho, outros
autores estudaram o problema de multiplicidade de 8ekipard D,) em termos da topologia de
Q. Citamos, por exemplo, [12, 23, 11] para problemas stibgs, e [62, 46, 73] para problemas
com expoente @ico. Todos esses trabalhos lidam somente com o caso semjlirear Ao que
nos parece, anico trabalho nessa linha que trata o caso quasilimeartigo de Alves e Ding [2],
onde os autores estudaram o probleniicer.

Em todos os trabalhos acima citados, os autores buscavamesfugsitivas deD, ). Uma vez
queé sabido que o problema possui infinitas sdkg;que trocam de sin&@,natural perguntarmos
se existe alguma relag entre a topologia d@ e o rumero de soluges nodais. Motivados por
essa queab e pelo trabalho de Castro e Clapp [21], estamos interessados em obtéesaojue
trocam de sinal exatamente uma vez, istsolu@esu tais que \ ©v~1(0) tem exatamente duas
componentes conexas, positiva em uma delas e negativa na outra. Chamaremos taideslug
desolu@es nodais minimaiAfim de obé-las seguimos [21] e supomos que o damS? satisfaz
a seguinte cond&p de simetria

(H) exister € O(N) tal quer #1d, 72 =Id e 7(Q) = €,

em queO(N) denota o conjunto das transforndag lineares ortogonais @&" emRY. Assim,
estudamos o problema

—Aju+ |ulP?u = [ulT%u emQ,
(D7) u(tz) = —u(x) para todor € (2,
u=20 emofl.

Observe que qualquer soag o trivial de(D7) troca de sinal. Como uma conséngia relati-
vamente simples da simetria do dimo, provamos inicialmente o seguinte resultado de excsa
de solu@es nodais minimais.

Teorema 1.1. Suponha quéH ) vale. Engo, para todog € (p, p*), 0 problema(D7) tem pelo
menos um par de soldes que trocam de sinal exatamente uma vez.

O resultado acima foi provado, no caso semilinear 2, por Castro, Cossio e Neuberger em
[22]. Nesse trabalho eles consideraran+iinearidades mais gerais do qué—2u e réo exigiram
nenhum tipo de simetria para o domo 2. Recentemente, Bartsch e Weth [8] complementaram
os resultados de [22] provando que a satugbtida tenindice de Morse igual a 2. Como esses
dois trabalhos utilizam a estrutura Hilbertiana do esgagd (Q2), suas i@ias &o se aplicam ao
problema(D7). Dessa forma, o Teorema 1.1 estende os resultados derexéstle [22, 8].
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O Teorema 1.1 tarmédm complementa o resultado de e&rstia de [21], onde os autores con-
sideraram o problema semilineatrto

—Au = pu+ |[ul* 2u, ue Wy(Q), ultr) = —u(r) emq,

e obtiveram o mesmo resultado desde gue 0 fosse menor que o primeiro autovalor do Lapla-
ciano. Tomando vantagem da simetriattleles tamem estudaram a relag entre a topologia do
dominio e o rumero de soluges nodais minimais (veja S&x 1.3 onde explicamos melhor e es-
tendemos os resultados de [21]). Nossaxpno resultado mostra que o mesmodareno ocorre
para o problemaD;), desde que o expoenjeseja suficiente @ximo do expoente @ico p*.

Teorema 1.2.Suponha quéH) vale. En#o existey, € (p, p*) tal que, para toda; € (g.,p*), 0
problema( D7) tem pelo menos-cak (2 \ {27) pares de soluges que trocam de sinal exatamente
uma vez.

Aqui, Q" = {z € Q: T2 = z} & 0 conjunto dos pontos deque 0 fixados pela invol@E@p T,
er-caté aGG,-categoria equivariante de Ljusternik-Schnirelmann para o gfupe {Id, 7} (veja
Se@o A.3). Existem algumas situ@es onde a categoria equivariagtenaior do que a categoria
usual. O exemplo éksicoé a esfera urdriaSY ! ¢ RY com a a@o antipodalr = —Id. Neste
caso, cgdS¥ 1) = 2 enquantar-caSV ') = N. Assim, como consé@ncia simples do Teorema
1.2 e do Teorema de Borsuk-Ulam, obtemos um resultado de multiplicidade para a seguinte class
de donnios.

Corolario 1.1. Suponha qué é singétrico com relagoa origem e qué ¢ ). Suponha ainda que
existe uma aplicago contnua eimpary : S¥~! — Q. Ento existey, € (p, p*) tal que, para todo
q € (g, p*), 0 problema(D,) tem pelo menog/ pares de solugesimpares que trocam de sinal
exatamente uma vez.

Antes de finalizar a s@p gostaiamos de destacar que os resultados de multiplicidade acima
sS40 novos mesmo no cago= 2. Notamos tamém que a &o linearidade dg-Laplaciano, que
torna os éalculos mais complicadog,compensada pela homogeneidade do problema. Finalmente
mencionamos que, quando a corddigle simetrid /) naoé satisfeita, obtemos um resultado que
estende o de [10, Teorema B] para o caso quasilinear. Neste caso, relacionaomosro de
solu@es positivas com a categoria usual de Ljusternik-Schnirelmafih(deja Teorema 2.11).
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1.2 Equa@o de Schbdinger quasilinear subciitica

O nosso pbximo objetivoé obter resultados de exasicia e multiplicidade para uma eqéac
Schibdinger r@o linear. Antes de apresentar o problema vamos discutir um pouco alguns resultados
conhecidos. Iniciamos citando Floer e Weinstein [35] que estudaram agequag

. 2 9 n
com o potencial’ limitado e tendar = 0 como ponto dtico ndo degenerado. Para> 0eh > 0
suficientemente pequeno, os autores usaram @todo de redu#@p do tipo Lyapunov-Schmidt
para obter uma sol@p da forma

Y(x,t) = exp(—iEt/h)u(x). (1.2.1)

Posteriomente, Oh [54, 55] estendeu os resultados de [35] para di@sengaiores considerando a
equa@o )

i), = —;—mAw + V(2) — 4|7, (t,7) €RT xR (1.2.2)
com2 < g < 2*. Para o potencidl’, Oh sufds que existia € R tal queE < a, V(z) = a ou
V(z) > a paratodor € RY e abém dissqV (r) — a)~'/2 era uma fung@o de Lipschitz.

O primeiro autor a usar @todos variacionais para estudar a e@oage Schidinger foi Ra-
binowitz em [60]. Para descrever os resultadoslbtidos notamos que, substituindo (1.2.1) em
(1.2.2), vemos que a fuBgu satisfaz a seguinte equazelptica

h2
—EAu + (V(z) — E)u = |u|"*u emR".

Fazendo a mudanca de \@areisy = i~ 'z e trocandaq, porz, a equago acima se transforma em
—Au+ b(x)u = |u|*u emRY, (1.2.3)

ondeb(z) = 2(V(hx) — E). Supondo qué(x) > by > 0, 0 problema acima tem uma estrutura
variacional e o0 espago natural para buscar $@lsgY = {u € W'2(RY) : [oy b(z)u® dz < oo},

O principal problema que o dorimio RY ndoé limitado. Assim, aime&oY — L(RY) ndoé
compacta e o funcional associado pode satisfazer a condg de Palais-Smale. Para contornar
esta dificuldade, Rabinowitz considerou potenciais coercivosgjsto

lim b(z) = oo,

|z|—o0
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e mostrou que, nestas conis, a equap possui uma sol@p rao trivial. Foi observado pos-
teriormente por Omana e Willem [56] e Costa [29] que, de fato, a candigcima implica que a
imeroY — LY(RY) & compacta.
Estamos interessados aqui em estudar uma classe déeguiecSclidinger quasilineares em

gue o potencial podeam ser coercivo. Considere anto problema

—Aju+ (Na(z) + V|ulP2u = u|*%>u  emRY,
(SA,q)

u € WIP(RY),
emque2 <p< N,p<qg<p*el>0&éum padmetro positivo. Para o potencial vamos utilizar
as hippteses introduzidas por Bartsch e Wang em [7], onde os autores estudaram o problema acim:
com a fun@oa satisfazendo

(A;) a € C(RY R) & rdo-negativas) = int a=*(0) € um conjunto &o vazio com fronteira suave
eQ =a"1(0).
(A2) existeM, > 0 tal que
L ({z e RY :a(z) < My}) < oo,
onde. & a medida de Lebesgue &1 .

Observe que a condiQ (A,) é satisfeita sempre que

liminf a(z) > 0,

|z|—o0

e portantd,(z) = (Aa(z) + 1) pode r&o ser coercivo.
O espaco natural para trabalharn@éos

X = {u e WP (RY) : /RN a(z)[ulP dr < oo} ,

no qual definimos o funciond}, , : X — R dado por

1 1
I () = 5/RN (Vul” + (Aa(z) + D)ul?) de — 5/RN |7 .

Bartsch e Wang consideraram somente o caso semilijnear2 e mostraram que, para valores
grandes de\, o problema(S,,) tem pelo menos uma solg positivau,, queé taml&m uma
solu@o de energia mima, istog,

Iy ,(up) = inf {1, ,(u) : v & uma solugo rao trivial de(S,,)} .
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Suponha agora quee X N C(RY) & uma solugo de(S, ,). Comoa = 0 em(}, temos que
—Ayu+ [uf2u = |ulf?u em Q,

que é exatamente a equig do problemdD,). Com base nisto, Bartsch e Wang obtiveram o
seguinte resultado de concenfiagsep = 2, A, — oo e (uy,) & uma segéncia de soluges de
energia nmima de(S,, ,), enfio existe uma subsé@ncia de(u,,, ) que converge, e/ (RY),
para uma fungou € Wol’p(Q), comu sendo uma sol@p positiva do problema de Dirichlet
(D,). Dessa maneira, o probleni&,) & uma esecie de problema limite de5, ,). Lembrando
que Benci e Cerami provaram que o problefg) possui pelo menos q&t) solug@es positivas
guanday est proximo de2*, Bartsch e Wang obtiveram o mesmo tipo de resultado para o problema
(Sxq)-

Motivados pelos resultados acima, e pelo Teorema 1.2 @ seterior, nos perguntamos se 0s
mesmos fedmenos ocorrem se consideramos um problema quasilinear com simetria e buscarmos
solug@es nodais minimais. Assim, estudamos o seguinte problema:

—Aju+ (Na(z) + Dulf?u = |u|*>u  emRY,
(534 u(tz) = —u(x) para todor € RV,

u € WHP(RYN),

com) > 0,2<p< N,p<q<perecO(N)satisfazendo # Id e 7> = Id. O potenciak
satisfaz(A,), (A;) e & invariante por, istoé,

(A3) a(rz) = a(z) para todor € RV,

Note que a cond#p acima, juntamente co(al,), implicam quer(Q2) = (2, e portanto a condép
de simetria( /) introduzida na se€ip anterioe automaticamente satisfeita.
Afim de superar a falta de compacidade da irhers — L4(R”), usamos idias contidas
nos trabalhos [7, 1] para obter uma corddigle Palais-Smale local que depende damatro\
(veja Proposigo 3.3). Com a ajuda dessa compacidade, provamos inicialmente um resultado de
exiséncia de solu@es nodais minimais.

Teorema 1.3.Suponha quéA, )-(A;) valem. Enfio existeA, = Ag(q) > 0 tal que, para todo
A > Ay, 0 problema(S3 ) tem pelo menos um par de sdigg que trocam de sinal exatamente
uma vez.
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A demonstrago do resultado acima consiste em minimizar o funcidngl restritoa uma
subvariedade apropriada de e depois estabelecer uma rélagntre o imero de redies nodais
de um ponto dtico « com sua energi#, ,(v). Da mesma maneira que em [7], o problema com
simetria( D7) age como um problema limite d&7 ). Assim, o seguinte resultado de conceréag
vale.

Teorema 1.4.Seja()\,) C R tal que ), — oo quandon — oo € (u,) uma se@iéncia de soluges
do problema(S3 ) tal quely, 4(u,) € limitado. Enéo, a menos de uma subseqcia,u, — u
forte emi?!*(R") comu sendo uma soldp do problemd Dy).

Adaptando algumas @&as da demonstrag de Teorema 1.2, somos capazes de relacionar o
namero de soluges nodais minimais dgs5 ,) com a categoria equivariante fle Mais especifi-
camente, obtemos o seguinte resultado de multiplicidade dedeslug

Teorema 1.5.Suponha quéA, )-(As) valem,2 é limitado e sejd)” = {z € Q : 72 = x}. EnfAo
existeg, € (p, p*) com a seguinte propriedade: para cagl& (q., p*), existe um meroA(q) > 0
tal que, para todo\ > A(g), o problema(S] ) tem pelo menos-cat,(§2 \ €27) pares de soluges
nodais minimais.

Observamos que os resultados acii@a 8ovos mesmo no capo= 2. Como na Sefo ante-
rior, podemos provar uma vés do Corddrio 1.1 para o problemess ) (veja Corobrio 3.16).
Explicitamos finalmente que, no Teorema 1.4 acind®, $omos capazes de garantir que a Sauc
limite troca de sinal exatamente uma vez. De fato, se tomatmes 0, vemos que a solép
limite pode inclusive ser identicamente nula. Contudo, quando @&ge@ de soludes (u,) &
dada pelo Teorema 1.3 ou pelo Teorema 1.5, somos capazes de provar quaalsoite dada
pelo Teorema 1.4 uma solugo nodal minimal dé¢ D7) (veja Coroério 3.17). Todos 0s Nossos
resultados referentésequago de Schisdinger podem tan#@m ser encontrados no artigo [37].

Em [26] Clapp e Ding consideraram o problema

—Au+ Na(z)u = pu+ |u* 2u, we WHRY), u(rr) = —u(r) emRY

e provaram, para valores positivos e pequenqgs, desultados de exidhcia, concentr&p e mul-
tiplicidade de soluges nodais minimais. Recentemente, tais resultados foram estendidos para
o operadomp-Laplaciano em [3]. Nossos resultados complementam os de [26, 3] visto que tra-
balhamos com o expoente suitico. Eles tambm complementam os resultados de [7] onde os
autores buscaram, papa= 2, solu@es positivas. Finalmente, destacamos que nossasiger-
mitem, sem hipteses de simetria, buscar sd@ag positivas d¢S) ,). Dessa forma, estendemos
todos os resultados de [7] para 0 caso quasilileanp < N (veja Teoremas 3.9, 3.11 e 3.18).
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1.3 Equa@o quasilinear ciitica

No Captulo 4 consideramos a seguinte eqaacitica

—Ayu = plul?u + |[ulP" ?u emq,
(Dy)
u=20 emos?,
onde2 ¢ RY & um doninio limitado e suavel < p < N,p < ¢ < p*eu > 0.

O ponto de partida para o estudo do problema aéméamoso trabalho de Bzis e Nirenberg
[18] onde os autores estudaram o case ¢ = 2 e mostraram que a ex@tcia de soluio positiva
para(D,,) est relacionada com a maneira como oguaetroy interage com o primeiro autovalor
111(2) do operador-A, emW, *(Q), definido por

w1(Q2) = inf {/ \VulP dz : u € Wy (), / |ul? dz = 1} . (1.3.1)
Q Q

Mais especificamente eles mostraram quep se ¢ = 2, enfio o problem&gD,,) possui pelo
menos uma sol@p positiva desde quE > 4e0 < u < () ouN =3 el < pu < 111(2), onde
7 € um certo imero positivo. Eles tan@mn provaram que a segunda codi@cimaé 6tima, no
sentido de que, s& = 3 e(2 & uma bola, ef rio existe solugo positiva déD,,) quando: < 7.

O que torna o probleméD,,) delicadoé a falta de compacidade da im@rsde Sobolev
WyP(Q) — L (Q). Essa falta de compacidade traz dificuldades na verifcain condigo
de Palais-Smale para o funcional associago W,”(Q) — R dado por

1 1 .
E,(u) = —/ |Vul? dx — H/ |ul? dz — —*/ |ulP d.
D Ja 4 Ja P Ja

De fato, se denotarmos péra melhor constante de Sobolev da ind&rsicima citada, pode-se
construir (veja [42, Teorema 3.5]), para cada& N\ {0}, uma segéncia(ut) ¢ W,"(Q) tal
que E,(uf) — ESN/P, 12, (wi)ll w2 r - — 0, mas(uy) ndo possui nenhuma subgégcia
convergente. Assim, a condig de Palais-Smale falha em todos osers da forma]—’f,SN/p. Um
dos pontos chaves do trabalho dé&8s e Nirenberg foi mostrar que, apesar dos problemas acima,
o funcional £, satisfaz a condép de Palais-Smale em todos dsais menores que 0 primeiro
nivel critico %SN/P. Usando essa compacidade local e estimativas precisad@isdae min-max
do funcional, eles foram capazes de obter s@sositivas do problen{d,,).

Apo0s o trabalho de Brezis e Nirenberg, muitos outros autores estudaram o problgmee
modo que seria impos&l apresentar aqui uma lista completa dos resultados. Assim, citaremos
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apenas os trabalhos queastiretamente relacionados com os resultados que obtemos. Iniciamos
destacando que em [38] Garcia Azorero e Peral Alonso estenderam parte dos resultados de [1&
para op-Laplaciano e mostraram que ge= ¢, p* < N e € (0, 11(f2)), enfio(D,,) possui uma
solug@o positiva. Em [39], entre outros resultados, os mesmos autores provarampjue 9é,
q € (p,p*) e > 0,ento(D,) possui uma SOlHD rao trivial , rio necessariamente positiva (veja
tamkem [42]).

No nosso caso, estamos interessados em obterdssiugpdais para o probleni@,). O
primeiro resultado nessa didegé devidoa Cerami, Solimini e Struwe [24], que consideraram
0 casop = ¢ = 2 e mostraram a exi8hcia de um par de soloes nodais, desde qué > 6 e
p € (0,11(92)). Resultados similares foram obtidos por Zhang [75] e Tarantello [71]. Afim de
obter soluges nodais para 0 nosso problema, vamos proceder como antes e supor qiiei@ dom
() satisfaz a condfp de simetrid /). Dessa forma, estudamos o problema com simetria

—Ayu = plul?u + |ulP "u  emqQ,
(D7) u(rr) = —u(x) para todar € ,

u=0 emos).

ondeQ2 ¢ R" & um donmnio limitado e suavey? < N,p < ¢ < p*epu > 0.

O problema acima foi introduzido por Castro e Clapp [21] no caso empguey = 2. Eles
obtiveram resultados de exésicia e multiplicidade de sol@es nodais minimais. Nosso primeiro
resultado estrelacionado com a ex@&icia de soluges.

Teorema 1.6.Suponha quéH ) vale. Eno, para todqu € (0, 111(£2)), 0 problemaD7,) tem pelo
menos um par de sol@es que trocam de sinal exatamente uma vez.

O resultado acima estende o de [21, Teorema 1] em dois sentidos: primeiro porque considera
mos o operadaop-Laplaciano e segundo porque permitimos que a homogeneidade da pérurbac
plul2u seja diferente dg. Ele tamt&m complementa os resultados obtidos em [24, 75, 71].

Em seguida, consideramos a g@estle multiplicidade de soldes. Antes de apresentar nosso
resultado, gostémos de destacares artigos de multiplicidade de sofies positivas paréD,,)
gue foram importante no nosso estudo. Os dois prime#&oss trabalhos de Rey [62] e Lazzo
[46], onde os autores consideraram o caso ¢ = 2 e obtiveram cdf?) solu@es positivas para
1 positivo e suficientemente pequeno. Tais resultados foram estendidos paeplaciano por
Alves e Ding [2]. Nesséiltimo trabalho os autores permitiram que o expoenfesse qualquer
nimero do intervalgp, p*).



CAP.1 e INTRODUCAO 13

No que concerna multiplicidade de soluies nodais citamos novamente [24], onde infinitas
solug@es nodais radiais foram obtidas quarfd@ uma bola centrada na origem,= ¢ = 2,
N > T7ep € (0,u1(2)). Para dorinios com algum tipo de simetria Fortunato e Jannelli [36]
mostraram a exigénhcia de solu@es com energia arbitrariamente grande parag = 2, N > 4 e
1 > 0. Contudo, tais solu@es trocam de sinal muitas vezes. Posteriormente, Castro e Clapp [21]
relacionaram o iimero de soluges nodais minimais deD7,) com a categoria equivariante te
No nosso trabalho estendemos eskieno resultado para o operadpiLaplaciano e provamos o
seguinte teorema.

Teorema 1.7.Suponha quéH ) vale. Eng&o existeu, € (0, u1(£2)) tal que, para todq: € (0, ji.),
0 problema D7) tem pelo menos-cak (€2 (27) pares de soluges que trocam de sinal exatamente
uma vez.

Destacamos que em todos os trabalhos sobre@ugodais acima citados os autores consi-
derarany = ¢ = 2. Usando algumas @&as contidas no trabalho de Alves e Ding [2] permitimos
que o expoente seja qualquer imero do intervaldp, p*). Dessa forma, os Teoremas 1.6 e 1.7
acima &0 novos mesmo no caso semilinpar 2. Alem disso, eles complementam o artigo [2],
que trata apenas de soligs positivas. Como nas €& anteriores, somos taérh capazes de
provar uma veigo do Cordhrio 1.1 para o problem@)7,) (veja Coroério 4.10).



CAPITULO 2

Equacao quasilinear subcittica

Nesse calpulo estudamos o problema

—Apu+ [uP2u = |u|t*u  emq,
(D7) u(rx) = —u(x) para todar € €2,
u=>0 emos),
onde) ¢ R & um doninio limitado e suavel < p < N, p < ¢ < p* € 0 doninio () satisfaz a
seguinte cond#&o de simetria
(H) exister € O(N) tal quer #1d, 72 = Id e 7(Q) = (.
Provamos os seguintes resultados:

Teorema 1.1. Suponha quéf) vale. Engo, para todog € (p,p*), 0 problema(D}) tem pelo
menos um par de sol@es que trocam de sinal exatamente uma vez.

Teorema 1.2.Suponha quéH) vale. Enéio existey, € (p, p*) tal que, para todag; € (g.,p*), 0
problema( D7) tem pelo menos-cak (2 \ 27) pares de soluges que trocam de sinal exatamente
uma vez.

Corolario 1.1. Suponha qué é sinétrico com relagoa origem e qué ¢ ). Suponha ainda que
existe uma aplicago contnua eimpary : S¥~! — Q. Ento existey, € (p, p*) tal que, para todo
q € (¢.,p*), 0 problema(D,) tem pelo menosd’ pares de soluiies nodais minimaisnpares.

14
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2.1 Nota@es e alguns resultadosscnicos

Durante todo o transcorrer desseitalp denotamos paf - || @ norma

fulla = { [ (¥l + ) dx}l/p

definida no espaco de SobolﬁX{}’p(Q). Dadol < s < oo, indicamos potu|s o a L*(£2)-norma
de uma fungou € L*(2).

Comecamos observando que a inv@lorg dada pela hiptese H ) induz uma ago emWOL”(Q),
que denotamos ainda pey da seguinte forma: para cadac W, (Q2) definimosru € W, (Q)
por

(tu)(x) = —u(Tz). (2.1.2)

Segue imediatamente da defaicacima que : W, (Q) — W, (Q) & linear e satisfaz?(u) =
u, istoé, T & uma involug@o emWOI”’(Q). O subespaco dos elementos fixados ped@agndicado
por W, ”(Q)", istoé,
WyP(Q) = {u € WyP(Q) : Tu = u}.
Como estamos interessados em usétauos variacionais, observamos inicialmente que a

primeira equago em(D7) & a equago de Euler-Lagrange do funciong), q, : W(}’p(Q) — R
dado por

E,o(u) %L(\Vu\p—i— (uf?) do — %/Q]u\q do.

As imeres de Sobolev mostram que o funcional acimalesm definidoE, , € C'(W,*(Q2),R)

e Seus pontos iticos, a menos da condig de simetria, correspondexa soluges fracas deDy).

Com o intuito de obter tais pontositicos vamos considerar a variedade de Nehari associada ao
funcional E, ,, dada por

Noa = {u e WP (@) \ {0} : (Efqg(u),u) = 0}
= {ue W@\ {0} : [lully, = Julfo} -

Observe agora que a condgzde simetria endD;) & equivalente a dizer que a schog: est
no espago invariant@’, ”(Q)". Logo, & natural considerarmos a variedade de Nehamvariante

Njg={ueNg:Tu=u}=NoN Wy (Q)".
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Sempre que: € N, o temos

1 1
Eyalu) = (— - 5) lull,

p
e portanto o funcionak, , & limitado inferiormente emV, o, (e tamiém emA/,). Assim, faz
sentido considerar 0s seguintes problemas de miniwac

mea = inf Eo(u) e mgq= inf E o(u). (2.1.2)

ueNg ueN] o

Naturalmenten; > 0. Mais especificamente, vale o seguinte resultado.

Lema 2.1. Suponha que < ¢ < p*. Ento exister, o > 0 tal que

[ulle = 4.0,
para todou € N/ . Em particularm] o > 0.

DEMONSTRACAO. ComoW, () — L4(Q), existeC' > 0 tal que, para toda € N, g,
[ullg, = ulgq < Cllullg,
e portantol < C||u||%”. E suficiente erito fazer-, o = C/#~9), n

Dado um dorfmio 7-invarianteD c R" definimos|| - ||p, Eqp, Ngp, N p, mqp €m] 1, de
maneira aaloga, mas tomando as integrais sobre o conj@ham inves def). Sempre que omi-
tirmos a refeéncia ao conjunto nas nofas acima, estamos supondo que- 2. Considerando
B.(0) = {x € RY : |z| < r} e com o intuito de &o carregar a notdg, usaremos somente
Mg, € mg, para denotam,g, o) € my 5 ), respectivamente. Destacamos finalmente que, em
todo o transcorrer desse trabalho e sempre @eecausar conf@m, vamos omitir a vaavel de
integrago. Dessa forma, escrevemos somghte para indicar/, u(x)dz.

E bem sabido gue para utilizar teoria de pontdsoas exigimos sempre que o funcional com
o qual estamos lidando satisfaca alguma cdmlgle compacidade. Neste dafo, e tami@m nos
outros que se seguem, vamos utilizar a bem conhecida éndi Palais-Smale. Lembramos
enfio que s&” & um espaco de Banacl, C F & umaC!-!-variedade e ¢ R, dizemos que o fun-
cional/ € C'(M,R) satisfaz a cond#go de Palais-Smale nével ¢, que denotamos simplesmente
por (PS), se toda se@gncia(u,) C E tal quel(u,) — ceI'(u,) — 0 possui uma subségncia
convergente.

Para o nosso funcion#l, temos o seguinte resultado de compacidade.
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Lema 2.2. O funcional £, restrito a V] satisfaz a cond&o de Palais-Smale em todos dseis.

DEMONSTRACAO. Note inicialmente que, sgF; (u)|. denota a norma da derivada do funcional
E, restritoa N7, enfio

||E¢,1(u)||* = Ienelﬂg ||E(/](u) - HJ(;(U)H(WOIP(Q)T)*
em que(W, ”(Q)7)* & o espago dual d&/,”(Q)7 e J, : W, ()™ — R & dado por

Jg(w) = [lul[” = Julg.

Seja erdo (u,) C N tal queE,(u,) — ¢ € Re||E(u,)|. — 0. Segue da observag acima
que existg6,,) C R tal que

El(un) — 0nJ)(un) — 0 em(WyP(Q))". (2.1.3)

Observe que, com@,(u,) = (1/p — 1/¢)|ju.|” — ¢, a sed@ncia(u,) & limitada emiv,?(Q).
Lembrando quéu,) C N7, obtemos

Uil = p [ (90l 2Vt Vit = [ Z0) = [ Jual?
Q Q

= pllull” = qlunlf = (p = @)]lunll” <0,

e portanto, da limitego de(u,,), podemos supor que/; (u,), u,) — | < 0. Sel = 0 a expresso
acima implicaria qudu, || — 0, contrariando o Lema 2.1. Lodo< 0 e deduzimos de (2.1.3) que
0n — 0, isto®, £, (u,) — 0 em (W, "(Q)7)*. O resultado segue agora de um argumentozadr
visto que a ime@o W, *(Q2) — LI(2) & compacta. ]

2.1.1 Algumas propriedades den, e m;

Nessa subs@p apresentamos algumas propriedades dosmos definidos em (2.1.2) que der
importantes no futuro. O primeiro resultado estabelece agelegtre essesimmos.

Lema 2.3. Para todop < ¢ < p* temos que&m, < mg.

DEMONSTRACAO. Sejau € /\/qT. Comoru = u e tendo em vista a defirag (2.1.1), sabemos que
seu é positiva emA C 2, enflou tem que ser negativa enfA). Usando esse fato e a expi@ss
(2.1.1) novamente, condlmos que

L 09up ) =2 [ (9utp + )
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/ fut = 2 / ],
(9] Q

em queu® = max{+u,0}. Segue das igualdades acima gtdeu~ € N,. Assim

Ey(u) = Eq(u+) + Ey(u™) > 2my,
donde segue o resultado. n

Dado um dorinio limitadoD ¢ RY, denotamos pof a melhor constante da imé&siV, (D) —
L*" (D) dada por
p*,D - 1} .

Lembramos qué ndao depende do conjunid e rioé atingido a menos que = R”". Vamos usar

S(D) =S8 = inf{/p(|Vu|p + |[uP) s u € Wy (D), |u

a estrutura da variedade de Neh&fi para estabelecer uma redacentrem,- p € S. Para tanto,
seja
ED = {'LL € Wol’p(’D) . H’U,HD = 1}

a esfera undéria deWOLP(D) e considere; € Yp. Dadoa > 0ep < ¢ < p* temos
loullp = ollullp = e |aulyp = alulg p.
Igualando as expre8ss acima concimos que a aplic&p
Yap : Sp — Nyp, tep(u) = ul/Fu (2.1.4)

define um homeomorfismo entr®, e V, p. Segue erdo que

N = inf P
Mp*D uelArft,*‘,D |l
N/p
: o ullp . RS
= inf o)t = inf ——= = inf
S W2l = I 1= oo Ul

» N/p
it e ) g
weW P ()\{o} |Ulpe p

Conclumos assim que, da mesma maneira §u® infimo m,- » nao depende do conjunto
D. Naturalmente, 0 mesmaa ocorre comn, p Seq # p*. Contudo, taisnfimos possuem uma
indepené@ncia assirdtica, conforme estabelece dogimo lema.
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Lema 2.4 ([10, Lema 4.1]).Para todo dormio limitadoD c R" temos

lim m,p = myp = —gN/p,
q—p N

DEMONSTRACAO. Afim de provar o lema vamos definir, pgra< ¢ < p*, o seguinte problema
de minimiza@o
Fup - inf{/(|Vu|p+]u|p):uGWOI’p(D), / |u|q:1}
D D
- inf{jﬂ“mw Lu € WD)\ {0}}.
q,D
Denotando poNq,D = {u € Wy"(D) : Jp |u|?” = 1}, podemos proceder como acima e mostrar

que
Oup: Nyp — Nyp, ®4p(u) = [|ul[f ™ u

define um difeomorfismo entre as variedadés, e V, ». Assim,

1 1\
B m = inf Jull®Z, = inf [|D,»(w)|”
(G-3) meo = gt Il it ol
— inf JulBle)%/ P = it )i/ @P
uENg, D u€Ny D
q/(q—p)
= (bl ) =g
uEqu ’

donde segue que
4= P\ ~q/(g—p)
mep=|——1]m . 2.1.5
q,D ( g ) q,D ( )

Tendo em vista a rel@p acimag suficiente mostrarmos que, » — S quandog — p*. Para
tanto note que, se< s < t < p* eu € W, ?(D), enfio

[uls,p < L(D)"" ul,p,

donde se conclui que

IVl 14P) S )i (fD<|Vulp+ |u|p>> |

|u|§,D |U|f,73

Aplicando a desigualdade acima comt) = (¢, p*) e (s,t) = (p, q), respectivamente, obtemos

E(D)—p(p*—q)/qp*s < mqu < E(D)(q—p)/qmpp.
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Seja agora = liminf, .- myp € A = limsup,_ . myp. Da expresdo acima segue quee
A sao finitos ex > S. Precisamos mostrar que

a=S=A.

Suponha, por contradip, quea > S. Nesse caso, tomandoe (0,a — S), podemos usar a
definigao deS para encontran, € W, ”(D) tal que

Jo(IVuol? + |uol?)

<S+§
|uo

D
p*,D 2

Por outro lado, pela continuidade da apl@&@ag — |uo|,p, existeg, € (p,p*) tal que

JoUVuol? +[uol”) — [(IVuol” + Juol?) _€
’“0|Z,D |ug Z*,D 2’

sempre que € (qo, p*). As duadiltimas desigualdades implicam que, para tedo(qq, p*)

Vu p+ u p Vu p+ U, p
e O o s S
|u0‘q,D ’uﬂ 2 2

mq,D S

p
p*,D
contradizendo a defirip dea. De maneira aaloga se prova quel = S, 0 que conclui a
demonstrago do lema. n

2.1.2 A funcao baricentro

Parar > 0 definimos o conjunto
QF = {z ¢ RY . dist(z,Q) < r} (2.1.6)

e a fungo baricentrgs, : W, () \ {0} — RY fazendo

/ |u|?z dzx

JRY
/ |u|? dx
RN

Conforme veremos, o lema abaikoponto chave para a demons&taglo Teorema 1.2. O

By(u) =

objetivo dessa subs&gé apresentar uma prova para 0 mesmo.

Lema 2.5. Dador > 0 existeqy = qo(r) € (p,p*) tal que, para todo; € (qo,p*), temos que
B,(u) € QF, sempre que € N, e E,(u) < m,.
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Antes de prosseguir vamos fazer alguns coaméod sobre esse resultado. Em [10], Benci-
Cerami consideraram o problem),), no caso semilinear = 2, fazendo o estudo do seguinte
problema de minimizap:

fiig = inf / (IVal? + [ul?)
Q

em queV, é a variedadgV, , definida na prova do Lema 2.4. Como corigngia do teorema de
compacidade global de Struwe [68, Propési@.1], existe um € (0, 1) tal que

oIVl +[ul?)

Bq (%) e QF, sempre que 2 < S +e,
2 5+
onde I [Vuled
~ ~ |Vulz dx
Bou) = T =g
Jan [Vul? dz

Utilizando a informago acima, Benci e Cerami obtiverain= ¢,(r) tal que
3,(u) € QF, sempre queu € N, e /(\Vu\z + [ul?) < My,
Q

para toda; € (qo, 2*).
De acordo com (2.1.5), para todo< ¢ < 2* temos que

my = _‘I;Qng/(q?).

Em [7, Lema 3.2], Bartsch e Wang enunciaram o Lema 2.5 (para gpcas®), afirmando que a
demonstrago segue da relag acima e do resultado de Benci e Cerami. Ao que nos aparece, a
afirmag@o de Bartsch e Wandao € totalmente correta, visto que ela seria suficiente para provar
uma verdo do Lema 2.5 com a fukgQ baricentro do tip@q, e rao ,. De fato, conforme ficar

claro no futuro, para o resultado de multiplicidade em toos limitados a escolha da fuég
baricentro como sendd, ou Bq e irrelevante, pois a argumené&acfinal funciona com ambas as
fungdes. Contudo, para o problemaRd (que sea tratado no cdfulo seguintel fundamental
trabalharmos com a fu@g 3,, que envolve somente a norma

As observages acima nos motivaram a apresentar uma nova demdstilacLema 2.5. O
argumento utilizad@ um pouco diferente daquele contido em Benci e Cerami eéammho usa
reescalonamentos, como sugerem Bartsch e Wang. Os lemas de coaoatidragmpacidad@s
a ferramenta fundamental a ser utilizada.

Desde os trabalhos de P.L.Lions em [47, 48], &wodo de concentrag de compacidade tem
sido largamente utilizados po@kios autores para compensar problemas de falta de compaci-
dade. Os dois trabalhos acima citados podem ser grosseiramente divididos em dois tipos de resul-
tado: perda de compacidade devido ao “comportamento no infinito” ou davidmdomenos de
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concentrago”. Posteriormente, alguns autores buscaram resultados que tratassem as duas possit
lidades em untuinico enunciado. Podemos citar Bianchi, Chabrowsi e Szulkin [15] e Ben-Naoum,
Troestle e Willem [9] como primeiros autores a implementar tal projeto.

Afim de provar o Lema 2.5 vamos precisar de um resultado auxiliar que caminha riodire¢
acima. Ele foi provado no caso particular= 2, ¢, = 2* por Willem [73, Lema 1.40]. A
Versao que apresentamos aqui, bem como sua demoastrag inspirada nesddtimo trabalho e
tamkem pelo de Smets [67, Lema 2.1 e Obse&esZ.2], onde o0 autor considerao casa p < N,

g, = p* € permite o aparecimento de um pontentiajue pode ser singular. Antes de apresentar
o resultado, vamos introduzir algumas nétes. Denotamos pov1(RY) o espago de Banach das
medidas de Radon finitas sol&€ equipado com a norma

lw] = sup  |w(e)]-
¢€CO(RN)’|¢|00§1

Dizemos que uma sé§ncia(w,) C M (RY) converge fracamente pareem M (RY) sew, (¢) —
w(¢) para todap € Cy(RY). Pelo Teorema de Banach-Alaoglu todaigettia limitada(w,,) C
M(RY) possui uma subségncia fracamente convergente.

Lema 2.6. Seja(¢,) C [p,p*] uma segéncia réo-decrescente tal qug, — p*. Seja(u,) C
Whr(RY) satisfazendo

Up — U fracamente enD'?(RY),

|V (u, —u)|P = w fracamente eriM (RY),

w, — u|? — v fracamente e\ (RY), (2.1.7)
up(z) — u(x) q.t.p.z € RY,

Vu,(xr) — Vu(r) qtp.xzeRY,

e defina
Weo = lim limsup/ |IVu,|P,  ve = lim limsup/ (R
= noo Jal>R oo oo Jialor
Entao
77" < ST wl, (2.1.8)
1iinﬁs;gp Vual) gy = [Vul) g + 1wl + we, (2.1.9)
e

Hmsup [un[]" pn = |“|Z:,RN +v| + V. (2.1.10)

n—oo
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Alem do mais, se = 0 e|v|?/?" = S~!w]|, enfio cada uma das medidase v se concentra em
umanico ponto.

DEMONSTRACAO. Suponha inicialmente que= 0. Dadag € C>°(RY), denote pots o suporte
da fun@o¢. Usando as desigualdades déldter e a definigo deS, obtemos

P/qn . an/P* P/qn
< / B | dx) < ( / [ $uun? dx) LK) =)/
RN RN

p(p* —an * P/’
— LK) (/RN | ta|P dx) (2.1.11)

p(p*—gn)

< SL(K) S /}R (V@) + [ou?)

AFIRMAGAO 1: a sedjiéncial¢|? converge par&|?” emC>(RY).

De fato, dade > 0 considere, para € N, 0 conjunto

K,={z € K : ||¢(z)

= —|p(@)["| > e}
Cadak, é fechado e portanto compacto.éAi disso, comag, ) € rho-decrescente,
Ki>oDKyD>---DK,D---.

Mas( K, = @, poisz € K, paratodon € N implicaria ||¢(z)|" — |¢(z)[*"| > ¢ para todo
n € N, 0 que @o pode ocorrer. Como cad§g, & compacto ¢) K,, = &, conclimos que existe

no € Ntal quek, = @ paratodon > ny. Logo|||¢|? — |¢|"

~ < € Sempre que > ng, 0 que
prova a afirmago.

Usando a afirma&ip 1 acima e a conveigcia fraca déu, | em M(RY) conclimos que
Jan |oun|de — [o |6[”" dv, quandon — co. Assim, passando (2.1.11) ao limite, usando o fato
deu, — 0emL] (RY)e (2.1.7), obtemos

X p/p*
([Lora) " <57 [ lora.
RN RN

qualquer que seja € C>(R"). Isso prova (2.1.8).
Vamos mostrar agora que, |sg”/?" = S~!|w]|, enfio as medidas e w sAo medidas concen-
tradas. Para tanto, note que a desigualdade acintddeHmplicam que

. p/p* ) p/p* ) )
(/ |p|” dV) < St </ ||P dx) |w|(P -p)/p 7
RN RN
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[ora< [

Afirmamos agora que
v = 8P| PTP)/py,, (2.1.13)

ou ainda,
PSP PTR/PY g, (2.1.12)

De fato, supondo quedo vale a igualdade acima e usando (2.1.12), obtemos um abertg& "
tal que
v(l) < S—p*/plwl(p*—p)/pw(p)_

lv] = /dy—i—/ dv
r RN\D

< /S—p*/plwl(p*—p)/p dw+/ S7P /P | PP P)/P
r RN\T

Assim,

- / SR /P) | PTP/P gy
RN
— Sf:v*/plw|10*/p7

donde se conclui que’|»/?" < S~'|w|, contrariando a nossa liifese. Logo, vale a igualdade
(2.1.13) e podemos escrever

p/p*
(/ |¢|p*du> < 5—1/ |¢|p dw = S(p*—p)/plwl(p—p*)/p/ |¢|p dv.
RN RN RN

Lembrando quer| PP = S~|w|, podemos reescrever a desigualdade acima como

* p/p* * *
( IR du) 1o < [ o a,
RN RN

qualquer que seja € C°(RY). Assim, para todo conjunte-mensuavell’ C RY, temos
V(F)p/p*y<RN)(p*—p)/p* < (),
donde se conclui que
y(P) =0 ou U(I“)l—p/l)* > V(RN)(I?*—P)/IO*'

Note que a segunda possibilidade impli¢&) = v(RY). Portanto, a--medida de um conjunto
v-mensuavel arbitariol’ ¢ RY & nula ou total, donde segue quest concentrada em ufmico
ponto. O mesmo vale pataem virtude de (2.1.13).
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Considerando agora o caso geral, definimps= u,, — uv. ComoVu,(z) — Vu(z) q.t.p.
r € RY, podemos usar o lema de Brezis-Lieb’s [17] para concluir que

|Vu,|P — w4+ |VulP fracamente e (R™). (2.1.14)

AFIRMACAO 2: vale a seguinte especializagdo lema de Brezis-Lieb

im [ 6 (funl™ — [y — ul®) do = / olul?”dz.
N ]RN

n—oo R
Usando a afirm&p 2 obtemos

U, | — v 4 |uff” fracamente e (RY). (2.1.15)

A desigualdade (2.1.8) segue da exp@eszcima, (2.1.14) e da desigualdade correspondente para
(Un)

Para provar a afirma@p 2 usaremos algumasgids contidas em [68, Teorema 1.4.2] e [41,
Lema 1.4]. Comecamos observando que

1
/ & (|un]™ — |uy — u|™)dz = —/ / ¢i|un — Yu|?™ dv dz
RN K Jo dd
1
= / / Gty — 9u)|u, — Ju|™? dr dd.
0o JK

Parad € [0, 1] fixo, definimosf, (z,9) = ¢,éu(u, — Yu)|u, — Ju|™"2. Comou,(z) — u(z)
g.t.p.z € RY, temos

Tim f,(z,9) = po(x)u(z)(u(z) — Yu(2))u(z) — Ju(@)[" 7 = f(,9).

Dado um conjunto mensavel £ C K a desigualdade deditler e a limitago de(u, ) em
WhP(RY) nos fornecem

/fn(x,ﬁ) dz < C’l/|un—19u\q”1\u| dz
E E

VAN

Cz/ (Ju|® + |y | ul) da
E

1/gn (an—=1)/qn
Coy {/ |ul® dz + (/ || dx) (/ [, |7 dx) }
E E E
1/qn
Cs {/ |ul® dz + (/ || dx) } :
E E

IN

IN
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DenotanddE™ = {z € E : |u(z)| > 1} e E~ = E'\ ET, segue da expreds acima que

1/qn
/ fo(z,0) dz < C {/ |ul?" dz + (/ ]u\p*dx> +L(E7)+ L'(E)l/q"} . (2.1.16)

(RY), existe0 < ¢ < ¢ tal que [, [u”"dz < ¢, se
L(E) < ¢. Portanto, podemos usar (2.1.16) e obter

/ fa(z,9) dz < 2C5(c + Y77,
E

para todo conjunto mensawel £ C K tal queL(FE) < ¢. Isso mostra que a sé&ncia(f,(-,9)) &
uniformemente integvel emK e portanto, pelo Teorema de Vitalli [5, Teorema 7.12], temos que

lim fn(l’ﬁ‘ dx—/fxz? ydz, V9 elo,1].

n—oo

Para concluir defing,, : [0, 1] — R por g, () = [, fu(z, ) dz. Temos

i g,(0) = [ f(o.0)de=g(0), Vo€,
n—oo K
Além do mais, fazendf = K em (2.1.16), obtemas, > 0 tal que

Assim, pelo Teorema de Lebesgue, temos

1 1
lim [ g,(J) d = / g(¥) dv.
0

n—oo 0

Note finalmente que

1
lim gb(|u | — |u, —ul®)dz = lim/ /fn(x,é’) dx dv
K

_ /1/p*q§u(u—19u)|u—19u
e

Para verificar as igualdades (2.1.9) e (2.1.10), procedemos como em [73, Lema 1.40] e con-
sideramos, par& > 1, ¥r € C®(RY) uma fun@o tal queyr = 0 em Br(0), Y = 1 em

P*=2 dg dv

P dydr =

conforme afirmado.



CAP.2 ¢ EQUACAO QUASILINEAR SUBCR ITICA 27

RY \ Bry1(0) €0 < ¢(x) < 1 paratodar € RY. Usando (2.1.15) obtemos

limsup/ |Vu,[Pdr = limsup/ (Vr|Vun|? + (1 — ¥r)[Vu,|’) dz
RN RN

n—oo n—oo

= [ oo [ G —vnivupa

RN

+ lim sup Yr|Vu,|P dx.

n—oo RN
Passando a exprégsacima ao limite quandB — oo e usando o Teorema de Lebesgue obtemos
(2.1.9). A prova de (2.1.1@ similar. n

Finalizamos a sé&p com a demonstrag do Lema 2.5.
DEMONSTRACAO DO LEMA 2.5: Suponha, por contradig, que o lema falso. Endio existe
¢ 1 0%, (un) € N, comE, (u,) < my, , €0, (u,) € . Assim,

1 1
My, < B, (u,) = (———) lun||? < myg, .
o S By i) = o= ) Juall” <,
Passando ao limite, usando a deffmgeN,, e o Lema 2.4, conclmos que

lHm |u,|? = lim |ju, [P = SV/?. (2.1.17)

an/p*
/ |ty |7 d < L(Q) @)/ < ) :

A expresfo acima e (2.1.17) implicam que

Por Holder

L > SN/p,

n—oo

Por outro lado, lembrando que,[%. < S7![u,[?, temos|u, 5. < S™N/KNP)(||y, |[P)N/ NP,

donde segue que

lim sup |un|§ < ST = g (s ) = g/

n—oo

Portanto,
= SN/, (2.1.18)

lim
n—oo

Como(u,) & limitada podemos supor que existe 1V, () tal queu,, — u fracamente em
W, 7 (Q) e fortemente eni?(Q2). Definindov, := u,/|u,|,- temos queuv,|,» = 1. Além disso,
(2.1.17) e (2.1.18) implicam que

: P S
yZ— — —
Tim o, || = lim unle — SR
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Assim, a se@iéncia(v,,) € uma se@ncia minimizante d&. O Lema A.11 nos garante &uatque,
a menos de uma subd#&mcia,Vv,(x) — Vu(z) g.t.p. z € Q. Segue efdo da definigo dev,
que

Vu,(z) — Vu(z) g.tp.z e

As consideraiies acima mostram que,,) C W, (Q) satisfaz (2.1.7). Assim, o Lema 2.6, as
equages (2.1.17) e (2.1.18), e a convengia forte em?(2) nos permitem concluir que

SN = lull? +1wl, SN = |ult +v|

* —1
PP < Swl, |u

p -1
p* S S ”qu
Note que, com@? € limitado, os termos,, andv,, NAo aparecem nas expréss acima.

As expres8es acima implicam que = 0 ou |u g: = SN/». De fato, supondo que isSGo

ocorre, podemos usar a desigualdéde- b)" < o’ + b' paraa,b > 0e0 < ¢ < 1, obtendo assim

«\ P/P” "
SWN-p)/p 5—1(y|u||p+|w|)2<|u§;> I

> (|u

Como a norma fracamente semicdntia inferiormente, temos que

)" = s,

0 queé absurdo.

|w||P < liminf |ju,|[? = SNP.
n—oo

Assim, selu ZI = SN/p, concluiiamos que
P _s¥
ufp, = S&=p/p — 7

e a constante de imérsS seria atingida por uma fugu € W, (). Mas isso &o pode ocorrer,
visto que) # RY. Dessa forma,

w=0, |v|P? =871V =5 w| e /\un|q"dx—>|1/|.
Q

Usando o Lema 2.6 novamente, coriglos que a medida est concentrada em um ponjce €.

Logo,
S un| ™ do

Up) = —>V_1/xdl/: €Q,
BQn( ) fRN |Un|q" dl’ I I o y

o que contradiz,, (u,) ¢ Q.. Essa contrad#p conclui a demonstrag do lema. n
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2.2 Solu@es nodais minimais

Iniciamos essa s&p com um resultado que mostra que, para obtermos poiities€invariantes
de £, & suficiente obtermos pontostaros da restrigo deF, a variedade dé/; .

Lema 2.7. Seu € N & um ponto dtico de &, restritoa N7, en€iow & um ponto de Gtico de &,
emW,?(Q).

DEMONSTRACAO. Comou & um ponto dtico de £, restritoa V7, existed € R tal que
(Eq(u) = 0J,(w), ¢) =0, V€ W"(Q),
ondeJ, foi definido na prova do Lema 2.2. Em particular, para u € NqT, temos
0 = (Eq(u),u) — 6{J;(u),u) = —=6(Jy(u),u) = 6(q — p)[lull”.
Isso implica qué¥ = 0 e portanto
(Eqg(u),0) =0, V¢eW"(Q).

Segue erdto do pringpio de criticalidade siretrica (veja Teorema A.6) que a igualdade acima
se verifica para toda € W, (), isto e, (u) =0 em (W, 7(Q))*. O lema edi provado. =

Observamos agora que,s@ uma solugo de(D,), enfou € C1(Q) N C(Q). Dizemos que:
troca de sinah vezes se o conjuntr € Q : u(x) # 0} temn 4+ 1 componentes conexas. Tendo
em vista a a@o der em W, ”(Q) vemos que, s& & uma solugo rio-trivial do problemd D7),
enfo ela troca de sinal unumeroimpar de vezes. A relag entre o aimero de trocas de sinais e
a energia de uma solagé dada pelo resultado abaixo, que foi inspirado em [21, Prcpo$§k;

Lema 2.8. Seu & uma solugo do problemd D7) que troca de sinakk — 1 vezes, eid £, (u) >

T

kmq.

DEMONSTRACAO. Comou troca de sinalk — 1 vezes o conjuntdx € Q : u(z) > 0} possuik
componentes conexas, ..., A,. Parai = 1,... k, seja

@) u(z) sex € A;UTA,,
w;\r) =
0 caso conrio.
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Claramente temos que € W, (€2)7. Aléem disso, coma & um ponto dtico de F,,

0= (E(’](u),ul> = /(\Vu\pQVu Vs + [ulPPun — |u|f ) = ||ug)P — ]ui|g.
Q

Portantou; € N7 paratoda = 1,...,k, e

E,y(u) = Ey(uy) + -+ E,(uy) > km]

q’

conforme afirmado. n

2.2.1 Demonstraéo do Teorema 1.1

Nesta subsép apresentamos a prova do Teorema 1.1 &faid tomar uma ségncia minimizante
param; e obter uma subségncia convergindo para um ponto dénimo de £, em /. Por
regularidade, tal ponto deimimo deve ser um pontoitico e portanto uma sol@g do problema.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.1. Seja(u,) C N uma sedéncia tal queF,(u,) — m;.
Pelo pringpio variacional de Ekeland (veja obseraagas o Teorema A.2) podemos supor que
| E; (un)]l« — 0. Pelo Lema 2.2, o funciondl, restritoa NV satisfaz a cond#o de Palais-Smale
no rivel m7. Dessa forma podemos supor que, a menos de uma Siéoes v, — u € NqT
Por regularidadé’, (u) = m] e« & um ponto dtico do funcionalF, restritoa N. Segue erdo
dos Lemas 2.7 e 2.8 que a fiémg (e tamiem —u) € uma solugo do problemdD7 ) que troca de
sinal exatamente uma vez. u

2.2.2 Demonstragéo do Teorema 1.2
Dador > 0, sejal2, definido por
Q. ={z e Q:dist(z,00UQ") >r}.

Considerand® definido em (2.1.6) vamos usar a regularidadéXde supor, durante toda essa
se@o, quer > 0 est fixado et suficientemente pequeno de forma que as ibes@~ — Q\ Q7
e ) — Qf sdo equivakncias equivariantes de homotopia. Sem perda de generalidade podemos
tamkem supor ques,.(0) C .

Dado um imeroc € R, definimos o conjunto deivel do funcionalE, como sendo

By ={ue W,y P(Q) : Ey(u) < c}.

O resultado abaixé peca chave na demonstiaglo Teorema 1.2.
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Lema 2.9. Sejaqy = ¢o(r) dado pelo Lema 2.5. Eab, para todog € (qo,p*), existem duas
aplicages

Q =5 NT N EZmer 25 QO
tais queny (1) = —ay (), Y,(—u) = 7,(u), ev,0a, & equivariantemente honégicoa inclusio
Q. — QF. Em particular,

Zy-calN] N E™er) > m-cal(Q2\ Q7), (2.2.1)
para todog € (qo, p*).
DEMONSTRACAO. Parag € (o, p*) fixado, sejav, € N, 5,0y uma fun@o radial positiva tal que
Ey 5, 0)(vg) = mq,. Definaa, : Q7 — N7 N E™*" por
ag(y) = ve(- = y) — vg(- — 7y).

Afim de verificar quer, est bem definida notamos, inicialmente, que RY — RY & uma
isometria. Assim, como, é radial er* = Id, para today € (2, vale

(Tag(y))(x) = —ay(y)(r)
= 012 = TY) = vg(T2 — y) = vy(T(x = y)) — vy(7(z — TY))
= v(z —y) — vy — Ty) = ay(y)(),
e portantay,(y) € W, *(Q)7, sempre queg € ;..
AFIRMAGAO: sey € Q. , enfoly — 7y| > 2r.

De fato, suponha que — 7y| < 2r e definay, = (y + 7y)/2. Enfo
y+1y\ _Tty+THy) _y+Ty
T(yo) =7 = =

2 2 g W

e portanto, pela defindp def2., devemos tefy — yo| > r. Por outro lado,

(y +1y)

|y—yg|= 5

1
Y- =5ly—Tyl<r

0 queé uma contradio e prova a afirmap.
Usando a afirmd@p acima e o fato de que € W,”(B,(0)), podemos reescrevex,(y) de
uma forma mais conveniente, a saber

V(T —y) selr —y| <,
(aq(®))(x) = § —vglw —7y) selr —7y[ <, (2.2.2)

0 caso confario.



SECAO 2.2 ¢ SOLUCOES NODAIS MINIMAIS 32

A expres8o acima, o fato de ser uma isometria e uma mudanca deasais nos fornece

Eyoq(y)) = - / ()uwm—y)\u|vq<x—y>rp>dx—3 / oy — y)|P de

p Br(y)

1 1
- / (Vg — T9)IP + gl — ) |?) de — - / oy (z — Ty)|P do
p B, (1y) q r(TY)

25/ (@ I o)) de -/ RCCL d)

= 2Eq,B7.(O) (’Uq) = qu,r‘

Da mesma maneira, mostra-se que

e (W)]]” = 2HUq||pr(o) 2|Uq’q B (0 = |og(y)13,

donde segue que,(y) € Nqﬂqumq”". Uma vez que§ havamos verificado que,(y) € W, *(Q)7
conclumos quey, est bem definida. Segue imediatamente da défniguen, (7y) = —a,(y).

Dado agora: € N7 N Ezmq " podemos argumentar como na prova do Lema 2.3 e concluir que
ut € NyNE;"™". Segue efdio do Lema 2.5 que, : N NE;™" — QF dada pory,(u) = 3,(u™)
est bem definida. Umalculo direto mostra que,(—u) = 7v,(v). Além do mais, come, &
radial e positiva, podemos usar (2.2.2) para obter

Jpu Ia@ =gl de [ g [va(@)|(@ +y) do
) @ T g i

para todoy € 2.

Resta somente verificarmos (2.2.1). Para tanto note que,seV, N Egmq enBo —u €
/\qu N E§““q Isso mostra que tal conjunésinetrico e portanto o grup@, age naturalmente
sobre ele. Pela defiréip dos conjunto€: e pela propriedadéf ), a involu@o 7 : RY — RY
age sobre os conjuntést. Na primeira parte do lema mostramos que as afdiesg, e v, Sa0
equivariantes. Segue @atda teoria de Ljusternik-Schnirelmann equivariante (veja Lema A.8) que

Zo-caN] N EX™r) > 7-caty+ (0,)).

Uma vez que escolhemes> 0 de forma que as inclégs), — Q\ Q" eQ — Qf fossem
equivakncias equivariantes de homotopia, o Lema A.8 implicargoat, + (27) = 7-cah (Q2\Q7).
Portanto,

Zo-cafN] N E™7) > 7-caly (2 \ Q7),

sempre que € (qo, p*). Isso conclui a demonstrag do lema. n
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Estamos prontos para provar o Teorema 1.2.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.2. Como, pelo Lema 2.4n,, € m, ttm o mesmo limite
quandog — p*, existeg, € (p, p*) tal que

Mg, < 2My, (2.2.3)

sempre que; € (qo,p*). Vamos mostrar que o teorema vale para= max{qo, ¢}, €m que
q = qo(r) € dado pelo Lema 2.5. Dado &ty € (q.,p"), observe que’, restrito a\, satisfaz
Palais-Smale & par. Podemos e aplicar o Teorema A.9 para ob%j-cal(/\/qf N Eﬁm”) pares
+u; de pontos dticos com

Ey(Fu;) < 2mg, < 4my < 2myg,

em que usamos (2.2.3) e o Lema 2.3. A desigualdade acima, a aefdﬁfg/(}”’(Q)T, olLema?2.8
e 0 mesmo argumento usando na demonatrap Teorema 1.1 mostram qugeé uma solugo de
(D7) que troca de sinal exatamente uma vez. Finalmente, segue de (2.2.1), que

Zo-caN] N E™r) > 7-caly(Q\ Q)

e o teorema eatprovado. m

Finalizamos a sép apresentando uma prova do Cérml 1.1. AEm do teorema acima, vamos
precisar do seguinte resultado de topologia, cuja demoastssgue do Teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema 2.10 ([30, Coradrio 4.2, Cagitulo 1]). Sejal’ ¢ R um aberto siratrico com relago
aorigemetalqué € I'. Sejak < N e f : o' — R* uma funéo contnua. Enéio exister € oI’

tal que f(x) = f(—x).

DEMONSTRACAO DO COROLARIO 1.1. Sejar : RY — RY dada porr(z) = —z. Como
Q" = o, é suficiente mostrar que = 7-caf{2) > N e aplicar o Teorema 1.2. Naturalmente
podemos supor que < oo e portanto existe uma cobertura abeXta. . ., X, de() e aplicafes
imparesy; : X; — {v;, —vy:}, comyy, ...,y € 2. Sejafey, ..., e;} a base ortonormal cénica
deR* e considere as aplicagsimparesy; : {y;, —vy:} — {e;, —e;} definidas pory;(£y;) = +e;.
Componday; com~; obtemos aplica@esimparesy; : X; — {e;, —e¢;}.

Considere agorgr; : X; — [0,1]} uma parti@o da unidade subordinadacoberturaX; e
consistida de furigesimpares. Defina : Q — S*~! por

Y mi(a)@i(a)
Y i) (a)

(r) =
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Usando agora a fu@g ¢ do enunciado do coratio e o diagrama abaixo
SNfl LN 0 L Skfl

obtemos uma aplic@p contnua eimpary o ¢ : S¥=1 — S*~1. Mostremos que isso implica que
k > N. Para tanto, suponha por contraboquet < N. Enfio podemos usar o Teorema 2.10
coml = B;(0) C RY e f = v o p para obterr, € SV~ tal que(v o ¢)(zg) = (¥ 0 @)(—xy).
Comoz o ¢ €impar, conclimos que

(¥ o p)(x0) = (¢ 0 p)(—w0) = — (¥ 0 p)(0),

donde se conclui que) o ¢)(z) = 0. Mas issoé um absurdo, visto que’ o )(S¥1) c S*1.
Dessa forma, devemos ter> N e o coroério esh provado. ]

2.3 Multiplicidade de solugdes positivas para D,)

Nessa sefp vamos mostrar que 0s argumentos utilizados ndgesenteriores nos permitem es-
tender o resultado em [10, Teorema B] para o caso quasilineap < N. Nesse contextodo
exigimos nenhum tipo de simetria para o doim (2 e vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.11.Existeq, € (p, p*) tal que, paratodg € (g.,p*), 0 problema D,) tem pelo menos
cat ) solugdes positivas.

Para provar o teorema acima vamos trabalhar com o funcionaistritoa variedade de Nehari
usualN,. Fixamosr > 0 tal que os conjuntog; e

Q- = {z € Q:dist(z,0Q) > r}

sejam homotopicamente equivalented a B,.(0) C 2. A demonstrago segue as mesmas linhas
da prova do Teorema 1.2. Necessitaremos dos dois resultados abaixo que nade raigse
verges dos Lemas 2.8 e 2.9.

Lema 2.12. Seu &€ uma solugo de(D,) comE,(u) < 2m,, enfio u ndo troca de sinal.

DEMONSTRACAO. Comou & um ponto dtico de £, temos

/ (IVulP>Vu- Ve + [uf2ud) = / |2,
Q Q
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qualquer que seja € W,”(Q). Em particular, se fizermog = u* na expresso acima, con-
cluimos que

[

Suponha, por contradiQ, queu troca de sinal erf2. Enfaou™ e~ sdo ambas diferente de 0 e a
expres&o acima implica que* € N,. Dessa forma,

Ey(u) = Eq<u+) + Ey(u™) > 2my,

contrariando a nossa liifese. O lema eatprovado. n

Lema 2.13. Sejagy = ¢o(r) dado pelo Lema 2.5. Eab
cat N, N E;'*) > 2cafQ),
para todog € (qo, p*).
DEMONSTRACAO. Fixadog € (qo, p*), defina os conjuntos
Yy={uveN,NE :u>0emQ} e X, ={ue N, NE] " :u<0emQ}.

Considerey, € N, 5, (o) uma fun@o radial positiva tal qué&,(v,) = m,,. Defina, para € Q-
as aplicages
ag (y) = v(- — ).
Argumentando como na prova do Lema 2.9 cofrahs quey; : Q- — ¥ equeb(og(y)) =
y paratoday € ﬁ;. Suponha agora que

Sr=A1U-UA (2.3.1)

com cadad; fechado e conéttil em A, N E4**". Enfio existem aplicdies corinuasy; : [0, 1] x
A; — N, N EJ"" tais que

¢Z(O7u) = U, 1/11(1,U) = Uy,
para todou € A; e algumu; € N, N E,'*". Paracada = 1,...,k, denote porB; a imagem
inversa ded; pela aplicagoc . E claro que cad®; & fechado enfﬁ; e

Q- =B,U---UDB,.
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Considerando a homotop®, : [0, 1] x B; — Q. dada por

@i(tv y) = ﬁ <¢z(t> Of;;(y))) )
temos que
0:(0,y) = B (¥:(0, o (y))) = Blag (v) = v,
paratodoy € B;. Além disso,

0;(1,y) = B (¢i(1, a5 () = Blw,).

Comouw; € N, N EJ"*", o Lema 2.5 garante qué(u;) € Q. Assim, a aplicago ©; € uma
contra@o deB; em();f. Uma vez que a cobertura em (2.3&larbitéria, segue que

caty, e (Z)) = caty ().
Usando a aplicé@pa, e argumentando de maneiraaéoga obtemos
caty, - mar (S5) > Cay: ().

Umavez quesfNY, = &, podemos usar as propriedades da categoria de Ljusternik-Schnirelmann
e concluir que

caty, e (N M Eq ")

v

caty. prar (B UE])

caty, grar (Eg) + Caly, grar (37)
> 2cat,: ()

Vv

2caf?),

em que usamos, rnidtima linha, o fato de)' e ﬁ; serem homotopicamente equivalentes. 2O
lema esh provado. n

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.11. Sejag, como na demonstragp do Teorema 1.2. Para

q € (qo,p*) fixo, a condi@o de Palais-Smale para o funcioiglrestrito a\V, segue dos mesmos
argumentos utilizados no Lema 2.2. O Teorema A.7 e 0 lema acima nos fornecem pelo menos
cat\V, N Eg"*") > 2 caQ) pontos citicos v; tais queE,(u;) < m,, < 2m,. Esses pontos
criticos s10 solu@es de(D,) que, pelo Lema 2.12,50 trocam de de sinal. Como o funcional

E, & par, os pontos iticos deE, aparecem aos pares. Assim, existem pelo meng& cabntos
criticosu; > 0. Segue do prifipio do maximo queu; > 0 em() e o teorema edtprovado. =



CAPITULO 3

Equacao de Schodinger quasilinear
subcritica

Nesse caipulo estudamos o problema
—Apu+ (Aa(z) + DuP?u = |u|"?u  emRY,

(5%4) u(tz) = —u(x) para todar € RY,
u € WHP(RN),

coml >0,2<p< N,p<q<perec O(N) satisfazenda # Id e 72 = Id. O potenciak
satisfaz

(A}) a € C(RY,R) & rBo-negativas) = int a=*(0) & um conjunto &o vazio com fronteira suave
e =a"1(0).
(As) existeM, > 0 tal que
L ({z €RY :a(z) < My}) < o0,
(A3) a(rz) = a(z) para todar € RV,
Provamos os seguintes resultados:

Teorema 1.3. Suponha qué¢A;)-(As) valem. Endio existeA, = Ay(g) > 0 tal que, para todo
A > Ay, 0 problema(S3 ) tem pelo menos um par de sdigg que trocam de sinal exatamente
uma vez.

37
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Teorema 1.4.Seja()\,) C R tal que),, — oo quandon — oo e (u,) uma segéncia de soluges
do problema(Ss ) tal quely, ,(u,) € limitado. En&o, a menos de uma subseéqcia,u, — u
forte emi?'*(R") comu sendo uma solép do problemd Dy).

Teorema 1.5.Suponha quéA; )-(Asz) valem,Q & limitado e sejd)” = {x € Q : 72 = x}. Enfio
existeg, € (p, p*) com a seguinte propriedade: para cagl& (q., p*), existe um imeroA(q) > 0
tal que, para todo\ > A(g), o problema(S] ) tem pelo menos-cat, (€2 \ €27) pares de soluges
nodais minimais.

3.1 Nota@es e alguns resultadosetnicos

Neste cafiulo denotamos pak o0 espaco

X = {u € WIP(RY) : /RN o) ul? < oo} ,

munido da norma )
1/p
full={ [, 4vaP + @) + DI

gueé claramente equivalente a cada uma das normas

s = { [ 09+ ) < D}

para\ > 0. Além disso, diferente do caplo anterior, quando escrevemas, estamos indicando
a L*(RY)-norma de uma furipu € L*(RY).

As hipotesegA,), (A;) e o Teorema de Sobolev implicam que a indery — L5(RY) &
confinua para tode < s < p*. Aléem do mais, o Teorema de Rellich-Kondrachov implica que, se
p < s < p*, enflo X esh compactamente imerso ey .(RY).

Da mesma forma que no dao anterior, a involugo r induz uma ago emX se definirmos,
para cada € X, Tu € X por (2.1.1). Vamos denotar pdf” o subespaco dos elementos fixados
pela ago, istoé,

X"={uve X :Tu=u}

O funcional associado ao problertta, ,) €1, , : X — R definido por

1 p p _1 Uq
D) = [ (19uP + (o) + D) = [l

RN
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As imerdes de Sobolev e a condig( A, ) implicam quel, , es& bem definido/, , € C'(X,R) e
seus pontos @icos, a menos da condig de simetria, correspondeas soluges fracas desy ).
Seguindo 0s mesmos passo usados ndwapmnterior vamos considerar as variedades de Nehari
associada ao funcioné ,

Vg = {u € X\{0}: (I y(u), u) = 0} = {u € X\ {0} « [Jull§ = [ul}}.

Vig={ueVig:tu=up =V, NX".

1 1
Ihy(u) = (]—9 - 5) k.

donde segue quB , € limitado inferiormente em ambas as variedadesa@dsm definidos

Seu € V4, enfo

. .
Crhg = ué%fq Iq(u) € Crg = ué%gq Iy q(u).

Argumentando como na prova do Lema 2.1, podemos provar o seguinte resultado.
Lema 3.1. Suponha que < ¢ < p* e A > 0. Ento exister, > 0 tal que

[ull = g,
para todou € V5 . Em particularcj , > 0.

O lema abaixo estabelece as primeiras agentre os problemas de minimizagacima e
aqueles definidos em (2.1.2).

Lema 3.2. Paratodo\ > 0 ep < g < p* temos que
(1) 2cag < Ky
(i) g <My g
DEMONSTRACAO. A prova de (i)é semelhantaquela do Lema 2.3 e seomitida. Para provar

(i), dadou € /\/qT, estendemos para todo dR” fazendou = 0 emR" \ 2. Dessa forma, como
a = 0 em(), conclimos que

/RN (IVul? + (Aa(z) + 1)|ul?) = /Q (IVul? + [ufP) = /Q [t = /RN .

istoé,u € V,,. Comor(Q2) = 2, conclimos ainda que a exte@s deu satisfazru = u, de forma
queu € VY. Assim, N C VJ, e o resultado se segue. n



SECAO 3.1 ¢ NOTACOES E ALGUNS RESULTADOS TECNICOS 40

3.1.1 A condigo de Palais-Smale

Nessa subs@&p vamos estabelecer uma comdigle compacidade para o funciodg),. Se ten-
tarmos repetir o argumento do Lema 2.2 vamos esbarrar na seguinte dificuldadeR €dmaom
dominio ilimitado, a imeréio X — L9(R") ndo & mais compacta. Assim, precisamos de uma
argumentago diferente para obter compacidade. Mostraremos que, medmbavendo com-
pacidade na ime&® acima, a cond#p de Palais-Smale vale em determinadesis, desde que o
palametro) seja suficientemente grande. Mais especificamente, provaremos 0 seguinte resultadc
de compacidade local:

Proposigao 3.3. Para todoC;, > 0 dado, existe\, = Ay(q) > 0tal quel, , restritoa Vf  satisfaz
(PS). paratodoc < Cy e\ > Ay.

O resultado acima foi provado, para o caso semilinear 2, em [7, Proposigo 2.1]. A
demonstrago que apresentamos aqui segue 0s mesmos passos. Contudo, como no caso ger
2 < p < N nao trabalhamos em um espaco de Hilbert, parte da demoasttage que ser
modificada (veja Lema 3.7 adiante). Nesse ponto, usamos alguéias édntidas em [1].

Lema 3.4 ([7, Lemas 2.2, 2.3 e 2.4]Beja(u,) C X uma segéncia(PS). paral, ,. Entio
(i) (uy,) & limitada emX,
(i) Tim [fun|} = Tim Jun]? = cpa/(q = p),
(i) sec # 0, enBioc > ¢y > 0, ondec, & independente de

DEMONSTRACAO. Sejac > 0 dado. Usando a defirdip del, , e as hipteses, obtemas, € N
tal que

1
Iy,(u,) <c+e e 5][[;(1(%)] x+ < ¢, (3.1.1)

sempre que > 1. Assim

1 1 1
(3= 2) il = Tnaln) = £ (B3 ) ) < 4 el + G

em queC; = (%U - é) max{ ||ui||x, - - -, [[une—1][x}- COMOp < ¢, @ expresdo acima implica que

(uy,) € limitada emX. Assim,

1 1 1
= i (o) = 2 (B yf)n)) = i (5= 2l
q ’ q

n—oo n—oo p
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n—oo

1 1 1
¢ = lim <]A7q(un) — - <If\q(un),un>) = lim (— - —) |un|?,
P q
donde segue (ii).
Para verificar (iii) usamos a defi@gig de| - ||, e a imerfo X — L4(R"Y) para obterC, =
Cy(N) > 0 tal que
1
(D)) = llul} = Julg = [lul]” = Collull” = S lull”, 312

paratodd|u| < (2C;)/®~9 = §. Suponha que < 6”(g—p)/pq. Por (ii) temoslim ||u, | < .
Como as normag- || e|| - ||, so equivalentes, existg > n, tal que||u,|| < J paratodor > n;.
Assim, podemos usar (3.1.2) para obter

1
Sllunll” < (g (), wn) < g ()l [lunl] < eqlunll,

ou ainda,
un]| < (229)"07Y,
sempre que: > n,. A expresdo acima implica que,, — 0 e portantal, ,(u,) — 0 = c. Essas

considerages mostram que (iii) vale parg = 6PM e o0 lema est provado. n
pq

Lema 3.5 ([7, Lema 2.5]).SejaC, > 0 fixo. Enfo, paratoda > 0 dado, existe\. > 0e R. > 0
tais que , s€u,,) € uma segencia(PS) del, , comc < C; e A > A,, temos que

limsup/ lup|? < e.
n—o0  JRN\Bg, (0)

DEMONSTRACAO. Fixe R > 0 e escolh&@ € (0,1) tal quel/q = 6/p + (1 — 0)/p*. Usando
Holder, aimeréo X — L¥ (RY) e a equivancia das normas- ||, e|| - ||, obtemos
o)
RN\Br(0)

RN\ B (0) RN\ Br(0)
" " v (3.1.3)
P
1-0
< O]l (/ ol + / |un|p) ,
T'h I3

emquel'y, = {z € RY : a(z) < My} N (RY \ Bg(0)) eT% = (RY \ Bg(0)) \ T'k.
Paral < r < N/(N — p) denotamos por’ = r/(r — 1) 0 expoente conjugado de Usando

(1-0)q fq
3

Holder, a imeréo X — LP*(R") e a equivancia das normas novamente, vem

[ b < 203l < GO (3.1.4)
Fl

ps
R
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Por outro lado, coma(z) > M, emT%, temos que

1 1
np<— A 1 npg— nll)\:
L el < Gy L, P+ Db < (el

A expres&o acima, (3.1.3), (3.1.4) e o Lema 3.4(i) implicam que

et

q

1 P
nq < O " (1-0)q C L Fl 1/s " p —u, p
Lol < Clnl 7 (UL ol + gy ol

1 0
_ q 1\1/s

9q

1 >

< Fl 1/8, - )
= G <01£< A +(AMO+1>)

Pela hipptese(A,), sabemos qué(r'y) — 0 quandoR — oco. Logo o lado direito da express
acimaé pequeno desde ques R sejam suficientemente grandes. ]

O lema abaix@ uma vergo vetorial do lema de Brezis-Lieb e foi provado por Alves em [1].
Ele vai compensar a falta de estrutura Hilbertiana do espaco

Lema 3.6 ([1, Lema 3]).SejaK > 1,s > 2 e A(y) = |y|* %y, paray € RX. Considere uma
sediéncia de funges vetoriaisy, : RY — RX tal que(n,) C (L*(RY))X en,(z) — 0 q.t.p.
z € RN, Entio, S€/n,|(z: &y« € limitado, temos

lim [ [A(n) + Aw) = A(n, +w)[YC7Y =0,

n—odo RN

para cadaw € (L*(RY))¥ fixado.

DEMONSTRACAO. Paral < i < K, sejam4;(y) ew;(x) ai-€sima componente dos vetoré§,)
ew(x), respectivamente. B,

L /a 1/ K P
donde segue que existg > 0 tais que
1
A 0) = A < Calu] [+ 0l o < G (i + ™
0
Consedientemente,

[A(nn +w) = A(na)| < Colw]*™ + Cslw||na|*?,
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com(Cy, C3 > 0. Para cada > 0 fixado, podemos usar a expraesacima e a desigualdade de
Young para obter
[ A+ w) — A(na)] < Celwl"™ +ena|*".

Considere agora a fuagG. ,, : RY — R definida por
Gen(2) = max{|A(n, +w) — A(n,) — A(w)|(z) — e[na ()", 0}.
Como conseiiencia das hipteses e daltima desigualdade, vemos qGe,, satisfaz

lim G.,(z) =0,

gtp.zcRVe
0 < Geplr) < Cylw|*~ € LYED(RN).

Dessa forma, podemos usar o Teorema de Lebesgue para concluir que

lim |G ()67 da = 0.

n—oo JpN

Segue imediatamente da defangdeG. ,, que
[ A+ w) — A(nn) — A(w)] < elna)™™" + Gen

e portanto
A + ) = A1) = A@w)1 < Cela] + GG,

Dessa forma,
lim sup/ |A(n, +w) — A(ny) — A(w)]¥ED da < 6’55/ 7,|° do < Cge.
n—oo RN RN
Passando ao limite quando— 0, obtemos que

0 < liminf |A(Nn +w) — A(n) — A(w)‘s/(s—l) de

n—oo RN

Slmﬂm/ A( + w) — Alnn) — A(w)]¢ de < 0,
RN

n—o0

0 que conclui a prova do lema. |

Lema 3.7. SejaX > 0 fixo e (u,,) uma segéncia(PS). para I, ,. Entio, a menos de uma sub-
seqiéncia,u, — u fracamente enX comu sendo uma sol@p fraca do problemas, ,). Alem
do mais, se’ = ¢ — I, ,(u), enbowv, = u, —u & uma segencia(PS). paral, .
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DEMONSTRACAO. O Lema 3.4(i) implica quéu,,) € limitada emX e portanto, passando a uma
subseg@éncia se neceadso, temos

Up — U fracamente enk,

Up — U emL: (RY)paratody < s < p*, (3.1.5)

loc
up(z) — u(z) Q.tp.xeRY.

Afirmamos que podemos supor ainda que

Vu,(z) — Vu(z) q.t.p.x € RY,

3.1.6
Oun N ’vu’p—2% ( )

Vo, |[P~2 fracamente emiL?(RY))*, 1 <i < N,

onde(L?(R™))* denota o espago dual d&(R"). Para verificar essa afirmig observamos ini-
cialmente que, comb : RY — R, h(z) = |z|P & estritamente convexa, temos

P,(x) = (|Vun(a:)|p_2Vun(x) — |Vu(x)|p_2Vu(x)) -V (up(z) —u(x)) > 0.
SejakK c RY um subconjunto compacto fixado. Dado- 0 definimos
K. ={z ¢ RY . dist(z, K) < ¢}

e escolhemos uma fuagy € C*(RY)talqued < ¢ <1,y =lemK ey =0emRY \ K..
Usando a defin&go deP, temos

03/ P"S/ Py = / V|45 — / IVt P2 (Tt - Vi)
K RN RN RN

(3.1.7)
+ [ VulP2 (Vu -V (u— up)) 2.
K.
Como(¢u,) & limitadaemX e I} (u,) — 0, temos
o) = (B u)vw) = [ [Vwlos [ 9wV Vo,
RN RN
)‘ np - nq
+ [ Gat@)+ Do = [ fuait
e
o(1) = (I} 4(un), —tu) = - / IV P2 (Vg - Vu)p — [ [Vun [P (Vu, - Vi)u
RN RN

—/ ()\a(:r)—l—l)|un|p_2unu1/}+/ |t |7 2 U u),
RN RN
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quandon — oo. Substituindo as duas igualdades acima em (3.1.7), lembrando gué em
RY \ K. e utilizando (3.1.5) conclmos que

0< / P, < Ci(n) + Ca(n) + C(n) — Caln) + o(1), (3.1.8)
guandon — oo, com

am%:/IV%WﬂV%-WMW—uw,

Con) = / M@ (funl? 2wt — [n]?) |

€

Cs3(n) ::/ (|un|p_2unu — |un|p) v e Cy(n) ::/ (|un|q_2unu — |un|q) 1.

K. K-

AFIRMAGAO 1: paral < < 4, temos quelim C;(n) = 0.

n—oo

De fato, a limitag&o de(u,) em X nos forneceV/ tal que||u,| < M, paratoda: € N. Assim, a
conver@ncia forteu,, — u em LP(K_,), implica que

Cu(n)| g\vww/\v%wﬂu—%\
K.

< [V lsolun P u = unlp i

S ‘VQ/}‘OOMP_1|U - un’p,Kg - 07

quandon — oo. Para estimar 0os outros termos observamos inicialmente que, a menos de uma
subsegéncia,

/|un|p—>/ |ul?, quandon — oc. (3.1.9)
Kg KE

Note agora que

) (r—1)/p ) ,
‘|Un|p Un|p/(p—1),1<€ S (/RN |Un|p> < un P77 < MP7,

donde segue qufu,|[’~%u,) € limitada emL?/*~V(K_). Usando este fato e a convérgia
pontualu,(z) — u(z) q.t.p. * € K., conclimos que|u,|[’~u, — |u|P~?u fracamente em
Lr/e=1(K_). Portanto, coma € (LP/?*~V(K,))* = LP(K.),

/ |un|p_2unu—>/ lu|?, quandon — co.
K. K.
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A expres&io acima, (3.1.9) e a limitdg dea(x)y em K. implicam quelim,, .., C2(n) = 0. Da
mesma maneira pode-se mostrar ue, .., C5(n) = lim,, .., C4(n) = 0, 0 que conclui a prova
da afirmago.

Usando a afirmaip acima e (3.1.8), obtemos

0< / (IVunlP 2V, — [Vul[P">Vu) - V(u, —u) — 0, quandon — oo. (3.1.10)
K

AFIRMAGAO 2: A expresfio acima implica qu&u,, — Vu em (LP(K))N.

Vamos usar que
(lal""%a — [b["~*b) - (@ — b) = Mpla — b|",

para quaisquert, b € R" e alguma constant&/, > 0 (veja [66, pg. 210]). Usando a desigualdade
acima com: = Vu, eb = Vu, e lembrando (3.1.10), obtemos

0 < lim [ |Vu,— Vul?

_n—>ooK

1
< —lim [ ([Vu,["*Vu, — [Vul/7?Vu) - V(u, — u) =0,

B p " JK
conforme afirmado.
Como conseidgncia imediata da afirmag 2 conclimos queVu,(z) — Vu(z) q.t.p.z € K.
A arbitrariedade do compact e um processo diagonal estabelece a primeira parte de (3.1.6).
Para provar a segunda afirmdagem (3.1.6§ suficiente usar a primeira, a limitegde(|Vu,|) em
LP(RY) e 0o mesmo argumento utilizado para mostrar @ie:) — 0 quandon — oo.
Dada uma fungo¢ € C5°(RY) temos

(1) 4 (un), @) = /RN Vu, [P *Vu, - Vé + /RN()\a(x) + 1) P 2un g — /RN 1|72 .

Passando ao limite e usando (3.1.5) e (3.1.6) comds que(/; ,(u), ) = 0, donde segue que
I3 ,(u) = 0. Alimitacao de(u,,) em X, as convergncias pontuais em (3.1.5) e (3.1.6) e o lema de
Brezis-Lieb implicam que.

Dyg(0n) = Iy g(un) = Iyg(u) + o(1),

quandon — oco. Assimlim,,_... Iy ,(v,) = ¢ — Iy 4(u).
Resta apenas mostrar qiig, (v,) — 0. Para tanto note inicialmente que, dagoc X,
podemos computar

(I3 g(vn) &) = (15 4 (un), &) — (15 4(u), &) + C5(n) + Cg(n) — Cr(n), (3.1.11)
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onde
Cs(n) = / (Vv [PV, + [VulP > Vu — [Vu, [P *Vu,) - Vo
]RN

Cs(n) := /RN(/\a(x) + 1) (|on P00 + JulP 2w — [un [P uy) ¢

Cr(n) = /N (Jvn]" vy + |u]" %0 — [un|Tu,) ¢.
R

Uma vez quev,) € limitada emX, segue quéVu,) C (LP(RY))Y satisfaz as hipteses do
Lema 3.6. Assim, usando esse lema eom Vu e a desigualdade deditler, vem

p—1

|ICs5(n)| < (/ HV'Un|pZan+\Vu|p2Vu—\Vun|p2Vun“’€1) ’ 6,
RN

< o)l
quandon — oo. Da mesma maneira podemos mostrar que a estimativa acima valentapaioa
Cs(n) € C7(n). Assim, comal},  (u,) — 0 el (u) = 0, obtemos de (3.1.11) que

[(Iq(vn), 0)] < o(1)]|0]l, quandon — oo,
para todap € X. Isso implica qud}, ,(v,) — 0 e conclui a prova do lema. u
Estamos prontos para provar o resultado de compacidade que vamos necessitar.

DEMONSTRACAO DA PROPOSIGO 3.3. Considere;, dado pelo Lema 3.4(iii) e fixe > 0 tal
que2e < copq/(q — p). DadoCy > 0 qualquer, escolhemds e R. dados pelo Lema 3.5 e vamos
provar a veracidade da propdsegparal, = A.. Seja erdo(u,) C Vf , tal que

Dig(un) = ¢ € [l 4 (un)ll« =0,

em quec < Cy, A > Ag e|| - ||« € a norma da derivada do funcional restrito. Argumentando como
no Lema 2.2 conclmos que, de fatd,,  (u,) — 0 em.X*. Assim, pelo Lema 3.7, podemos supor
queu,, — u fracamente enX ev,, = u,,—u & umaseéncia (PS) paral, ,, comc = c—1I, ,(u).
Afirmamos que’ = 0 e portanto o Lema 3.4¢(ii) implica quém ||v, ||} = ¢'pg/(p—q) = 0. Como
| - |lx € equivalente 4 - ||, conclimos quew, — u fortemente eny.

Afim de verificar que’ = 0 vamos supor, por contradiQ, quec > 0. Pelo Lema 3.4(iii)
temos que’ > ¢, > 0. Comov,, — 0 emL{ (R") segue dos Lemas 3.4(ii) e 3.5 que

P < ¢ L iy |0 |2
q—p q—p nooo

< lim v |? +1imsup/ lop |7 < ———,
RN\ Bp, (0)

%0 J Bp, n—o00

Co
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0 queé um absurdo. Portantd= 0 e a proposigo esh provada. u

3.2 Solu@es nodais minimais

Nessa sefp apresentamos a prova dos teoremas que envolvendesingdais do problenta? ).
Conforme sex visto, as demonstraes dos resultados de egstia e multiplicidade seguem as
mesmas linhas daquelas apresentadas ricut@panterior. Dessa forma vamos destacar somente
os detalhes queas diferentes dos anteriores. O primeiro resultado relaciona a energia de uma
solug@o com o seuitmero de redies nodais. Como a demonstia¢ aradlogaa do Lema 2.8, ela

nao sea apresentada.

Lema 3.8. Seu & uma solugo do problemdsSs ) que troca de sinalk — 1 vezes, e I ,(u) >

,
kel -

3.2.1 Demonstragéo do Teorema 1.3

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.3. Sejag € (p, p*) fixado eAq = Ay(q) dado pela Proposip
3.3 comCy = m o = m;, em quem; & o minimo relacionado com o problent@7) e definido
em (2.1.2). Seja > A, e (u,) C V5, uma segencia tal quely ,(u,) — c5 . Pelo pringpio
variacional de Ekeland podemos supor d¢u¢,(u,)|[. — 0. De acordo com o Lema 3.2(ii),
temos quej , < m;. Dessa forma, a Propo&ig 3.3 e a escolha d& nos assegura que, a menos
de uma subségncia,u,, — u € V5 . O prindpio de criticalidade sigtrica e 0 mesmo argumento
do Lema 2.7 implica que & um ponto dtico del, ,. Segue erdo do Lema 3.8 que a fuaQu (e
tamkem —u) &€ uma solugo do problemasSs ) que troca de sinal exatamente umavez. =

As idéias acima nos permitem estender o resultado decexistem [7, Teorema 1.1] e provar
o resultado abaixo.

Teorema 3.9.Suponha quéA, ) e (A,) valem. Enfio existeA, = Ay(¢) > 0 tal que, para todo
A > Ay, 0 problemaS) ,) tem pelo menos uma solug positiva de energia mima.

DEMONSTRACAO. Fixadogq € (p,p*) considereA, = Ay(q) dado pela Proposip 3.3 com

Co = myq. Para\ > A,, argumentando como na prova do Teorema 1.3, podemos concluir que
¢\, € atingido por algum € V), , queé uma solugo de(S, ,). Da mesma maneira que no Lema
2.12, mostra-se facilmente que qualquer siatuge(S) ,) com energia inferior ac, , nao troca de
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sinal. Logo, podemos supor que> 0. Segue efdto do pringpio do maximo queu > 0 emRY,
ComoV, , coném todas as soldes rao triviais do problem&s, ,), & evidente que tal solagé
de energia imima. O teorema eatprovado. n

3.2.2 Demonstra@o do Teorema 1.4

Nessa subs@p vamos nos concentrar no estudo do comportamento @gsintlas soluges de
(5%,)- Comegamos com o seguinte resultado auxiliar, cuja demoastfa¢ baseada em [26,
Lemma 4] (veja tamém [3, Lemma 1]).

Lema 3.10.SejaM > 0, A\, > 1 e (u,) C X tais que),, — oo e |lu,|[», < M. Ento existe uma
fun@ou € Wol’p(Q) tal que, a menos de uma subgenqcia,u,, — u fracamente enX e u,, — u
emL*(RY), para qualquep < s < p*.

DEMONSTRACAO. Como |ju,|| < |lunllx, < M, passando a uma subgéqcia se neceaso,
podemos supor que, — u fracamente enX. Provemos inicialmente que € Wol’p(Q). Para
tanto, sejaCy = {z € RV N B,(0) : a(x) > 1/k}, parak € N. Enfio

M
P < & / a(@)up <
Cy Cr )\

— 0, quandon — oo,

n

para todok. Assim, comaCy, € limitado eu,, — v em L] (RY), temos que

|ulP =0, paratodak € N,
C
donde se conclui que(z) = 0 q.t.p.z € RY \ Q. Da suavidade déQ segue que. € W, ().
Para verificar que,, — u em LP(RY) definimosF = {z € RY : a(x) < My}, em queM, &
dado pela hiptese(A,). Comou € W,7(Q) eQ N (RV\ F) = @, temos que. = 0 emRY \ F.
Assim,

1 M
un—up:/ u, [P < / Ana(z)|u,|? < .
/RN\F‘ | RN\F| | MMy Jrw g (@)l An My

Dadoes > 0, uma vez que\, — oo, existen; € N tal que,

/ [, —ulP < E, sempre ques > n;. (3.2.1)
RN\F 3



SECAO 3.2 ¢ SOLUCOES NODAIS MINIMAIS 50

ParaR > 0 arbitrario, denotamo®3; = Bg(0) e escolhemos € (1, N/(N — p)). Aplicando
a desigualdade dedttler, a imer&o de Sobolev e usando a limi&axde(w,, ), obtemos

, 1/r
/ lu, —uff < L(FN (RN\BR>)”’" (/ |y, — u\”’)
FN(RN\Bg) FN(RN\BR)

< GL(FN®RY\ Bp)"" Ju, — ult,
< GL(FN®RY\BR)"" un — ul]
< CsL(FN RN\ Bp)"",

emque’ = r/(r —1) & o expoente conjugado deSegue da hiptese(A,) queL(F) < co. Isso,
juntamente com a exprégsacima, implica que exisie, > 0 tal que

/ lp — ulP < <. (3.2.2)
FA(RN\Bg,) 3

Uma vez quer, — uemL? (RY), existen, € N tal que

loc
9
/ lu, —ulP < =, sempre que > na.
FﬂBRO 3
Fazendoy, = max{n;,n,}, usando a expreds acima, (3.2.1) e (3.2.2), conttws que
/ lu, —ulP <e, sempre que: > n,
RN

istoé,u, — uemLP(RY).
Sejap < s < p* fixado e escolhé > Otal quel/s = 0/p+ (1—0)/p*. Usando a desigualdade
de Holder e a continuidade da imé&esX — LP" (RY) obtemos

O\ (=0)s/p7 0s/p
/ lup, —ul® < (/ |ty — ul? ) (/ |un—u]p)
RN RN RN

Clllu = ul| =% — ulfy?

IA

< Csluy — ulf.

Como p sabemos que, — v em LP(RY), a desigualdade acima implica que— u emL*(RY),
0 que conlcui a prova do lema. ]

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.4. Seja()\,,) C R tal que),, — oo e (u,,) C X uma segéncia
de solu@es de(SY ) tal que(ly, 4(u,)) € limitada. Sgu,,) contiver uma subségncia(u,,) C
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(u,) tal queu,, = 0 paratodoj € N, enfio rio ha nada a fazer. Assim, podemos supor que
u, # 0 paratodo € N. Logo,u,, € V €

(¢ —p)
I, q(un) = unll® .
g(un) o [unlly,

Da expres&o acima e da limitap de(/,, ,(u,)), obtemosM > 0 tal que||u,|/,, < M. Vamos
provar o teorema parac W, () dada pelo Lema 3.10. Uma vez qle ,(u,) =0ea=0em
2, podemos argumentar como na prova de (3.1.6) e supor que

Vu,(z) — Vu(z) g.t.p.z € Q, (3.2.3)
|Vun|p2?)u” — |Vu|p2§—u fracamente emiL?(Q2))*, 1 <i < N, (3.2.4)
€T; €T;

/(’Vun|p_2Vun Vo + [un | ung) = / 2 T
Q Q

qualquer que seja € W, (). Passando a expré&sacima ao limite, usando (3.2.4) e o Lema
3.10 conclimos queu satisfaz a primeira equag em(D7). Como X" & um subespago fechado
de X, & suficiente mostrarmos qug — u fortemente enWW1?(RY) para concluir tamém que
TU = U.

Usando (3.2.3)y € W, (Q2) e o lema de Brezis-Lieb obtemos

[ o= = [ [ 9o
RN RN\Q Q
= [ v [ 19wl = [ Vo)
RN\Q Q Q

guandon — oo. Além disso, usando novamente que WOI’I’(Q), podemos concluir que

/RN a(2) |y — ul? = /RN o) [un P

Isso, (3.2.5), o Lema 3.10 e o fato dg e u pertencerena variedade de NehaVi]  implicam

[ vr+ [ Aa@lur = [ var o
= [t = [l = [ vur o)
_ /RN '“'q_/RN |u|p—/RN|Vu|p+0(1):0(1)7

(3.2.5)

que

[n, = wll},
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quandon — oo. Portanto,||u, — ully < [lu, — ul]} — 0, quandon — oo e o teorema e&t
provado. |

Os mesmos argumentos utilizados acima nos permitem estender o resultado de c@ucentrag
em [7, Teorema 1.3] para a caso quasilirear p < N e provar o

Teorema 3.11.Seja()\,) C Rtal que), — oo quandon — oo e (u,,) uma segéncia de soluges
positivas do problemas,, ,) tal quel,, ,(u,) & limitado. Enéio, a menos de uma subséqcia,
u, — u forte emW*(RY) comu sendo uma soldp positiva do probleméD,).

3.2.3 Demonstragéo do Teorema 1.5

Nessa subs@p provamos o teorema de multiplicidade de stéscpard S5 ). O resultado abaixo
é ponto chave da nossa argumedtag relacionas, ,) com seu problema limiteD,,).

Lema 3.12. Para todog € (p, p*) temosAlim Crg = Mg

DEMONSTRACAO. ComoN, C V,, sabemos qué < ¢,, < m, para todox > 0. Suponha,
por contradi@o, que o lemé falso. Endo existe uma ségncia(),) C R tal que), — o e
e — ¢ < my. Pelo Teorema 3.9, parasuficientemente grande, exigte,) € V), , tal que

1 1
e = Dnlitn) = (— - —) .

p q

O Teorema 3.11 implica que, a menos de subdeda,u, — v em W?(RY) (e tami&m em
L4(R")) para uma soluiipu € N, do problemg D,). Tomando o limite na expre&s acima vem

1 1 1 1
c=-—=)|ulfi=-—-)|ulty = E,(u),
(p Q)’ “ (p Q)‘ a0 = Hol)

e portantoc & atingido porE, em N,. Segue da defindp dem, quec > m,, 0 queé uma
contradi@o. O lema est provado. n

Fixamos, daqui por diante, unumeror > 0 suficientemente pequeno de forma que os con-
juntos
Q4 = {z e RY . dist(z, Q) < 2r}

Q- ={z e Q:dist(z,00UQ") > r}.
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sejam tais que as inclies); — Q\Q7 eQ — O sdo equivagncias equivariantes de homotopia.
Sem perda de generalidade podemos &mbupor que3,.(0) C €.
Seguindo [7], escolhemds > 0 tal que2 C Bg(0) e definimos

1 se0 <t <R,
§(t) =
R/t set> R.

Tamkem definimos, para € V, 4, a fun@o baricentro truncada

_ f]RN |u|?€¢(|x|)z dx
fRN lult dz

Lema 3.13 ([7, Lema 3.8]).Existeq; € (p,p*) com a seguinte propriedade: para cadac

B, (u)

(q1,p"), existe um imeroA; = A;(¢) tal que, para todo\ > Ay, temosmn,,, < 2c) .

DEMONSTRACAO. Como, pelo Lema 2.4y, e m, ttm 0 mesmo limite quandp— p*, existe
¢ tal que
3 *
Mgy < Mg, Para todoy € (q1,p").

Afirmamos que o lema vale para como acima. De fato, suponha por contradigue existe
q € (q1,p*) €(\,) C Rtal quel, — oo em,, > 2¢,, ,. Da expresdo acima segue que

5" > 2C\,.q-

Passando ao limite e usando o Lema 3.12 canws que3m, > 4m,, donde segue que, = 0.
Mas isscé uma contradio e o lema eétprovado. n

Lema 3.14 ([7, Lema 3.8]).Existeq; € (p,p*) com a seguinte propriedade: para cagac
(g2, p"), existe um dmeroA, = A,(q) tal que, para todo\ > A,, temos qued, (u) € 23, sempre
queu € Vy, el (u) < mg,

DEMONSTRACAO. Sejag, = ¢o(r) dado pelo Lema 2.5. Suponha, por contradigque o lema&
falso para essa escolhage Enio existe; € (g2, %), (M) C R, u, € Vy, , tais quer,, — oo,

1 1

])\n, U, :(___) unp Sm,r
o(tn) = 5= ) llenlls, = mq

e3,(u,) & . A expresdio acima mostra que as todas ateges do Lema 3.1@s satisfeitas,
de modo que existe € W, (Q) tal queu,, — v em L*(R") para tody < s < p*.
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Comou,, € V,, , temos

/ (Vanl? + [ual?) < unll = / .
RN RN

Lembrando que a normg||, & fracamente semi-cdnua inferiormente e que, — vemL4(RY),
podemos usar a expréssacima para obter

/(\vuyp+\u|p)gnminf/ (|Vun|p+|un]p)§/ .
RN n—oo  JrN RN

ou ainda, coma = 0 emRYN \ Q,

Lawap+up) < [ fur

A expresfio acima implica que existec (0, 1] tal que

L @r -+ ) = [ e

istoé,tu € N, . Desta forma, temos

Bualte) = (5= 2) [ (V0P + eup)

p
1 1 /
< (=== VulP 4 ulP
(G-2) [ 0vurstur)
o I 1
< liminf (-_—)/ (Vaun]? + (Ana(x) + 1)[un]?)
n—oo \P g RN

= liminf 1), ,(u,) < mg,.

n—oo

Segue da desigualdade acima e do Lema 2.54(&) € ;. Comou, — u em LI(RY),
podemos usar o Teorema de Lebesgue, a dabrdes eu € Wol’p(Q) para obter

lim Bq(un) = Bq(u) = B,(u) = B,(tu) € Q.

n—oo

Mas isso contradiz o fato d_@q(“n) ¢ Q4 e conclui a demonstrag do lema. n

O resultado abaixé uma ver&o do Lema 2.9.

Lema 3.15. Sejag, dado pelo Lema 3.14; € (¢q, p*) € Ay = Ay(q) satisfazendo a propriedade
do enunciado do Lema 3.14. Bot para todo\ > As(q), existem duas aplicées

— Qq T 2mgq,r  Ta +
Q, Via N D 2y,
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tais queny, (1) = —a, (), v,(—u) = 7y,(u), ev,0a, & equivariantemente honégicoa inclusio
Q- — Q5 . Em particular,

Zo-caV, N Iyn") > 7-cah(Q\ Q7),
para todo\ > Ay(q).

DEMONSTRACAO. Parag € (g0, p*) fixado e\ > As(q), sejav, € N, 5.0y uma fungo radial e

2mq,r

positiva tal quer, s, (o) (vy) = my,. Definaa, : Q- — VI NI " por

aq(7) = vy = &) = vy(- = 7).

Dadoz € €, segue do Lema 2.9 qug,(z) € N N B e ay(tr) = —ay(x). Além disso,
comoa = 0 em(2, conclumos quely ,(a,(z)) = Ey(ay(7)) = 2m,, € quea,(z) € V5 . Logo,

a, est bem definida. Coma™ € V] N 1", o Lema 3.14 implica que,(u) = S(u™) € Q3,. E
suficiente agora repetir os argumentos usados na prova do Lema 2.9. n

Estamos prontos para provar o Teorema 1.5.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.5. Sejamg; e ¢, dados pelos Lemas 3.13 e 3.14, respectiva-
mente. Defing, = max{qi, ¢2}. Fixadoqg € (q.,p*) sejamA; = A;(q) e Ay = Ay(q) dados pelos
Lemas 3.13 e 3.14, respectivamente. Definimos aihda A(q) = max{Aq(q), A1(q), A2(q)},
ondeA(q) & dado pela aplicé@p da Propos#o 3.3 comC,, = 2m,,. Vamos provar que o teo-
rema vale para essa escolhade A.

Seja erdio A > A. Como o funcional), , restrito aV5 , & par e satisfaz Palais-Smale abaixo do
nivel 2m, ., podemos aplicar o Teorema A.9 para oldtgrcat(V5 , N ]ffgq”) parestu; de pontos
criticos com

Iy (£u;) <2myg, <4dey, < 2¢} 4

em que usamos os Lemas 3.13 e 3.2(i). A desigualdade acima, a@lefied ", o Lema 3.8 e
0 mesmo argumento usando na demonatratp Teorema 1.3 mostram qugé uma solugo de
(57 ,) que troca de sinal exatamente uma vez. Finalmente, segue do Lema 3.15 que

Zo-caN] N EXMr) > 7-caly(Q\ Q)
e o teorema e&tprovado. n

Usando o teorema acima e o mesmo argumento do &wodl.1, podemos facilmente provar
o resultado seguinte.
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Corolério 3.16. Suponha quéA; ) e (A;) valem,() é limitado e sirdtrico com relaéio & origem
e0 ¢ ). Suponha ainda que o potenciale par e que existe uma aplicag contnua eimpar
¢ : SV — Q. Enfio existey, € (p, p*) com a propriedade de, para cadac (g¢., p*), existe um
nimeroA(q) > 0 tal que, para todo\ > A(q), o problema

—Aju+ (Na(z) + D|ulP2u = |u|*>u  emRY,
u € WHP(RYN),
tem pelo menod’ pares de solugesimpares que trocam de sinal exatamente uma vez.

O resultado abaixo mostra que as sOkg obtidas pelo coratio acima, bem como aquelas
obtidas pelos Teoremas 1.3 e 1.5, se concentram emdeslupdais minimais de);).

Corolario 3.17. Seja(\,) C R tal que A\, — oo quandon — oo e (u,) uma segéncia de
solug@es do problemdS; ) dada pelo Teorema 1.3, pelo Teorema 1.5 ou pelo GomI3.16.
Entio, a menos de uma subgéqcia,u,, — u forte emW?(RY) comu sendo uma solép do
problema(D7) que troca de sinal exatamente uma vez.

DEMONSTRACAO. Vamos usar as mesmas ndias da demonstrag do Teorema 1.3. Lembrando
quel; . (u,) = 0e que a energia das soi&su, esto no intervaldcj ,2m, .|, podemos usar
os Lemas 3.4(iii), 3.13 e 3.2 para concluir que

0<co<cy, < Dhglun) <2my, <dey,q <26, <2mpg. (3.2.6)

Pelo Teorema 1.4 sabemos que, a menos de uma si@neia v, — v em WHP(RY) comu
sendo uma sol@p de(D7). Alem disso, passando a expi@sscima ao limite, obtemos

0< Co S lim I)\mq<un> = Eq(u) < Qm;—yg

A expresfo acima e o Lema 2.8 implicam quéroca de sinal exatamente uma vez. |

3.3 Multiplicidade de solugdes positivas para S, )

Nessa séfp vamos obter um resultado de multiplicidade de Smagositivas para o problema
(Siq)- Nesse contexto a hiypese de simetrigd;) ndoé necesaria. A ideiaé argumentar como na
Gltima se@o do caftulo anterior e estender o resultado em [7, Teorema 1.2] para o caso quasilinear
2 < p < N. Enunciamos abaixo nosso resultado de multiplicidade paratedypsitivas.
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Teorema 3.18.Suponha quéA, )-(A,) valem e qué é limitado. Endio existey, € (p,p*) com a
propriedade de, para cada < (q., p*), existe um imeroA(q) > 0 tal que, para todo\ > A(g),
0 problema(S) ,) tem pelo menosaf2) solu@es positivas.

Para provar o teorema acima vamos trabalhar com o funcibnatestrito a variedade de
Nehari usuaV, ,. Fixamosr > 0 tal que os conjuntogj, e

Q; = {z € Q:dist(x,dQ) > r}
sejam homotopicamente equivalentéz @ B,.(0) C .

Lema 3.19. Sejag, dado pelo Lema 3.14; € (¢2,p*) € Ay = Ay(q) satisfazendo a propriedade
do enunciado do Lema 3.14. Bt

cat,, - (Vag N 1G7) > 2ca(9),
para todo\ > Ay(q).

DEMONSTRACAO. Parag € (g2, p*) fixado e\ > A,(q), sejav, € N, 5,0y uma funo radial e
positiva tal quel, 4(vy) = Eq 5,(0)(vq) = mq, € defina os conjuntos

NS ={ueV NI iu>0emRYY e ) ={ue VNI iu<0emQ}.

Argumentando como no Lema 2.13 corighos que cgf qu;’LQ,T(E;t> > catyy (). ComoX} N
Y, = &, temos que

v

cat,, rar Vrg NILE) cat, o (Xrux;)

v

cab, o (X5) + cab,, o (37)
> 2cat: (Q;) = 2caf(?),

e o lema est provado. n

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.18. Sejamg; e ¢, dados pelos Lemas 3.13 e 3.14, respectiva-
mente. Defing,. = max{qi, ¢2}. Fixadoq € (q., p*) sejamA; = A;(q) e As = Ay(¢) dados pelos
Lemas 3.13 e 3.14, respectivamente. Definimos aihda A(q) = max{Aq(q), A1(q), A2(q)},
ondeA(q) & dado pela aplicé@p da Propos#p 3.3 cont’, = m,,. DadoA > A podemos usar o
Teorema A.7, 0 lema acima e 0 Lema 3.13 para obt¢bgatn 7;/") > 2 cai(f2) pontos citicos

u; tais quely ,(u;) < mg,, < 2c,,. Da mesma maneira que no Lema 2.12, mostra-se que esses
pontos citicos rio trocam de sinal. Comi, , & par, existem pelo menos (&} solu@es de(S) )

tais queu; > 0. O prindpio do maximo mostra que; > 0 emR”Y, e o teorema e&tprovado. m



CAPITULO 4

Equacao quasilinear critica

Nesse calpulo estudamos o problema

—Ayu = plul??u+ |ulP ?u  emq,
(D7) u(tz) = —u(x) para todar € Q,
u=0 emos),

onde) ¢ RY & um donmio limitado e suaveN > p?, p < ¢ < p* e o domnio () satisfaz a
seguinte condio de simetria

(H) exister € O(N) tal quer #1d, 7> =Ild e 7(Q2) = Q.

Denotando poy; (Q2) o primeiro autovalor de-A, em W, *(Q2), provamos os seguintes resul-
tados:

Teorema 1.6.Suponha queH) vale. En&o, para todgu € (0, 111(£2)), 0 problema( D7) tem pelo
menos um par de sol@ies que trocam de sinal exatamente uma vez.

Teorema 1.7.Suponha quéH ) vale. Enfo existeu, € (0, 11 (€2)) tal que, para todqs € (0, ),
0 problema( D7) tem pelo menos-cak (2\ Q") pares de soluges que trocam de sinal exatamente
uma vez.

58
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4.1 Notages e alguns resultadoscnicos

Nesse cajulo vamos trabalhar no espa@Q}’p(Q) munido da norma

1/p
fulla = { [ 1vu}
Q

e denotar poful, o a L(2)-norma de uma furdipu € L5(Q2). A involugdor dada pela hiptese
(H) induz uma ago emW,*(Q2), conforme definido em (2.1.1), e o subespago dos elementos
fixados pela a&oé denotado por/,” ().

As solu@es chssicas do problem@D,,) sdo precisamente os pontostimos do funcional
E,.q € CY(W,7(Q),R) dado por

1 7 1
EVQUZ—/VUP——/U(I——/U
polu) =2 | [Vl = el =22 ]|

que pertencem tandn ao subespaco invariadﬂéol’p(Q)T. Como antes, definimos as variedades
de Nehary

p*
Y

Nua = {ue We(@Q)\ {0} : (E], q(u),u) = 0}

_ {u € Wo () \ {0} : [Jullty = plullq + |u

p* }
p*,Q
o = {fueN,g:Tu=u} =N,qN I'/Vol’p(Q)T7

bem como os problemas de minimizag

— inf E o= inf E :
ULIRY ue/r\lfu,g Lo(u) e M0 ueljr\lf;Q o(u)

O lema abaixo mostra que;], , > 0 e portanto o segundo problema acimaésm definido.

Naturalmente, o mesmo vale parg q.

Lema 4.1. Suponha qug = pepu € (0,1(2)) oup < ¢ < p* ep > 0. Enfio exister, , o > 0
tal que
lullo = ryq0, (4.1.1)

para todou € N . Em particularm], , > 0.

DEMONSTRACAO. Suponha inicialmente quge = p e 1 € (0, 1:(2)). Usando a definéo de
111(Q) e aimer@io de SoboleW,*(2) — L*"(2) temos que, se € N, q, enfo

l/l/ * *
(1 - —) ullt, < Nl — ulul?.o = [ul?: o < Cillull?,

1 (€2)
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para algunC; > 0. Assim,
7 “
1———— ) <Ch|lu||g 77,
(1=t ) <l

. . 1/(»*—p) .
e portanto o item (i) vale parg, ,o = {i (1 — ﬁ)} . Conseg@entemente, se <

@) @
.+« €nBo
5 B 1 P L
wo(u) = —ullg = =lulpq — —lulp o
1 1
= (== =) (ully, = wlul;
(p p*)( . 2)

(o) ()
() (@) e

Vamos agora considerar o cgsec ¢ < p* e > 0. Usando as imetes de Sobolev obtemos
Cy > 0 tal que

e o item (ii) se segue.

*79 *
lullg = plulgo + [ulp-"" < pCollullg + Chllullg ,

ou ainda

1< uCsllully” + Cullullgy ™,

sempre que: € N,. Comog > p ep* > p, a expresdo acima mostra quean pode existir
(un) C N comlu,|lo — 0, donde segue o item (i).
Para verificar (ii) note inicialmente que, e /\/';9, enfio

1 1

14
Eo(u) = —llullg — =luljq— —|ulpq

<1 1>| o +(1 1)
= M —_——_— = U —_— —
p q) " \p p

e portantom] , > 0. Suponha, por contradig, quem;, = 0. En@o existe(u,) C N

lu g:yg >0,

tal queE, o(u,) — 0. A expres&io acima mostra que, nesse caso, devemds.tér, — 0 e

[tn, §Q — 0, donde se conclui quéu, [, — 0, contrariando o item (i). Loge], , > 0 e o lema

esh provado. n

Dado um dormio 7-invarianteD C R" definimos|| - ||p, E,p, Nyup, N p, mup €m], p
de maneira azloga, mas tomando as integrais sobre o conjdhto inves def2. Sempre que
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omitirmos a refeéncia ao conjunto nas nofags acima, estamos supondo Gue- ). Escrevemos
simplesmenten,,, emj, . para denotam,, 5.(0) €m;, 5 ), respectivamente.
O lema abaixo estabelece uma importante propriedade,de

Lema 4.2. A fung@o 1 — m, & rio-crescente er), co).

DEMONSTRACAO. Sejam0 < y; < p» dados. Precisamos verificar que,, < m,,,. Para tanto,

1 1 1 1 .
E,(u)=(-—-- up—i—(———) ul?.,
= (5= D)+ (5 - )l

qualquer que seja > 0 eu € N,,.

note inicialmente que

AFIRMAGAO: Paracada € N, existet, € (0,1) tal quet,u € N,,.

Usando a afirm&ip acima obtemos, parac N,,,

1 1 L1 1 .
Eu,(tw) = (_ - _> [ul[” + &, (_ - _) |ufpe
p q q p
1 1 1 1 .
- ulP 4+ - — — ull. = FE u),
(p q> Jul (q p*>! = B (v)

mMQ = ug/{/fm EN2 (u) S ug/{/fm Euz (tuu) S ug/{[fm Eﬂl (u) = mﬂl'

IN

donde se conclui que

Resta er#to mostrar a veracidade da afirraa¢Para tanto note que, come N, ,

[tull? = ¥ [ul§ + ¢7]u

p*
p*.
Assim, precisamos encontrar- 0 tal que

p*
p*

Py |uld +t|u

g: =t ul? + P

u
0 queé equivalente a obter umaizgpositiva da fungog : [0, c0) — R dada por

:
r)

Observe queg(0) < 0, g(t) — oo quandot — oo e¢g/(t) > 0. Logo, existe umunicot, > 0 tal
queg(t,) = 0. Comop; < us9, conclimos que

(t) = 7 palult + 7

v = (mluld +

9(1) = polulg + [uly — mlulf = lulp = (ne = p)ulg > 0,

e portanta, € (0, 1). Isso conclui a prova do lema. u



SECAO 4.1 ¢ NOTACOES E ALGUNS RESULTADOS TECNICOS 62

4.1.1 A condi@o de Palais-Smale

O objetivo dessa subsigé estabelecer uma conédigde compacidade local para o funciofgl

Como a imer&o L*" (Q) — W,"(Q) ndoé compacta, &0 & posével argumentar como no Lema

2.2. No trabalho pioneiro de Brezis e Nirenberg [18], os autores trabalharam com o caso semilineat
p = 2 € mostraram gque, mesmo com a ingrsacima ao sendo compacta, o funciona)| satisfaz

a condi@o de Palais-Smale etfi}(Q2) abaixo do fvel ciitico +5"/2. O caso quasilinear foi
tratado por Garcia Azorero e Peral Alonso [38, 39]. Dentre outros resultados, eles mostraram que
para o funcionaks, emW, *(2) o nivel critico & igual ax. SN/P. Alem disso, atras de um alculo

preciso do ivel mini-max do funcional,,, eles provaram o seguinte resultado de éxisia de

solugio positiva paraD,,).

Teorema 4.3.SejaD C RY um doninio limitado e suave. Suponha que= p e u € (0, u1(D))
oug < p < p* eu > 0. Enlo oinfimom,, p» & atingido por uma furéip positivau € N, p. Alem
disso,

1
myp < NSN/I’.

Estabelecemos abaixo um resultado de compacidade local para o furiGjosal 1V, * ()"
Observe que a simetria das fi@es nos permite obter compacidade abaixoidelry%SN/P, queé
exatamente o dobro ddwel ciitico para o funcionak,, no espagcm)l’p((z).

Lema 4.4. Suponha qug = pep € (0,1:(2)) oug < p < p* ep > 0. Seja(u,) C N uma
sediéncia tal quel| £/, (uy )|« — 0 e E,(u,) — ¢ < £S"/?. Eno (u,) possui uma subségncia
convergente.

DEMONSTRACAO. Vamos mostrar inicialmente que,) & limitada emiV,”(Q). Lembremos
ento que

P = peln]? + |2, (4.1.2)

1 1 1 1
E,(u, :,u(———> unq+(———) Un,
u(tn) 5 ) et {55 )|

Suponha inicialmente que = p e u € (0, 11(2)). Usando a definio dey,(Q2) e (4.1.2)

(1= 2 ) Bl <l

donde segue que

v, (4.1.3)

obtemos

p*
p* .
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ComoE,(u,) — cep < p*, (4.1.3) e a expred® acima implicam quéu,,) tem que ser limitada.
Sep < ¢ < p* eu > 0 aconvergncia dek,(u,) e (4.1.3) implicam quéu,|! e |un|£: sa0
limitados. A limitagio de(u,,) em W, (Q2) segue erdo de (4.1.2).

Comol||E,,(u,)|l« — 0, existe(d,,) C R tal que

El(un) — 0nJ) (1) — 0 em(WyP(Q))", (4.1.4)

onde

v, (4.1.5)

Ju(u) = [lull” = plul§ — |u

para todou € W,”(Q2). Como(u,) C N7, temos que

(T (wn), tn) = pu(p — @)un|2 + (p — ) gt < 0.

Podemos supor que/;, (u,), u,) — I < 0. Sel = 0 a expresdo acima implicaria qugu,|| — 0,
0 que contraria o (4.1.1). Portante< 0 e deduzimos de (4.1.4) qée — 0, istoe, £/ (u,) — 0
em (W, ()",
Uma vez quéu,) é limitada podemos supor que existe WOI’Z’(Q) tal que, a menos de uma
subsegéncia,
Up — U fracamente enil, (1),

Up — U emL?(),
up(z) — u(z) q.tp.ze€ Q.

Alem disso, usando o Lema de Conceritade Compacidade de Lions (veja Lema A.10) e os
mesmos argumentos utilizados nos passos 1 e 2 da deméaostiatema A.11, podemos mostrar
queu, — u fortemente eml.? (Q). Logo, seguindo as mesmas linhas da prova do Lema 3.7,
podemos tam&m supor que

Vu,(x) — Vu(z) q.t.p.x € Q,
ou ou
p_2 n \ p_2 P * < - <
|V, oz, (V| I fracamente eniLP(Q))*, 1 <i < N,

donde segue queé um ponto dtico deE,,. Alem disso,

cto(l) = Eulu) -

p
<1 1>| |q+(1 1)| P
= ul-—-]uy — = — | U [+,
P q T \p p P
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em queo(1) denota uma quantidade que vai a zero quande oo. Lembrando que,, — u em
L9(£2), obtemos

(- 11y,
—lu, o = -— = 1)< 1). 4.1.6
gl = (5= 2 lult+ of1) < e o) @.16)

Sejaw,, = u,, —u. Usando a conveémcia pontual do gradiente dg e o lema de Brezis-Lieb
obtemos

[wnll” = plwn]§ = lJunl” = plunlf = lull” + plulf + o(1),

(W [pe = Junlp- — [ulp +o(1).
Uma vez quéu,) C N e E, (u) = 0, obtemos
[wall” — plwa|? =b+0(1) e |walle =b+o(1)

ou ainda, comav,, — 0 em L4((),

|lwa|P =b+0(1) e |w,

be=0b+o(1) (4.1.7)
para algunb € R. Além disso, por (4.1.6),

b+o(l) = |wn|g; = |un

re+0(1) < Nc+o(1),

ve—lu
e portando
b< Nec< 25N, (4.1.8)

Como(w,) C W,?(Q)7, sabemos quiw, |” = 2||w; ||” e |w,
definicao deS nos fornece

P = 2w} V.. Dessaforma, a

Slw,

e < lwy P =b/2 + o(1).

Passando ao limite, obtem8gb/2)?/?" < b/2. Seb # 0, segue daltima desigualdade que

PN\ b\
< | = = = = =
=) -G -G

queé equivalente & > 25V/7. Como isso contraria (4.1.8), conthos queh = 0. Segue efito da
primeira igualdade em (4.1.7) que, — 0, istoé, u,, — u fortemente errWOLP(Q). Isso finaliza a
prova do lema. |
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4.1.2 Algumas propriedades den, e m,

Nessa subs@p apresentamos vées dos Lemas 2.3 e 2.4 para 0 castacr.

Lema 4.5. Para todou € (0, u1(€2)) temos que

T 2 N/
2m,, < m,, < NS P,

DEMONSTRACAO. A prova da primeira desigualdadesemelhantaquela do Lema 2.3 e ser
omitida. Para verificar a segunda desigualdade acima escolhem6ys er > 0 tal quey # v,
B.(y) € QeB,(y)NB,(ry) = @. De acordo com o Teorema 4.3, existe uma &mg, € N, 5, (o)
positiva tal queF,, g, (0)(v,) = m,.. Além disso, podemos supor queé radialmente sigtrica.
Dessa forma, argumentando como na prova do Lema 2.9, ¢onaduque

Uy = vu(- —y) —vu(- —TY) € NZ
Usando a estimativa do Teorema 4.3, obtemos
2
m; < Eu(u,) = 2B, B,(0) (v) = 2my,, < NSN/pv

0 que prova o lema. ]

Lema 4.6 ([2, Lema 2.4]).Para todo dormio limitadoD c R" vale

1
lim m, p = mop = —SV/7.
#_>0+ K, ) N

DEMONSTRACAO. Como a fun@o . — m,p € rio-crescente, temos que,, p < mgp, €
portanto

lim sup my,,, p < Mo p. (4.1.9)

Seja(u,) C (0,00) tal quep,, — 0. Sem perda de generalidade, podemos supofgueC
(0, u1(D)). Pelo Teorema 4.3, podemos tomar umaigegia(u,) C N, p tal queE,, p(u,) =
My, p €k, p(u,) =0.Como(m,, p) & limitada, podemos argumentar como na prova do Lema
4.4 e concluir quéu,,) & limitada emiV,”(D).

Procedendo como no Lema 4.2, obterigs C R* tal quet,,u,, € Ny p.
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AFIRMAGAO: a sedjéncia(t,) & limitada.
De fato, suponha por contradig que(t,,) naoé limitada. Erfio, comqu,,) & limitada eniV,”(D)
e

lunllh =t Pl 1,

devefamos teﬂun\gip — 0. Assim, a limitag@o de(u,,) em L9(D) e a igualdade

Junlp = :un|un|g,p + [tun Z*vD
implicariam quef|u,||p — 0. Dessa forman,,, p — 0, contrariando o fato da fuée — m,.p
ser rao-crescente e, oo) emgp = 1/NSN/? > 0. Logo, (t,) tem que ser limitada.

Uma vez que,u,, € Ny p, obtemos
ity q
mo,p < Eop(tytn) = Ly, p(thty) + T|“n|q,p~

Fixadon € N, considere a fur#ipg : [0,00) — R, dada pog(t) = E,,, p(tu,). Comop < ¢ < p*

e p* > p, podemos facilmente verificar qug¢0) = 0, g(¢) > 0 para todot em uma pequena
vizinhangaa direita de 0 éim, .., g(t) = —oo. Uma vez quey/(t) = (E,, p(tu,), u,) , vemos
queg’(t) = 0 se, e somente sey,, € N, p. Essas consideraes e o fato de que:,) € N, p,
mostram que a furdp g assume seu aximo emt = 1. Desta formap,,, »(t,u,) < E,, p(u,) =
m,,. p, donde segue que

ot
Mop < My p + ’%|un|g,p. (4.1.10)

Passando a expréssacima ao limite e usando a limitagde(¢,,) conclimos que

o pnt? .
mop < liminf (mump + %WHZ,D < hr?igolf My, D-

A expresfo acima e (4.1.9) finalizam a demons&aga primeira igualdade do enunciado do
lema. A segunda foi provada no Lema 2.4. |

4.1.3 A fungao baricentro

Parar > 0 definimos o conjunto

QF = {z e RY : dist(z,Q) < r}
e a aplicago baricentrg? : W, 7(Q) \ {0} — R dada por
 Je lu|P" 2 dx
ﬁ(u) - fRN ’U‘p* d:C

Finalizamos a sé&p com uma vedo do Lema 2.5 para o casadtmo.

(4.1.11)
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Lema 4.7. Dador > 0 existeu, € (0, 11(2)) tal que, para todqu € (0, o), temos qued(u) €
QF, sempre ques € N, e B, (u) < my,,.

DEMONSTRACAO. Suponha, por contradi@, que o lema falso. Endo existeu,, — 01, u, €
N, talqueE, (u,) <m,,,mas3(u,) ¢ Q. Note inicialmente que,

My, < By, (un) = ]—?Huan - ?|Un|3 - E|un pr < My
e
0= (B, (un),tn) = [[tnll? = pin|unld — |un Z:.

ComoF,, (u,) € limitado, podemos argumentar como na prova do Lema 4.4 e concluitgue
limitada emiV, *(Q2). Logo,
1 1

e [[un|lP — Jun |2 = o(1), quandon — co. Assim,
[unlP =b+0(1) € |uufle =b+o(1), (4.1.13)

para algunb > 0. Passando (4.1.12) ao limite e usando o Lema 4.6, comokiqueb = S™/7.
Aplicando agora o Lema 2.6 coqy = p* e argumentando como na prova do Lema 2.5, obtemos
uma medida finitae € M(R") tal que|u,|’" — v fracamente enM (RY), [.v |u, [P dz —|v] e
alem dissas est concentrada em ufmico pontoy € €. Dessa forma,

Jan |wn|P 2 d . _
n) = S——— — dv = Q,
B(un) Jox Tl iz 4 /RNI v=y¢c
0 que contradiz(u,) ¢ € e conclui a prova do lema. n

4.2 Solu@es nodais minimais

Nessa séfp apresentamos as provas dos teoremas démsigte multiplicidade de sol@es para
0 problema D7). Iniciamos com os dois lemas abaixo qae seres dos Lemas 2.7 e 2.8 para 0
caso cftico.

Lema 4.8. Seu € N & um ponto dtico de £, restritoa N/, enfiou & um ponto dtico de £,
emW,?(Q).

Lema 4.9. Seu & uma solugo do problemd D7) que troca de sinak — 1 vezes, efd £, (u) >

T

kmu.
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4.2.1 Demonstraéo do Teorema 1.6

A demonstrago segue as mesmas linhas da demor#irdo Teorema 1.1.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.6. Seja(u,) C N uma sedéncia tal que, (u,) — m7,.
Pelo pringpio variacional de Ekeland podemos supor qug,(u,)[. — 0. O Lema 4.5 nos
garante quen;, < 2/NSN/P, de modo que podemos aplicar o Lema 4.4 para garantir que, a menos
de uma subségncia,u,, — u € NJ. O mesmo argumento utilizando na prova do Teorema 1.1 e
os Lemas 4.8 e 4.9 implicam que a faog: (e tamt&m —u) & uma solugo do problem&D;) que

troca de sinal exatamente uma vez. Isso conclui a prova do teorema. |

4.2.2 Demonstraéo do Teorema 1.7

Para provar nosso resultado de multiplicidade vamos supor gue est fixado de forma que as
includes — Q\ Q" e — O} sAo equivadncias equivariantes de homotopia, em que, como
antes,

Q- ={z e Q:dist(z,00UQ") > r}.

Vamos supor tarrém queB,.(0) C €.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.7. Como, pelo Lema 4.6i1,,. € m, ttm o mesmo limite
quandou — 0, existep, > 0 tal que
My < 2my, (4.2.2)

sempre que: € (0, 11p). Vamos mostrar que o teorema vale para= min{ o, fio}, €M queLg
é dado pelo Lema 4.7. De acordo com o Teorema 4.3, temo8rgpe < 2/NSY/?. Assim, o
funcional £, restrito aV] satisfaz a cond#@p de Palais-Smale em todds@isc € [m],, 2m,, ).
Como £, & par, podemos aplicar o Teorema A.9 para oltecat NV, N Eﬁm‘”) parestu; de
pontos ctticos com

E, (*w;) <2m,, <4m, < 2my,

em que usamos (4.2.1) e o Lema 4.5. A desigualdade acima, a ﬁefi:lﬂ;{/(}’p((z)f, o0lLemaZ2.8
€ 0 mesmo argumento usando na demon&trap Teorema 1.1 mostram queé uma solugo de
(D7) que troca de sinal exatamente uma vez.

Resta somente mostrar que

Zy-caf N N EZ™r) > m-caby (2 )\ Q7). (4.2.2)
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Para tanto considere o seguinte diagrama
Q5 NT A EXmer 25 Qf
T w " r

emquey, = f(ut), a,(y) = v.(- —y) —v.(- —7y) ev, € N, g, (o) € uma fun@o radial e positiva

tal que £, 5. (o) = m,r. A escolha dey, & posével em vista do Teorema 4.3 e do fato de que
11(Q2) < p1(B-(0)). O Lema 4.7 e os mesmos argumentos usados da prova do Lema 2.9 mostram
que o diagrama estem definido e que a estimativa (4.2.2) se verifica. n

Usando o teorema provado acima e 0s mesmos argumentos da prova @oi€artb| podemos
provar o seguinte resultado de multiplicidade.

Corolério 4.10. Suponha qué) é sinetrico com rela@o a origem e qué ¢ 2. Suponha ainda
que existe uma aplicép contnua eimparyp : S¥-1 — Q. Ento existeu, € (0, 1,(Q)) tal que,
para todoyu € (0, u.), 0 problema

—Ayu = plul?u+ [uP" 2u emQ,
u=10 emos?,

tem pelo menod’ pares de solugesimpares que trocam de sinal exatamente uma vez.



APENDICE A

Apéendice

A.1 Principio variacional de Ekeland

O objetivo dessa sé@g & apresentar uma prova para o phoa variacional de Ekeland, que foi
largamente utilizado nesse trabalho. Temos como@réia lasica para essa set 0 artigo de
Ekeland [31]. Comegamos com o resultado abaixo.

Teorema A.1. Seja( X, d) um espaco g&trico completo & : X — RU {400} uma fun@o semi-
confnua inferiormente tal que(uy) < oo para algumu, € X. Sey € limitada inferiormente
enfio, para todo\ > 0 dado e toda: € X satisfazendo

-\ <
() _1§f<p+€,

existeu, € X tal qued(u,u,) < A,
p(uy) < p(u) (A.1.1)

90<U> > QO(UJ)\) - (6//\)d(U)\,u), (A12)

paratodou € X \ {u,}.

DEMONSTRACAO. Para simplificar a notép vamos denotak, (u,v) = (1/\)d(u,v). Defina em
X a seguinte ordem parcial

u<v <= pu) <p)—edy(u,v).

70
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Segue facilmente da defi@ig que essa ordemreflexiva, antisiratrica e transitiva, ist@, para
quaisquemn, v, w € X, vale

() u<u,
(i) seu <vewv <u,enBou=wv,
(i) seu<vev <w,endou < w.
Vamos definir uma sé@ncia de conjunto§S,,) C X da seguinte forma: faga = @,
Si={ue X :u<u},
e escolhai, € S tal quep(uy) < infg, ¢ + 2. Procedendo indutivamente definimos
Sp={ue X :u<u,},
e escolhemos,,; € S, tal quep(u,,1) < infg, ¢ + 557 Claramente temos que
S1 D08 D---D85,D---.

Além disso, cad#&,, & fechado. De fato, seja;) C S, tal quex; — =z € X. Temosy(z;) <
o(uy,) —edy(zj,u,), paratodg € N. Segue da semi-continuidade inferiorde da continuidade
ded que
o(x) < hjrgioglfgo(:cj) < p(up) — edx(z, uy),
e portantar € S,,.
Afirmamos que o dmetro deS,, tende a zero quando — oo. Para provar isso, sejac S,

um ponto arbitario. Da defini@o deS,, segue que

gp(x) < @(un) - 5d/\(377un)~

Por outro lado, come € S,,_;, a escolha de,, nos permite concluir que

9
elun) < () + o
Usando as duadtimas desigualdades obtemos
1
dy(z,uy,) < o paratodar € S, (A.1.3)

e portanto dians,, < 2!=", o que prova a afirmap.
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Obtemos assim uma sé@&ncia de conjuntos fechados e encaixad$g cujo diametro vai a
zero. Dessa forma, sabemos que existdaimou, € X tal quens® ,S,, = {u,}. Vamos mostrar
que o teorema vale para este A expresao (A.1.1) segue do fato de, € S; eu; = u. Dado
u # uy, Ao podemos ter < u, POIS Nesse caso o0 elemeni@ertenceria intersecgo de todos
0s.S,. Logo,

o(u) > p(uy) — edy(u, uy),
0 que prova (A.1.2). Finalmente, comg@ = u, podemos usar a desigualdade triangular e (A.1.3)

para obter
-1

d)\(ﬂa un) S Z u]+17u] < 22_]

Passando ao limite e usando que — u, quandon — oo, obtemos quel,(w,uy) < 1 ou,
equivalentementel(w, uy) < A. O teorema eétprovado. u

Suponha agora queX, || - ||) € um espaco de Banaclpe X — R & uma funéo diferencavel
no sentido de Fachet, istcg, para toda,, € X existe um funcional lineap’(uy) € X* (em que
X* €& o dual topdbgico deX) tal que

p(uo +u) = @(uo) + (' (uo), u) + 6(u)[u]

comd(u) — 0 quandolju| — 0. Dada uma furgo vy € C'(X,R) considere aC''-variedade
V ={u € X : ¢(u) = 0}. Estamos interessados em obter umaad@ido Teorema A.1 para a
restri@o |, do funcionaly a variedadé’. Por motivos &cnicos, vamos supor taim que0 é
valor regular de), istoé,v’(u) # 0 para todou € V.

Teorema A.2. SejaX um espaco de Banach,: X — R um funcional diferenével no sentido
de Frechet ey € C'(X,R). Suponha qu& = {u € X : ¥(u) = 0} # @, ¢¥'(u) # 0 para todo
u € V e quep|y é limitado inferiormente. E@b, para todou € V' satisfazendo

() < igfgo + &2,
existeu. € V e € Rtal que||u — u.|| < 2¢,

p(us) < p(u)

" (ue) — 09" (ue)|

o <e (A.1.4)
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Observag@o A.3. Uma conseténcia importante do teorema acingaseguinte: sejdu,) C V

€ uma segéncia minimizante, isté, o(u,) — ¢ = infy ¢ e denote pot|¢’(u)|. @ norma da
derivada dep|y no pontou € V. Enfio existe uma nova sa@ncia minimizanté¢a,,) C V' tal que
|lun — @, — 0 ew, &quase um ponto ttico, no sentido de qug/’ (i, )||. — 0. De fato, basta
lembrar que

/ —m / - /

" ()l = min [l (w) — 69" (u)]
e aplicar o resultado acima con), = max{1/n,c — ¢(u,)}. Além disso, note que sg, — u
enfio 0 mesmo ocorre paras,).

X*

Dedicamos o resto dessa &e@ demonstrego do Teorema A.2. Comecamos com 0 seguinte
lema de aalise funcional.

Lema A.4. Sejame > 0 e f,g € X* tais que
(g,u) > —<|lul| sempre que(f,u) = 0.
Entio existed € R tal que||f — Og|| . < e.

DEMONSTRACAO. Considere o conjunto
Fr={0f+ecw:0eR, we X", ||w]|x<1}.

Como o conjuntd f & convexo e fechado, temos dR¢ & fechado na topologia fracas{ X *, X).
Lembrando que a bola uaita deX* & o(X*, X)-compacta concimos quel’ & fechado nessa
topologia.

Tendo em vista a defirdp del” &€ suficiente mostrarmos quee I'. Suponha eido, por
contradi@o, quey ¢ I'. ComoI éo(X*, X)-fechado podemos usar o Teorema de Hahn-Banach
[16, Teorema 1.7] para obter um funcional linegtX ™, X)-confnuow* : X* — Rea € R tal
que

w(g) < a,

w*(h) > a, VYheT.

Uma vez quav* é o(X*, X)-confnua, existeu € X tal quew*(h) = (h,u) para todoh € X*.
Logo
(9,u) < @ (A.1.5)

(hyu) >a, Vhel.
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Usando a defin&o del’ podemos reescrever a desigualdade acima como sendo

O(f,uy >a+¢e sup (w,—u), VOeR.

[[wlx+<1

Mas o supremo acimaexatamentéu|| (veja [16, Coraério 1.4]) e portanto
0(f,u) > a+e|ull, YOcR. (A.1.6)

Comod é arbitério segue quéf,u) = 0 e portanto(g,u) > —el|ul|. Por outro lado, usando
(A.1.5) e (A.1.6) con¥ = 0 obtemos

<gau> <a< —&THUH,
0 queé um absurdo. O lema ésprovado. O
DEMONSTRACAO DO TEOREMA A.2: Definindo a fun@op : X — R U {+occ} por

o(u) seueV,

400  caso confario,

temos quep & semi-corihua inferiormente e limitada inferiormente. Aplicando o Teorema A.1
com a tfade(w, A, ) substitida por(w, 2¢, 2¢%) obtemosu. € X tal que||u — u.|| < 2¢, p(u.) <
p(u)e

B(u) > Plus) — ellue —ull, VueX.

Usando a defin&o dep e as hipteses do teorema conthos queu, € V,

plue) < (1) < inf o + &7

p(u) = p(ue) —ellue —ull, VueV. (A.1.7)

Afirmamos que altima desigualdade implica que
(@' (uz),u) > —¢||lul| sempre que(y’(u.),u) = 0. (A.1.8)

De fato, como(y)’(u.),u) = 0 e’(u.) # 0, podemos usar o Teorema da Faa¢mpicita para
obter uma curva : [0,7) — V tal que

u(0) =u. e u(0)=u. (A.1.9)
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A expresfo acima e (A.1.7) nos fornecem
p(u(t)) —¢u(0)) = —ellu) —u(0)[|, Vte(0,7).
Dividindo pott e fazenda — 0* obtemos, usando (A.1.9),
(' (ue),u) = —ellul.
Logo, (A.1.8) se verifica e (A.1.4) segue do Lema A.4. O teoren@mstvado. |

Finalizamos a s&p observando que Ekeland [31] provou o Teorema A.2 para uma classe mais
geral de ¥nculos do tipo

- (m W(o)) n (n v (o, oo>>>

em quey; € C*(X,R) e o conjunto{+!(u) : ¥;(u) = 0} & linearmente independente para todo
u € V. A demonstrago segue 0s mesmos passos da apresentada acima.

A.2 Principio de criticalidade simetrica

Seja(X, || - ||) em espaco normado(e um grupo topdbgico. Dizemos qué’ age emX se existe
uma aplicado contnua(g, u) — gu deG x X em X satisfazendo

0 (1,u)=u,
(i) (gh,u) = (g, hu),
(i) u+— gu € linear,

para toda: € X etodosg, h € GG. Dizemos qué&~ age isometricamente deu|| = ||u|| para todo
u € FE, g € G. Podemos considerar o espaco invariante éa @a@do por

Fiz(G) ={u € X : gu = u paratody € G}.

Suponha que o grup@ age isometricamente ef e quey € C'(X,R) & um funcionalG-
invariante, iste, p o g = ¢ paratodgy € GG. Sejau um ponto citico da restri@o deyp ao espago
invarianteFiz(G). O prindpio de criticalidade sifgtrica fornece cond@ges suficientes para que
seja um ponto dtico dey, ou seja, que’' (@) = 0 no dual topabgico X* de X.
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Teorema A.5 ([58]). Suponha queX & um espaco de Hilbert, que& age isometricamente e
e quey € C'(X,R), Ento, sep & G-invariante ea & um ponto dtico dey restrito a Fiz(G),
enfio u &€ um ponto dtico dep.

DEMONSTRACAO. Uma vez quep & G-invariante temos

- o plgu o) — p(gn)
{(¢'(gu),v) = lim ;
_ oy P tgTM0)) — o(90)
t—0 t
_ oy P ) — (@)
t—0 t

= (¢(a),g"v).

ComoG age isometricamente temos

(Veo(gu) |v) = (Ve(u) g~ 'v) = (gVe(u) |v),

em que(- | -) denota o produto interno ei. Da expresdo acima segue qU€y € G-invariante.
E claro que
gVe(u) = Vo(gu) = Vo(a)

e portantoVy(u) € Fiz(G). Assim, comou é ponto citico deg restritoa Fixz(G), temos
V(i) € Fiz(G) N Fiz(G)* = {0},
donde segue qu&é um ponto dtico de. N

Na demonstra@o acima usamos fortemente a estrutura de espaco de Hilbert. Contudo, em
muitas das aplicdies, o espaco funcional adequado para lidar com égs@&;um espaco de
SoboleviV1?, que rdoé um espaco de Hilbert a menos que 2. Portantog importante termos
um versio do pringpio acima para espagos mais gerais que espacos de Hilbert.

Considere ef@o (X, || - ||) um espago de Banach reflexivo satisfazendo a seguirnéeisip

dadof € X*, existe uminicou, € X tal que(f,uo) = |luol|* € || fllx- = [Juol|- (A.2.1)

Conforme observado em [52], espacos de Hilbert, espacos uniformemente convexos e espacos «
SoboleviV!?, com1 < p < oo, satisfazem a condip acima. Para tais espacos, vale o

Teorema A.6 ([52, Proposi@o 1]). Suponha qu& € um espaco de Banach reflexivo satisfazendo
(A.2.1), G age isometricamente e e p € C''(X,R). Enfio, sep & G-invariante ez € um ponto
critico dey restritoa Fiz(G), enfio o &€ um ponto dtico dep.
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DEMONSTRACAO. Observe inicialmente que o operador linedti) & G-invariante. Considerando

f = ¢/(u), sejauy € X dada pela hiptese (A.2.1), ist@, (¢ (1), up) = ||uol|* €|¢' ()] x+ =

l|uol|. E suficiente mostrarmos qug = 0. Para tanto, note que

(¢'(@), gu) = (¢'(a) o g, ) = (¢ (@), u0) = lluo||* = [lguol|?,

ell¢’'(@)|x+ = |luoll = |lguol|, paratodg; € G. Da unicidade de, segue queu, = u, para todo
g € G, istoé,uy € Fiz(G). Comou é ponto citico dey restritoa Fliz(G), 0 conjuntoFiz(G)

esh contido no aAcleo dey/ (). Logo0 = (¢'(@), uy) = |jug|| € o lema est provado. O

A.3 Teoria de Ljusternik-Schnirelmann

SejaX um espaco topélyico. Lembremos que um subconjuntaZ X € contétil em X se existe
uma deforma&o contnuaH : [0,1] x A — X tal que

H0,z) =z, H(l,x)= x4,

paratodar € A e algumz4 € X. Supondo agora qué é fechado, dizemos que a categoriadde
emX é igual ak se A pode ser coberto pdrconjuntos fechadod,, ... A; que §io contateis em
X ek & minimal com relago a essa propriedade. SEorexistir uma tal cobertura dizemos que a
categoria ded em X é igual a infinito. Vamos denotar por gdtd) a categoria del em X. No
caso em quel = X, escrevemos apenas Ca.

SeX é um espaco vetorial normadoleC X é fechado, limitado edo vazio eréio cak (A) =
1. De fato, para ver isso basta notar que boBs cnjuntos conaiteis em tais espagcos. Como
a esfer&s*~! ¢ R* naoé contéatil emR*, caty—:(SF~1) = 2. Para ver isso, basta tomds e
A, como send®&”*~! menos uma vizinha aberta e pequena dilepnorte e sul, respectivamente.
Em contrapartida, lembrando que a esfeéra X de uma espac¢o normado de dim@mnfinitaé
contiatil, temos ca(S) = 1. Conforme & foi citado na introduifo, seT* = R*/Z, & umk-toro,
pode-se mostrar [50] que gatT*) = k + 1.

De uma maneira geralao € tarefa &cil determinar a categoria de um dado conjusita X.
Contudo, as propriedades abaixo podem ser facilmente verificadas.

(c1) caty(A) > 0 ecat(A) = 0 se, e somente sd, = &,

(c2) seA C B, ento cak(A) < caty(B),
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(c3) caty (AU B) < caty(A)+ caty(B),
(c4) seh : X — X & um homeomorfismo ef cak (A) = caty(h(A)),

(c5) seA é compacto, elb cak(A) < oo e existe uma vizinhanca aberta de A tal que
caty(A) = caty (O).

As propriedades (c1)-(c3) seguem imediatamente da d&firde categoria. Para verificar
(c4) basta lembrar que homeomorfismos preservam propriedadedédicpsl A demonstrép
de propriedade (c5) pode ser encontrada em [68it@laf®, Proposigo 5.13].

Destacamos abaixo uma outra propriedade importante da categoria.

(c6) sen : [0,1] x A — X & coninua e tal que)(0, z) = x para todar € A, enfio cak(A) <
caty (1(1, A)).

Para provar (c6) consider@ = n(1, A) e suponha que catB) = k < co. Sejam(B;)~_,
conjuntos fechados e coateis emX que cobremB e (H;)*_, as deforma@es associadas. Clara-
mente, os conjuntos fechadds = n(1,-)"(B;), 1 < i < k, cobremA. Basta mostrar que cada
A; € contétil em X. Para tantog suficiente considerarmos as deforfes; corfinuasH; x 1 :

[0,1] x A; — X dadas por
n(2t, x) sel <t<1/2,
(H; +n)(x,t) =
H;(2t —1,m(1,2)) sel/2<t<1.

A categoria de Ljusternik-Schnirelmann nos fornece limites inferiores para uma classe de fun-

cionais limitados inferiormente, conforme estabelece o teorema abaixo.

Teorema A.7. SejaX um espacgo de Banachi/ ¢ X umaC*-variedade e/ € C*(X,R) um
funcional limitado inferiormente e/. Suponha qué satisfazPS). para todoc < d e considere
IY = {u € M : I(u) < d}. Eno o funcionall restrito a M tem pelo menosat(/?) pontos
criticosw tais quel (u) < d.

Nao vamos apresentar aqui a demonsioadp resultado acima. Para o caso em que a variedade
M é de class€'!! a demonstra@go mais simples que conhecemos pode ser encontrada em [73,
Teorema 5.20]. Nesse caso, a regularidade da variedade nos permite construir um campo pseud
gradiente e realizar deformags de maneira usual. No caso em guie¢ apenas de classe' a
demonstragoé bem mais complicada e as deforibeg §0 realizadas atrég de uma aplic&p do
principio variacional de Ekeland. Os detalhes podem ser encontrados em [4@r@otdl 7] (veja
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tambkem [69]), onde considera-se uma classe mais geral de funcionais definidd's\ariedades
de Finsler.

Observamos que as propriedades (c1)-(c5) descritas acima incluem a categoria de Ljusternik-
Schnirelmann como um caso particular de um conceito mais geral denoninthde(veja [68,
Capgtulo 2, Defini@o 5.9]). De fato, o teorema acima enuncid&ama verado bem particular
de um outro mais geral que pode ser encontrado em [68iul@2, Teorema 5.11] e que lida
com indices bem mais gerais. ad pretendemos aqui nos delongar no conceitindeee bem
como em suas propriedades e/ou resultados existentes. Discutimos somente uma espedializag
nocao usual de categoria que lida com espacos nos quais podemos introd@rdeagn grupo
topologico.

SejaG um grupo de Lie compacto. UE-espagcc um espaco topogico X munido de uma
G-aggo contnuaG x X — X, (g,z) — gz. A G-Orbita de um elemento € X & o conjunto
Gz = {gz : g € G}. Um subconjuntd C X & G-invariante s&~a C A paratoda € A.

Suponha agora que& age em doigs-espacosX e Y. UmaG-aplicagoé uma funéo contnua
f X — Y compaivel com as ages deG, istoé, f(gz) = gf(z) para todar € X, g € G.
DuasG-aplicages fy, f1 : X — Y sao G-homobpicas se existe uma apliég contnua o
[0,1]x X — Y tal queO(t, -) € umaG-aplicag@o paratodo € [0, 1] e, abm dissoP (0, x) = fo(z)
eO(l,z) = fi(z) paratodor € X.

A G-categoria de umé&'-aplica@o f : X — Y & o menor Amerok = G-caf( f) de subcon-
juntos abertos é&--invariantesXy, ..., X; de X que cobremX e que &m a seguinte propriedade:
para cada = 1, ..., k, existe um pontg; € Y e umaG-aplica@oc; : X; — Gy; C Y tal que a
restriao def a X; € G-homobpica av;. Se rao existe uma tal cobertura definim@scat f) = oo.

SeA C X éG-invariante e : A — X é ainclu§o, denotamos simplesmente

G-caty(A) = G-cat(t) e G-caf X ) = G-caty (X).

Observe que sel ¢ X e G = {ld} & o grupo trivial, erio G-caty(A) nada mais¥ do
que cak(A). Dessa forma, o conceito d&-categoria estende o de categoria de Ljusternik-
Schnirelmann. Devido a similaridade dos conceitos e dos resultados que se pode Gbter, a
categorigg muitas vezes referida conmicategoria equivariante de Ljusternik-Schnirelmann.

O resultado abaix@ uma consdigncia simples da defiriap e foi usado diversas vezes no
decorrer do trabalho.

LemaAS8. (i) Sef: X - Y eh:Y — Zsao aplicapesG-aplicagdes erdo

G-cath o f) < min{G-caf(f), G-cat(g) };
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(i) Sefo, f1 : X — Y sdoG-homobpicas, erio G-caf fy) = G-cat f,).

DEMONSTRACAO. Afim de verificar (i), suponha qué-cat ) = k < co. Enio existem abertos
G-invariantesXy, ..., X; que cobremX, pontosy,,...,y. € Y e G-aplicagesc; : X; —
Gy, tais quef|y, &€ G-homobpico aw;. Fixadoi € {1,...,k} considerez; = h(y;) e defina
a; + X; — Gz pora;(z) = h(ai(z)). Note inicialmente que, come;(xz) € Gy; e h € uma
G-aplica@o, h(a;(x)) € Gz; e portantor; est bem definida. Am disso, comey; e h sdo G-
aplica@es, 0 mesmo ocorre pafga. Afirmamos queh o f|x, € G-homobpico aq;. De fato,
seja®; : [0,1] x X; — Y a homotopia entrg|y, e o;. Definindo®; : [0,1] x X; — Z por

~

O;(t,z) = h(©,(t,x)), temos

©:(0,2) = h(©(0,2)) = (ho f)(x)
O:(1,2) = h(©;(1,2)) = (ho a;)(z) = &, (),
para todar € X;, 0 que mostra a afirmag. Segue eab que
G-catho f) < G-caf(f).

No caso em qué&-cat( f) = oo a desigualdade acin@trivialmente satisfeita. Argumentando de
maneira adloga mostra-se que

G-catho f) < G-cath),

0 que conclui a demonstrag do item ().
Para verificar (ii) suponha qué-cat(f;) = k£ < oo. SejamXj,..., X} conjuntos abertos
G-invariantes que cobrel, «; : X; — Gy; G-aplica@es tais quef;

x, € G-homobpico aq; e
©; : [0,1] x X; — Y as respectivas homotopias. Considere atdddo, 1] x X — Y a homotopia
entref, e f, e definad; : [0,1] x X; — Y por

O(2t,x) se) <t<1/2,
0;(2t—1,z) sel/2<t<1.

ComoO(t,-) e ©;(t, -) sdoG-aplicages para todo € [0, 1], 0 mesmo ocorre pa@,(t, -). Alem
disso,

~

0:(0,z) = O(0,z) = fo(z) eO;(1,2) = 0;(1, ) = a;(x),
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para todar € X;. Assim, conclimos quef,

x; € G-homobpico ac;, e portanto
G-cat(fy) < G-cat( f1).
SeG-caf f;) = oo a desigualdade acima tagrh se verifica. Argumentos alogos mostram que
G-caf(f1) < G-cal(fo).
e 0 lema est provado. O
Finalizamos apresentando a \@squivariante do Teorema A.7.

Teorema A.9. SejaX um espaco de Banach/ ¢ X umaC!-variedade siratrica com relado
a origem el € C'(X,R) um funcional par limitado inferiormente ed?. Suponha qué sat-
isfaz (PS). para todoc < d. Ento o funcionall restrito a M tem pelo menoZ,-cat(/?¢) pares
antipodais{u, —u} de pontos dticos tais que/ (+u) < d.

Apesar do teorema acima poder ser enunciado de uma maneira bem mais geral, optamos por
apresentar apenas a \@osparaZ,-categoria que foi utilizada no trabalho. Por isso exigimos
que o funcional seja par e a variedade sejaésiiwa com relago a origem. A demonstrap
segue as mesmas linhas da prova do Teorema A.7. No caso mais simples gmeqie classe
CY1, citamos tambm [28, Teorema 1.1] onde o resultagiprovado para o conceito mais geral
de categoria relativa. Para variedades de cléaSsalém do p citado livro de Ghoussoub [40],
destacamos o artigo de Szulkin [69] e 0 excelantereyde Ekeland e Ghoussoub [32, Caab
4.1].

A.4 Sediéncias minimizantes deS

Lembramos que sB C RY & um doninio limitado e\ > 0, denotamos por
S\(D) = § = inf {/ (IVul? + Auf?) dz : u € W2P(D), / P de — 1}
D D

a melhor constante da imé@sde SoboleV/)”(D) — L*"(D). E bem sabido qué ndo depende
de A\ nem do conjunt®, e quesS naoé atingido em subconjuntosgprios deR™.

Seja(u,) C W, (D) uma segéncia limitada. Passando a uma suliéegia se neceaso,
podemos supor que existe € W,”(D) tal queu, — u fracamente emiV,”(D) e u,, — u
fortemente emL’(RY), para todoy < # < p*. Contudo, como a ime&® W,” (D) — L (D)
naoé compacta, #I0 podemos assegurar conrgia forte en.?” (D). O aspecto quantitativo da
perda de compacidadedescrito pelo lema abaixo, devidd.L. Lions.
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Lema A.10 ([48, Lema I.1]). Seja(u,,) € D'P(RY) uma segéncia convergindo fracamente
parau emD'?(RY). Enfio existem duas medidas finitaoanegativas:, v € M(RY), um con-
junto no néximo enumeavel I, uma fanflia (z;);c; de pontos distintos efR", e duas seiggncias
(Vi)ier, (1:)ier contidas en{0, oo) tais que

V= |u|p* + Z Vi(sxi,

iel
p> |Vl + ) b,
icl
Hi = SVf/p*a
para todoi € I. Em particular,}",_, /" < co. Alem do mais, se(RY)"/?" > Su(RN)!/»
enBov = yd,, = v P/1C8u, para algumz, € RY ey > 0.

O resultado abaixo nos fornece uma propriedade importante da&nedas minimizantes para
S. Apesar ser largamente citado na literatuég encontramos nenhuma demonstcage modo
gue adaptamos aséihs de [65, Cora@lrio 3.7] para produzir a demonstéacbaixo.

Lema A.11. Seja(v,) C W,"(Q) tal que [, |[v,[""dz = 1 € |lv,||P — S. Ento existev €
W, *(Q) tal que, a menos de subs@mcia,v, — v fracamente eV, ” () e Vu,(z) — Vu(z)
g.t.p.x € Q.

DEMONSTRACAO. Como||v,||? — S temos quév,) & limitada emiV,”(Q). Assim, a menos de
subsedéncia,v,, — v fracamente eni/,”(Q) para alguma furiiov € W, ”(Q). Seja

Pt =1},

M= {ue W Q) /Q u

Pelo prinépio variacional de Ekeland podemos supor qug & uma (PS) sediéncia do funcional
¢ : M — R dado porp(u) = ||u

P, istoé, existe(f,,) C R tal que
— A0, + [0a P20, = Ol PP, — 0, em (WP ().

A expresfio acima implica que(v,,) — 6, — 0 e portantd,, — S. Definindow,, = HéN’p)/pzvn,
uma conta simples mostra que, ) & uma segéncia de Palais-Smale navel 1/NS"/? do fun-
cional E,- : W,(Q) — R definido por

P dz.

1 1
Bypfu) = / (Val? + fuP) do = / u
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Denotandaw(z) = SN-P/?*y(z) e tendo em vista a defirip dew,, & suficiente mostrar que
Vuw,(z) — Vw(z) g.t.p. emQ.

Como (w,) € limitada podemos usar o Teorema de Rellich-Kondrachov e o Lema A.10 para
obterw € W,"(Q), medidas positivag, v € M(Q), um conjunto no raximo enumeavel I,
{z;}ier C Q2 @ NOmerosy;, v; > 0 tais que

Wy — w fracamente eriil/, *(Q),
Wy, — W emL?(Q),1 < s < p*
wp(r) — w(x) g.t.p. em,

(A.4.1)
jwn|P” = v = |wP” + Z Vilg, fracamente e (€2),

2

[Vw, P = p > |VulP + > b, fracamente eni(),
el
i > SuPT ezieluf/p* < 00.
A demonstrago sea conclida com umaarie de passos.
Passo1: O conjuntol’ = {x;};c; € finito.

Considere;; > 0e¢ € C°(RY) tal qued < ¢ < 1, ¢(z) = 1 se|z| < 1/2 ep(z) = 0 se
|z| > 1. Paras > 0 pequeno defina

6(z) = go(z) = 6 (‘)

3

Como(yp.w,) & limitado emiV,*(Q) independente dg segue QUEE!. (w,), p-w,) — 0. Assim,

/ V. do — / wn
Q Q

em queo(1) denota uma quantidade que vai a zero quandai para infinito. Fazendo — co e
usando (A.4.1) obtemos

P, dr — / |wn|Pp. dr — / |V, [P~ 2w, (Vw, - V.) dr + o(1),
0 0

e du = [ pdv— / |w[Pp. dz — lim sup/ |V, [P~ w, (Vw, - V.) dr. (A.4.2)
0 0 0 0

n—oo

Afirmamos agora que

lim lim sup/ \Vw, [P~ 2w, (Vw, - Ve.) dr = 0. (A.4.3)
0

=0 pooo
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Suponha por ora que a afirngae verdadeira. Fazendo— 0 em (A.4.2), usando a afirmag
acima e o Teorema da Convérgia Dominada obtemos

= p{z;} = ;.

Uma vez que:; > Suf/p* conclimos quey; > SN/, Como) uf/”* < oo 0 conjunto/ tem que
ser finito. Afim de verificar (A.4.3) note que, se denotarmos,

I = / \Vw, [P~ ?w, (Vw, - Vo.) dz
Q

temos que

(r=1)/p 1/p
el < [ 19w ool do< ([ 1vwras) ([ epivera)
Q Q Be(z;)

Usando a limitago de(w,,) e a expres®s acima vem
1/p
limsup|l,,.| < C (/ lwP| Ve P dx)
B:(z;)

1/N
) Ve Y da:)
B:(z;)

(o) ()
= ([ ) (e (22 o)
(o) (

/N
|wl? dx) / Vo (x)|Y dx) — 0,
B:(z;) B1(0)

Passo02: SeK C Q\ T & compacto edbw, — uemLP (K).

IN

C

Bs -'Ez

= C

quandcs — 0.

ComoK & compacto & é finito temos qué = dist(K,I") > 0. Sejad < e < d ey € C*(QQ)
talqued <y <1, =1emK,;, = {x € Q:dist(z, K) <e/2} ey =0emQ \ K.. Temos

/ lw, [P dz <
K

Umavez quesupp C K. e K. NI = & temos

iimsup [ u,pdr < [wav= [olpde= [ opde< [ ol
n—oo K Q e} K. K.

.
Pdr =




APENDICE A e APENDICE 85

Fazenda — 0 e usando o Teorema da Conv@ngia Dominada concdimos que

n—oo

lim sup/ lw, [P dz < / lw|P” d. (A.4.4)
K K
Uma vez quev,, — u fracamente no espago uniformemente convekq K ) temos

/|w|p*dx§liminf/ |w,, [P d.
K n—ee JK

Da expresgo acima e de (A.4.4) segue que — w emL? (K).
Passo03: SeK C Q\ I' € compacto edb Vw, — Vw em(LP(K))V.

Sejal < e < =distK,I") ey e Cgr(2\INtalqued <y <1, =1lemK ey =0em
Q\ K.j5. Comoh : RN — R, h(z) = |z| e estritamente convexa temos

0 < (|[Vwa|P*Vw, — [VuP>Vw) - V(w, — w) = Py().
Assim,
P, P
0 < /K . (x) do < /Q () do
= / (IVw,[P¥ — [Vw, [P~ (Vw, - Vw)) da (A.4.5)
0
+/ |Vw[P~2 (Vw - V(w — wy,)) 1 dz.

Q
Como(E!.(wy),w) — 0 temos
/ IVw, [P~2(Vw, - Vw)y dz + / IVw, [P~2(Vw, - V)w dz

Q Q

+ / |w, [P 2w, wip da — / [w, [P 2w, wip dr = o(1).
Q 0

Alem disso, uma vez queu,) & limitada emivy * (), temos tambm que( E.,. (w,), Yw, ) — 0,
isto &,

/ |Vw, Py dx + / |Vw, [P~ (Vw, - Vi)w, dz + / |w,,|Py Az — / lw, [P 1) da = o(1).
0 0 Q Q

Substituindo as duadltimas igualdade em (A.4.5) e lembrando quge — w fracamente em
Wy (Q), obtemos

0< / P,(z) dx < Ci(n) 4+ Co(n) + C3(n) + o(1), (A.4.6)
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com
Ci(n) = / Vw,|[P~2 (Vw, - Vi) (w — w,) dr,

P20, (W, — w)tp d.

Cy /|wn|p 2wy (w —wy) dz,  Cs(n

Afirmamos que quelim C;(n) = 0 parai = 1,2, 3. Aflm de verificar essa afirmag note
inicialmente que, pela desigualdade dédér, temos

(r=1)/p
G| < 1V [ 190, = wlde < (90l ([ 190,P 8] o =l
Q Q

A expres&o acima, a limitago de(w,,) e (A.4.1) implicam qu&’; (n) — 0. De maneira aoga
mostra-se qué’s(n) — 0. Para estima€’s(n), lembre que supp C K. ,, € portanto

!%mﬂéﬁw

Comoe < dist(K,I'), podemos usar o Passo 2 e proceder como acima para concldit @ue—
0.

— *_
Py, — w|dr < ]wn]]zp*(lg)’wn - w|Lp*(K8/2).

Uma vez que”;(n) — 0 quandon — oo, segue de (A.4.6) que

lim [ ([Vw,[""*Vw, — |Vw|'*Vw) - V(w, — w) dz = 0. (A.4.7)

n—oo

Afim de concluir o Passo 3 lembramos que

M,|la —b?, sep>2

|a—b|?
My asmnes, Sel<p <2,

<w%%—ﬂw*w«a—@2{
para quaisquet, b € RY (veja [66], pg. 210). S > 2, a desigualdade acima e (A.4.7) implicam
que

lim M, \an Vwl? dz = 0.

n—oo

Sel < p < 2temos

|Vw, — Vw|?
lim M, dx = 0. A.4.8
e x (|Vw| + |Vw,|)>? z=0 ( )
Portanto, usando élder, conclimos que
|V (wn — w)]?
/ V(w, —w)[P dv = /K N ETRILE —i72 (Vwl + [V, |)P2P)/2 gy

|an_VUJ|2 p/2 / (2-p)/2
= d Vw,, Yvuwl)? d
B (/K (IVw| + |[Vw,|)>? L K(’ wy| + |[Vw|)P dr
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A desigualdade acima, a limitag de(w,,) e (A.4.8) implicam que

lim [ |Vw, — Vw[Pdz =0

n—oo K

e portanto o Passo 3 fica demonstrado.

Passo4: A menos de subségncia,Vw,(z) — Vw(z) g.t.p. emq.
A verificagdo dessdiltimo passceé uma consdigncia imediata do Passo 3 e de um processo
diagonal. Com isso condimos a demonstrao do lema. u
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