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“‘ OLÁ , GUARDADOR de rebanhos,
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RESUMO

O objetivo desse trabalhóe investigar o ńumero de soluç̃oes que trocam de sinal exatamente uma

vez para algumas classes de problemas elı́pticos quasilineares com simetria. Consideramos três

tipos de problemas: subcrı́ticos em doḿınio limitado ou em todo oRN , e um problema crı́tico em

doḿınio limitado. Em todos eles, o número de soluç̃oesé relacionado com a topologia equivariante

de algum conjunto apropriado. As principais ferramentas utilizadas são Métodos Variacionais e

Teoria Equivariante de Ljusternik-Schnirelmann.
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ABSTRACT

The objective of this work is to investigate the number of solutions which change sign exactly once

for some classes of quasilinear elliptic problems. We consider three type of problems: subcritical

in a bounded domain or in the whole spaceRN , and a critical problem in a bounded domain. In all

of them, the number of solutions is related with the equivariant topology of some suitable set. The

main tools utilized are Variational Methods and Equivariant Ljusternik-Schnirelmann Theory.
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2 Equaç̃ao quasilinear subcŕıtica 14
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A.1 Prinćıpio variacional de Ekeland . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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CAPÍTULO 1

Introduç ão

Em muitos problemas de equações diferenciais somos levados a resolver uma equação do tipo

F(u) = 0,

em que a possı́vel soluç̃aou pertencèa uma classe admissı́vel de funç̃oes contidas em um espaço de

BanachX. Como muitas vezes a funçãoF é ñao linear, v́arios ḿetodos foram desenvolvidos para

resolver a equação acima: prinćıpios de contraç̃ao, ḿetodos de ponto fixo, grau de Leray-Schauder,

método de Galerkin, teoria de Morse, teoremas de função impĺıcita, ḿetodos variacionais, dentre

outros. Nesse trabalho, estamos interessados em estudar o caso em queF(u) = I ′(u) para algum

funcionalI definido em um espaço de BanachX. Nessa classe de problemas, que chamamos de

variacional, o objetivo de encontrar soluções se reduz̀a possibilidade de obter pontos crı́ticos para

o funcionalI. A teoria de Pontos Crı́ticos consiste de uma coleção de resultados que estabelece

condiç̃oes suficientes para a existência de pontos crı́ticos para o funcionalI.

Devido à vastid̃ao da literatura em teoria de Pontos Crı́ticos, ñao podemos apresentar aqui

uma lista completa de referências. Apesar da teoria ter se consolidado noúltimo śeculo, ñao

podemos deixar de destacar que as suas bases remontam aos trabalhos de Heron de Alexandria

(aproximadamente 100 dC), baseados no princı́pio aristot́elico de esforço minimal da natureza.

Desde ent̃ao, as id́eias b́asicas e o desenvolvimento da teoria tem contado com a participação de

mateḿaticos ilustres como Fermat [34], John Bernoulli [14], Euler [33], Hilbert [43, 44], Morse

[53], dentre outros. Mais recentemente, poderı́amos destacar os artigos de Schwartz [64], Palais e

Smale [59], Ambrosetti e Rabinowitz [4], e Benci e Rabinowitz [13].
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A ferramenta que vamos utilizar aqui para obter pontos crı́ticos é a teoria de Ljusternik-

Schnirelmann. Lembramos que seX é um espaço topológico eA ⊂ X é um subconjunto fechado,

definimos a categoria deA emX, catX(A), como sendo o menor número de fechados contráteis

emX que cobrem o conjuntoA. A motivaç̃ao para a introduç̃ao desse conceitóe que ele fornece

estimativas inferiores para o número de pontos crı́ticos de uma funç̃ao. Mais precisamente, seM

é uma variedade diferenciável fechada ef é uma funç̃ao diferencíavel definida emM que pos-

sui certas propriedades de compacidade, então o ńumero de pontos crı́ticos def é pelo menos

catM(M) = cat(M).

O conceito acima foi introduzido por Ljusternik [49] que considerou funcionais de classeC2

definidos em variedades de dimensão finita. As id́eias iniciais foram desenvolvidas por Ljusternik

e Schnirelmann em [50, 51], onde os autores exploraram propriedades de topologia combinatória

para estimar a categoria de algumas variedades usuais. Por exemplo, seM = M1 × · · ·Mk é o

produto dek variedades compactas, então catM(M) ≥ k + 1. No caso particular do toroTk ⊂
Rk+1, queé o produto dek ćırculos unit́arios, devemos ter catTk(Tk) ≥ k + 1. Eles verificaram

tamb́em a desigualdade mais simples catTk(Tk) ≤ k +1, concluindo assim que catTk(Tk) = k +1.

Uma importante extensão da teoria foi feita por Schwartz [64], que considerou o caso de va-

riedades de dimensão infinita. Como havia necessidade de se recuperar a compacidade perdida

pela infinitude da dimensão, Schwartz se valeu de uma importante condição introduzida por Palais

e Smale [59] no estudo da não menos importante teoria de Morse. A extensão de variedades de

Hilbert para variedades de Banach por meio de estruturas de Finsleré devidàa Palais [57]. Desta-

camos ainda que importantes contribuições foram dadas também por Browder [19], Krasnoselskii

[45] e Vainberg [72]. Depois desses trabalhos pioneiros, muitos outros avanços e generalizações

se incorporaram̀a teoria. Destacamos somente aqueles mais relevantes para o nosso trabalho, a

saber os de Reeken [61], Szulkin [69, 70] e, Clapp e Puppe [28].

O principal ponto desse trabalhoé estudar como a teoria de Ljusternik-Schnirelmann aliadaà

presença de simetrias afeta o número de soluç̃oes de certas classes de problemas elı́pticos. Como

motivaç̃ao importante, enunciamos abaixo um dos primeiros resultados nessa direção, que foi

provado no artigo de Ljusternik e Schnirelmann [50]:

Teorema. SeI ∈ C1(RN ,R) é par, ent̃ao I restrito à esferaSN−1 tem pelo menosN pares de

pontos cŕıticos distintos.

Note que, apesar de catSN−1(SN−1) = 2, o resultado acima nos garante a existência deN pares

de pontos cŕıticos, e ñao somente de 2. Isso nos leva a crer que quanto mais simetria tivermos em
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nosso problema, maioŕe o ńumero de soluç̃oes que podemos encontrar. Considere entãoX um

espaço de Banach,G um grupo de transformações deX emX, eI ∈ C1(X,R). Dizemos que o

funcionalI é invariante sob a ação deG seI(gu) = I(u), para todog ∈ G eu ∈ X. No teorema

acima, o funcionaĺe invariante sob a ação do grupoZ2 = {−Id, Id}, que age naturalmente sob a

esferaSN−1. Muitos mateḿaticos introduziram ferramentas para medir a quantidade de simetria

de subconjuntos invariantes porG. O conceito que usamos aquié a categoria equivariante de

Ljusternik-Schnirelmann, quée a extens̃ao natural da categoria usual sob a presença de simetrias.

Nos problemas que vamos tratar, estamos interessados em obter multiplicidade de soluções que

trocam de sinal para três problemas distintos. Com isso, buscamos abordar vários aspectos dos

problemas elı́pticos atuais, tais como: problemas de minimização, problemas subcrı́ticos, quest̃oes

de perda de compacidade devidoà criticalidade de certas imersões de Sobolev èa ñao limitaç̃ao

do doḿınio.

Afim de explicar melhor os problemas e os resultados obtidos, dividimos o restante dessa

introduç̃ao em tr̂es seç̃oes. Cada uma delas descreve um tipo de problema e apresenta os resultados

que ser̃ao discutidos nos próximos tr̂es caṕıtulos. O trabalho conta ainda com um Apêndice, onde

introduzimos o conceito de categoria equivariante, apresentamos alguns resultados clássicos de

métodos variacionais e um resultado técnico.

1.1 Equaç̃ao quasilinear subcŕıtica

O primeiro problema que vamos estudaré uma equaç̃ao quasilinear com expoente subcrı́tico e

condiç̃oes de Dirichlet. Mais especificamente, consideramos o problema

(Dq)




−∆pu + |u|p−2u = |u|q−2u emΩ,

u = 0 em∂Ω,

ondeΩ ⊂ RN é um doḿınio limitado e suave,∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operadorp-Laplaciano,

1 < p < N e o expoenteq é subcŕıtico, istoé,p < q < p∗ = pN/(N − p).

Estamos inicialmente interessados em buscar soluções fracas para(Dq). Por soluç̃ao fraca,

entendemos uma funçãou ∈ W 1,p
0 (Ω) que verifica

∫

Ω

(|∇u|p−2∇u · ∇φ + |u|p−2uφ) dx =

∫

Ω

|u|q−2uφ dx, ∀ φ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Afim de obter tais soluç̃oes, note que a equação em(Dq) nada maiśe do que a equação de
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Euler-Lagrange do funcionalEq : W 1,p
0 (Ω) → R definido por

Eq(u) =
1

p

∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) dx− 1

q

∫

Ω

|u|q dx.

Como a imers̃aoW 1,p
0 ↪→ Lq(Ω) é cont́ınua, sabemos que o funcionalEq est́a bem definido. Aĺem

disso,Eq ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R) com derivada dada por

〈E ′
q(u), φ〉 =

∫

Ω

(|∇u|p−2∇u · ∇φ + |u|p−2uφ− |u|q−2uφ
)

dx, ∀ u, φ ∈ W 1,p
0 (Ω).

A express̃ao acima mostra que as soluções fracas do problema(Dq) são exatamente os pontos

cŕıticos deEq, isto é, as funç̃oesu ∈ W 1,p
0 (Ω) tais queE ′

q(u) = 0. Argumentos cĺassicos de

regularidade mostram que, seu é uma soluç̃ao fraca de(Dq), ent̃ao u ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω). Uma

região nodalde u é uma componente conexa de um dos conjuntos{x ∈ Ω : u(x) > 0} ou

{x ∈ Ω : u(x) < 0}. Dizemos queu é umasoluç̃ao nodalse ela troca de sinal emΩ. Neste caso

temos pelo menos uma região nodal ondeu é positiva e pelo menos outra ondeu é negativa.

Vamos buscar soluções para(Dq) por meio da teoria de Pontos Crı́ticos. Dessa forma, será

necesśario realizar deformaç̃oes de conjuntos de nı́vel do funcionalEq. A possibilidade de realizar

tais deformaç̃oes est́a intimamente ligadàa exiĝencia de algum tipo de compacidade para o fun-

cional. Durante todo esse trabalho vamos utilizar a famosa condição de Palais-Smale. Lembramos

ent̃ao que, seX é um espaço de Banach,I ∈ C1(E,R) e c ∈ R, dizemos que o funcionalI

satisfaz acondiç̃ao de Palais-Smale no nı́vel c se toda seq̈uência(un) ⊂ X tal queI(un) → c e

‖I ′(un)‖X∗ → 0 possui uma subseqüência convergente.

Comop < q < p∗ eΩ é limitado, a imers̃ao de SobolevW 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) é compacta. Logo,

nãoé dif́ıcil verificar (veja Lema 2.2) que o funcionalEq satisfaz a condiç̃ao de Palais-Smale em

todos os ńıveis. Além do mais, pode-se verificar queEq satisfaz as condiç̃oes geoḿetricas do

Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz [4]. Assim, o problema(Dq)

possui pelo menos duas soluções, uma positiva e outra negativa. Mais ainda, como o funcional

Eq é par, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha com Simetria [4] para obter infinitas

soluç̃oes para(Dq). Neste caso, ñao podemos precisar o número de regĩoes nodais de tais soluções.

Em um artigo recente, Bartsch [6] provou que o problema(Dq), parap = 2, possui infinitas

soluç̃oes nodais. Contudo, ele também ñao obt́em informaç̃oes sobre o ńumero de regĩoes nodais

das soluç̃oes.

Estamos interessados aqui em relacionar a topologia do domı́nio Ω com o ńumero de soluç̃oes

de(Dq) que possuem no ḿaximo duas regiões nodais. O ponto de partida de tal estudoé o artigo

de Benci e Cerami [10], onde os autores mostram que, parap = 2 e q suficientemente próximo
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de2∗, o problema(Dq) tem pelo menos cat(Ω) soluç̃oes positivas. Depois desse trabalho, outros

autores estudaram o problema de multiplicidade de soluções para(Dq) em termos da topologia de

Ω. Citamos, por exemplo, [12, 23, 11] para problemas subcrı́ticos, e [62, 46, 73] para problemas

com expoente crı́tico. Todos esses trabalhos lidam somente com o caso semilinearp = 2. Ao que

nos parece, óunico trabalho nessa linha que trata o caso quasilinearé o artigo de Alves e Ding [2],

onde os autores estudaram o problema crı́tico.

Em todos os trabalhos acima citados, os autores buscavam soluções positivas de(Dq). Uma vez

queé sabido que o problema possui infinitas soluções que trocam de sinal,é natural perguntarmos

se existe alguma relação entre a topologia deΩ e o ńumero de soluç̃oes nodais. Motivados por

essa questão e pelo trabalho de Castro e Clapp [21], estamos interessados em obter soluções que

trocam de sinal exatamente uma vez, istoé, soluç̃oesu tais queΩ \ u−1(0) tem exatamente duas

componentes conexas,u é positiva em uma delas e negativa na outra. Chamaremos tais soluções

desoluç̃oes nodais minimais. Afim de obt̂e-las seguimos [21] e supomos que o domı́nio Ω satisfaz

a seguinte condiç̃ao de simetria

(H) existeτ ∈ O(N) tal queτ 6= Id, τ 2 = Id e τ(Ω) = Ω,

em queO(N) denota o conjunto das transformações lineares ortogonais deRN emRN . Assim,

estudamos o problema

(Dτ
q )





−∆pu + |u|p−2u = |u|q−2u emΩ,

u(τx) = −u(x) para todox ∈ Ω,

u = 0 em∂Ω.

Observe que qualquer solução ñao trivial de(Dτ
q ) troca de sinal. Como uma consequência relati-

vamente simples da simetria do domı́nio, provamos inicialmente o seguinte resultado de existência

de soluç̃oes nodais minimais.

Teorema 1.1.Suponha que(H) vale. Ent̃ao, para todoq ∈ (p, p∗), o problema(Dτ
q ) tem pelo

menos um par de soluções que trocam de sinal exatamente uma vez.

O resultado acima foi provado, no caso semilinearp = 2, por Castro, Cossio e Neuberger em

[22]. Nesse trabalho eles consideraram não-linearidades mais gerais do que|u|p−2u e ñao exigiram

nenhum tipo de simetria para o domı́nio Ω. Recentemente, Bartsch e Weth [8] complementaram

os resultados de [22] provando que a solução obtida teḿındice de Morse igual a 2. Como esses

dois trabalhos utilizam a estrutura Hilbertiana do espaçoW 1,2
0 (Ω), suas id́eias ñao se aplicam ao

problema(Dτ
q ). Dessa forma, o Teorema 1.1 estende os resultados de existência de [22, 8].



SEÇÃO 1.1 • EQUAÇÃO QUASILINEAR SUBCR ÍTICA 6

O Teorema 1.1 também complementa o resultado de existência de [21], onde os autores con-

sideraram o problema semilinear crı́tico

−∆u = µu + |u|2∗−2u, u ∈ W 1,2
0 (Ω), u(τx) = −u(x) emΩ,

e obtiveram o mesmo resultado desde queµ > 0 fosse menor que o primeiro autovalor do Lapla-

ciano. Tomando vantagem da simetria deΩ eles tamb́em estudaram a relação entre a topologia do

doḿınio e o ńumero de soluç̃oes nodais minimais (veja Seção 1.3 onde explicamos melhor e es-

tendemos os resultados de [21]). Nosso próximo resultado mostra que o mesmo fenômeno ocorre

para o problema(Dτ
q ), desde que o expoenteq seja suficiente próximo do expoente crı́tico p∗.

Teorema 1.2.Suponha que(H) vale. Ent̃ao existeq∗ ∈ (p, p∗) tal que, para todoq ∈ (q∗, p∗), o

problema(Dτ
q ) tem pelo menosτ -catΩ(Ω \ Ωτ ) pares de soluç̃oes que trocam de sinal exatamente

uma vez.

Aqui, Ωτ = {x ∈ Ω : τx = x} é o conjunto dos pontos deΩ que s̃ao fixados pela involuç̃aoτ ,

eτ -caté aGτ -categoria equivariante de Ljusternik-Schnirelmann para o grupoGτ = {Id, τ} (veja

Seç̃ao A.3). Existem algumas situações onde a categoria equivarianteé maior do que a categoria

usual. O exemplo clássicoé a esfera unitáriaSN−1 ⊂ RN com a aç̃ao antipodalτ = −Id. Neste

caso, cat(SN−1) = 2 enquantoτ -cat(SN−1) = N . Assim, como conseqüência simples do Teorema

1.2 e do Teorema de Borsuk-Ulam, obtemos um resultado de multiplicidade para a seguinte classe

de doḿınios.

Corolário 1.1. Suponha queΩ é siḿetrico com relaç̃aoà origem e que0 6∈ Ω. Suponha ainda que

existe uma aplicaç̃ao cont́ınua eı́mparϕ : SN−1 → Ω. Ent̃ao existeq∗ ∈ (p, p∗) tal que, para todo

q ∈ (q∗, p∗), o problema(Dq) tem pelo menosN pares de soluç̃oesı́mpares que trocam de sinal

exatamente uma vez.

Antes de finalizar a seção gostaŕıamos de destacar que os resultados de multiplicidade acima

são novos mesmo no casop = 2. Notamos tamb́em que a ñao linearidade dop-Laplaciano, que

torna os ćalculos mais complicados,é compensada pela homogeneidade do problema. Finalmente

mencionamos que, quando a condição de simetria(H) nãoé satisfeita, obtemos um resultado que

estende o de [10, Teorema B] para o caso quasilinear. Neste caso, relacionamos o número de

soluç̃oes positivas com a categoria usual de Ljusternik-Schnirelmann deΩ (veja Teorema 2.11).
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1.2 Equaç̃ao de Schr̈odinger quasilinear subcŕıtica

O nosso pŕoximo objetivoé obter resultados de existência e multiplicidade para uma equação

Schr̈odinger ñao linear. Antes de apresentar o problema vamos discutir um pouco alguns resultados

conhecidos. Iniciamos citando Floer e Weinstein [35] que estudaram a equação

i~ψt = − ~
2

2m
ψxx + V (x)ψ + γ|ψ|2ψ, (t, x) ∈ R+ × R

com o potencialV limitado e tendox = 0 como ponto cŕıtico não degenerado. Paraγ > 0 e~ > 0

suficientemente pequeno, os autores usaram um método de reduç̃ao do tipo Lyapunov-Schmidt

para obter uma solução da forma

ψ(x, t) = exp(−iEt/~)u(x). (1.2.1)

Posteriomente, Oh [54, 55] estendeu os resultados de [35] para dimensões maiores considerando a

equaç̃ao

i~ψt = − ~
2

2m
∆ψ + V (x)ψ − γ|ψ|q−2ψ, (t, x) ∈ R+ × R (1.2.2)

com2 < q < 2∗. Para o potencialV , Oh sup̂os que existiaa ∈ R tal queE < a, V (x) ≡ a ou

V (x) > a para todox ∈ RN e aĺem disso(V (x)− a)−1/2 era uma funç̃ao de Lipschitz.

O primeiro autor a usar ḿetodos variacionais para estudar a equação de Schr̈odinger foi Ra-

binowitz em [60]. Para descrever os resultados lá obtidos notamos que, substituindo (1.2.1) em

(1.2.2), vemos que a funçãou satisfaz a seguinte equação eĺıptica

−~
2

2
∆u + (V (x)− E)u = |u|q−2u emRN .

Fazendo a mudança de variáveisy = ~−1x e trocandoy porx, a equaç̃ao acima se transforma em

−∆u + b(x)u = |u|q−2u emRN , (1.2.3)

ondeb(x) = 2(V (~x) − E). Supondo queb(x) ≥ b0 > 0, o problema acima tem uma estrutura

variacional e o espaço natural para buscar soluçõeséY = {u ∈ W 1,2(RN) :
∫
RN b(x)u2 dx < ∞}.

O principal problemáe que o doḿınioRN nãoé limitado. Assim, a imers̃aoY ↪→ Lq(RN) nãoé

compacta e o funcional associado pode não satisfazer a condição de Palais-Smale. Para contornar

esta dificuldade, Rabinowitz considerou potenciais coercivos, istoé,

lim
|x|→∞

b(x) = ∞,
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e mostrou que, nestas condições, a equaç̃ao possui uma solução ñao trivial. Foi observado pos-

teriormente por Omana e Willem [56] e Costa [29] que, de fato, a condição acima implica que a

imers̃aoY ↪→ Lq(RN) é compacta.

Estamos interessados aqui em estudar uma classe de equações de Schr̈odinger quasilineares em

que o potencial pode não ser coercivo. Considere então o problema

(Sλ,q)




−∆pu + (λa(x) + 1)|u|p−2u = |u|q−2u emRN ,

u ∈ W 1,p(RN),

em que2 ≤ p < N , p < q < p∗ eλ > 0 é um par̂ametro positivo. Para o potencial vamos utilizar

as hiṕoteses introduzidas por Bartsch e Wang em [7], onde os autores estudaram o problema acima

com a funç̃aoa satisfazendo

(A1) a ∈ C(RN ,R) é ñao-negativa,Ω = int a−1(0) é um conjunto ñao vazio com fronteira suave

eΩ = a−1(0).

(A2) existeM0 > 0 tal que

L ({x ∈ RN : a(x) ≤ M0}
)

< ∞,

ondeL é a medida de Lebesgue emRN .

Observe que a condição(A2) é satisfeita sempre que

lim inf
|x|→∞

a(x) > 0,

e portantobλ(x) = (λa(x) + 1) pode ñao ser coercivo.

O espaço natural para trabalharmosé

X =

{
u ∈ W 1,p(RN) :

∫

RN

a(x)|u|p dx < ∞
}

,

no qual definimos o funcionalIλ,q : X → R dado por

Iλ,q(u) =
1

p

∫

RN

(|∇u|p + (λa(x) + 1)|u|p) dx− 1

q

∫

RN

|u|q dx.

Bartsch e Wang consideraram somente o caso semilinearp = 2 e mostraram que, para valores

grandes deλ, o problema(Sλ,q) tem pelo menos uma solução positivau0, queé tamb́em uma

soluç̃ao de energia ḿınima, istoé,

Iλ,q(u0) = inf {Iλ,q(u) : u é uma soluç̃ao ñao trivial de(Sλ,q)} .
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Suponha agora queu ∈ X ∩ C(RN) é uma soluç̃ao de(Sλ,q). Comoa ≡ 0 emΩ, temos que

−∆pu + |u|p−2u = |u|q−2u em Ω,

que é exatamente a equação do problema(Dq). Com base nisto, Bartsch e Wang obtiveram o

seguinte resultado de concentração: sep = 2, λn → ∞ e (uλn) é uma seq̈uência de soluç̃oes de

energia ḿınima de(Sλn,q), ent̃ao existe uma subseqüência de(uλn) que converge, emW 1,p(RN),

para uma funç̃ao u ∈ W 1,p
0 (Ω), com u sendo uma solução positiva do problema de Dirichlet

(Dq). Dessa maneira, o problema(Dq) é uma esṕecie de problema limite de(Sλ,q). Lembrando

que Benci e Cerami provaram que o problema(Dq) possui pelo menos cat(Ω) soluç̃oes positivas

quandoq est́a pŕoximo de2∗, Bartsch e Wang obtiveram o mesmo tipo de resultado para o problema

(Sλ,q).

Motivados pelos resultados acima, e pelo Teorema 1.2 da seção anterior, nos perguntamos se os

mesmos fen̂omenos ocorrem se consideramos um problema quasilinear com simetria e buscarmos

soluç̃oes nodais minimais. Assim, estudamos o seguinte problema:

(Sτ
λ,q)





−∆pu + (λa(x) + 1)|u|p−2u = |u|q−2u emRN ,

u(τx) = −u(x) para todox ∈ RN ,

u ∈ W 1,p(RN),

comλ > 0, 2 ≤ p < N , p < q < p∗, e τ ∈ O(N) satisfazendoτ 6= Id e τ 2 = Id. O potenciala

satisfaz(A1), (A2) e é invariante porτ , isto é,

(A3) a(τx) = a(x) para todox ∈ RN .

Note que a condiç̃ao acima, juntamente com(A2), implicam queτ(Ω) = Ω, e portanto a condiç̃ao

de simetria(H) introduzida na seç̃ao anterioŕe automaticamente satisfeita.

Afim de superar a falta de compacidade da imersão X ↪→ Lq(RN), usamos id́eias contidas

nos trabalhos [7, 1] para obter uma condição de Palais-Smale local que depende do parâmetroλ

(veja Proposiç̃ao 3.3). Com a ajuda dessa compacidade, provamos inicialmente um resultado de

exist̂encia de soluç̃oes nodais minimais.

Teorema 1.3.Suponha que(A1)-(A3) valem. Ent̃ao existeΛ0 = Λ0(q) > 0 tal que, para todo

λ ≥ Λ0, o problema(Sτ
λ,q) tem pelo menos um par de soluções que trocam de sinal exatamente

uma vez.
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A demonstraç̃ao do resultado acima consiste em minimizar o funcionalIλ,q restrito à uma

subvariedade apropriada deX, e depois estabelecer uma relação entre o ńumero de regĩoes nodais

de um ponto cŕıtico u com sua energiaIλ,q(u). Da mesma maneira que em [7], o problema com

simetria(Dτ
q ) age como um problema limite de(Sτ

λ,q). Assim, o seguinte resultado de concentração

vale.

Teorema 1.4.Seja(λn) ⊂ R tal queλn →∞ quandon →∞ e (un) uma seq̈uência de soluç̃oes

do problema(Sτ
λn,q) tal queIλn,q(un) é limitado. Ent̃ao, a menos de uma subseqüência,un → u

forte emW 1,p(RN) comu sendo uma soluç̃ao do problema(Dτ
q ).

Adaptando algumas idéias da demonstração de Teorema 1.2, somos capazes de relacionar o

número de soluç̃oes nodais minimais de(Sτ
λ,q) com a categoria equivariante deΩ. Mais especifi-

camente, obtemos o seguinte resultado de multiplicidade de soluções.

Teorema 1.5.Suponha que(A1)-(A3) valem,Ω é limitado e sejaΩτ = {x ∈ Ω : τx = x}. Ent̃ao

existeq∗ ∈ (p, p∗) com a seguinte propriedade: para cadaq ∈ (q∗, p∗), existe um ńumeroΛ(q) > 0

tal que, para todoλ ≥ Λ(q), o problema(Sτ
λ,q) tem pelo menosτ -catΩ(Ω \ Ωτ ) pares de soluç̃oes

nodais minimais.

Observamos que os resultados acima são novos mesmo no casop = 2. Como na seç̃ao ante-

rior, podemos provar uma versão do Coroĺario 1.1 para o problema(Sτ
λ,q) (veja Coroĺario 3.16).

Explicitamos finalmente que, no Teorema 1.4 acima, não somos capazes de garantir que a solução

limite troca de sinal exatamente uma vez. De fato, se tomarmosun = 0, vemos que a solução

limite pode inclusive ser identicamente nula. Contudo, quando a seqüência de soluç̃oes(un) é

dada pelo Teorema 1.3 ou pelo Teorema 1.5, somos capazes de provar que a solução limiteu dada

pelo Teorema 1.4́e uma soluç̃ao nodal minimal de(Dτ
q ) (veja Coroĺario 3.17). Todos os nossos

resultados referentesà equaç̃ao de Schr̈odinger podem tamb́em ser encontrados no artigo [37].

Em [26] Clapp e Ding consideraram o problema

−∆u + λa(x)u = µu + |u|2∗−2u, u ∈ W 1,2(RN), u(τx) = −u(x) emRN

e provaram, para valores positivos e pequenos deµ, resultados de existência, concentração e mul-

tiplicidade de soluç̃oes nodais minimais. Recentemente, tais resultados foram estendidos para

o operadorp-Laplaciano em [3]. Nossos resultados complementam os de [26, 3] visto que tra-

balhamos com o expoente subcrı́tico. Eles tamb́em complementam os resultados de [7] onde os

autores buscaram, parap = 2, soluç̃oes positivas. Finalmente, destacamos que nossas idéias per-

mitem, sem hiṕoteses de simetria, buscar soluções positivas de(Sλ,q). Dessa forma, estendemos

todos os resultados de [7] para o caso quasilinear2 ≤ p < N (veja Teoremas 3.9, 3.11 e 3.18).
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1.3 Equaç̃ao quasilinear cŕıtica

No Caṕıtulo 4 consideramos a seguinte equação cŕıtica

(Dµ)




−∆pu = µ|u|q−2u + |u|p∗−2u emΩ,

u = 0 em∂Ω,

ondeΩ ⊂ RN é um doḿınio limitado e suave,1 < p < N , p ≤ q < p∗ eµ > 0.

O ponto de partida para o estudo do problema acimaé o famoso trabalho de Brézis e Nirenberg

[18] onde os autores estudaram o casop = q = 2 e mostraram que a existência de soluç̃ao positiva

para(Dµ) est́a relacionada com a maneira como o parâmetroµ interage com o primeiro autovalor

µ1(Ω) do operador−∆p emW 1,p
0 (Ω), definido por

µ1(Ω) = inf

{∫

Ω

|∇u|p dx : u ∈ W 1,p
0 (Ω),

∫

Ω

|u|p dx = 1

}
. (1.3.1)

Mais especificamente eles mostraram que, sep = q = 2, ent̃ao o problema(Dµ) possui pelo

menos uma solução positiva desde queN ≥ 4 e0 < µ < µ1(Ω) ouN = 3 eµ < µ < µ1(Ω), onde

µ é um certo ńumero positivo. Eles também provaram que a segunda condição acimáe ótima, no

sentido de que, seN = 3 eΩ é uma bola, então ñao existe soluç̃ao positiva de(Dµ) quandoµ ≤ µ.

O que torna o problema(Dµ) delicadoé a falta de compacidade da imersão de Sobolev

W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp∗(Ω). Essa falta de compacidade traz dificuldades na verificação da condiç̃ao

de Palais-Smale para o funcional associadoEµ : W 1,p
0 (Ω) → R dado por

Eµ(u) =
1

p

∫

Ω

|∇u|p dx− µ

q

∫

Ω

|u|q dx− 1

p∗

∫

Ω

|u|p∗ dx.

De fato, se denotarmos porS a melhor constante de Sobolev da imersão acima citada, pode-se

construir (veja [42, Teorema 3.5]), para cadak ∈ N \ {0}, uma seq̈uência(uk
n) ⊂ W 1,p

0 (Ω) tal

queEµ(uk
n) → k

N
SN/p, ‖E ′

µ(uk
n)‖(W 1,p

0 (Ω))∗ → 0, mas(uk
n) não possui nenhuma subseqüência

convergente. Assim, a condição de Palais-Smale falha em todos os nı́veis da formak
N

SN/p. Um

dos pontos chaves do trabalho de Brézis e Nirenberg foi mostrar que, apesar dos problemas acima,

o funcionalEµ satisfaz a condiç̃ao de Palais-Smale em todos os nı́veis menores que o primeiro

nı́vel cŕıtico 1
N

SN/p. Usando essa compacidade local e estimativas precisas dos nı́veis de min-max

do funcional, eles foram capazes de obter soluções positivas do problema(Dµ).

Após o trabalho de Brezis e Nirenberg, muitos outros autores estudaram o problema(Dµ), de

modo que seria impossı́vel apresentar aqui uma lista completa dos resultados. Assim, citaremos
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apenas os trabalhos que estão diretamente relacionados com os resultados que obtemos. Iniciamos

destacando que em [38] Garcia Azorero e Peral Alonso estenderam parte dos resultados de [18]

para op-Laplaciano e mostraram que sep = q, p2 ≤ N eµ ∈ (0, µ1(Ω)), ent̃ao(Dµ) possui uma

soluç̃ao positiva. Em [39], entre outros resultados, os mesmos autores provaram que sep2 ≤ N ,

q ∈ (p, p∗) eµ > 0, ent̃ao(Dµ) possui uma soluç̃ao ñao trivial , ñao necessariamente positiva (veja

tamb́em [42]).

No nosso caso, estamos interessados em obter soluções nodais para o problema(Dµ). O

primeiro resultado nessa direção é devidoà Cerami, Solimini e Struwe [24], que consideraram

o casop = q = 2 e mostraram a existência de um par de soluções nodais, desde queN ≥ 6 e

µ ∈ (0, µ1(Ω)). Resultados similares foram obtidos por Zhang [75] e Tarantello [71]. Afim de

obter soluç̃oes nodais para o nosso problema, vamos proceder como antes e supor que o domı́nio

Ω satisfaz a condiç̃ao de simetria(H). Dessa forma, estudamos o problema com simetria

(Dτ
µ)





−∆pu = µ|u|q−2u + |u|p∗−2u emΩ,

u(τx) = −u(x) para todox ∈ Ω,

u = 0 em∂Ω.

ondeΩ ⊂ RN é um doḿınio limitado e suave,p2 ≤ N , p ≤ q < p∗ eµ > 0.

O problema acima foi introduzido por Castro e Clapp [21] no caso em quep = q = 2. Eles

obtiveram resultados de existência e multiplicidade de soluções nodais minimais. Nosso primeiro

resultado está relacionado com a existência de soluç̃oes.

Teorema 1.6.Suponha que(H) vale. Ent̃ao, para todoµ ∈ (0, µ1(Ω)), o problema(Dτ
µ) tem pelo

menos um par de soluções que trocam de sinal exatamente uma vez.

O resultado acima estende o de [21, Teorema 1] em dois sentidos: primeiro porque considera-

mos o operadorp-Laplaciano e segundo porque permitimos que a homogeneidade da perturbação

µ|u|q−2u seja diferente dep. Ele tamb́em complementa os resultados obtidos em [24, 75, 71].

Em seguida, consideramos a questão de multiplicidade de soluções. Antes de apresentar nosso

resultado, gostarı́amos de destacar três artigos de multiplicidade de soluções positivas para(Dµ)

que foram importante no nosso estudo. Os dois primeiros são os trabalhos de Rey [62] e Lazzo

[46], onde os autores consideraram o casop = q = 2 e obtiveram cat(Ω) soluç̃oes positivas para

µ positivo e suficientemente pequeno. Tais resultados foram estendidos para op-Laplaciano por

Alves e Ding [2]. Nesséultimo trabalho os autores permitiram que o expoenteq fosse qualquer

número do intervalo[p, p∗).
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No que concernèa multiplicidade de soluç̃oes nodais citamos novamente [24], onde infinitas

soluç̃oes nodais radiais foram obtidas quandoΩ é uma bola centrada na origem,p = q = 2,

N ≥ 7 e µ ∈ (0, µ1(Ω)). Para doḿınios com algum tipo de simetria Fortunato e Jannelli [36]

mostraram a existência de soluç̃oes com energia arbitrariamente grande parap = q = 2, N ≥ 4 e

µ > 0. Contudo, tais soluç̃oes trocam de sinal muitas vezes. Posteriormente, Castro e Clapp [21]

relacionaram o ńumero de soluç̃oes nodais minimais de(Dτ
µ) com a categoria equivariante deΩ.

No nosso trabalho estendemos esseúltimo resultado para o operadorp-Laplaciano e provamos o

seguinte teorema.

Teorema 1.7.Suponha que(H) vale. Ent̃ao existeµ∗ ∈ (0, µ1(Ω)) tal que, para todoµ ∈ (0, µ∗),

o problema(Dτ
µ) tem pelo menosτ -catΩ(Ω\Ωτ ) pares de soluç̃oes que trocam de sinal exatamente

uma vez.

Destacamos que em todos os trabalhos sobre soluções nodais acima citados os autores consi-

deraramp = q = 2. Usando algumas idéias contidas no trabalho de Alves e Ding [2] permitimos

que o expoenteq seja qualquer ńumero do intervalo[p, p∗). Dessa forma, os Teoremas 1.6 e 1.7

acima s̃ao novos mesmo no caso semilinearp = 2. Além disso, eles complementam o artigo [2],

que trata apenas de soluções positivas. Como nas seções anteriores, somos também capazes de

provar uma vers̃ao do Coroĺario 1.1 para o problema(Dτ
µ) (veja Coroĺario 4.10).



CAPÍTULO 2

Equação quasilinear subcŕıtica

Nesse caṕıtulo estudamos o problema

(Dτ
q )





−∆pu + |u|p−2u = |u|q−2u emΩ,

u(τx) = −u(x) para todox ∈ Ω,

u = 0 em∂Ω,

ondeΩ ⊂ RN é um doḿınio limitado e suave,1 < p < N , p < q < p∗ e o doḿınio Ω satisfaz a

seguinte condiç̃ao de simetria

(H) existeτ ∈ O(N) tal queτ 6= Id, τ 2 = Id e τ(Ω) = Ω.

Provamos os seguintes resultados:

Teorema 1.1. Suponha que(H) vale. Ent̃ao, para todoq ∈ (p, p∗), o problema(Dτ
q ) tem pelo

menos um par de soluções que trocam de sinal exatamente uma vez.

Teorema 1.2.Suponha que(H) vale. Ent̃ao existeq∗ ∈ (p, p∗) tal que, para todoq ∈ (q∗, p∗), o

problema(Dτ
q ) tem pelo menosτ -catΩ(Ω \ Ωτ ) pares de soluç̃oes que trocam de sinal exatamente

uma vez.

Corolário 1.1. Suponha queΩ é siḿetrico com relaç̃ao à origem e que0 6∈ Ω. Suponha ainda que

existe uma aplicaç̃ao cont́ınua eı́mparϕ : SN−1 → Ω. Ent̃ao existeq∗ ∈ (p, p∗) tal que, para todo

q ∈ (q∗, p∗), o problema(Dq) tem pelo menosN pares de soluç̃oes nodais minimaiśımpares.

14
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2.1 Notaç̃oes e alguns resultados técnicos

Durante todo o transcorrer desse capı́tulo denotamos por‖ · ‖Ω a norma

‖u‖Ω =

{∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) dx

}1/p

definida no espaço de SobolevW 1,p
0 (Ω). Dado1 ≤ s ≤ ∞, indicamos por|u|s,Ω a Ls(Ω)-norma

de uma funç̃aou ∈ Ls(Ω).

Começamos observando que a involuçãoτ dada pela hiṕotese(H) induz uma aç̃ao emW 1,p
0 (Ω),

que denotamos ainda porτ , da seguinte forma: para cadau ∈ W 1,p
0 (Ω) definimosτu ∈ W 1,p

0 (Ω)

por

(τu)(x) = −u(τx). (2.1.1)

Segue imediatamente da definição acima queτ : W 1,p
0 (Ω) → W 1,p

0 (Ω) é linear e satisfazτ 2(u) =

u, istoé,τ é uma involuç̃ao emW 1,p
0 (Ω). O subespaço dos elementos fixados pela açãoé indicado

porW 1,p
0 (Ω)τ , isto é,

W 1,p
0 (Ω)τ = {u ∈ W 1,p

0 (Ω) : τu = u}.

Como estamos interessados em usar métodos variacionais, observamos inicialmente que a

primeira equaç̃ao em(Dτ
q ) é a equaç̃ao de Euler-Lagrange do funcionalEq,Ω : W 1,p

0 (Ω) → R
dado por

Eq,Ω(u) =
1

p

∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) dx− 1

q

∫

Ω

|u|q dx.

As imers̃oes de Sobolev mostram que o funcional acima está bem definido,Eq,Ω ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R)

e seus pontos crı́ticos, a menos da condição de simetria, correspondemàs soluç̃oes fracas de(Dτ
q ).

Com o intuito de obter tais pontos crı́ticos vamos considerar a variedade de Nehari associada ao

funcionalEq,Ω, dada por

Nq,Ω =
{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) \ {0} : 〈E ′
q,Ω(u), u〉 = 0

}

=
{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) \ {0} : ‖u‖p
Ω = |u|qq,Ω

}
.

Observe agora que a condição de simetria em(Dτ
q ) é equivalente a dizer que a soluçãou est́a

no espaço invarianteW 1,p
0 (Ω)τ . Logo,é natural considerarmos a variedade de Nehariτ -invariante

N τ
q,Ω = {u ∈ Nq,Ω : τu = u} = Nq,Ω ∩W 1,p

0 (Ω)τ .
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Sempre queu ∈ Nq,Ω temos

Eq,Ω(u) =

(
1

p
− 1

q

)
‖u‖p

Ω,

e portanto o funcionalEq,Ω é limitado inferiormente emNq,Ω (e tamb́em emN τ
q,Ω). Assim, faz

sentido considerar os seguintes problemas de minimização

mq,Ω = inf
u∈Nq,Ω

Eq,Ω(u) e mτ
q,Ω = inf

u∈N τ
q,Ω

Eq,Ω(u). (2.1.2)

Naturalmentemτ
q ≥ 0. Mais especificamente, vale o seguinte resultado.

Lema 2.1. Suponha quep < q < p∗. Ent̃ao existerq,Ω > 0 tal que

‖u‖Ω ≥ rq,Ω,

para todou ∈ N τ
q,Ω. Em particularmτ

q,Ω > 0.

DEMONSTRAÇÃO. ComoW 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), existeC > 0 tal que, para todou ∈ Nq,Ω,

‖u‖p
Ω = |u|qq,Ω ≤ C‖u‖q

Ω,

e portanto1 ≤ C‖u‖q−p
Ω . É suficiente ent̃ao fazerrq,Ω = C1/(p−q).

Dado um doḿınio τ -invarianteD ⊂ RN definimos‖ · ‖D, Eq,D, Nq,D, N τ
q,D, mq,D e mτ

q,D de

maneira ańaloga, mas tomando as integrais sobre o conjuntoD ao inv́es deΩ. Sempre que omi-

tirmos a refer̂encia ao conjunto nas notações acima, estamos supondo queD = Ω. Considerando

Br(0) = {x ∈ RN : |x| < r} e com o intuito de ñao carregar a notação, usaremos somente

mq,r e mτ
q,r para denotarmq,Br(0) e mτ

q,Br(0), respectivamente. Destacamos finalmente que, em

todo o transcorrer desse trabalho e sempre que não causar confusão, vamos omitir a variável de

integraç̃ao. Dessa forma, escrevemos somente
∫
D u para indicar

∫
D u(x)dx.

É bem sabido que para utilizar teoria de pontos crı́ticos exigimos sempre que o funcional com

o qual estamos lidando satisfaça alguma condição de compacidade. Neste capı́tulo, e tamb́em nos

outros que se seguem, vamos utilizar a bem conhecida condição de Palais-Smale. Lembramos

ent̃ao que seE é um espaço de Banach,M ⊂ E é umaC1,1-variedade ec ∈ R, dizemos que o fun-

cionalI ∈ C1(M,R) satisfaz a condiç̃ao de Palais-Smale no nı́vel c, que denotamos simplesmente

por (PS)c, se toda seq̈uência(un) ⊂ E tal queI(un) → c e I ′(un) → 0 possui uma subseqüência

convergente.

Para o nosso funcionalEq temos o seguinte resultado de compacidade.
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Lema 2.2. O funcionalEq restrito àN τ
q satisfaz a condiç̃ao de Palais-Smale em todos os nı́veis.

DEMONSTRAÇÃO. Note inicialmente que, se‖E ′
q(u)‖∗ denota a norma da derivada do funcional

Eq restritoàN τ
q , ent̃ao

‖E ′
q(u)‖∗ = min

θ∈R

∥∥E ′
q(u)− θJ ′q(u)

∥∥
(W 1,p

0 (Ω)τ )∗

em que(W 1,p
0 (Ω)τ )∗ é o espaço dual deW 1,p

0 (Ω)τ eJq : W 1,p
0 (Ω)τ → R é dado por

Jq(u) = ‖u‖p − |u|qq.

Seja ent̃ao(un) ⊂ N τ
q tal queEq(un) → c ∈ R e‖E ′

q(un)‖∗ → 0. Segue da observação acima

que existe(θn) ⊂ R tal que

E ′
q(un)− θnJ

′
q(un) → 0 em(W 1,p

0 (Ω))∗. (2.1.3)

Observe que, comoEq(un) = (1/p − 1/q)‖un‖p → c, a seq̈uência(un) é limitada emW 1,p
0 (Ω).

Lembrando que(un) ⊂ N τ
q , obtemos

〈J ′q(un), un〉 = p

∫

Ω

(|∇un|p−2∇un · ∇un − |un|p−2unun

)− q

∫

Ω

|un|q−2unun

= p‖u‖p − q|un|qq = (p− q)‖un‖p < 0,

e portanto, da limitaç̃ao de(un), podemos supor que〈J ′q(un), un〉 → l ≤ 0. Sel = 0 a express̃ao

acima implicaria que‖un‖ → 0, contrariando o Lema 2.1. Logol < 0 e deduzimos de (2.1.3) que

θn → 0, isto é,E ′
q(un) → 0 em(W 1,p

0 (Ω)τ )∗. O resultado segue agora de um argumento padrão,

visto que a imers̃aoW 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) é compacta.

2.1.1 Algumas propriedades demq emτ
q

Nessa subseção apresentamos algumas propriedades dos mı́nimos definidos em (2.1.2) que serão

importantes no futuro. O primeiro resultado estabelece a relação entre esses mı́nimos.

Lema 2.3. Para todop < q < p∗ temos que2mq ≤ mτ
q .

DEMONSTRAÇÃO. Sejau ∈ N τ
q . Comoτu = u e tendo em vista a definição (2.1.1), sabemos que

seu é positiva emA ⊂ Ω, ent̃aou tem que ser negativa emτ(A). Usando esse fato e a expressão

(2.1.1) novamente, concluı́mos que
∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) = 2

∫

Ω

(|∇u±|p + |u±|p)
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e ∫

Ω

|u|q = 2

∫

Ω

|u±|q,

em queu± = max{±u, 0}. Segue das igualdades acima queu+, u− ∈ Nq. Assim

Eq(u) = Eq(u
+) + Eq(u

−) ≥ 2mq,

donde segue o resultado.

Dado um doḿınio limitadoD ⊂ RN , denotamos porS a melhor constante da imersãoW 1,p
0 (D) ↪→

Lp∗(D) dada por

S(D) = S = inf

{∫

D
(|∇u|p + |u|p) : u ∈ W 1,p

0 (D), |u|p∗,D = 1

}
.

Lembramos queS não depende do conjuntoD e ñaoé atingido a menos queD = RN . Vamos usar

a estrutura da variedade de NehariNq para estabelecer uma relação entremp∗,D e S. Para tanto,

seja

ΣD =
{
u ∈ W 1,p

0 (D) : ‖u‖D = 1
}

a esfera unit́aria deW 1,p
0 (D) e considereu ∈ ΣD. Dadoα > 0 ep < q ≤ p∗ temos

‖αu‖p
D = αp‖u‖p

D = αp e |αu|qq,D = αq|u|qq,D.

Igualando as expressões acima concluı́mos que a aplicação

ψq,D : ΣD → Nq,D, ψq,D(u) = |u|q/(p−q)
q,D u (2.1.4)

define um homeomorfismo entreΣD eNq,D. Segue então que

Nmp∗,D = inf
u∈Np∗,D

‖u‖p
D

= inf
u∈ΣD

‖ψp∗,D(u)‖p
D = inf

u∈ΣD

‖u‖p
D

|u|Np∗,D
= inf

u∈W 1,p
0 (D)\{0}

(
‖u‖p

D
|u|pp∗,D

)N/p

=

(
inf

u∈W 1,p
0 (D)\{0}

‖u‖p
D

|u|pp∗,D

)N/p

= SN/p.

Conclúımos assim que, da mesma maneira queS, o ı́nfimo mp∗,D não depende do conjunto

D. Naturalmente, o mesmo não ocorre commq,D seq 6= p∗. Contudo, taiśınfimos possuem uma

independ̂encia assint́otica, conforme estabelece o próximo lema.
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Lema 2.4 ([10, Lema 4.1]).Para todo doḿınio limitadoD ⊂ RN temos

lim
q→p∗

mq,D = mp∗,D =
1

N
SN/p.

DEMONSTRAÇÃO. Afim de provar o lema vamos definir, parap < q ≤ p∗, o seguinte problema

de minimizaç̃ao

m̃q,D = inf

{∫

D
(|∇u|p + |u|p) : u ∈ W 1,p

0 (D),

∫

D
|u|q = 1

}

= inf
{ ∫

D(|∇u|p+|u|p)

|u|pq,D
: u ∈ W 1,p

0 (D) \ {0}
}

.

Denotando porÑq,D = {u ∈ W 1,p
0 (D) :

∫
D |u|q = 1}, podemos proceder como acima e mostrar

que

Φq,D : Ñq,D → Nq,D, Φq,D(u) = ‖u‖p/(q−p)
D u

define um difeomorfismo entre as variedadesÑq,D eNq,D. Assim,

(
1

p
− 1

q

)−1

mq,D = inf
u∈Nq,D

‖u‖p
D = inf

u∈Ñq,D
‖Φq,D(u)‖p

D

= inf
u∈Ñq,D

‖u‖p
D‖u‖p2/(q−p)

D = inf
u∈Ñq,D

‖u‖pq/(q−p)
D

=

(
inf

u∈Ñq,D
‖u‖p

D

)q/(q−p)

= m̃
q/(q−p)
q,D ,

donde segue que

mq,D =

(
q − p

pq

)
m̃

q/(q−p)
q,D . (2.1.5)

Tendo em vista a relação acima,́e suficiente mostrarmos quẽmq,D → S quandoq → p∗. Para

tanto note que, sep ≤ s < t ≤ p∗ eu ∈ W 1,p
0 (D), ent̃ao

|u|s,D ≤ L(D)(t−s)/st|u|t,D,

donde se conclui que

∫
D(|∇u|p + |u|p)

|u|ps,D
≥ L(D)−p(t−s)/st

(∫
D(|∇u|p + |u|p)

|u|pt,D

)
.

Aplicando a desigualdade acima com(s, t) = (q, p∗) e (s, t) = (p, q), respectivamente, obtemos

L(D)−p(p∗−q)/qp∗S ≤ m̃q,D ≤ L(D)(q−p)/qm̃p,D.
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Seja agoraa = lim infq→p∗ m̃q,D e A = lim supq→p∗ m̃q,D. Da express̃ao acima segue quea e

A são finitos ea ≥ S. Precisamos mostrar que

a = S = A.

Suponha, por contradição, quea > S. Nesse caso, tomandoε ∈ (0, a − S), podemos usar a

definiç̃ao deS para encontraru0 ∈ W 1,p
0 (D) tal que

∫
D(|∇u0|p + |u0|p)

|u0|pp∗,D
< S +

ε

2
.

Por outro lado, pela continuidade da aplicaçãoq 7→ |u0|q,D, existeq0 ∈ (p, p∗) tal que
∣∣∣∣∣

∫
D(|∇u0|p + |u0|p)

|u0|pq,D
−

∫
D(|∇u0|p + |u0|p)

|u0|pp∗,D

∣∣∣∣∣ <
ε

2
,

sempre queq ∈ (q0, p
∗). As duaśultimas desigualdades implicam que, para todoq ∈ (q0, p

∗)

m̃q,D ≤
∫
D(|∇u0|p + |u0|p)

|u0|pq,D
<

∫
D(|∇u0|p + |u0|p)

|u0|pp∗,D
+

ε

2
< S +

ε

2
< a,

contradizendo a definição dea. De maneira ańaloga se prova queA = S, o que conclui a

demonstraç̃ao do lema.

2.1.2 A funç̃ao baricentro

Parar > 0 definimos o conjunto

Ω+
r = {x ∈ RN : dist(x, Ω) < r} (2.1.6)

e a funç̃ao baricentroβq : W 1,p
0 (Ω) \ {0} → RN fazendo

βq(u) =

∫

RN

|u|qx dx
∫

RN

|u|q dx

.

Conforme veremos, o lema abaixoé ponto chave para a demonstração do Teorema 1.2. O

objetivo dessa subseçãoé apresentar uma prova para o mesmo.

Lema 2.5. Dado r > 0 existeq0 = q0(r) ∈ (p, p∗) tal que, para todoq ∈ (q0, p
∗), temos que

βq(u) ∈ Ω+
r , sempre queu ∈ Nq eEq(u) ≤ mq,r.
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Antes de prosseguir vamos fazer alguns comentários sobre esse resultado. Em [10], Benci-

Cerami consideraram o problema(Dq), no caso semilinearp = 2, fazendo o estudo do seguinte

problema de minimizaç̃ao:

m̃q = inf
u∈Ñq

∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2)

em queÑq é a variedadẽNq,Ω definida na prova do Lema 2.4. Como conseqüência do teorema de

compacidade global de Struwe [68, Proposição 2.1], existe umε ∈ (0, 1) tal que

β̃q

(
u

|u|2∗
)
∈ Ω+

r , sempre que

∫
Ω
(|∇u|2 + |u|2)

|u|22∗
≤ S + ε,

onde

β̃q(u) =

∫
RN |∇u|2x dx∫
RN |∇u|2 dx

.

Utilizando a informaç̃ao acima, Benci e Cerami obtiveram̃q0 = q̃0(r) tal que

β̃q(u) ∈ Ω+
r , sempre queu ∈ Ñq e

∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2) ≤ m̃q,r,

para todoq ∈ (q̃0, 2
∗).

De acordo com (2.1.5), para todo2 < q ≤ 2∗ temos que

mq =
q − 2

2q
m̃q/(q−2)

q .

Em [7, Lema 3.2], Bartsch e Wang enunciaram o Lema 2.5 (para o casop = 2), afirmando que a

demonstraç̃ao segue da relação acima e do resultado de Benci e Cerami. Ao que nos aparece, a

afirmaç̃ao de Bartsch e Wang não é totalmente correta, visto que ela seria suficiente para provar

uma vers̃ao do Lema 2.5 com a função baricentro do tipõβq, e ñaoβq. De fato, conforme ficará

claro no futuro, para o resultado de multiplicidade em domı́nios limitados a escolha da função

baricentro como sendoβq ou β̃q é irrelevante, pois a argumentação final funciona com ambas as

funções. Contudo, para o problema noRN (que seŕa tratado no capı́tulo seguinte)́e fundamental

trabalharmos com a funçãoβq, que envolve somente a normaLq.

As observaç̃oes acima nos motivaram a apresentar uma nova demonstração do Lema 2.5. O

argumento utilizadóe um pouco diferente daquele contido em Benci e Cerami e também ñao usa

reescalonamentos, como sugerem Bartsch e Wang. Os lemas de concentração de compacidade são

a ferramenta fundamental a ser utilizada.

Desde os trabalhos de P.L.Lions em [47, 48], o método de concentração de compacidade tem

sido largamente utilizados por vários autores para compensar problemas de falta de compaci-

dade. Os dois trabalhos acima citados podem ser grosseiramente divididos em dois tipos de resul-

tado: perda de compacidade devido ao “comportamento no infinito” ou devidoà “fenômenos de



SEÇÃO 2.1 • NOTAÇÕES E ALGUNS RESULTADOS TÉCNICOS 22

concentraç̃ao”. Posteriormente, alguns autores buscaram resultados que tratassem as duas possibi-

lidades em uḿunico enunciado. Podemos citar Bianchi, Chabrowsi e Szulkin [15] e Ben-Naoum,

Troestle e Willem [9] como primeiros autores a implementar tal projeto.

Afim de provar o Lema 2.5 vamos precisar de um resultado auxiliar que caminha na direção

acima. Ele foi provado no caso particularp = 2, qn ≡ 2∗ por Willem [73, Lema 1.40]. A

vers̃ao que apresentamos aqui, bem como sua demonstração, foi inspirada nesséultimo trabalho e

tamb́em pelo de Smets [67, Lema 2.1 e Observação 2.2], onde o autor considera o caso1 < p < N ,

qn ≡ p∗ e permite o aparecimento de um pontencialV que pode ser singular. Antes de apresentar

o resultado, vamos introduzir algumas notações. Denotamos porM(RN) o espaço de Banach das

medidas de Radon finitas sobreRN equipado com a norma

ω = sup
φ∈C0(RN ),|φ|∞≤1

|ω(φ)|.

Dizemos que uma seqüência(ωn) ⊂M(RN) converge fracamente paraω emM(RN) seωn(φ) →
ω(φ) para todaφ ∈ C0(RN). Pelo Teorema de Banach-Alaoglu toda seqüência limitada(ωn) ⊂
M(RN) possui uma subseqüência fracamente convergente.

Lema 2.6. Seja(qn) ⊂ [p, p∗] uma seq̈uência ñao-decrescente tal queqn → p∗. Seja(un) ⊂
W 1,p(RN) satisfazendo

un ⇀ u fracamente emD1,p(RN),

|∇(un − u)|p ⇀ ω fracamente emM(RN),

|un − u|qn ⇀ ν fracamente emM(RN),

un(x) → u(x) q.t.p.x ∈ RN ,

∇un(x) → ∇u(x) q.t.p.x ∈ RN ,

(2.1.7)

e defina

ω∞ = lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫

|x|>R

|∇un|p, ν∞ = lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫

|x|>R

|un|qn .

Então

ν p/p∗ ≤ S−1 ω , (2.1.8)

lim sup
n→∞

|∇un|pp,RN = |∇u|p
p,RN + ω + ω∞, (2.1.9)

e

lim sup
n→∞

|un|qn

qn,RN = |u|p∗
p∗,RN + ν + ν∞. (2.1.10)
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Além do mais, seu = 0 e ν p/p∗ = S−1 ω , ent̃ao cada uma das medidasω e ν se concentra em

umúnico ponto.

DEMONSTRAÇÃO. Suponha inicialmente queu = 0. Dadaφ ∈ C∞
c (RN), denote porK o suporte

da funç̃aoφ. Usando as desigualdades de Hölder e a definiç̃ao deS, obtemos

(∫

RN

|φun|qn dx

)p/qn

≤
{(∫

RN

|φun|p∗dx

)qn/p∗

L(K)(p∗−qn)/p∗

}p/qn

= L(K)
p(p∗−qn)

p∗qn

(∫

RN

|φun|p∗dx

)p/p∗

≤ S−1L(K)
p(p∗−qn)

p∗qn

∫

RN

(|∇(φun)|p + |φun|p) dx.

(2.1.11)

AFIRMAÇÃO 1: a seq̈uência|φ|qn converge para|φ|p∗ emC∞
c (RN).

De fato, dadoε > 0 considere, paran ∈ N, o conjunto

Kn = {x ∈ K :
∣∣|φ(x)|qn − |φ(x)|p∗

∣∣ ≥ ε}.

CadaKn é fechado e portanto compacto. Além disso, como(qn) é ñao-decrescente,

K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Kn ⊃ · · · .

Mas
⋂

Kn = ∅, poisx ∈ Kn para todon ∈ N implicaria
∣∣|φ(x)|qn − |φ(x)|p∗

∣∣ ≥ ε para todo

n ∈ N, o que ñao pode ocorrer. Como cadaKn é compacto e
⋂

Kn = ∅, conclúımos que existe

n0 ∈ N tal queKn = ∅ para todon ≥ n0. Logo‖|φ|qn − |φ|p∗‖∞ < ε sempre quen ≥ n0, o que

prova a afirmaç̃ao.

Usando a afirmaç̃ao 1 acima e a convergência fraca de|un|qn emM(RN) conclúımos que∫
RN |φun|qndx → ∫

RN |φ|p∗dν, quandon →∞. Assim, passando (2.1.11) ao limite, usando o fato

deun → 0 emLp
loc(RN) e (2.1.7), obtemos

(∫

RN

|φ|p∗dν

)p/p∗

≤ S−1

∫

RN

|φ|p dω,

qualquer que sejaφ ∈ C∞
c (RN). Isso prova (2.1.8).

Vamos mostrar agora que, seν p/p∗ = S−1 ω , ent̃ao as medidasν e ω são medidas concen-

tradas. Para tanto, note que a desigualdade acima e Hölder implicam que

(∫

RN

|φ|p∗dν

)p/p∗

≤ S−1

(∫

RN

|φ|p∗ dx

)p/p∗

ω (p∗−p)/p∗ ,
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ou ainda, ∫

RN

|φ|p∗dν ≤
∫

RN

|φ|p∗ (
S−p∗/p ω (p∗−p)/p

)
dω. (2.1.12)

Afirmamos agora que

ν = S−p∗/p ω (p∗−p)/pω. (2.1.13)

De fato, supondo que não vale a igualdade acima e usando (2.1.12), obtemos um abertoΓ ⊂ RN

tal que

ν(Γ) < S−p∗/p ω (p∗−p)/pω(Γ).

Assim,

ν =

∫

Γ

dν +

∫

RN\Γ
dν

<

∫

Γ

S−p∗/p ω (p∗−p)/p dω +

∫

RN\Γ
S−p∗/p ω (p∗−p)/p dω

=

∫

RN

S−p∗/p ω (p∗−p)/p dω

= S−p∗/p ω p∗/p,

donde se conclui queν p/p∗ < S−1 ω , contrariando a nossa hipótese. Logo, vale a igualdade

(2.1.13) e podemos escrever

(∫

RN

|φ|p∗dν

)p/p∗

≤ S−1

∫

RN

|φ|p dω = S(p∗−p)/p ω (p−p∗)/p

∫

RN

|φ|p dν.

Lembrando queν p/p∗ = S−1 ω , podemos reescrever a desigualdade acima como

(∫

RN

|φ|p∗ dν

)p/p∗

ν (p∗−p)/p∗ ≤
∫

RN

|φ|p dν,

qualquer que sejaφ ∈ C∞
c (RN). Assim, para todo conjuntoν-mensuŕavelΓ ⊂ RN , temos

ν(Γ)p/p∗ν(RN)(p∗−p)/p∗ ≤ ν(Γ),

donde se conclui que

ν(Γ) = 0 ou ν(Γ)1−p/p∗ ≥ ν(RN)(p∗−p)/p∗ .

Note que a segunda possibilidade implicaν(Γ) = ν(RN). Portanto, aν-medida de um conjunto

ν-mensuŕavel arbitŕarioΓ ⊂ RN é nula ou total, donde segue queν est́a concentrada em uḿunico

ponto. O mesmo vale paraω em virtude de (2.1.13).
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Considerando agora o caso geral, definimosvn = un − u. Como∇un(x) → ∇u(x) q.t.p.

x ∈ RN , podemos usar o lema de Brezis-Lieb’s [17] para concluir que

|∇un|p ⇀ ω + |∇u|p fracamente emM(RN). (2.1.14)

AFIRMAÇÃO 2: vale a seguinte especialização do lema de Brezis-Lieb

lim
n→∞

∫

RN

φ (|un|qn − |un − u|qn) dx =

∫

RN

φ|u|p∗dx.

Usando a afirmaç̃ao 2 obtemos

|un|qn ⇀ ν + |u|p∗ fracamente emM(RN). (2.1.15)

A desigualdade (2.1.8) segue da expressão acima, (2.1.14) e da desigualdade correspondente para

(vn).

Para provar a afirmação 2 usaremos algumas idéias contidas em [68, Teorema I.4.2] e [41,

Lema 1.4]. Começamos observando que
∫

RN

φ (|un|qn − |un − u|qn) dx = −
∫

K

∫ 1

0

φ
d

dϑ
|un − ϑu|qn dϑ dx

=

∫ 1

0

∫

K

qnφu(un − ϑu)|un − ϑu|qn−2 dx dϑ.

Paraϑ ∈ [0, 1] fixo, definimosfn(x, ϑ) = qnφu(un − ϑu)|un − ϑu|qn−2. Comoun(x) → u(x)

q.t.p.x ∈ RN , temos

lim
n→∞

fn(x, ϑ) = p∗φ(x)u(x)(u(x)− ϑu(x))|u(x)− ϑu(x)|p∗−2 = f(x, ϑ).

Dado um conjunto mensurável E ⊂ K a desigualdade de Ḧolder e a limitaç̃ao de(un) em

W 1,p(RN) nos fornecem
∫

E

fn(x, ϑ) dx ≤ C1

∫

E

|un − ϑu|qn−1|u| dx

≤ C2

∫

E

(|u|qn + |un|qn−1|u|) dx

≤ C2

{∫

E

|u|qn dx +

(∫

E

|u|qn dx

)1/qn
(∫

E

|un|qn dx

)(qn−1)/qn
}

≤ C3

{∫

E

|u|qn dx +

(∫

E

|u|qn dx

)1/qn
}

.
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DenotandoE+ = {x ∈ E : |u(x)| ≥ 1} eE− = E \ E+, segue da expressão acima que

∫

E

fn(x, ϑ) dx ≤ C3

{∫

E+

|u|p∗dx +

(∫

E+

|u|p∗dx

)1/qn

+ L(E−) + L(E−)1/qn

}
. (2.1.16)

Seja0 < ε < 1 dado. Como|u|p∗ ∈ L1(RN), existe0 < δ < ε tal que
∫

E
|u|p∗dx < ε, se

L(E) < δ. Portanto, podemos usar (2.1.16) e obter
∫

E

fn(x, ϑ) dx < 2C3(ε + ε1/p∗),

para todo conjunto mensurávelE ⊂ K tal queL(E) < δ. Isso mostra que a seqüência(fn(·, ϑ)) é

uniformemente integrável emK e portanto, pelo Teorema de Vitalli [5, Teorema 7.12], temos que

lim
n→∞

∫

K

fn(x, ϑ) dx =

∫

K

f(x, ϑ) dx, ∀ ϑ ∈ [0, 1].

Para concluir definagn : [0, 1] → R porgn(ϑ) =
∫

K
fn(x, ϑ) dx. Temos

lim
n→∞

gn(ϑ) =

∫

K

f(x, ϑ) dx = g(ϑ), ∀ ϑ ∈ [0, 1].

Al ém do mais, fazendoE = K em (2.1.16), obtemosC4 > 0 tal que

|gn(ϑ)| ≤ C4, ∀ ϑ ∈ [0, 1].

Assim, pelo Teorema de Lebesgue, temos

lim
n→∞

∫ 1

0

gn(ϑ) dϑ =

∫ 1

0

g(ϑ) dϑ.

Note finalmente que

lim
n→∞

∫

RN

φ (|un|qn − |un − u|qn) dx = lim
n→∞

∫ 1

0

∫

K

fn(x, θ) dx dϑ

=

∫ 1

0

∫

K

p∗φu(u− ϑu)|u− ϑu|p∗−2 dx dϑ

= −
∫

K

∫ 1

0

φ
d

dϑ
|u− ϑu|p∗ dϑ dx =

∫

RN

φ|u|p∗dx,

conforme afirmado.

Para verificar as igualdades (2.1.9) e (2.1.10), procedemos como em [73, Lema 1.40] e con-

sideramos, paraR > 1, ψR ∈ C∞(RN) uma funç̃ao tal queψR ≡ 0 em BR(0), ψR ≡ 1 em



CAP. 2 • EQUAÇÃO QUASILINEAR SUBCR ÍTICA 27

RN \BR+1(0) e0 ≤ ψ(x) ≤ 1 para todox ∈ RN . Usando (2.1.15) obtemos

lim sup
n→∞

∫

RN

|∇un|pdx = lim sup
n→∞

∫

RN

(ψR|∇un|p + (1− ψR)|∇un|p) dx

=

∫

RN

(1− ψR) dω +

∫

RN

(1− ψR)|∇u|p dx

+ lim sup
n→∞

∫

RN

ψR|∇un|p dx.

Passando a expressão acima ao limite quandoR →∞ e usando o Teorema de Lebesgue obtemos

(2.1.9). A prova de (2.1.10)́e similar.

Finalizamos a seção com a demonstração do Lema 2.5.

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 2.5: Suponha, por contradição, que o lemáe falso. Ent̃ao existe

qn ↑ p∗, (un) ∈ Nqn comEqn(un) ≤ mqn,r eβqn(un) 6∈ Ω+
r . Assim,

mqn ≤ Eqn(un) =

(
1

p
− 1

qn

)
‖un‖p ≤ mqn,r.

Passando ao limite, usando a definição deNqn e o Lema 2.4, concluı́mos que

lim
n→∞

|un|qn
qn

= lim
n→∞

‖un‖p = SN/p. (2.1.17)

Por Hölder ∫

Ω

|un|qndx ≤ L(Ω)(p∗−qn)/p∗
(∫

Ω

|un|p∗dx

)qn/p∗

.

A express̃ao acima e (2.1.17) implicam que

lim inf
n→∞

|un|p
∗

p∗ ≥ SN/p.

Por outro lado, lembrando que|un|pp∗ ≤ S−1‖un‖p, temos|un|p
∗

p∗ ≤ S−N/(N−p)(‖un‖p)N/(N−p),

donde segue que

lim sup
n→∞

|un|p
∗

p∗ ≤ S
−N
N−p

+N
p

N
N−p = S

N
N−p(

N
p
−1) = SN/p

Portanto,

lim
n→∞

|un|p
∗

p∗ = SN/p. (2.1.18)

Como(un) é limitada podemos supor que existeu ∈ W 1,p
0 (Ω) tal queun ⇀ u fracamente em

W 1,p
0 (Ω) e fortemente emLp(Ω). Definindovn := un/|un|p∗ temos que|vn|p∗ = 1. Além disso,

(2.1.17) e (2.1.18) implicam que

lim
n→∞

‖vn‖p = lim
n→∞

‖un‖p

|un|pp∗
=

SN/p

S(N−p)/p
= S.
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Assim, a seq̈uência(vn) é uma seq̈uência minimizante deS. O Lema A.11 nos garante então que,

a menos de uma subseqüência,∇vn(x) → ∇v(x) q.t.p. x ∈ Ω. Segue então da definiç̃ao devn

que

∇un(x) → ∇u(x) q.t.p.x ∈ Ω.

As consideraç̃oes acima mostram que(un) ⊂ W 1,p
0 (Ω) satisfaz (2.1.7). Assim, o Lema 2.6, as

equaç̃oes (2.1.17) e (2.1.18), e a convergência forte emLp(Ω) nos permitem concluir que

SN/p = ‖u‖p + ω , SN/p = |u|p∗p∗ + ν

e

ν p/p∗ ≤ S−1 ω , |u|pp∗ ≤ S−1‖u‖p.

Note que, comoΩ é limitado, os termosω∞ andν∞ não aparecem nas expressões acima.

As express̃oes acima implicam queu = 0 ou |u|p∗p∗ = SN/p. De fato, supondo que isso não

ocorre, podemos usar a desigualdade(a + b)t < at + bt paraa, b > 0 e0 < t < 1, obtendo assim

S(N−p)/p = S−1(‖u‖p + ω ) ≥
(
|u|p∗p∗

)p/p∗

+ ν p/p∗

>
(
|u|p∗p∗ + ν

)p/p∗

= S(N−p)/p,

o queé absurdo.

Como a normáe fracamente semicontı́nua inferiormente, temos que

‖u‖p ≤ lim inf
n→∞

‖un‖p = SN/p.

Assim, se|u|p∗p∗ = SN/p, concluiŕıamos que

‖u‖p

|u|pp∗
≤ SN/p

S(N−p)/p
= S,

e a constante de imersãoS seria atingida por uma funçãou ∈ W 1,p
0 (Ω). Mas isso ñao pode ocorrer,

visto queΩ 6= RN . Dessa forma,

u = 0, ν p/p∗ = S−1SN/p = S−1 ω e
∫

Ω

|un|qndx → ν .

Usando o Lema 2.6 novamente, concluı́mos que a medidaν est́a concentrada em um pontoy ∈ Ω.

Logo,

βqn(un) =

∫
RN |un|qnx dx∫
RN |un|qn dx

→ ν −1

∫

Ω

x dν = y ∈ Ω,

o que contradizβqn(un) 6∈ Ω+
r . Essa contradiç̃ao conclui a demonstração do lema.
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2.2 Soluç̃oes nodais minimais

Iniciamos essa seção com um resultado que mostra que, para obtermos pontos crı́ticos invariantes

deEq, é suficiente obtermos pontos crı́ticos da restriç̃ao deEq à variedade deN τ
q .

Lema 2.7. Seu ∈ N τ
q é um ponto cŕıtico deEq restrito àN τ

q , ent̃aou é um ponto de crı́tico deEq

emW 1,p
0 (Ω).

DEMONSTRAÇÃO. Comou é um ponto cŕıtico deEq restritoàN τ
q , existeθ ∈ R tal que

〈E ′
q(u)− θJ ′q(u), φ〉 = 0, ∀ φ ∈ W 1,p

0 (Ω)τ ,

ondeJq foi definido na prova do Lema 2.2. Em particular, paraφ = u ∈ N τ
q , temos

0 = 〈E ′
q(u), u〉 − θ〈J ′q(u), u〉 = −θ〈J ′q(u), u〉 = θ(q − p)‖u‖p.

Isso implica queθ = 0 e portanto

〈E ′
q(u), φ〉 = 0, ∀ φ ∈ W 1,p

0 (Ω)τ .

Segue ent̃ao do prinćıpio de criticalidade siḿetrica (veja Teorema A.6) que a igualdade acima

se verifica para todaφ ∈ W 1,p
0 (Ω), isto é,E ′

q(u) = 0 em(W 1,p
0 (Ω))∗. O lema est́a provado.

Observamos agora que, seu é uma soluç̃ao de(Dq), ent̃aou ∈ C1(Ω)∩C(Ω). Dizemos queu

troca de sinaln vezes se o conjunto{x ∈ Ω : u(x) 6= 0} temn + 1 componentes conexas. Tendo

em vista a aç̃ao deτ emW 1,p
0 (Ω) vemos que, seu é uma soluç̃ao ñao-trivial do problema(Dτ

q ),

ent̃ao ela troca de sinal um númeroı́mpar de vezes. A relação entre o ńumero de trocas de sinais e

a energia de uma soluçãoé dada pelo resultado abaixo, que foi inspirado em [21, Proposição 6].

Lema 2.8. Seu é uma soluç̃ao do problema(Dτ
q ) que troca de sinal2k − 1 vezes, entãoEq(u) ≥

kmτ
q .

DEMONSTRAÇÃO. Comou troca de sinal2k − 1 vezes o conjunto{x ∈ Ω : u(x) > 0} possuik

componentes conexasA1, . . . , Ak. Parai = 1, . . . , k, seja

ui(x) =





u(x) sex ∈ Ai ∪ τAi,

0 caso contŕario.
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Claramente temos queui ∈ W 1,p
0 (Ω)τ . Além disso, comou é um ponto cŕıtico deEq,

0 = 〈E ′
q(u), ui〉 =

∫

Ω

(|∇u|p−2∇u · ∇ui + |u|p−2uui − |u|q−2uui) = ‖ui‖p − |ui|qq.

Portantoui ∈ N τ
q para todoi = 1, . . . , k, e

Eq(u) = Eq(u1) + · · ·+ Eq(uk) ≥ kmτ
q ,

conforme afirmado.

2.2.1 Demonstraç̃ao do Teorema 1.1

Nesta subseção apresentamos a prova do Teorema 1.1. A idéia e tomar uma seqüência minimizante

paramτ
q e obter uma subseqüência convergindo para um ponto de mı́nimo deEq emN τ

q . Por

regularidade, tal ponto de mı́nimo deve ser um ponto crı́tico e portanto uma solução do problema.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1.1. Seja(un) ⊂ N τ
q uma seq̈uência tal queEq(un) → mτ

q .

Pelo prinćıpio variacional de Ekeland (veja observação aṕos o Teorema A.2) podemos supor que

‖E ′
q(un)‖∗ → 0. Pelo Lema 2.2, o funcionalEq restritoàN τ

q satisfaz a condiç̃ao de Palais-Smale

no ńıvel mτ
q . Dessa forma podemos supor que, a menos de uma subseqüência,un → u ∈ N τ

q .

Por regularidadeEq(u) = mτ
q e u é um ponto cŕıtico do funcionalEq restritoàN τ

q . Segue então

dos Lemas 2.7 e 2.8 que a funçãou (e tamb́em−u) é uma soluç̃ao do problema(Dτ
q ) que troca de

sinal exatamente uma vez.

2.2.2 Demonstraç̃ao do Teorema 1.2

Dador > 0, sejaΩ−
r definido por

Ω−
r = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω ∪ Ωτ ) ≥ r}.

ConsiderandoΩ+
r definido em (2.1.6) vamos usar a regularidade deΩ e supor, durante toda essa

seç̃ao, quer > 0 est́a fixado ée suficientemente pequeno de forma que as inclusõesΩ−
r ↪→ Ω \Ωτ

e Ω ↪→ Ω+
r são equival̂encias equivariantes de homotopia. Sem perda de generalidade podemos

tamb́em supor queBr(0) ⊂ Ω.

Dado um ńumeroc ∈ R, definimos o conjunto de nı́vel do funcionalEq como sendo

Ec
q = {u ∈ W 1,p

0 (Ω) : Eq(u) ≤ c}.

O resultado abaixóe peça chave na demonstração do Teorema 1.2.
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Lema 2.9. Sejaq0 = q0(r) dado pelo Lema 2.5. Então, para todoq ∈ (q0, p
∗), existem duas

aplicaç̃oes

Ω−
r

αq−→ N τ
q ∩ E2mq,r

q

γq−→ Ω+
r

tais queαq(τx) = −αq(x), γq(−u) = τγq(u), eγq◦αq é equivariantemente homotópicoà inclus̃ao

Ω−
r ↪→ Ω+

r . Em particular,

Z2-cat(N τ
q ∩ E2mq,r

q ) ≥ τ -catΩ(Ω \ Ωτ ), (2.2.1)

para todoq ∈ (q0, p
∗).

DEMONSTRAÇÃO. Paraq ∈ (q0, p
∗) fixado, sejavq ∈ Nq,Br(0) uma funç̃ao radial positiva tal que

Eq,Br(0)(vq) = mq,r. Definaαq : Ω−
r → N τ

q ∩ E
2mq,r
q por

αq(y) = vq(· − y)− vq(· − τy).

Afim de verificar queαq est́a bem definida notamos, inicialmente, queτ : RN → RN é uma

isometria. Assim, comovq é radial eτ 2 = Id, para todoy ∈ Ω−
r vale

(ταq(y))(x) = −αq(y)(τx)

= vq(τx− τy)− vq(τx− y) = vq(τ(x− y))− vq(τ(x− τy))

= vq(x− y)− vq(x− τy) = αq(y)(x),

e portantoαq(y) ∈ W 1,p
0 (Ω)τ , sempre quey ∈ Ω−

r .

AFIRMAÇÃO: sey ∈ Ω−
r , ent̃ao|y − τy| ≥ 2r.

De fato, suponha que|y − τy| < 2r e definay0 = (y + τy)/2. Ent̃ao

τ(y0) = τ

(
y + τy

2

)
=

τy + τ 2(y)

2
=

y + τy

2
= y0

e portanto, pela definição deΩ−
r , devemos ter|y − y0| ≥ r. Por outro lado,

|y − y0| =
∣∣∣∣y −

(y + τy)

2

∣∣∣∣ =
1

2
|y − τy| < r

o queé uma contradiç̃ao e prova a afirmação.

Usando a afirmaç̃ao acima e o fato de quevq ∈ W 1,p
0 (Br(0)), podemos reescreverαq(y) de

uma forma mais conveniente, a saber

(αq(y))(x) =





vq(x− y) se|x− y| < r,

−vq(x− τy) se|x− τy| < r,

0 caso contŕario.

(2.2.2)
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A express̃ao acima, o fato deτ ser uma isometria e uma mudança de variáveis nos fornece

Eq(αq(y)) =
1

p

∫

Br(y)

(|∇vq(x− y)|p + |vq(x− y)|p) dx− 1

q

∫

Br(y)

|vq(x− y)|p dx

+
1

p

∫

Br(τy)

(|∇vq(x− τy)|p + |vq(x− τy)|p) dx− 1

q

∫

Br(τy)

|vq(x− τy)|p dx

= 2

(
1

p

∫

Br(0)

(|∇vq(x)|p + |vq(x)|p) dx− 1

q

∫

Br(0)

|vq(x)|p dx

)

= 2Eq,Br(0)(vq) = 2mq,r.

Da mesma maneira, mostra-se que

‖αq(y)‖p = 2‖vq‖p
Br(0) = 2|vq|qq,Br(0) = |αq(y)|qq,

donde segue queαq(y) ∈ Nq∩E
2mq,r
q . Uma vez que j́a hav́ıamos verificado queαq(y) ∈ W 1,p

0 (Ω)τ

conclúımos queαq est́a bem definida. Segue imediatamente da definição queαq(τy) = −αq(y).

Dado agorau ∈ N τ
q ∩E

2mq,r
q podemos argumentar como na prova do Lema 2.3 e concluir que

u+ ∈ Nq ∩E
mq,r
q . Segue então do Lema 2.5 queγq : N τ

q ∩E
2mq,r
q → Ω+

r dada porγq(u) = βq(u
+)

est́a bem definida. Um ćalculo direto mostra queγq(−u) = τγq(u). Além do mais, comovq é

radial e positiva, podemos usar (2.2.2) para obter

γq(αq(y)) =

∫
Br(y)

|vq(x− y)|qx dx∫
Br(y)

|vq(x− y)|q dx
=

∫
Br(0)

|vq(x)|q(x + y) dx∫
Br(0)

|vq(x)|q dx
= y,

para todoy ∈ Ω−
r .

Resta somente verificarmos (2.2.1). Para tanto note que, seu ∈ N τ
q ∩ E

2mq,r
q , ent̃ao−u ∈

N τ
q ∩ E

2mq,r
q . Isso mostra que tal conjuntóe siḿetrico e portanto o grupoZ2 age naturalmente

sobre ele. Pela definição dos conjuntosΩ±
r e pela propriedade(H), a involuç̃ao τ : RN → RN

age sobre os conjuntosΩ±
r . Na primeira parte do lema mostramos que as aplicaçõesαq e γq são

equivariantes. Segue então da teoria de Ljusternik-Schnirelmann equivariante (veja Lema A.8) que

Z2-cat(N τ
q ∩ E2mq,r

q ) ≥ τ -catΩ+
r
(Ω−

r ).

Uma vez que escolhemosr > 0 de forma que as inclusõesΩ−
r ↪→ Ω \ Ωτ e Ω ↪→ Ω+

r fossem

equival̂encias equivariantes de homotopia, o Lema A.8 implica queτ -catΩ+
r
(Ω−

r ) = τ -catΩ(Ω\Ωτ ).

Portanto,

Z2-cat(N τ
q ∩ E2mq,r

q ) ≥ τ -catΩ(Ω \ Ωτ ),

sempre queq ∈ (q0, p
∗). Isso conclui a demonstração do lema.



CAP. 2 • EQUAÇÃO QUASILINEAR SUBCR ÍTICA 33

Estamos prontos para provar o Teorema 1.2.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1.2. Como, pelo Lema 2.4,mq,r e mq têm o mesmo limite

quandoq → p∗, existeq̃0 ∈ (p, p∗) tal que

mq,r < 2mq, (2.2.3)

sempre queq ∈ (q̃0, p
∗). Vamos mostrar que o teorema vale paraq∗ = max{q0, q̃0}, em que

q0 = q0(r) é dado pelo Lema 2.5. Dado entãoq ∈ (q∗, p∗), observe queEq restrito aN τ
q satisfaz

Palais-Smale ée par. Podemos então aplicar o Teorema A.9 para obterZ2-cat(N τ
q ∩E

2mq,r
q ) pares

±ui de pontos cŕıticos com

Eq(±ui) ≤ 2mq,r < 4mq ≤ 2mτ
q ,

em que usamos (2.2.3) e o Lema 2.3. A desigualdade acima, a definição deW 1,p
0 (Ω)τ , o Lema 2.8

e o mesmo argumento usando na demonstração do Teorema 1.1 mostram queui é uma soluç̃ao de

(Dτ
q ) que troca de sinal exatamente uma vez. Finalmente, segue de (2.2.1), que

Z2-cat(N τ
q ∩ E2mq,r

q ) ≥ τ -catΩ(Ω \ Ωτ )

e o teorema está provado.

Finalizamos a seção apresentando uma prova do Corolário 1.1. Aĺem do teorema acima, vamos

precisar do seguinte resultado de topologia, cuja demonstração segue do Teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema 2.10 ([30, Coroĺario 4.2, Caṕıtulo 1]). SejaΓ ⊂ RN um aberto siḿetrico com relaç̃ao

à origem e tal que0 ∈ Γ. Sejak < N e f : ∂Γ → Rk uma funç̃ao cont́ınua. Ent̃ao existex ∈ ∂Γ

tal quef(x) = f(−x).

DEMONSTRAÇÃO DO COROLÁRIO 1.1. Sejaτ : RN → RN dada porτ(x) = −x. Como

Ωτ = ∅, é suficiente mostrar quek = τ -cat(Ω) ≥ N e aplicar o Teorema 1.2. Naturalmente

podemos supor quek < ∞ e portanto existe uma cobertura abertaX1, . . . , Xk deΩ e aplicaç̃oes

ı́mparesαi : Xi → {yi,−yi}, comy1, . . . , yk ∈ Ω. Seja{e1, . . . , ek} a base ortonormal canônica

deRk e considere as aplicaçõesı́mparesγi : {yi,−yi} → {ei,−ei} definidas porγi(±yi) = ±ei.

Compondoαi comγi obtemos aplicaç̃oesı́mpares̃αi : Xi → {ei,−ei}.
Considere agora{πi : Xi → [0, 1]} uma partiç̃ao da unidade subordinadaà coberturaXi e

consistida de funç̃oesı́mpares. Definaψ : Ω → Sk−1 por

ψ(x) =

∑k
i=1 πi(x)α̃i(x)∣∣∣∑k
i=1 πi(x)α̃i(x)

∣∣∣
.
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Usando agora a funçãoϕ do enunciado do corolário e o diagrama abaixo

SN−1 ϕ−→ Ω
ψ−→ Sk−1

obtemos uma aplicação cont́ınua éımparψ ◦ ϕ : SN−1 → Sk−1. Mostremos que isso implica que

k ≥ N . Para tanto, suponha por contradição quek < N . Ent̃ao podemos usar o Teorema 2.10

comΓ = B1(0) ⊂ RN e f = ψ ◦ ϕ para obterx0 ∈ SN−1 tal que(ψ ◦ ϕ)(x0) = (ψ ◦ ϕ)(−x0).

Comoψ ◦ ϕ é ı́mpar, conclúımos que

(ψ ◦ ϕ)(x0) = (ψ ◦ ϕ)(−x0) = −(ψ ◦ ϕ)(x0),

donde se conclui que(ψ ◦ ϕ)(x0) = 0. Mas issóe um absurdo, visto que(ψ ◦ ϕ)(SN−1) ⊂ Sk−1.

Dessa forma, devemos terk ≥ N e o coroĺario est́a provado.

2.3 Multiplicidade de soluç̃oes positivas para(Dq)

Nessa seç̃ao vamos mostrar que os argumentos utilizados nas seções anteriores nos permitem es-

tender o resultado em [10, Teorema B] para o caso quasilinear1 < p < N . Nesse contexto não

exigimos nenhum tipo de simetria para o domı́nio Ω e vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.11.Existeq∗ ∈ (p, p∗) tal que, para todoq ∈ (q∗, p∗), o problema(Dq) tem pelo menos

cat(Ω) soluç̃oes positivas.

Para provar o teorema acima vamos trabalhar com o funcionalEq restritoà variedade de Nehari

usualNq. Fixamosr > 0 tal que os conjuntosΩ+
r e

Ω̃−
r = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) ≥ r}

sejam homotopicamente equivalentes aΩ e Br(0) ⊂ Ω. A demonstraç̃ao segue as mesmas linhas

da prova do Teorema 1.2. Necessitaremos dos dois resultados abaixo que nada mais são do que

vers̃oes dos Lemas 2.8 e 2.9.

Lema 2.12.Seu é uma soluç̃ao de(Dq) comEq(u) < 2mq, ent̃aou não troca de sinal.

DEMONSTRAÇÃO. Comou é um ponto cŕıtico deEq temos
∫

Ω

(|∇u|p−2∇u · ∇φ + |u|p−2uφ
)

=

∫

Ω

|u|q−2uφ,
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qualquer que sejaφ ∈ W 1,p
0 (Ω). Em particular, se fizermosφ = u± na express̃ao acima, con-

cluı́mos que

‖u±‖p = |u±|qq.

Suponha, por contradição, queu troca de sinal emΩ. Ent̃aou+ eu− são ambas diferente de 0 e a

express̃ao acima implica queu± ∈ Nq. Dessa forma,

Eq(u) = Eq(u
+) + Eq(u

−) ≥ 2mq,

contrariando a nossa hipótese. O lema está provado.

Lema 2.13.Sejaq0 = q0(r) dado pelo Lema 2.5. Então

cat(Nq ∩ Emq,r
q ) ≥ 2cat(Ω),

para todoq ∈ (q0, p
∗).

DEMONSTRAÇÃO. Fixadoq ∈ (q0, p
∗), defina os conjuntos

Σ+
q = {u ∈ Nq ∩ Emq,r

q : u ≥ 0 emΩ} e Σ−
q = {u ∈ Nq ∩ Emq,r

q : u ≤ 0 emΩ}.

Considerevq ∈ Nq,Br(0) uma funç̃ao radial positiva tal queEq(vq) = mq,r. Defina, paray ∈ Ω̃−
r ,

as aplicaç̃oes

α±q (y) = vq(· − y).

Argumentando como na prova do Lema 2.9 concluı́mos queα±q : Ω̃−
r → Σ±

q e queβ(α±q (y)) =

y para todoy ∈ Ω̃−
r . Suponha agora que

Σ+
q = A1 ∪ · · · ∪ Ak (2.3.1)

com cadaAi fechado e contrátil emNq ∩ E
mq,r
q . Ent̃ao existem aplicaç̃oes cont́ınuasψi : [0, 1] ×

Ai → Nq ∩ E
mq,r
q tais que

ψi(0, u) = u, ψi(1, u) = ui,

para todou ∈ Ai e algumui ∈ Nq ∩ E
mq,r
q . Para cadai = 1, . . . , k, denote porBi a imagem

inversa deAi pela aplicaç̃aoα+
q . É claro que cadaBi é fechado em̃Ω−

r e

Ω̃−
r = B1 ∪ · · · ∪ Bk.
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Considerando a homotopiaΘi : [0, 1]×Bi → Ω+
r dada por

Θi(t, y) = β
(
ψi(t, α

+
q (y))

)
,

temos que

Θi(0, y) = β
(
ψi(0, α

+
q (y))

)
= β(α+

q (y)) = y,

para todoy ∈ Bi. Além disso,

Θi(1, y) = β
(
ψi(1, α

+
q (y))

)
= β(ui).

Comoui ∈ Nq ∩ E
mq,r
q , o Lema 2.5 garante queβ(ui) ∈ Ω+

r . Assim, a aplicaç̃ao Θi é uma

contraç̃ao deBi emΩ+
r . Uma vez que a cobertura em (2.3.1)é arbitŕaria, segue que

catNq∩E
mq,r
q

(Σ+
q ) ≥ catΩ+

r
(Ω̃−

r ).

Usando a aplicaç̃aoα−q e argumentando de maneira análoga obtemos

catNq∩E
mq,r
q

(Σ−
q ) ≥ catΩ+

r
(Ω̃−

r ).

Uma vez queΣ+
q ∩Σ−

q = ∅, podemos usar as propriedades da categoria de Ljusternik-Schnirelmann

e concluir que

catNq∩E
mq,r
q

(Nq ∩ E
mq,r
q ) ≥ catNq∩E

mq,r
q

(Σ+
q ∪ Σ−

q )

≥ catNq∩E
mq,r
q

(Σ+
q ) + catNq∩E

mq,r
q

(Σ−
q )

≥ 2catΩ+
r
(Ω̃−

r )

= 2cat(Ω),

em que usamos, náultima linha, o fato deΩ+
r e Ω̃−

r serem homotopicamente equivalentes aΩ. O

lema est́a provado.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2.11. Sejaq∗ como na demonstração do Teorema 1.2. Para

q ∈ (q0, p
∗) fixo, a condiç̃ao de Palais-Smale para o funcionalEq restrito aNq segue dos mesmos

argumentos utilizados no Lema 2.2. O Teorema A.7 e o lema acima nos fornecem pelo menos

cat(Nq ∩ E
mq,r
q ) ≥ 2 cat(Ω) pontos cŕıticos ui tais queEq(ui) ≤ mq,r < 2mq. Esses pontos

cŕıticos s̃ao soluç̃oes de(Dq) que, pelo Lema 2.12, não trocam de de sinal. Como o funcional

Eq é par, os pontos crı́ticos deEq aparecem aos pares. Assim, existem pelo menos cat(Ω) pontos

cŕıticosui ≥ 0. Segue do prinćıpio do ḿaximo queui > 0 emΩ e o teorema está provado.



CAPÍTULO 3

Equação de Schr̈odinger quasilinear

subcŕıtica

Nesse caṕıtulo estudamos o problema

(Sτ
λ,q)





−∆pu + (λa(x) + 1)|u|p−2u = |u|q−2u emRN ,

u(τx) = −u(x) para todox ∈ RN ,

u ∈ W 1,p(RN),

comλ > 0, 2 ≤ p < N , p < q < p∗, e τ ∈ O(N) satisfazendoτ 6= Id e τ 2 = Id. O potenciala

satisfaz

(A1) a ∈ C(RN ,R) é ñao-negativa,Ω = int a−1(0) é um conjunto ñao vazio com fronteira suave

eΩ = a−1(0).

(A2) existeM0 > 0 tal que

L ({x ∈ RN : a(x) ≤ M0}
)

< ∞,

(A3) a(τx) = a(x) para todox ∈ RN .

Provamos os seguintes resultados:

Teorema 1.3. Suponha que(A1)-(A3) valem. Ent̃ao existeΛ0 = Λ0(q) > 0 tal que, para todo

λ ≥ Λ0, o problema(Sτ
λ,q) tem pelo menos um par de soluções que trocam de sinal exatamente

uma vez.

37
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Teorema 1.4.Seja(λn) ⊂ R tal queλn →∞ quandon →∞ e (un) uma seq̈uência de soluç̃oes

do problema(Sτ
λn,q) tal queIλn,q(un) é limitado. Ent̃ao, a menos de uma subseqüência,un → u

forte emW 1,p(RN) comu sendo uma soluç̃ao do problema(Dτ
q ).

Teorema 1.5.Suponha que(A1)-(A3) valem,Ω é limitado e sejaΩτ = {x ∈ Ω : τx = x}. Ent̃ao

existeq∗ ∈ (p, p∗) com a seguinte propriedade: para cadaq ∈ (q∗, p∗), existe um ńumeroΛ(q) > 0

tal que, para todoλ ≥ Λ(q), o problema(Sτ
λ,q) tem pelo menosτ -catΩ(Ω \ Ωτ ) pares de soluç̃oes

nodais minimais.

3.1 Notaç̃oes e alguns resultados técnicos

Neste caṕıtulo denotamos porX o espaço

X =

{
u ∈ W 1,p(RN) :

∫

RN

a(x)|u|p < ∞
}

,

munido da norma

‖u‖ =

{∫

RN

(|∇u|p + (a(x) + 1)|u|p)
}1/p

,

queé claramente equivalente a cada uma das normas

‖u‖λ =

{∫

RN

(|∇u|p + (λa(x) + 1)|u|p)
}1/p

,

paraλ ≥ 0. Além disso, diferente do capı́tulo anterior, quando escrevemos|u|s estamos indicando

aLs(RN)-norma de uma funç̃aou ∈ Ls(RN).

As hipóteses(A1), (A2) e o Teorema de Sobolev implicam que a imersão X ↪→ Ls(RN) é

cont́ınua para todop ≤ s ≤ p∗. Além do mais, o Teorema de Rellich-Kondrachov implica que, se

p ≤ s < p∗, ent̃aoX est́a compactamente imerso emLs
loc(RN).

Da mesma forma que no capı́tulo anterior, a involuç̃aoτ induz uma aç̃ao emX se definirmos,

para cadau ∈ X, τu ∈ X por (2.1.1). Vamos denotar porXτ o subespaço dos elementos fixados

pela aç̃ao, istoé,

Xτ = {u ∈ X : τu = u}.

O funcional associado ao problema(Sλ,q) é Iλ,q : X → R definido por

Iλ,q(u) =
1

p

∫

RN

(|∇u|p + (λa(x) + 1)|u|p)− 1

q

∫

RN

|u|q.
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As imers̃oes de Sobolev e a condição(A1) implicam queIλ,q est́a bem definido,Iλ,q ∈ C1(X,R) e

seus pontos crı́ticos, a menos da condição de simetria, correspondemàs soluç̃oes fracas de(Sτ
λ,q).

Seguindo os mesmos passo usados no capı́tulo anterior vamos considerar as variedades de Nehari

associada ao funcionalIλ,q

Vλ,q = {u ∈ X \ {0} : 〈I ′λ,q(u), u〉 = 0} = {u ∈ X \ {0} : ‖u‖p
λ = |u|pp}.

e

Vτ
λ,q = {u ∈ Vλ,q : τu = u} = Vλ,q ∩Xτ .

Seu ∈ Vλ,q, ent̃ao

Iλ,q(u) =

(
1

p
− 1

q

)
‖u‖p

λ,

donde segue queIλ,q é limitado inferiormente em ambas as variedades e estão bem definidos

cλ,q = inf
u∈Vλ,q

Iλ,q(u) e cτ
λ,q = inf

u∈Vτ
λ,q

Iλ,q(u).

Argumentando como na prova do Lema 2.1, podemos provar o seguinte resultado.

Lema 3.1. Suponha quep < q < p∗ eλ ≥ 0. Ent̃ao existerq > 0 tal que

‖u‖ ≥ rq,

para todou ∈ Vτ
λ,q. Em particularcτ

λ,q > 0.

O lema abaixo estabelece as primeiras relações entre os problemas de minimização acima e

aqueles definidos em (2.1.2).

Lema 3.2. Para todoλ > 0 ep < q < p∗ temos que

(i) 2cλ,q ≤ cτ
λ,q,

(ii) cτ
λ,q ≤ mτ

q,Ω.

DEMONSTRAÇÃO. A prova de (i)é semelhantèaquela do Lema 2.3 e será omitida. Para provar

(ii), dadou ∈ N τ
q , estendemosu para todo oRN fazendou ≡ 0 emRN \ Ω. Dessa forma, como

a ≡ 0 emΩ, conclúımos que
∫

RN

(|∇u|p + (λa(x) + 1)|u|p) =

∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) =

∫

Ω

|u|q =

∫

RN

|u|q,

isto é,u ∈ Vλ,q. Comoτ(Ω) = Ω, conclúımos ainda que a extensão deu satisfazτu = u, de forma

queu ∈ Vτ
λ,q. Assim,N τ

q ⊂ Vτ
λ,q e o resultado se segue.
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3.1.1 A condiç̃ao de Palais-Smale

Nessa subseção vamos estabelecer uma condição de compacidade para o funcionalIλ,q. Se ten-

tarmos repetir o argumento do Lema 2.2 vamos esbarrar na seguinte dificuldade: comoRN é um

doḿınio ilimitado, a imers̃ao X ↪→ Lq(RN) não é mais compacta. Assim, precisamos de uma

argumentaç̃ao diferente para obter compacidade. Mostraremos que, mesmo não havendo com-

pacidade na imersão acima, a condiç̃ao de Palais-Smale vale em determinados nı́veis, desde que o

par̂ametroλ seja suficientemente grande. Mais especificamente, provaremos o seguinte resultado

de compacidade local:

Proposiç̃ao 3.3.Para todoC0 > 0 dado, existeΛ0 = Λ0(q) > 0 tal queIλ,q restrito àVτ
λ,q satisfaz

(PS)c para todoc ≤ C0 eλ ≥ Λ0.

O resultado acima foi provado, para o caso semilinearp = 2, em [7, Proposiç̃ao 2.1]. A

demonstraç̃ao que apresentamos aqui segue os mesmos passos. Contudo, como no caso geral

2 ≤ p < N não trabalhamos em um espaço de Hilbert, parte da demonstração teve que ser

modificada (veja Lema 3.7 adiante). Nesse ponto, usamos algumas idéias contidas em [1].

Lema 3.4 ([7, Lemas 2.2, 2.3 e 2.4]).Seja(un) ⊂ X uma seq̈uência(PS)c para Iλ,q. Ent̃ao

(i) (un) é limitada emX,

(ii) lim
n→∞

‖un‖p
λ = lim

n→∞
|un|qq = cpq/(q − p),

(iii) sec 6= 0, ent̃ao c ≥ c0 > 0, ondec0 é independente deλ.

DEMONSTRAÇÃO. Sejaε > 0 dado. Usando a definição deIλ,q e as hiṕoteses, obtemosn0 ∈ N
tal que

Iλ,q(un) ≤ c + ε e
1

q
‖I ′λ,q(un)‖X∗ ≤ ε, (3.1.1)

sempre quen > n0. Assim
(

1

p
− 1

q

)
‖un‖p

λ = Iλ,q(un)− 1

q

〈
I ′λ,q(un), un

〉 ≤ c + ε + ε‖un‖λ + C1,

em queC1 =
(

1
p
− 1

q

)
max{‖u1‖λ, . . . , ‖un0−1‖λ}. Comop < q, a express̃ao acima implica que

(un) é limitada emX. Assim,

c = lim
n→∞

(
Iλ,q(un)− 1

q

〈
I ′λ,q(un), un

〉)
= lim

n→∞

(
1

p
− 1

q

)
‖un‖p

λ,
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e

c = lim
n→∞

(
Iλ,q(un)− 1

p

〈
I ′λ,q(un), un

〉)
= lim

n→∞

(
1

p
− 1

q

)
|un|qq,

donde segue (ii).

Para verificar (iii) usamos a definição de‖ · ‖λ e a imers̃ao X ↪→ Lq(RN) para obterC2 =

C2(N) > 0 tal que

〈
I ′λ,q(u), u

〉
= ‖u‖p

λ − |u|qq ≥ ‖u‖p − C2‖u‖q ≥ 1

2
‖u‖p, (3.1.2)

para todo‖u‖ ≤ (2C2)
1/(p−q) = δ. Suponha quec < δp(q−p)/pq. Por (ii) temoslim

n→∞
‖un‖p

λ < δp.

Como as normas‖ · ‖ e‖ · ‖λ são equivalentes, existen1 ≥ n0 tal que‖un‖ < δ para todon > n1.

Assim, podemos usar (3.1.2) para obter

1

2
‖un‖p ≤ 〈

I ′λ,q(un), un

〉 ≤ ‖I ′λ,q(un)‖X∗‖un‖ ≤ εq‖un‖,

ou ainda,

‖un‖ ≤ (2εq)1/(p−1),

sempre quen > n1. A express̃ao acima implica queun → 0 e portantoIλ,q(un) → 0 = c. Essas

consideraç̃oes mostram que (iii) vale parac0 = δp (q − p)

pq
e o lema est́a provado.

Lema 3.5 ([7, Lema 2.5]).SejaC0 > 0 fixo. Ent̃ao, para todoε > 0 dado, existeΛε > 0 eRε > 0

tais que , se(un) é uma seq̈uência(PS)c deIλ,q comc ≤ C0 eλ ≥ Λε, temos que

lim sup
n→∞

∫

RN\BRε (0)

|un|q ≤ ε.

DEMONSTRAÇÃO. Fixe R > 0 e escolhaθ ∈ (0, 1) tal que1/q = θ/p + (1 − θ)/p∗. Usando

Hölder, a imers̃aoX ↪→ Lp∗(RN) e a equival̂encia das normas‖ · ‖λ e‖ · ‖, obtemos

∫

RN\BR(0)

|un|q ≤
(∫

RN\BR(0)

|un|p∗
) (1−θ)q

p∗
(∫

RN\BR(0)

|un|p
) θq

p

≤ C‖un‖(1−θ)q
λ

(∫

Γ1
R

|un|p +

∫

Γ2
R

|un|p
) θq

p

,

(3.1.3)

em queΓ1
R = {x ∈ RN : a(x) < M0} ∩ (RN \BR(0)) eΓ2

R = (RN \BR(0)) \ Γ1
R.

Para1 < r < N/(N − p) denotamos porr′ = r/(r − 1) o expoente conjugado der. Usando

Hölder, a imers̃aoX ↪→ Lps(RN) e a equival̂encia das normas novamente, vem
∫

Γ1
R

|un|p ≤ L(Γ1
R)1/r′|un|pps ≤ C1L(Γ1

R)1/r′‖un‖p
λ. (3.1.4)



SEÇÃO 3.1 • NOTAÇÕES E ALGUNS RESULTADOS TÉCNICOS 42

Por outro lado, comoa(x) ≥ M0 emΓ2
R, temos que

∫

Γ2
R

|un|p ≤ 1

(λM0 + 1)

∫

Γ2
R

(λa(x) + 1)|un|p ≤ 1

(λM0 + 1)
‖un‖p

λ.

A express̃ao acima, (3.1.3), (3.1.4) e o Lema 3.4(i) implicam que

∫

RN\BR(0)

|un|q ≤ C‖un‖(1−θ)q
λ

(
C1L(Γ1

R)1/s′‖un‖p
λ +

1

(λM0 + 1)
‖un‖p

λ

) θq
p

= C‖un‖q
λ

(
C1L(Γ1

R)1/s′ +
1

(λM0 + 1)

) θq
p

≤ C2

(
C1L(Γ1

R)1/s′ +
1

(λM0 + 1)

) θq
p

.

Pela hiṕotese(A2), sabemos queL(Γ1
R) → 0 quandoR → ∞. Logo o lado direito da expressão

acimaé pequeno desde queλ eR sejam suficientemente grandes.

O lema abaixóe uma vers̃ao vetorial do lema de Brezis-Lieb e foi provado por Alves em [1].

Ele vai compensar a falta de estrutura Hilbertiana do espaçoX.

Lema 3.6 ([1, Lema 3]). SejaK ≥ 1, s ≥ 2 e A(y) = |y|s−2y, para y ∈ RK . Considere uma

seq̈uência de funç̃oes vetoriaisηn : RN → RK tal que(ηn) ⊂ (Ls(RN))K e ηn(x) → 0 q.t.p.

x ∈ RN . Ent̃ao, se|ηn|(Ls(RN ))K é limitado, temos

lim
n→∞

∫

RN

|A(ηn) + A(w)− A(ηn + w)|s/(s−1) = 0,

para cadaw ∈ (Ls(RN))K fixado.

DEMONSTRAÇÃO. Para1 ≤ i ≤ K, sejamAi(y) ewi(x) a i-ésima componente dos vetoresA(y)

ew(x), respectivamente. Então,

Ai(ηn + w)− Ai(ηn) =

∫ 1

0

(
d

dt
Ai(ηn + tw)

)
dt =

∫ 1

0

(
K∑

j=1

∂

∂xj

Ai(ηn + tw)wj

)
dt,

donde segue que existeC1 > 0 tais que

|Ai(ηn + w)− Ai(ηn)| ≤ C1|w|
∫ 1

0

|ηn + tw|s−2 dt ≤ C1|w| (|ηn|+ |w|)s−2 .

Conseq̈uentemente,

|A(ηn + w)− A(ηn)| ≤ C2|w|s−1 + C3|w||ηn|s−2,
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comC2, C3 > 0. Para cadaε > 0 fixado, podemos usar a expressão acima e a desigualdade de

Young para obter

|A(ηn + w)− A(ηn)| ≤ Cε|w|s−1 + ε|ηn|s−1.

Considere agora a funçãoGε,n : RN → R definida por

Gε,n(x) = max{|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|(x)− ε|ηn(x)|s−1, 0}.

Como conseq̈uência das hiṕoteses e dáultima desigualdade, vemos queGε,n satisfaz

lim
n→∞

Gε,n(x) = 0,

q.t.p.x ∈ RN e

0 ≤ Gε,n(x) ≤ C4|w|s−1 ∈ Ls/(s−1)(RN).

Dessa forma, podemos usar o Teorema de Lebesgue para concluir que

lim
n→∞

∫

RN

|Gε,n(x)|s/(s−1) dx = 0.

Segue imediatamente da definição deGε,n que

|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)| ≤ ε|ηn|s−1 + Gε,n

e portanto

|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|s/(s−1) ≤ C5ε|ηn|+ C5|Gε,n|s/(s−1).

Dessa forma,

lim sup
n→∞

∫

RN

|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|s/(s−1) dx ≤ C5ε

∫

RN

|ηn|s dx ≤ C6ε.

Passando ao limite quandoε → 0, obtemos que

0 ≤ lim inf
n→∞

∫

RN

|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|s/(s−1) dx

≤ lim sup
n→∞

∫

RN

|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|s/(s−1) dx ≤ 0,

o que conclui a prova do lema.

Lema 3.7. Sejaλ ≥ 0 fixo e(un) uma seq̈uência(PS)c para Iλ,q. Ent̃ao, a menos de uma sub-

seq̈uência,un ⇀ u fracamente emX comu sendo uma soluç̃ao fraca do problema(Sλ,q). Além

do mais, sec′ = c− Iλ,q(u), ent̃aovn = un − u é uma seq̈uência(PS)c′ para Iλ,q.
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DEMONSTRAÇÃO. O Lema 3.4(i) implica que(un) é limitada emX e portanto, passando a uma

subseq̈uência se necessário, temos

un ⇀ u fracamente emX,

un → u emLs
loc(RN) para todop ≤ s < p∗,

un(x) → u(x) q.t.p.x ∈ RN .

(3.1.5)

Afirmamos que podemos supor ainda que

∇un(x) → ∇u(x) q.t.p.x ∈ RN ,

|∇un|p−2∂un

∂xi

⇀ |∇u|p−2 ∂u

∂xi

fracamente em(Lp(RN))∗, 1 ≤ i ≤ N,
(3.1.6)

onde(Lp(RN))∗ denota o espaço dual deLp(RN). Para verificar essa afirmação observamos ini-

cialmente que, comoh : RN → R, h(x) = |x|p é estritamente convexa, temos

Pn(x) =
(|∇un(x)|p−2∇un(x)− |∇u(x)|p−2∇u(x)

) · ∇(un(x)− u(x)) ≥ 0.

SejaK ⊂ RN um subconjunto compacto fixado. Dadoε > 0 definimos

Kε = {x ∈ RN : dist(x,K) ≤ ε}

e escolhemos uma funçãoψ ∈ C∞(RN) tal que0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 emK e ψ ≡ 0 emRN \Kε.

Usando a definiç̃ao dePn temos

0 ≤
∫

K

Pn ≤
∫

RN

Pnψ =

∫

RN

|∇un|pψ −
∫

RN

|∇un|p−2 (∇un · ∇u) ψ

+

∫

Kε

|∇u|p−2 (∇u · ∇ (u− un)) ψ.

(3.1.7)

Como(ψun) é limitada emX e I ′λ,q(un) → 0, temos

o(1) = 〈I ′λ,q(un), ψun〉 =

∫

RN

|∇un|pψ +

∫

RN

|∇un|p−2(∇un · ∇ψ)un

+

∫

RN

(λa(x) + 1)|un|pψ −
∫

RN

|un|qψ

e

o(1) = 〈I ′λ,q(un),−ψu〉 = −
∫

RN

|∇un|p−2(∇un · ∇u)ψ −
∫

RN

|∇un|p−2(∇un · ∇ψ)u

−
∫

RN

(λa(x) + 1)|un|p−2unuψ +

∫

RN

|un|q−2unuψ,
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quandon → ∞. Substituindo as duas igualdades acima em (3.1.7), lembrando queψ ≡ 0 em

RN \Kε e utilizando (3.1.5) concluı́mos que

0 ≤
∫

K

Pn ≤ C1(n) + C2(n) + C3(n)− C4(n) + o(1), (3.1.8)

quandon →∞, com

C1(n) :=

∫

Kε

|∇un|p−2 (∇un · ∇ψ) (u− un) ,

C2(n) :=

∫

Kε

λa(x)ψ
(|un|p−2unu− |un|p

)
,

C3(n) :=

∫

Kε

(|un|p−2unu− |un|p
)
ψ e C4(n) :=

∫

Kε

(|un|q−2unu− |un|q
)
ψ.

AFIRMAÇÃO 1: para1 ≤ i ≤ 4, temos quelim
n→∞

Ci(n) = 0.

De fato, a limitaç̃ao de(un) emX nos forneceM tal que‖un‖ ≤ M , para todon ∈ N. Assim, a

converĝencia forteun → u emLp(Kε), implica que

|C1(n)| ≤ |∇ψ|∞
∫

Kε

|∇un|p−1|u− un|

≤ |∇ψ|∞‖un‖p−1|u− un|p,Kε

≤ |∇ψ|∞Mp−1|u− un|p,Kε → 0,

quandon → ∞. Para estimar os outros termos observamos inicialmente que, a menos de uma

subseq̈uência, ∫

Kε

|un|p →
∫

Kε

|u|p, quandon →∞. (3.1.9)

Note agora que

∣∣|un|p−2un

∣∣
p/(p−1),Kε

≤
(∫

RN

|un|p
)(p−1)/p

≤ ‖un‖p−1 ≤ Mp−1,

donde segue que(|un|p−2un) é limitada emLp/(p−1)(Kε). Usando este fato e a convergência

pontualun(x) → u(x) q.t.p. x ∈ Kε, conclúımos que|un|p−2un ⇀ |u|p−2u fracamente em

Lp/(p−1)(Kε). Portanto, comou ∈ (Lp/(p−1)(Kε))
∗ = Lp(Kε),

∫

Kε

|un|p−2unu →
∫

Kε

|u|p, quandon →∞.
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A express̃ao acima, (3.1.9) e a limitação dea(x)ψ emKε implicam quelimn→∞ C2(n) = 0. Da

mesma maneira pode-se mostrar quelimn→∞ C3(n) = limn→∞ C4(n) = 0, o que conclui a prova

da afirmaç̃ao.

Usando a afirmaç̃ao acima e (3.1.8), obtemos

0 ≤
∫

K

(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
) · ∇(un − u) → 0, quandon →∞. (3.1.10)

AFIRMAÇÃO 2: A express̃ao acima implica que∇un → ∇u em(Lp(K))N .

Vamos usar que

(|a|p−2a− |b|p−2b) · (a− b) ≥ Mp|a− b|p,
para quaisquera, b ∈ RN e alguma constanteMp > 0 (veja [66, pg. 210]). Usando a desigualdade

acima coma = ∇un e b = ∇u, e lembrando (3.1.10), obtemos

0 ≤ lim
n→∞

∫

K

|∇un −∇u|p

≤ 1

Mp

lim
n→∞

∫

K

(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
) · ∇(un − u) = 0,

conforme afirmado.

Como conseq̈uência imediata da afirmação 2 conclúımos que∇un(x) → ∇u(x) q.t.p.x ∈ K.

A arbitrariedade do compactoK e um processo diagonal estabelece a primeira parte de (3.1.6).

Para provar a segunda afirmação em (3.1.6)́e suficiente usar a primeira, a limitação de(|∇un|) em

Lp(RN) e o mesmo argumento utilizado para mostrar queC2(n) → 0 quandon →∞.

Dada uma funç̃aoφ ∈ C∞
0 (RN) temos

〈I ′λ,q(un), φ〉 =

∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇φ +

∫

RN

(λa(x) + 1)|un|p−2unφ−
∫

RN

|un|q−2unφ.

Passando ao limite e usando (3.1.5) e (3.1.6) concluı́mos que〈I ′λ,q(u), φ〉 = 0, donde segue que

I ′λ,q(u) = 0. A limitação de(un) emX, as converĝencias pontuais em (3.1.5) e (3.1.6) e o lema de

Brezis-Lieb implicam que.

Iλ,q(vn) = Iλ,q(un)− Iλ,q(u) + o(1),

quandon →∞. Assimlimn→∞ Iλ,q(vn) = c− Iλ,q(u).

Resta apenas mostrar queI ′λ,q(vn) → 0. Para tanto note inicialmente que, dadoφ ∈ X,

podemos computar

〈
I ′λ,q(vn), φ

〉
=

〈
I ′λ,q(un), φ

〉− 〈
I ′λ,q(u), φ

〉
+ C5(n) + C6(n)− C7(n), (3.1.11)
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onde

C5(n) :=

∫

RN

(|∇vn|p−2∇vn + |∇u|p−2∇u− |∇un|p−2∇un

) · ∇φ

C6(n) :=

∫

RN

(λa(x) + 1)
(|vn|p−2vn + |u|p−2u− |un|p−2un

)
φ

e

C7(n) :=

∫

RN

(|vn|q−2vn + |u|q−2u− |un|q−2un

)
φ.

Uma vez que(vn) é limitada emX, segue que(∇vn) ⊂ (Lp(RN))N satisfaz as hiṕoteses do

Lema 3.6. Assim, usando esse lema comw = ∇u e a desigualdade de Hölder, vem

|C5(n)| ≤
(∫

RN

∣∣|∇vn|p−2∇vn + |∇u|p−2∇u− |∇un|p−2∇un

∣∣ p
p−1

) p−1
p

|φ|p

≤ o(1)‖φ‖,
quandon → ∞. Da mesma maneira podemos mostrar que a estimativa acima vale também para

C6(n) eC7(n). Assim, comoI ′λ,q(un) → 0 e I ′λ,q(u) = 0, obtemos de (3.1.11) que
∣∣〈I ′λ,q(vn), φ

〉∣∣ ≤ o(1)‖φ‖, quandon →∞,

para todaφ ∈ X. Isso implica queI ′λ,q(vn) → 0 e conclui a prova do lema.

Estamos prontos para provar o resultado de compacidade que vamos necessitar.

DEMONSTRAÇÃO DA PROPOSIÇ̃AO 3.3. Considerec0 dado pelo Lema 3.4(iii) e fixeε > 0 tal

que2ε < c0pq/(q− p). DadoC0 > 0 qualquer, escolhemosΛε eRε dados pelo Lema 3.5 e vamos

provar a veracidade da proposição paraΛ0 = Λε. Seja ent̃ao(un) ⊂ Vτ
λ,q tal que

Iλ,q(un) → c e ‖I ′λ,q(un)‖∗ → 0,

em quec ≤ C0, λ ≥ Λ0 e‖ · ‖∗ é a norma da derivada do funcional restrito. Argumentando como

no Lema 2.2 conclúımos que, de fato,I ′λ,q(un) → 0 emX∗. Assim, pelo Lema 3.7, podemos supor

queun ⇀ u fracamente emX evn = un−u é uma seq̈uência (PS)c′ paraIλ,q, comc′ = c−Iλ,q(u).

Afirmamos quec′ = 0 e portanto o Lema 3.4(ii) implica quelim
n→∞

‖vn‖p
λ = c′pq/(p−q) = 0. Como

‖ · ‖λ é equivalente a‖ · ‖, conclúımos queun → u fortemente emX.

Afim de verificar quec′ = 0 vamos supor, por contradição, quec′ > 0. Pelo Lema 3.4(iii)

temos quec′ ≥ c0 > 0. Comovn → 0 emLq
loc(RN) segue dos Lemas 3.4(ii) e 3.5 que

c0
pq

q − p
≤ c′

pq

q − p
= lim

n→∞
|vn|qq

≤ lim
n→∞

∫

BRε

|vn|q + lim sup
n→∞

∫

RN\BRε (0)

|vn|q ≤ c0

2

pq

q − p
,
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o queé um absurdo. Portantoc′ = 0 e a proposiç̃ao est́a provada.

3.2 Soluç̃oes nodais minimais

Nessa seç̃ao apresentamos a prova dos teoremas que envolvem soluções nodais do problema(Sτ
λ,q).

Conforme seŕa visto, as demonstrações dos resultados de existência e multiplicidade seguem as

mesmas linhas daquelas apresentadas no capı́tulo anterior. Dessa forma vamos destacar somente

os detalhes que são diferentes dos anteriores. O primeiro resultado relaciona a energia de uma

soluç̃ao com o seu ńumero de regĩoes nodais. Como a demonstraçãoé ańalogaà do Lema 2.8, ela

não seŕa apresentada.

Lema 3.8. Seu é uma soluç̃ao do problema(Sτ
λ,q) que troca de sinal2k−1 vezes, entãoIλ,q(u) ≥

kcτ
λ,q.

3.2.1 Demonstraç̃ao do Teorema 1.3

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1.3. Sejaq ∈ (p, p∗) fixado eΛ0 = Λ0(q) dado pela Proposição

3.3 comC0 = mτ
q,Ω = mτ

q , em quemτ
q é o ḿınimo relacionado com o problema(Dτ

q ) e definido

em (2.1.2). Sejaλ ≥ Λ0 e (un) ⊂ Vτ
λ,q uma seq̈uência tal queIλ,q(un) → cτ

λ,q. Pelo prinćıpio

variacional de Ekeland podemos supor que‖I ′λ,q(un)‖∗ → 0. De acordo com o Lema 3.2(ii),

temos quecτ
λ,q ≤ mτ

q . Dessa forma, a Proposição 3.3 e a escolha deC0 nos assegura que, a menos

de uma subseqüência,un → u ∈ Vτ
λ,q. O prinćıpio de criticalidade siḿetrica e o mesmo argumento

do Lema 2.7 implica queu é um ponto cŕıtico deIλ,q. Segue então do Lema 3.8 que a funçãou (e

tamb́em−u) é uma soluç̃ao do problema(Sτ
λ,q) que troca de sinal exatamente uma vez.

As idéias acima nos permitem estender o resultado de existência em [7, Teorema 1.1] e provar

o resultado abaixo.

Teorema 3.9.Suponha que(A1) e (A2) valem. Ent̃ao existeΛ0 = Λ0(q) > 0 tal que, para todo

λ ≥ Λ0, o problema(Sλ,q) tem pelo menos uma solução positiva de energia ḿınima.

DEMONSTRAÇÃO. Fixado q ∈ (p, p∗) considereΛ0 = Λ0(q) dado pela Proposição 3.3 com

C0 = mq,Ω. Paraλ ≥ Λ0, argumentando como na prova do Teorema 1.3, podemos concluir que

cλ,q é atingido por algumu ∈ Vλ,q queé uma soluç̃ao de(Sλ,q). Da mesma maneira que no Lema

2.12, mostra-se facilmente que qualquer solução de(Sλ,q) com energia inferior a2cλ,q não troca de
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sinal. Logo, podemos supor queu ≥ 0. Segue então do prinćıpio do ḿaximo queu > 0 emRN .

ComoVλ,q cont́em todas as soluções ñao triviais do problema(Sλ,q), é evidente que tal soluçãoé

de energia ḿınima. O teorema está provado.

3.2.2 Demonstraç̃ao do Teorema 1.4

Nessa subseção vamos nos concentrar no estudo do comportamento assintótico das soluç̃oes de

(Sτ
λ,q). Começamos com o seguinte resultado auxiliar, cuja demonstração foi baseada em [26,

Lemma 4] (veja tamb́em [3, Lemma 1]).

Lema 3.10.SejaM > 0, λn ≥ 1 e (un) ⊂ X tais queλn →∞ e‖un‖λn ≤ M . Ent̃ao existe uma

funç̃aou ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que, a menos de uma subseqüência,un ⇀ u fracamente emX eun → u

emLs(RN), para qualquerp ≤ s < p∗.

DEMONSTRAÇÃO. Como‖un‖ ≤ ‖un‖λn ≤ M , passando a uma subseqüência se necessário,

podemos supor queun ⇀ u fracamente emX. Provemos inicialmente queu ∈ W 1,p
0 (Ω). Para

tanto, sejaCk = {x ∈ RN ∩Bk(0) : a(x) > 1/k}, parak ∈ N. Ent̃ao

∫

Ck

|un|p ≤ k

∫

Ck

a(x)|un|p ≤ kM

λn

→ 0, quandon →∞,

para todok. Assim, comoCk é limitado eun → u emLp
loc(RN), temos que

∫

Ck

|u|p = 0, para todok ∈ N,

donde se conclui queu(x) = 0 q.t.p.x ∈ RN \ Ω. Da suavidade de∂Ω segue queu ∈ W 1,p
0 (Ω).

Para verificar queun → u emLp(RN) definimosF = {x ∈ RN : a(x) ≤ M0}, em queM0 é

dado pela hiṕotese(A2). Comou ∈ W 1,p
0 (Ω) eΩ ∩ (RN \ F ) = ∅, temos queu ≡ 0 emRN \ F .

Assim, ∫

RN\F
|un − u|p =

∫

RN\F
|un|p ≤ 1

λnM0

∫

RN\F
λna(x)|un|p ≤ M

λnM0

.

Dadoε > 0, uma vez queλn →∞, existen1 ∈ N tal que,

∫

RN\F
|un − u|p <

ε

3
, sempre quen ≥ n1. (3.2.1)
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ParaR > 0 arbitŕario, denotamosBR = BR(0) e escolhemosr ∈ (1, N/(N − p)). Aplicando

a desigualdade de Ḧolder, a imers̃ao de Sobolev e usando a limitação de(un), obtemos

∫

F∩(RN\BR)

|un − u|p ≤ L (
F ∩ (RN \BR)

)1/r′
(∫

F∩(RN\BR)

|un − u|rp

)1/r

≤ C1L
(
F ∩ (RN \BR)

)1/r′ |un − u|prp

≤ C2L
(
F ∩ (RN \BR)

)1/r′ ‖un − u‖p

≤ C3L
(
F ∩ (RN \BR)

)1/r′
,

em quer′ = r/(r− 1) é o expoente conjugado der. Segue da hiṕotese(A2) queL(F ) < ∞. Isso,

juntamente com a expressão acima, implica que existeR0 > 0 tal que
∫

F∩(RN\BR0
)

|un − u|p <
ε

3
. (3.2.2)

Uma vez queun → u emLp
loc(RN), existen2 ∈ N tal que

∫

F∩BR0

|un − u|p <
ε

3
, sempre quen ≥ n2.

Fazendon0 = max{n1, n2}, usando a expressão acima, (3.2.1) e (3.2.2), concluı́mos que
∫

RN

|un − u|p < ε, sempre quen ≥ n0,

isto é,un → u emLp(RN).

Sejap < s < p∗ fixado e escolhaθ > 0 tal que1/s = θ/p+(1−θ)/p∗. Usando a desigualdade

de Hölder e a continuidade da imersãoX ↪→ Lp∗(RN) obtemos

∫

RN

|un − u|s ≤
(∫

RN

|un − u|p∗
)(1−θ)s/p∗ (∫

RN

|un − u|p
)θs/p

≤ C4‖un − u‖(1−θ)s|un − u|θs
p

≤ C5|un − u|θs
p .

Como j́a sabemos queun → u emLp(RN), a desigualdade acima implica queun → u emLs(RN),

o que conlcui a prova do lema.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1.4. Seja(λn) ⊂ R tal queλn →∞ e(un) ⊂ X uma seq̈uência

de soluç̃oes de(Sτ
λn,q) tal que(Iλn,q(un)) é limitada. Se(un) contiver uma subseqüência(unj

) ⊂
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(un) tal queunj
= 0 para todoj ∈ N, ent̃ao ñao h́a nada a fazer. Assim, podemos supor que

un 6= 0 para todon ∈ N. Logo,un ∈ Vτ
λn,q e

Iλn,q(un) =
(q − p)

pq
‖un‖p

λn
.

Da express̃ao acima e da limitaç̃ao de(Iλn,q(un)), obtemosM > 0 tal que‖un‖λn ≤ M . Vamos

provar o teorema parau ∈ W 1,p
0 (Ω) dada pelo Lema 3.10. Uma vez queI ′λn,q(un) = 0 ea ≡ 0 em

Ω, podemos argumentar como na prova de (3.1.6) e supor que

∇un(x) → ∇u(x) q.t.p.x ∈ Ω, (3.2.3)

|∇un|p−2∂un

∂xi

⇀ |∇u|p−2 ∂u

∂xi

fracamente em(Lp(Ω))∗, 1 ≤ i ≤ N, (3.2.4)

e ∫

Ω

(|∇un|p−2∇un · ∇φ + |un|p−2unφ) =

∫

Ω

|un|q−2unφ,

qualquer que sejaφ ∈ W 1,p
0 (Ω). Passando a expressão acima ao limite, usando (3.2.4) e o Lema

3.10 conclúımos queu satisfaz a primeira equação em(Dτ
q ). ComoXτ é um subespaço fechado

deX, é suficiente mostrarmos queun → u fortemente emW 1,p(RN) para concluir tamb́em que

τu = u.

Usando (3.2.3),u ∈ W 1,p
0 (Ω) e o lema de Brezis-Lieb obtemos

∫

RN

|∇(un − u)|p =

∫

RN\Ω
|∇un|p +

∫

Ω

|∇(un − u)|p

=

∫

RN\Ω
|∇un|p +

∫

Ω

|∇un|p −
∫

Ω

|∇u|p + o(1)

(3.2.5)

quandon →∞. Além disso, usando novamente queu ∈ W 1,p
0 (Ω), podemos concluir que

∫

RN

a(x)|un − u|p =

∫

RN

a(x)|un|p.

Isso, (3.2.5), o Lema 3.10 e o fato deun e u pertencerem̀a variedade de NehariVτ
λn,q implicam

que

‖un − u‖p
λn

=

∫

RN

|∇(un)|p +

∫

RN

λna(x)|un|p −
∫

RN

|∇u|p + o(1)

=

∫

RN

|un|q −
∫

RN

|un|p −
∫

RN

|∇u|p + o(1)

=

∫

RN

|u|q −
∫

RN

|u|p −
∫

RN

|∇u|p + o(1) = o(1),
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quandon → ∞. Portanto,‖un − u‖p
0 ≤ ‖un − u‖p

λn
→ 0, quandon → ∞ e o teorema está

provado.

Os mesmos argumentos utilizados acima nos permitem estender o resultado de concentração

em [7, Teorema 1.3] para a caso quasilinear2 ≤ p < N e provar o

Teorema 3.11.Seja(λn) ⊂ R tal queλn →∞ quandon →∞ e(un) uma seq̈uência de soluç̃oes

positivas do problema(Sλn,q) tal queIλn,q(un) é limitado. Ent̃ao, a menos de uma subseqüência,

un → u forte emW 1,p(RN) comu sendo uma soluç̃ao positiva do problema(Dq).

3.2.3 Demonstraç̃ao do Teorema 1.5

Nessa subseção provamos o teorema de multiplicidade de soluções para(Sτ
λ,q). O resultado abaixo

é ponto chave da nossa argumentação e relaciona(Sλ,q) com seu problema limite(Dq).

Lema 3.12.Para todoq ∈ (p, p∗) temos lim
λ→∞

cλ,q = mq,Ω.

DEMONSTRAÇÃO. ComoNq ⊂ Vλ,q sabemos que0 ≤ cλ,q ≤ mq para todoλ ≥ 0. Suponha,

por contradiç̃ao, que o lemáe falso. Ent̃ao existe uma seqüência(λn) ⊂ R tal queλn → ∞ e

cλn,q → c < mq. Pelo Teorema 3.9, paran suficientemente grande, existe(un) ∈ Vλn,q tal que

cλn,q = Iλn,q(un) =

(
1

p
− 1

q

)
|un|qq.

O Teorema 3.11 implica que, a menos de subseqüência,un → u em W 1,p(RN) (e tamb́em em

Lq(RN)) para uma soluç̃aou ∈ Nq do problema(Dq). Tomando o limite na expressão acima vem

c =

(
1

p
− 1

q

)
|u|qq =

(
1

p
− 1

q

)
|u|qq,Ω = Eq(u),

e portantoc é atingido porEq emNq. Segue da definiç̃ao demq que c ≥ mq, o queé uma

contradiç̃ao. O lema está provado.

Fixamos, daqui por diante, um númeror > 0 suficientemente pequeno de forma que os con-

juntos

Ω+
2r = {x ∈ RN : dist(x, Ω) < 2r}

e

Ω−
r = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω ∪ Ωτ ) ≥ r}.
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sejam tais que as inclusõesΩ−
r ↪→ Ω\Ωτ eΩ ↪→ Ω+

2r são equival̂encias equivariantes de homotopia.

Sem perda de generalidade podemos também supor queBr(0) ⊂ Ω.

Seguindo [7], escolhemosR > 0 tal queΩ ⊂ BR(0) e definimos

ξ(t) =





1 se0 ≤ t ≤ R,

R/t set ≥ R.

Tamb́em definimos, parau ∈ Vλ,q, a funç̃ao baricentro truncada

βq(u) =

∫
RN |u|qξ(|x|)x dx∫

RN |u|q dx
.

Lema 3.13 ([7, Lema 3.8]).Existeq1 ∈ (p, p∗) com a seguinte propriedade: para cadaq ∈
(q1, p

∗), existe um ńumeroΛ1 = Λ1(q) tal que, para todoλ ≥ Λ1, temosmq,r < 2cλ,q.

DEMONSTRAÇÃO. Como, pelo Lema 2.4,mq,r e mq têm o mesmo limite quandoq → p∗, existe

q1 tal que

mq,r <
3

2
mq, para todoq ∈ (q1, p

∗).

Afirmamos que o lema vale paraq1 como acima. De fato, suponha por contradição que existe

q ∈ (q1, p
∗) e (λn) ⊂ R tal queλn →∞ emq,r ≥ 2cλn,q. Da express̃ao acima segue que

3

2
mq > 2cλn,q.

Passando ao limite e usando o Lema 3.12 concluı́mos que3mq ≥ 4mq, donde segue quemq = 0.

Mas issoé uma contradiç̃ao e o lema está provado.

Lema 3.14 ([7, Lema 3.8]).Existeq2 ∈ (p, p∗) com a seguinte propriedade: para cadaq ∈
(q2, p

∗), existe um ńumeroΛ2 = Λ2(q) tal que, para todoλ ≥ Λ2, temos queβq(u) ∈ Ω+
2r sempre

queu ∈ Vλ,q e Iλ,q(u) ≤ mq,r

DEMONSTRAÇÃO. Sejaq2 = q0(r) dado pelo Lema 2.5. Suponha, por contradição, que o lemáe

falso para essa escolha deq2. Ent̃ao existeq ∈ (q2, p
∗), (λn) ⊂ R, un ∈ Vλn,q tais queλn →∞,

Iλn,q(un) =

(
1

p
− 1

q

)
‖un‖p

λn
≤ mq,r

eβq(un) 6∈ Ω+
2r. A express̃ao acima mostra que as todas as hipóteses do Lema 3.10 são satisfeitas,

de modo que existeu ∈ W 1,p
0 (Ω) tal queun → u emLs(RN) para todop ≤ s < p∗.
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Comoun ∈ Vλn,q temos
∫

RN

(|∇un|p + |un|p) ≤ ‖un‖p
λn

=

∫

RN

|un|q.

Lembrando que a norma‖·‖0 é fracamente semi-contı́nua inferiormente e queun → u emLq(RN),

podemos usar a expressão acima para obter
∫

RN

(|∇u|p + |u|p) ≤ lim inf
n→∞

∫

RN

(|∇un|p + |un|p) ≤
∫

RN

|u|q,

ou ainda, comou ≡ 0 emRN \ Ω,
∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) ≤
∫

Ω

|u|q.

A express̃ao acima implica que existet ∈ (0, 1] tal que
∫

Ω

(|∇(tu)|p + |tu|p) =

∫

Ω

|tu|q,

isto é, tu ∈ Nq,Ω. Desta forma, temos

Eq,Ω(tu) =

(
1

p
− 1

q

) ∫

Ω

(|∇(tu)|p + |tu|p)

≤
(

1

p
− 1

q

) ∫

RN

(|∇u|p + |u|p)

≤ lim inf
n→∞

(
1

p
− 1

q

) ∫

RN

(|∇un|p + (λna(x) + 1)|un|p)

= lim inf
n→∞

Iλn,q(un) ≤ mq,r.

Segue da desigualdade acima e do Lema 2.5 queβq(tu) ∈ Ω+
r . Comoun → u emLq(RN),

podemos usar o Teorema de Lebesgue, a definição deξ eu ∈ W 1,p
0 (Ω) para obter

lim
n→∞

βq(un) = βq(u) = βq(u) = βq(tu) ∈ Ω+
r .

Mas isso contradiz o fato deβq(un) 6∈ Ω+
2r e conclui a demonstração do lema.

O resultado abaixóe uma vers̃ao do Lema 2.9.

Lema 3.15. Sejaq2 dado pelo Lema 3.14,q ∈ (q2, p
∗) e Λ2 = Λ2(q) satisfazendo a propriedade

do enunciado do Lema 3.14. Então, para todoλ ≥ Λ2(q), existem duas aplicações

Ω−
r

αq−→ Vτ
λ,q ∩ I

2mq,r

λ,q

γq−→ Ω+
2r
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tais queαq(τx) = −αq(x), γq(−u) = τγq(u), eγq◦αq é equivariantemente homotópicoà inclus̃ao

Ω−
r ↪→ Ω+

2r. Em particular,

Z2-cat(Vτ
λ,q ∩ I

2mq,r

λ,q ) ≥ τ -catΩ(Ω \ Ωτ ),

para todoλ ≥ Λ2(q).

DEMONSTRAÇÃO. Paraq ∈ (q2, p
∗) fixado eλ ≥ Λ2(q), sejavq ∈ Nq,Br(0) uma funç̃ao radial e

positiva tal queEq,Br(0)(vq) = mq,r. Definaαq : Ω−
r → Vτ

λ,q ∩ I
2mq,r

λ,q por

αq(x) = vq(· − x)− vq(· − τx).

Dadox ∈ Ω−
r , segue do Lema 2.9 queαq(x) ∈ N τ

q ∩ E
2mq,r
q e αq(τx) = −αq(x). Além disso,

comoa ≡ 0 emΩ, conclúımos queIλ,q(αq(x)) = Eq(αq(x)) = 2mq,r e queαq(x) ∈ Vτ
λ,q. Logo,

αq est́a bem definida. Comou+ ∈ Vτ
λ,q ∩ I

mq,r

λ,q , o Lema 3.14 implica queγq(u) = β(u+) ∈ Ω+
2r. É

suficiente agora repetir os argumentos usados na prova do Lema 2.9.

Estamos prontos para provar o Teorema 1.5.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1.5. Sejamq1 e q2 dados pelos Lemas 3.13 e 3.14, respectiva-

mente. Definaq∗ = max{q1, q2}. Fixadoq ∈ (q∗, p∗) sejamΛ1 = Λ1(q) eΛ2 = Λ2(q) dados pelos

Lemas 3.13 e 3.14, respectivamente. Definimos aindaΛ = Λ(q) = max{Λ0(q), Λ1(q), Λ2(q)},
ondeΛ0(q) é dado pela aplicação da Proposiç̃ao 3.3 comC0 = 2mq,r. Vamos provar que o teo-

rema vale para essa escolha deq∗ eΛ.

Seja ent̃aoλ ≥ Λ. Como o funcionalIλ,q restrito aVτ
λ,q é par e satisfaz Palais-Smale abaixo do

nı́vel 2mq,r, podemos aplicar o Teorema A.9 para obterZ2-cat(Vτ
λ,q ∩ I

2mq,r

λ,q ) pares±ui de pontos

cŕıticos com

Iλ,q(±ui) ≤ 2mq,r < 4cλ,q < 2cτ
λ,q

em que usamos os Lemas 3.13 e 3.2(i). A desigualdade acima, a definição deXτ , o Lema 3.8 e

o mesmo argumento usando na demonstração do Teorema 1.3 mostram queui é uma soluç̃ao de

(Sτ
λ,q) que troca de sinal exatamente uma vez. Finalmente, segue do Lema 3.15 que

Z2-cat(N τ
q ∩ E2mq,r

q ) ≥ τ -catΩ(Ω \ Ωτ )

e o teorema está provado.

Usando o teorema acima e o mesmo argumento do Corolário 1.1, podemos facilmente provar

o resultado seguinte.
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Corolário 3.16. Suponha que(A1) e (A2) valem,Ω é limitado e siḿetrico com relaç̃ao à origem

e 0 6∈ Ω. Suponha ainda que o potenciala é par e que existe uma aplicação cont́ınua eı́mpar

ϕ : SN−1 → Ω. Ent̃ao existeq∗ ∈ (p, p∗) com a propriedade de, para cadaq ∈ (q∗, p∗), existe um

númeroΛ(q) > 0 tal que, para todoλ ≥ Λ(q), o problema



−∆pu + (λa(x) + 1)|u|p−2u = |u|q−2u emRN ,

u ∈ W 1,p(RN),

tem pelo menosN pares de soluç̃oesı́mpares que trocam de sinal exatamente uma vez.

O resultado abaixo mostra que as soluções obtidas pelo corolário acima, bem como aquelas

obtidas pelos Teoremas 1.3 e 1.5, se concentram em soluções nodais minimais de(Dτ
q ).

Corolário 3.17. Seja(λn) ⊂ R tal queλn → ∞ quandon → ∞ e (un) uma seq̈uência de

soluç̃oes do problema(Sτ
λn,q) dada pelo Teorema 1.3, pelo Teorema 1.5 ou pelo Corolário 3.16.

Então, a menos de uma subseqüência,un → u forte emW 1,p(RN) comu sendo uma soluç̃ao do

problema(Dτ
q ) que troca de sinal exatamente uma vez.

DEMONSTRAÇÃO. Vamos usar as mesmas notações da demonstração do Teorema 1.3. Lembrando

queI ′λn,q(un) = 0 e que a energia das soluçõesun est̃ao no intervalo[cτ
λn,q, 2mq,r], podemos usar

os Lemas 3.4(iii), 3.13 e 3.2 para concluir que

0 < c0 ≤ cτ
λn,q ≤ Iλn,q(un) ≤ 2mq,r < 4cλn,q ≤ 2cτ

λn,q ≤ 2mτ
q,Ω. (3.2.6)

Pelo Teorema 1.4 sabemos que, a menos de uma subseqüência,un → u em W 1,p(RN) com u

sendo uma solução de(Dτ
q ). Além disso, passando a expressão acima ao limite, obtemos

0 < c0 ≤ lim
n→∞

Iλn,q(un) = Eq(u) < 2mτ
q,Ω.

A express̃ao acima e o Lema 2.8 implicam queu troca de sinal exatamente uma vez.

3.3 Multiplicidade de soluç̃oes positivas para(Sλ,q)

Nessa seç̃ao vamos obter um resultado de multiplicidade de soluções positivas para o problema

(Sλ,q). Nesse contexto a hipótese de simetria(A3) nãoé necesśaria. A id́eiaé argumentar como na

última seç̃ao do caṕıtulo anterior e estender o resultado em [7, Teorema 1.2] para o caso quasilinear

2 ≤ p < N . Enunciamos abaixo nosso resultado de multiplicidade para soluções positivas.
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Teorema 3.18.Suponha que(A1)-(A2) valem e queΩ é limitado. Ent̃ao existeq∗ ∈ (p, p∗) com a

propriedade de, para cadaq ∈ (q∗, p∗), existe um ńumeroΛ(q) > 0 tal que, para todoλ ≥ Λ(q),

o problema(Sλ,q) tem pelo menoscat(Ω) soluç̃oes positivas.

Para provar o teorema acima vamos trabalhar com o funcionalIλ,q restrito à variedade de

Nehari usualVλ,q. Fixamosr > 0 tal que os conjuntosΩ+
2r e

Ω̃−
r = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) ≥ r}

sejam homotopicamente equivalentes aΩ eBr(0) ⊂ Ω.

Lema 3.19. Sejaq2 dado pelo Lema 3.14,q ∈ (q2, p
∗) e Λ2 = Λ2(q) satisfazendo a propriedade

do enunciado do Lema 3.14. Então

catVλ,q∩I
mq,r
λ,q

(Vλ,q ∩ I
mq,r

λ,q ) ≥ 2cat(Ω),

para todoλ ≥ Λ2(q).

DEMONSTRAÇÃO. Paraq ∈ (q2, p
∗) fixado eλ ≥ Λ2(q), sejavq ∈ Nq,Br(0) uma funç̃ao radial e

positiva tal queIλ,q(vq) = Eq,Br(0)(vq) = mq,r e defina os conjuntos

Σ+
q = {u ∈ Vλ,q ∩ I

mq,r

λ,q : u ≥ 0 emRN} e Σ−
q = {u ∈ Vλ,q ∩ I

mq,r

λ,q : u ≤ 0 emΩ}.
Argumentando como no Lema 2.13 concluı́mos que catVλ,q∩I

mq,r
λ,q

(Σ±
q ) ≥ catΩ+

2r
(Ω̃−

r ). ComoΣ+
q ∩

Σ−
q = ∅, temos que

catVλ,q∩I
mq,r
λ,q

(Vλ,q ∩ I
mq,r

λ,q ) ≥ catVλ,q∩I
mq,r
λ,q

(Σ+
q ∪ Σ−

q )

≥ catVλ,q∩I
mq,r
λ,q

(Σ+
q ) + catVλ,q∩I

mq,r
λ,q

(Σ−
q )

≥ 2catΩ+
2r

(Ω̃−
r ) = 2cat(Ω),

e o lema est́a provado.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 3.18.Sejamq1 e q2 dados pelos Lemas 3.13 e 3.14, respectiva-

mente. Definaq∗ = max{q1, q2}. Fixadoq ∈ (q∗, p∗) sejamΛ1 = Λ1(q) eΛ2 = Λ2(q) dados pelos

Lemas 3.13 e 3.14, respectivamente. Definimos aindaΛ = Λ(q) = max{Λ0(q), Λ1(q), Λ2(q)},
ondeΛ0(q) é dado pela aplicação da Proposiç̃ao 3.3 comC0 = mq,r. Dadoλ > Λ podemos usar o

Teorema A.7, o lema acima e o Lema 3.13 para obter cat(Vλ,q ∩ I
mq,r

λ,q ) ≥ 2 cat(Ω) pontos cŕıticos

ui tais queIλ,q(ui) ≤ mq,r < 2cλ,q. Da mesma maneira que no Lema 2.12, mostra-se que esses

pontos cŕıticos ñao trocam de sinal. ComoIλ,q é par, existem pelo menos cat(Ω) soluç̃oes de(Sλ,q)

tais queui ≥ 0. O prinćıpio do ḿaximo mostra queui > 0 emRN , e o teorema está provado.



CAPÍTULO 4

Equação quasilinear cŕıtica

Nesse caṕıtulo estudamos o problema

(Dτ
µ)





−∆pu = µ|u|q−2u + |u|p∗−2u emΩ,

u(τx) = −u(x) para todox ∈ Ω,

u = 0 em∂Ω,

ondeΩ ⊂ RN é um doḿınio limitado e suave,N ≥ p2, p < q < p∗ e o doḿınio Ω satisfaz a

seguinte condiç̃ao de simetria

(H) existeτ ∈ O(N) tal queτ 6= Id, τ 2 = Id e τ(Ω) = Ω.

Denotando porµ1(Ω) o primeiro autovalor de−∆p emW 1,p
0 (Ω), provamos os seguintes resul-

tados:

Teorema 1.6.Suponha que(H) vale. Ent̃ao, para todoµ ∈ (0, µ1(Ω)), o problema(Dτ
µ) tem pelo

menos um par de soluções que trocam de sinal exatamente uma vez.

Teorema 1.7.Suponha que(H) vale. Ent̃ao existeµ∗ ∈ (0, µ1(Ω)) tal que, para todoµ ∈ (0, µ∗),

o problema(Dτ
µ) tem pelo menosτ -catΩ(Ω\Ωτ ) pares de soluç̃oes que trocam de sinal exatamente

uma vez.

58
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4.1 Notaç̃oes e alguns resultados técnicos

Nesse caṕıtulo vamos trabalhar no espaçoW 1,p
0 (Ω) munido da norma

‖u‖Ω =

{∫

Ω

|∇u|p
}1/p

e denotar por|u|s,Ω a Ls(Ω)-norma de uma funç̃aou ∈ Ls(Ω). A involuçãoτ dada pela hiṕotese

(H) induz uma aç̃ao emW 1,p
0 (Ω), conforme definido em (2.1.1), e o subespaço dos elementos

fixados pela aç̃aoé denotado porW 1,p
0 (Ω)τ .

As soluç̃oes cĺassicas do problema(Dµ) são precisamente os pontos crı́ticos do funcional

Eµ,Ω ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R) dado por

Eµ,Ω(u) =
1

p

∫

Ω

|∇u|p − µ

q

∫

Ω

|u|q − 1

p∗

∫

Ω

|u|p∗ ,

que pertencem também ao subespaço invarianteW 1,p
0 (Ω)τ . Como antes, definimos as variedades

de Nehary

Nµ,Ω =
{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) \ {0} : 〈E ′
µ,Ω(u), u〉 = 0

}

=
{

u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0} : ‖u‖p

Ω = µ|u|qq,Ω + |u|p∗p∗,Ω
}

e

N τ
µ,Ω = {u ∈ Nµ,Ω : τu = u} = Nµ,Ω ∩W 1,p

0 (Ω)τ ,

bem como os problemas de minimização

mµ,Ω = inf
u∈Nµ,Ω

Eµ,Ω(u) e mτ
µ,Ω = inf

u∈N τ
µ,Ω

Eµ,Ω(u).

O lema abaixo mostra quemτ
µ,Ω > 0 e portanto o segundo problema acima está bem definido.

Naturalmente, o mesmo vale paramµ,Ω.

Lema 4.1. Suponha queq = p e µ ∈ (0, µ1(Ω)) ou p < q < p∗ e µ > 0. Ent̃ao existerµ,q,Ω > 0

tal que

‖u‖Ω ≥ rµ,q,Ω, (4.1.1)

para todou ∈ N τ
µ,Ω. Em particularmτ

µ,Ω > 0.

DEMONSTRAÇÃO. Suponha inicialmente queq = p e µ ∈ (0, µ1(Ω)). Usando a definiç̃ao de

µ1(Ω) e a imers̃ao de SobolevW 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp∗(Ω) temos que, seu ∈ Nµ,Ω, ent̃ao

(
1− µ

µ1(Ω)

)
‖u‖p

Ω ≤ ‖u‖p
Ω − µ|u|pp,Ω = |u|p∗p∗,Ω ≤ C1‖u‖p∗

Ω ,
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para algumC1 > 0. Assim, (
1− µ

µ1(Ω)

)
≤ C1‖u‖p∗−p

Ω ,

e portanto o item (i) vale pararµ,q,Ω =
{

1
C1

(
1− µ

µ1(Ω)

)}1/(p∗−p)

. Conseq̈uentemente, seu ∈
N τ

q,Ω, ent̃ao

Eµ,Ω(u) =
1

p
‖u‖p

Ω −
µ

p
|u|pp,Ω −

1

p∗
|u|p∗p∗,Ω

=

(
1

p
− 1

p∗

) (‖u‖p
Ω − µ|u|pp,Ω

)

≥
(

1

p
− 1

p∗

)(
1− µ

µ1(Ω)

)
‖u‖p

Ω

≥
(

1

p
− 1

p∗

)(
1− µ

µ1(Ω)

)
rp
µ,q,Ω,

e o item (ii) se segue.

Vamos agora considerar o casop < q < p∗ eµ > 0. Usando as imersões de Sobolev obtemos

C2 > 0 tal que

‖u‖p
Ω = µ|u|qq,Ω + |u|p∗,Ωp∗ ≤ µC2‖u‖q

Ω + C1‖u‖p∗
Ω ,

ou ainda

1 ≤ µC2‖u‖q−p
Ω + C1‖u‖p∗−p

Ω ,

sempre queu ∈ N τ
µ,Ω. Comoq > p e p∗ > p, a express̃ao acima mostra que não pode existir

(un) ⊂ N τ
µ,Ω com‖un‖Ω → 0, donde segue o item (i).

Para verificar (ii) note inicialmente que, seu ∈ N τ
µ,Ω, ent̃ao

Eµ,Ω(u) =
1

p
‖u‖p

Ω −
µ

q
|u|qq,Ω −

1

p∗
|u|p∗p∗,Ω

= µ

(
1

p
− 1

q

)
|u|qq,Ω +

(
1

p
− 1

p∗

)
|u|p∗p∗,Ω ≥ 0,

e portantomτ
µ,Ω ≥ 0. Suponha, por contradição, quemτ

µ,Ω = 0. Ent̃ao existe(un) ⊂ N τ
µ,Ω

tal queEµ,Ω(un) → 0. A express̃ao acima mostra que, nesse caso, devemos ter|un|qq,Ω → 0 e

|un|p
∗

p∗,Ω → 0, donde se conclui que‖un‖p
Ω → 0, contrariando o item (i). Logomτ

µ,Ω > 0 e o lema

est́a provado.

Dado um doḿınio τ -invarianteD ⊂ RN definimos‖ · ‖D, Eµ,D, Nµ,D, N τ
µ,D, mµ,D e mτ

µ,D
de maneira ańaloga, mas tomando as integrais sobre o conjuntoD ao inv́es deΩ. Sempre que
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omitirmos a refer̂encia ao conjunto nas notações acima, estamos supondo queD = Ω. Escrevemos

simplesmentemµ,r emτ
µ,r para denotarmµ,Br(0) emτ

µ,Br(0), respectivamente.

O lema abaixo estabelece uma importante propriedade demµ.

Lema 4.2. A funç̃aoµ 7→ mµ é ñao-crescente em[0,∞).

DEMONSTRAÇÃO. Sejam0 ≤ µ1 < µ2 dados. Precisamos verificar quemµ2 ≤ mµ1. Para tanto,

note inicialmente que

Eµ(u) =

(
1

p
− 1

q

)
‖u‖p +

(
1

q
− 1

p∗

)
|u|p∗p∗ ,

qualquer que sejaµ ≥ 0 eu ∈ Nµ.

AFIRMAÇÃO: Para cadau ∈ Nµ1 existetu ∈ (0, 1) tal quetuu ∈ Nµ2.

Usando a afirmaç̃ao acima obtemos, parau ∈ Nµ1,

Eµ2(tuu) = tpu

(
1

p
− 1

q

)
‖u‖p + tp

∗
u

(
1

q
− 1

p∗

)
|u|p∗p∗

≤
(

1

p
− 1

q

)
‖u‖p +

(
1

q
− 1

p∗

)
|u|p∗p∗ = Eµ1(u),

donde se conclui que

mµ2 = inf
u∈Nµ2

Eµ2(u) ≤ inf
u∈Nµ1

Eµ2(tuu) ≤ inf
u∈Nµ1

Eµ1(u) = mµ1 .

Resta ent̃ao mostrar a veracidade da afirmação. Para tanto note que, comou ∈ Nµ1,

‖tu‖p = tpµ1|u|qq + tp|u|p∗p∗ .

Assim, precisamos encontrart > 0 tal que

tpµ1|u|qq + tp|u|p∗p∗ = tqµ2|u|qq + tp
∗|u|p∗p∗ ,

o queé equivalente a obter uma raı́z positiva da funç̃aog : [0,∞) → R dada por

g(t) = tq−pµ2|u|qq + tp
∗−p|u|p∗p∗ −

(
µ1|u|qq + |u|p∗p∗ .

)

Observe queg(0) < 0, g(t) → ∞ quandot → ∞ e g′(t) > 0. Logo, existe uḿunico tu > 0 tal

queg(tu) = 0. Comoµ1 < µ2, conclúımos que

g(1) = µ2|u|qq + |u|p∗p∗ − µ1|u|qq − |u|p
∗

p∗ = (µ2 − µ1)|u|qq > 0,

e portantotu ∈ (0, 1). Isso conclui a prova do lema.
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4.1.1 A condiç̃ao de Palais-Smale

O objetivo dessa subseçãoé estabelecer uma condição de compacidade local para o funcionalEµ.

Como a imers̃aoLp∗(Ω) ↪→ W 1,p
0 (Ω) não é compacta, ñao é posśıvel argumentar como no Lema

2.2. No trabalho pioneiro de Brezis e Nirenberg [18], os autores trabalharam com o caso semilinear

p = 2 e mostraram que, mesmo com a imersão acima ñao sendo compacta, o funcionalEµ satisfaz

a condiç̃ao de Palais-Smale emH1
0 (Ω) abaixo do ńıvel cŕıtico 1

N
SN/2. O caso quasilinear foi

tratado por Garcia Azorero e Peral Alonso [38, 39]. Dentre outros resultados, eles mostraram que

para o funcionalEµ emW 1,p
0 (Ω) o ńıvel cŕıtico é igual a 1

N
SN/p. Além disso, atrav́es de um ćalculo

preciso do ńıvel mini-max do funcionalEµ, eles provaram o seguinte resultado de existência de

soluç̃ao positiva para(Dµ).

Teorema 4.3.SejaD ⊂ RN um doḿınio limitado e suave. Suponha queq = p e µ ∈ (0, µ1(D))

ou q < p < p∗ eµ > 0. Ent̃ao oı́nfimomµ,D é atingido por uma funç̃ao positivau ∈ Nµ,D. Além

disso,

mµ,D <
1

N
SN/p.

Estabelecemos abaixo um resultado de compacidade local para o funcionalEµ emW 1,p
0 (Ω)τ .

Observe que a simetria das funções nos permite obter compacidade abaixo do nı́vel 2
N

SN/p, queé

exatamente o dobro do nı́vel cŕıtico para o funcionalEµ no espaçoW 1,p
0 (Ω).

Lema 4.4. Suponha queq = p e µ ∈ (0, µ1(Ω)) ou q < p < p∗ e µ > 0. Seja(un) ⊂ N τ
µ uma

seq̈uência tal que‖E ′
µ(un)‖∗ → 0 eEµ(un) → c < 2

N
SN/p. Ent̃ao (un) possui uma subseqüência

convergente.

DEMONSTRAÇÃO. Vamos mostrar inicialmente que(un) é limitada emW 1,p
0 (Ω). Lembremos

ent̃ao que

‖un‖p = µ|un|qq + |un|p
∗

p∗ , (4.1.2)

donde segue que

Eµ(un) = µ

(
1

p
− 1

q

)
|un|qq +

(
1

p
− 1

p∗

)
|un|p

∗
p∗ . (4.1.3)

Suponha inicialmente queq = p e µ ∈ (0, µ1(Ω)). Usando a definiç̃ao deµ1(Ω) e (4.1.2)

obtemos (
1− µ

µ1(Ω)

)
‖un‖p ≤ |un|p

∗
p∗ .
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ComoEµ(un) → c ep < p∗, (4.1.3) e a expressão acima implicam que(un) tem que ser limitada.

Sep < q < p∗ e µ > 0 a converĝencia deEµ(un) e (4.1.3) implicam que|un|qq e |un|p
∗

p∗ são

limitados. A limitaç̃ao de(un) emW 1,p
0 (Ω) segue ent̃ao de (4.1.2).

Como‖Eµ(un)‖∗ → 0, existe(θn) ⊂ R tal que

E ′
µ(un)− θnJ

′
µ(un) → 0 em(W 1,p

0 (Ω))∗, (4.1.4)

onde

Jµ(u) = ‖u‖p − µ|u|qq − |u|p
∗

p∗ , (4.1.5)

para todou ∈ W 1,p
0 (Ω). Como(un) ⊂ N τ

µ , temos que

〈J ′µ(un), un〉 = µ(p− q)|un|qq + (p− p∗)|un|p
∗

p∗ < 0.

Podemos supor que〈J ′µ(un), un〉 → l ≤ 0. Sel = 0 a express̃ao acima implicaria que‖un‖ → 0,

o que contraria o (4.1.1). Portantol < 0 e deduzimos de (4.1.4) queθn → 0, isto é,E ′
µ(un) → 0

em(W 1,p
0 (Ω))∗.

Uma vez que(un) é limitada podemos supor que existeu ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que, a menos de uma

subseq̈uência,

un ⇀ u fracamente emW 1,p
0 (Ω),

un → u emLp(Ω),

un(x) → u(x) q.t.p.x ∈ Ω.

Al ém disso, usando o Lema de Concentração de Compacidade de Lions (veja Lema A.10) e os

mesmos argumentos utilizados nos passos 1 e 2 da demonstração do Lema A.11, podemos mostrar

queun → u fortemente emLp∗
loc(Ω). Logo, seguindo as mesmas linhas da prova do Lema 3.7,

podemos tamb́em supor que

∇un(x) → ∇u(x) q.t.p.x ∈ Ω,

|∇un|p−2∂un

∂xi

⇀ |∇u|p−2 ∂u

∂xi

fracamente em(Lp(Ω))∗, 1 ≤ i ≤ N,

donde segue queu é um ponto cŕıtico deEµ. Além disso,

c + o(1) = Eµ(un)− 1

p
〈E ′

µ(un), un〉

= µ

(
1

p
− 1

q

)
|un|qq +

(
1

p
− 1

p∗

)
|un|p

∗
p∗ ,
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em queo(1) denota uma quantidade que vai a zero quandon → ∞. Lembrando queun → u em

Lq(Ω), obtemos
1

N
|un|p

∗
p∗ = c + µ

(
1

q
− 1

p

)
|u|qq + o(1) ≤ c + o(1). (4.1.6)

Sejawn = un − u. Usando a convergência pontual do gradiente deun e o lema de Brezis-Lieb

obtemos

‖wn‖p − µ|wn|qq = ‖un‖p − µ|un|qq − ‖u‖p + µ|u|qq + o(1),

|wn|p
∗

p∗ = |un|p
∗

p∗ − |u|p
∗

p∗ + o(1).

Uma vez que(un) ⊂ N τ
µ eE ′

µ(u) = 0, obtemos

‖wn‖p − µ|wn|qq = b + o(1) e |wn|p
∗

p∗ = b + o(1)

ou ainda, comown → 0 emLq(Ω),

‖wn‖p = b + o(1) e |wn|p
∗

p∗ = b + o(1) (4.1.7)

para algumb ∈ R. Além disso, por (4.1.6),

b + o(1) = |wn|p
∗

p∗ = |un|p
∗

p∗ − |u|p
∗

p∗ + o(1) ≤ Nc + o(1),

e portando

b ≤ Nc < 2SN/p. (4.1.8)

Como(wn) ⊂ W 1,p
0 (Ω)τ , sabemos que‖wn‖p = 2‖w+

n ‖p e |wn|p
∗

p∗ = 2|w+
n |p

∗
p∗. Dessa forma, a

definiç̃ao deS nos fornece

S|w+
n |pp∗ ≤ ‖w+

n ‖p = b/2 + o(1).

Passando ao limite, obtemosS(b/2)p/p∗ ≤ b/2. Seb 6= 0, segue dáultima desigualdade que

S ≤
(

b

2

)1−p/p∗

=

(
b

2

)1−N−p
N

=

(
b

2

) p
N

,

queé equivalente ab ≥ 2SN/p. Como isso contraria (4.1.8), concluı́mos queb = 0. Segue então da

primeira igualdade em (4.1.7) quewn → 0, istoé,un → u fortemente emW 1,p
0 (Ω). Isso finaliza a

prova do lema.
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4.1.2 Algumas propriedades demµ emτ
µ

Nessa subseção apresentamos versões dos Lemas 2.3 e 2.4 para o caso crı́tico.

Lema 4.5. Para todoµ ∈ (0, µ1(Ω)) temos que

2mµ ≤ mτ
µ <

2

N
SN/p.

DEMONSTRAÇÃO. A prova da primeira desigualdadeé semelhantèaquela do Lema 2.3 e será

omitida. Para verificar a segunda desigualdade acima escolhemosy ∈ Ω, er > 0 tal quey 6= τy,

Br(y) ∈ Ω eBr(y)∩Br(τy) = ∅. De acordo com o Teorema 4.3, existe uma funçãovµ ∈ Nµ,Br(0)

positiva tal queEµ,Br(0)(vµ) = mµ,r. Além disso, podemos supor quevµ é radialmente siḿetrica.

Dessa forma, argumentando como na prova do Lema 2.9, concluı́mos que

uµ = vµ(· − y)− vµ(· − τy) ∈ N τ
µ .

Usando a estimativa do Teorema 4.3, obtemos

mτ
µ ≤ Eµ(uµ) = 2Eµ,Br(0)(vµ) = 2mµ,r <

2

N
SN/p,

o que prova o lema.

Lema 4.6 ([2, Lema 2.4]).Para todo doḿınio limitadoD ⊂ RN vale

lim
µ→0+

mµ,D = m0,D =
1

N
SN/p.

DEMONSTRAÇÃO. Como a funç̃ao µ 7→ mµ,D é ñao-crescente, temos quemµn,D ≤ m0,D, e

portanto

lim sup
n→∞

mµn,D ≤ m0,D. (4.1.9)

Seja(µn) ⊂ (0,∞) tal queµn → 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que(µn) ⊂
(0, µ1(D)). Pelo Teorema 4.3, podemos tomar uma seqüência(un) ⊂ Nµn,D tal queEµn,D(un) =

mµn,D eE ′
µn,D(un) = 0. Como(mµn,D) é limitada, podemos argumentar como na prova do Lema

4.4 e concluir que(un) é limitada emW 1,p
0 (D).

Procedendo como no Lema 4.2, obtemos(tn) ⊂ R+ tal quetnun ∈ N0,D.
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AFIRMAÇÃO: a seq̈uência(tn) é limitada.

De fato, suponha por contradição que(tn) nãoé limitada. Ent̃ao, como(un) é limitada emW 1,p
0 (D)

e

‖un‖p
D = tp

∗−p
n |un|p

∗
p∗,D,

deveŕıamos ter|un|p
∗

p∗,D → 0. Assim, a limitaç̃ao de(un) emLq(D) e a igualdade

‖un‖p
D = µn|un|qq,D + |un|p

∗
p∗,D

implicariam que‖un‖D → 0. Dessa forma,mµn,D → 0, contrariando o fato da funçãoµ 7→ mµ,D

ser ñao-crescente em[0,∞) em0,D = 1/NSN/p > 0. Logo,(tn) tem que ser limitada.

Uma vez quetnun ∈ N0,D, obtemos

m0,D ≤ E0,D(tnun) = Iµn,D(tnun) +
µntqn

q
|un|qq,D.

Fixadon ∈ N, considere a funç̃aog : [0,∞) → R, dada porg(t) = Eµn,D(tun). Comop ≤ q < p∗

e p∗ > p, podemos facilmente verificar queg(0) = 0, g(t) > 0 para todot em uma pequena

vizinhançaà direita de 0 elimt→∞ g(t) = −∞. Uma vez queg′(t) = 〈Eµn,D(tun), un〉 , vemos

queg′(t) = 0 se, e somente se,tun ∈ Nµn,D. Essas considerações e o fato de que(un) ∈ Nµn,D,

mostram que a funçãog assume seu ḿaximo emt = 1. Desta forma,Eµn,D(tnun) ≤ Eµn,D(un) =

mµn,D, donde segue que

m0,D ≤ mµn,D +
µntqn

q
|un|qq,D. (4.1.10)

Passando a expressão acima ao limite e usando a limitação de(tn) conclúımos que

m0,D ≤ lim inf
n→∞

(
mµn,D +

µnt
q
n

q
|un|qq,D

)
≤ lim inf

n→∞
mµn,D.

A express̃ao acima e (4.1.9) finalizam a demonstração da primeira igualdade do enunciado do

lema. A segunda foi provada no Lema 2.4.

4.1.3 A funç̃ao baricentro

Parar > 0 definimos o conjunto

Ω+
r = {x ∈ RN : dist(x, Ω) < r}

e a aplicaç̃ao baricentroβ : W 1,p
0 (Ω) \ {0} → RN dada por

β(u) =

∫
RN |u|p∗x dx∫
RN |u|p∗ dx

(4.1.11)

Finalizamos a seção com uma vers̃ao do Lema 2.5 para o caso crı́tico.
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Lema 4.7. Dador > 0 existeµ0 ∈ (0, µ1(Ω)) tal que, para todoµ ∈ (0, µ0), temos queβ(u) ∈
Ω+

r , sempre queu ∈ Nµ eEµ(u) ≤ mµ,r.

DEMONSTRAÇÃO. Suponha, por contradição, que o lemáe falso. Ent̃ao existeµn → 0+, un ∈
Nµn tal queEµn(un) ≤ mµn,r masβ(un) 6∈ Ω+

r . Note inicialmente que,

mµn ≤ Eµn(un) =
1

p
‖un‖p − µn

q
|un|qq −

1

p∗
|un|p

∗
p∗ ≤ mµn,r

e

0 = 〈E ′
µn

(un), un〉 = ‖un‖p − µn|un|qq − |un|p
∗

p∗ .

ComoEµn(un) é limitado, podemos argumentar como na prova do Lema 4.4 e concluir que(un) é

limitada emW 1,p
0 (Ω). Logo,

mµn + o(1) ≤ 1

p
‖un‖p − 1

p∗
|un|p

∗
p∗ ≤ mµn,r + o(1) (4.1.12)

e‖un‖p − |un|p
∗

p∗ = o(1), quandon →∞. Assim,

‖un‖p = b + o(1) e |un|p
∗

p∗ = b + o(1), (4.1.13)

para algumb ≥ 0. Passando (4.1.12) ao limite e usando o Lema 4.6, concluı́mos queb = SN/p.

Aplicando agora o Lema 2.6 comqn ≡ p∗ e argumentando como na prova do Lema 2.5, obtemos

uma medida finitaν ∈M(RN) tal que|un|p∗ ⇀ ν fracamente emM(RN),
∫
RN |un|p∗dx → ν e

além dissoν est́a concentrada em uḿunico pontoy ∈ Ω. Dessa forma,

β(un) =

∫
RN |un|p∗x dx∫
RN |un|p∗dx

→ ν −1

∫

RN

x dν = y ∈ Ω,

o que contradizβ(un) 6∈ Ω+
r e conclui a prova do lema.

4.2 Soluç̃oes nodais minimais

Nessa seç̃ao apresentamos as provas dos teoremas de existência e multiplicidade de soluções para

o problema(Dτ
µ). Iniciamos com os dois lemas abaixo que são vers̃oes dos Lemas 2.7 e 2.8 para o

caso cŕıtico.

Lema 4.8. Seu ∈ N τ
µ é um ponto cŕıtico deEµ restrito àN τ

µ , ent̃ao u é um ponto cŕıtico deEµ

emW 1,p
0 (Ω).

Lema 4.9. Seu é uma soluç̃ao do problema(Dτ
µ) que troca de sinal2k − 1 vezes, entãoEµ(u) ≥

kmτ
µ.
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4.2.1 Demonstraç̃ao do Teorema 1.6

A demonstraç̃ao segue as mesmas linhas da demonstração do Teorema 1.1.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1.6. Seja(un) ⊂ N τ
µ uma seq̈uência tal queEµ(un) → mτ

µ.

Pelo prinćıpio variacional de Ekeland podemos supor que‖E ′
µ(un)‖∗ → 0. O Lema 4.5 nos

garante quemτ
µ < 2/NSN/p, de modo que podemos aplicar o Lema 4.4 para garantir que, a menos

de uma subseqüência,un → u ∈ N τ
q . O mesmo argumento utilizando na prova do Teorema 1.1 e

os Lemas 4.8 e 4.9 implicam que a funçãou (e tamb́em−u) é uma soluç̃ao do problema(Dτ
µ) que

troca de sinal exatamente uma vez. Isso conclui a prova do teorema.

4.2.2 Demonstraç̃ao do Teorema 1.7

Para provar nosso resultado de multiplicidade vamos supor quer > 0 est́a fixado de forma que as

inclus̃oesΩ−
r ↪→ Ω \ Ωτ eΩ ↪→ Ω+

r são equival̂encias equivariantes de homotopia, em que, como

antes,

Ω−
r = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω ∪ Ωτ ) ≥ r}.

Vamos supor tamb́em queBr(0) ⊂ Ω.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1.7. Como, pelo Lema 4.6,mµ,r e mµ têm o mesmo limite

quandoµ → 0, existeµ̃0 > 0 tal que

mµ,r < 2mµ, (4.2.1)

sempre queµ ∈ (0, µ̃0). Vamos mostrar que o teorema vale paraµ∗ = min{µ0, µ̃0}, em queµ0

é dado pelo Lema 4.7. De acordo com o Teorema 4.3, temos que2mµ,r < 2/NSN/p. Assim, o

funcionalEµ restrito aN τ
µ satisfaz a condiç̃ao de Palais-Smale em todos nı́veisc ∈ [mτ

µ, 2mµ,r).

ComoEµ é par, podemos aplicar o Teorema A.9 para obterZ2-cat(N τ
µ ∩ E

2mµ,r
µ ) pares±ui de

pontos cŕıticos com

Eµ(±ui) ≤ 2mµ,r < 4mµ ≤ 2mτ
µ,

em que usamos (4.2.1) e o Lema 4.5. A desigualdade acima, a definição deW 1,p
0 (Ω)τ , o Lema 2.8

e o mesmo argumento usando na demonstração do Teorema 1.1 mostram queui é uma soluç̃ao de

(Dτ
q ) que troca de sinal exatamente uma vez.

Resta somente mostrar que

Z2-cat(N τ
µ ∩ E2mµ,r

µ ) ≥ τ -catΩ(Ω \ Ωτ ). (4.2.2)
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Para tanto considere o seguinte diagrama

Ω−
r

αµ−→ N τ
µ ∩ E2mµ,r

µ

γµ−→ Ω+
r

em queγµ = β(u+), αµ(y) = vµ(·−y)−vµ(·− τy) evµ ∈ Nµ,Br(0) é uma funç̃ao radial e positiva

tal queEµ,Br(0) = mµ,r. A escolha devµ é posśıvel em vista do Teorema 4.3 e do fato de que

µ1(Ω) < µ1(Br(0)). O Lema 4.7 e os mesmos argumentos usados da prova do Lema 2.9 mostram

que o diagrama está bem definido e que a estimativa (4.2.2) se verifica.

Usando o teorema provado acima e os mesmos argumentos da prova do Corolário 1.1, podemos

provar o seguinte resultado de multiplicidade.

Corolário 4.10. Suponha queΩ é siḿetrico com relaç̃ao à origem e que0 6∈ Ω. Suponha ainda

que existe uma aplicação cont́ınua eı́mparϕ : SN−1 → Ω. Ent̃ao existeµ∗ ∈ (0, µ1(Ω)) tal que,

para todoµ ∈ (0, µ∗), o problema



−∆pu = µ|u|q−2u + |u|p∗−2u emΩ,

u = 0 em∂Ω,

tem pelo menosN pares de soluç̃oesı́mpares que trocam de sinal exatamente uma vez.



APÊNDICE A

Apêndice

A.1 Princı́pio variacional de Ekeland

O objetivo dessa seção é apresentar uma prova para o princı́pio variacional de Ekeland, que foi

largamente utilizado nesse trabalho. Temos como referência b́asica para essa seção o artigo de

Ekeland [31]. Começamos com o resultado abaixo.

Teorema A.1. Seja(X, d) um espaço ḿetrico completo eϕ : X → R ∪ {+∞} uma funç̃ao semi-

cont́ınua inferiormente tal queϕ(u0) < ∞ para algumu0 ∈ X. Seϕ é limitada inferiormente

ent̃ao, para todoλ > 0 dado e todou ∈ X satisfazendo

ϕ(u) ≤ inf
X

ϕ + ε,

existeuλ ∈ X tal qued(u, uλ) ≤ λ,

ϕ(uλ) < ϕ(u) (A.1.1)

e

ϕ(u) > ϕ(uλ)− (ε/λ)d(uλ, u), (A.1.2)

para todou ∈ X \ {uλ}.

DEMONSTRAÇÃO. Para simplificar a notação vamos denotardλ(u, v) = (1/λ)d(u, v). Defina em

X a seguinte ordem parcial

u ≤ v ⇐⇒ ϕ(u) ≤ ϕ(v)− εdλ(u, v).

70
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Segue facilmente da definição que essa ordeḿe reflexiva, antisiḿetrica e transitiva, istóe, para

quaisqueru, v, w ∈ X, vale

(i) u ≤ u,

(ii) seu ≤ v ev ≤ u, ent̃aou = v,

(ii) seu ≤ v ev ≤ w, ent̃aou ≤ w.

Vamos definir uma seqüência de conjuntos(Sn) ⊂ X da seguinte forma: façau1 = u,

S1 = {u ∈ X : u ≤ u1},

e escolhau2 ∈ S1 tal queϕ(u2) ≤ infS1 ϕ + ε
22 . Procedendo indutivamente definimos

Sn = {u ∈ X : u ≤ un},

e escolhemosun+1 ∈ Sn tal queϕ(un+1) ≤ infSn ϕ + ε
2n+1 . Claramente temos que

S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃ · · · .

Al ém disso, cadaSn é fechado. De fato, seja(xj) ⊂ Sn tal quexj → x ∈ X. Temosϕ(xj) ≤
ϕ(un)−εdλ(xj, un), para todoj ∈ N. Segue da semi-continuidade inferior deϕ e da continuidade

ded que

ϕ(x) ≤ lim inf
j→∞

ϕ(xj) ≤ ϕ(un)− εdλ(x, un),

e portantox ∈ Sn.

Afirmamos que o dîametro deSn tende a zero quandon → ∞. Para provar isso, sejax ∈ Sn

um ponto arbitŕario. Da definiç̃ao deSn segue que

ϕ(x) ≤ ϕ(un)− εdλ(x, un).

Por outro lado, comox ∈ Sn−1, a escolha deun nos permite concluir que

ϕ(un) ≤ ϕ(x) +
ε

2n
.

Usando as duaśultimas desigualdades obtemos

dλ(x, un) ≤ 1

2n
, para todox ∈ Sn (A.1.3)

e portanto diamSn ≤ 21−n, o que prova a afirmação.
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Obtemos assim uma seqüência de conjuntos fechados e encaixados(Sn) cujo dîametro vai a

zero. Dessa forma, sabemos que existe umúnicouλ ∈ X tal que∩∞n=1Sn = {uλ}. Vamos mostrar

que o teorema vale para esteuλ. A express̃ao (A.1.1) segue do fato deuλ ∈ S1 e u1 = u. Dado

u 6= uλ, não podemos teru ≤ uλ pois nesse caso o elementou pertenceriàa intersecç̃ao de todos

osSn. Logo,

ϕ(u) > ϕ(uλ)− εdλ(u, uλ),

o que prova (A.1.2). Finalmente, comou1 = u, podemos usar a desigualdade triangular e (A.1.3)

para obter

dλ(u, un) ≤
n−1∑
j=1

dλ(uj+1, uj) ≤
n−1∑
j=1

2−j.

Passando ao limite e usando queun → uλ quandon → ∞, obtemos quedλ(u, uλ) ≤ 1 ou,

equivalentemente,d(u, uλ) ≤ λ. O teorema está provado.

Suponha agora que(X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach eϕ : X → R é uma funç̃ao diferencíavel

no sentido de Fŕechet, istóe, para todou0 ∈ X existe um funcional linearϕ′(u0) ∈ X∗ (em que

X∗ é o dual topoĺogico deX) tal que

ϕ(u0 + u) = ϕ(u0) + 〈ϕ′(u0), u〉+ δ(u)‖u‖

com δ(u) → 0 quando‖u‖ → 0. Dada uma funç̃ao ψ ∈ C1(X,R) considere aC1-variedade

V = {u ∈ X : ψ(u) = 0}. Estamos interessados em obter uma versão do Teorema A.1 para a

restriç̃aoϕ|V do funcionalϕ à variedadeV . Por motivos t́ecnicos, vamos supor também que0 é

valor regular deψ, isto é,ψ′(u) 6= 0 para todou ∈ V .

Teorema A.2. SejaX um espaço de Banach,ϕ : X → R um funcional diferenciável no sentido

de Fŕechet eψ ∈ C1(X,R). Suponha queV = {u ∈ X : ψ(u) = 0} 6= ∅, ψ′(u) 6= 0 para todo

u ∈ V e queϕ|V é limitado inferiormente. Então, para todou ∈ V satisfazendo

ϕ(u) ≤ inf
V

ϕ + ε2,

existeuε ∈ V e θ ∈ R tal que‖u− uε‖ ≤ 2ε,

ϕ(uε) ≤ ϕ(u)

e

‖ϕ′(uε)− θψ′(uε)‖X∗ ≤ ε. (A.1.4)
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Observaç̃ao A.3. Uma conseq̈uência importante do teorema acimaé seguinte: seja(un) ⊂ V

é uma seq̈uência minimizante, istóe, ϕ(un) → c = infV ϕ e denote por‖ϕ′(u)‖∗ a norma da

derivada deϕ|V no pontou ∈ V . Ent̃ao existe uma nova seqüência minimizante(ũn) ⊂ V tal que

‖un − ũn‖ → 0 e ũn é quase um ponto crı́tico, no sentido de que‖ϕ′(ũn)‖∗ → 0. De fato, basta

lembrar que

‖ϕ′(u)‖∗ = min
θ∈R

‖ϕ′(u)− θψ′(u)‖X∗

e aplicar o resultado acima comεn = max{1/n, c − ϕ(un)}. Além disso, note que sẽun → u

ent̃ao o mesmo ocorre para(un).

Dedicamos o resto dessa seçãoà demonstraç̃ao do Teorema A.2. Começamos com o seguinte

lema de ańalise funcional.

Lema A.4. Sejamε > 0 ef, g ∈ X∗ tais que

〈g, u〉 ≥ −ε‖u‖ sempre que〈f, u〉 = 0.

Então existeθ ∈ R tal que‖f − θg‖X∗ ≤ ε.

DEMONSTRAÇÃO. Considere o conjunto

Γ = {θf + εw : θ ∈ R, w ∈ X∗, ‖w‖X∗ ≤ 1} .

Como o conjuntoRf é convexo e fechado, temos queRf é fechado na topologia fraca-*σ(X∗, X).

Lembrando que a bola unitária deX∗ é σ(X∗, X)-compacta conclúımos queΓ é fechado nessa

topologia.

Tendo em vista a definição deΓ é suficiente mostrarmos queg ∈ Γ. Suponha então, por

contradiç̃ao, queg 6∈ Γ. ComoΓ é σ(X∗, X)-fechado podemos usar o Teorema de Hahn-Banach

[16, Teorema I.7] para obter um funcional linearσ(X∗, X)-cont́ınuow∗ : X∗ → R e α ∈ R tal

que

w∗(g) < α,

w∗(h) ≥ α, ∀ h ∈ Γ.

Uma vez quew∗ é σ(X∗, X)-cont́ınua, existeu ∈ X tal quew∗(h) = 〈h, u〉 para todoh ∈ X∗.

Logo

〈g, u〉 < α (A.1.5)

e

〈h, u〉 ≥ α, ∀ h ∈ Γ.
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Usando a definiç̃ao deΓ podemos reescrever a desigualdade acima como sendo

θ〈f, u〉 ≥ α + ε sup
‖w‖X∗≤1

〈w,−u〉, ∀ θ ∈ R.

Mas o supremo acimáe exatamente‖u‖ (veja [16, Coroĺario I.4]) e portanto

θ〈f, u〉 ≥ α + ε‖u‖, ∀ θ ∈ R. (A.1.6)

Comoθ é arbitŕario segue que〈f, u〉 = 0 e portanto〈g, u〉 ≥ −ε‖u‖. Por outro lado, usando

(A.1.5) e (A.1.6) comθ = 0 obtemos

〈g, u〉 < α ≤ −ε‖u‖,

o queé um absurdo. O lema está provado.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA A.2: Definindo a funç̃aoϕ : X → R ∪ {+∞} por

ϕ(u) =





ϕ(u) seu ∈ V,

+∞ caso contŕario,

temos queϕ é semi-cont́ınua inferiormente e limitada inferiormente. Aplicando o Teorema A.1

com a tŕıade(u, λ, ε) substitúıda por(u, 2ε, 2ε2) obtemosuε ∈ X tal que‖u− uε‖ ≤ 2ε, ϕ(uε) ≤
ϕ(u) e

ϕ(u) ≥ ϕ(uε)− ε‖uε − u‖, ∀ u ∈ X.

Usando a definiç̃ao deϕ e as hiṕoteses do teorema concluı́mos queuε ∈ V ,

ϕ(uε) ≤ ϕ(u) ≤ inf
V

ϕ + ε2

e

ϕ(u) ≥ ϕ(uε)− ε‖uε − u‖, ∀ u ∈ V. (A.1.7)

Afirmamos que áultima desigualdade implica que

〈ϕ′(uε), u〉 ≥ −ε‖u‖ sempre que〈ψ′(uε), u〉 = 0. (A.1.8)

De fato, como〈ψ′(uε), u〉 = 0 e ψ′(uε) 6= 0, podemos usar o Teorema da Função Impĺıcita para

obter uma curvau : [0, τ) → V tal que

u(0) = uε e u̇(0) = u. (A.1.9)
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A express̃ao acima e (A.1.7) nos fornecem

ϕ(u(t))− ϕ(u(0)) ≥ −ε‖u(t)− u(0)‖, ∀ t ∈ (0, τ).

Dividindo pott e fazendot → 0+ obtemos, usando (A.1.9),

〈ϕ′(uε), u〉 ≥ −ε‖u‖.

Logo, (A.1.8) se verifica e (A.1.4) segue do Lema A.4. O teorema está provado.

Finalizamos a seção observando que Ekeland [31] provou o Teorema A.2 para uma classe mais

geral de v́ınculos do tipo

V =

(
k⋂

i=1

ψ−1
i (0)

)
∩

(
j⋂

i=k+1

ψ−1
i ([0,∞))

)

em queψi ∈ C1(X,R) e o conjunto{ψ′i(u) : ψi(u) = 0} é linearmente independente para todo

u ∈ V . A demonstraç̃ao segue os mesmos passos da apresentada acima.

A.2 Princı́pio de criticalidade simétrica

Seja(X, ‖ · ‖) em espaço normado eG um grupo topoĺogico. Dizemos queG age emX se existe

uma aplicaç̃ao cont́ınua(g, u) 7→ gu deG×X emX satisfazendo

(i) (1, u) = u,

(ii) (gh, u) = (g, hu),

(iii) u 7→ gu é linear,

para todou ∈ X e todosg, h ∈ G. Dizemos queG age isometricamente se‖gu‖ = ‖u‖ para todo

u ∈ E, g ∈ G. Podemos considerar o espaço invariante da ação dado por

Fix(G) = {u ∈ X : gu = u para todog ∈ G}.

Suponha que o grupoG age isometricamente emX e queϕ ∈ C1(X,R) é um funcionalG-

invariante, istóe,ϕ ◦ g = ϕ para todog ∈ G. Sejaũ um ponto cŕıtico da restriç̃ao deϕ ao espaço

invarianteFix(G). O prinćıpio de criticalidade siḿetrica fornece condiç̃oes suficientes para queũ

seja um ponto crı́tico deϕ, ou seja, queϕ′(ũ) = 0 no dual topoĺogicoX∗ deX.
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Teorema A.5 ([58]). Suponha queX é um espaço de Hilbert, queG age isometricamente emX

e queϕ ∈ C1(X,R), Ent̃ao, seϕ é G-invariante eũ é um ponto cŕıtico deϕ restrito à Fix(G),

ent̃ao ũ é um ponto cŕıtico deϕ.

DEMONSTRAÇÃO. Uma vez queϕ éG-invariante temos

〈ϕ′(gũ), v〉 = lim
t→0

ϕ(gũ + tv)− ϕ(gũ)

t

= lim
t→0

ϕ (g(ũ + tg−1v))− ϕ(gũ)

t

= lim
t→0

ϕ (ũ + tg−1v)− ϕ(ũ)

t

= 〈ϕ′(ũ), g−1v〉.
ComoG age isometricamente temos

(∇ϕ(gu) | v) =
(∇ϕ(u) | g−1v

)
= (g∇ϕ(u) | v) ,

em que(· | ·) denota o produto interno emX. Da express̃ao acima segue que∇ϕ éG-invariante.

É claro que

g∇ϕ(ũ) = ∇ϕ(gũ) = ∇ϕ(ũ)

e portanto∇ϕ(ũ) ∈ Fix(G). Assim, comõu é ponto cŕıtico deϕ restritoàFix(G), temos

∇ϕ(ũ) ∈ Fix(G) ∩ Fix(G)⊥ = {0},

donde segue quẽu é um ponto cŕıtico deϕ.

Na demonstraç̃ao acima usamos fortemente a estrutura de espaço de Hilbert. Contudo, em

muitas das aplicaç̃oes, o espaço funcional adequado para lidar com equações é um espaço de

SobolevW 1,p, que ñaoé um espaço de Hilbert a menos quep = 2. Portanto,́e importante termos

um vers̃ao do prinćıpio acima para espaços mais gerais que espaços de Hilbert.

Considere então(X, ‖ · ‖) um espaço de Banach reflexivo satisfazendo a seguinte hipótese

dadof ∈ X∗, existe umúnicou0 ∈ X tal que〈f, u0〉 = ‖u0‖2 e‖f‖X∗ = ‖u0‖. (A.2.1)

Conforme observado em [52], espaços de Hilbert, espaços uniformemente convexos e espaços de

SobolevW 1,p, com1 < p < ∞, satisfazem a condição acima. Para tais espaços, vale o

Teorema A.6 ([52, Proposiç̃ao 1]). Suponha queX é um espaço de Banach reflexivo satisfazendo

(A.2.1), G age isometricamente emX eϕ ∈ C1(X,R). Ent̃ao, seϕ éG-invariante eũ é um ponto

crı́tico deϕ restrito à Fix(G), ent̃ao ũ é um ponto cŕıtico deϕ.



APENDICE A • APÊNDICE 77

DEMONSTRAÇÃO. Observe inicialmente que o operador linearϕ′(ũ) éG-invariante. Considerando

f = ϕ′(ũ), sejau0 ∈ X dada pela hiṕotese (A.2.1), istóe, 〈ϕ′(ũ), u0〉 = ‖u0‖2 e ‖ϕ′(ũ)‖X∗ =

‖u0‖. É suficiente mostrarmos queu0 = 0. Para tanto, note que

〈ϕ′(ũ), gũ〉 = 〈ϕ′(ũ) ◦ g, ũ〉 = 〈ϕ′(ũ), u0〉 = ‖u0‖2 = ‖gu0‖2,

e‖ϕ′(ũ)‖X∗ = ‖u0‖ = ‖gu0‖, para todog ∈ G. Da unicidade deu0 segue quegu0 = u0 para todo

g ∈ G, isto é,u0 ∈ Fix(G). Comoũ é ponto cŕıtico deϕ restritoà Fix(G), o conjuntoFix(G)

est́a contido no ńucleo deϕ′(ũ). Logo0 = 〈ϕ′(ũ), u0〉 = ‖u0‖ e o lema est́a provado.

A.3 Teoria de Ljusternik-Schnirelmann

SejaX um espaço topológico. Lembremos que um subconjuntoA ⊂ X é contŕatil emX se existe

uma deformaç̃ao cont́ınuaH : [0, 1]× A → X tal que

H(0, x) = x, H(1, x) = xA,

para todox ∈ A e algumxA ∈ X. Supondo agora queA é fechado, dizemos que a categoria deA

emX é igual ak seA pode ser coberto pork conjuntos fechadosA1, . . . Ak que s̃ao contŕateis em

X e k é minimal com relaç̃ao a essa propriedade. Se não existir uma tal cobertura dizemos que a

categoria deA emX é igual a infinito. Vamos denotar por catX(A) a categoria deA emX. No

caso em queA = X, escrevemos apenas cat(X).

SeX é um espaço vetorial normado eA ⊂ X é fechado, limitado e ñao vazio ent̃ao catX(A) =

1. De fato, para ver isso basta notar que bolas são conjuntos contráteis em tais espaços. Como

a esferaSk−1 ⊂ Rk não é contŕatil emRk, catSk−1(Sk−1) = 2. Para ver isso, basta tomarA1 e

A2 como sendoSk−1 menos uma vizinha aberta e pequena dos pólos norte e sul, respectivamente.

Em contrapartida, lembrando que a esferaS ⊂ X de uma espaço normado de dimensão infinitaé

contŕatil, temos catS(S) = 1. Conforme j́a foi citado na introduç̃ao, seTk = Rk/Z2 é umk-toro,

pode-se mostrar [50] que catTk(Tk) = k + 1.

De uma maneira geral, nãoé tarefa f́acil determinar a categoria de um dado conjuntoA ⊂ X.

Contudo, as propriedades abaixo podem ser facilmente verificadas.

(c1) catX(A) ≥ 0 e catX(A) = 0 se, e somente se,A = ∅,

(c2) seA ⊂ B, ent̃ao catX(A) ≤ catX(B),
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(c3) catX(A ∪B) ≤ catX(A)+ catX(B),

(c4) seh : X → X é um homeomorfismo então catX(A) = catX(h(A)),

(c5) seA é compacto, então catX(A) < ∞ e existe uma vizinhança abertaO de A tal que

catX(A) = catX(O).

As propriedades (c1)-(c3) seguem imediatamente da definição de categoria. Para verificar

(c4) basta lembrar que homeomorfismos preservam propriedades topológicas. A demonstração

de propriedade (c5) pode ser encontrada em [68, Capı́tulo 2, Proposiç̃ao 5.13].

Destacamos abaixo uma outra propriedade importante da categoria.

(c6) seη : [0, 1] × A → X é cont́ınua e tal queη(0, x) = x para todox ∈ A, ent̃ao catX(A) ≤
catX(η(1, A)).

Para provar (c6) considereB = η(1, A) e suponha que catX(B) = k < ∞. Sejam(Bi)
k
i=1

conjuntos fechados e contráteis emX que cobremB e (Hi)
k
i=1 as deformaç̃oes associadas. Clara-

mente, os conjuntos fechadosAi = η(1, ·)−1(Bi), 1 ≤ i ≤ k, cobremA. Basta mostrar que cada

Ai é contŕatil em X. Para tanto,́e suficiente considerarmos as deformações cont́ınuasHi ∗ η :

[0, 1]× Ai → X dadas por

(Hi ∗ η)(x, t) =





η(2t, x) se1 ≤ t ≤ 1/2,

Hi(2t− 1, η(1, x)) se1/2 ≤ t ≤ 1.

A categoria de Ljusternik-Schnirelmann nos fornece limites inferiores para uma classe de fun-

cionais limitados inferiormente, conforme estabelece o teorema abaixo.

Teorema A.7. SejaX um espaço de Banach,M ⊂ X umaC1-variedade eI ∈ C1(X,R) um

funcional limitado inferiormente emM . Suponha queI satisfaz(PS)c para todoc ≤ d e considere

Id = {u ∈ M : I(u) ≤ d}. Ent̃ao o funcionalI restrito à M tem pelo menoscat(Id) pontos

crı́ticosu tais queI(u) ≤ d.

Não vamos apresentar aqui a demonstração do resultado acima. Para o caso em que a variedade

M é de classeC1,1 a demonstraç̃ao mais simples que conhecemos pode ser encontrada em [73,

Teorema 5.20]. Nesse caso, a regularidade da variedade nos permite construir um campo pseudo-

gradiente e realizar deformações de maneira usual. No caso em queM é apenas de classeC1 a

demonstraç̃aoé bem mais complicada e as deformações s̃ao realizadas através de uma aplicação do

prinćıpio variacional de Ekeland. Os detalhes podem ser encontrados em [40, Corolário 4.17] (veja
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tamb́em [69]), onde considera-se uma classe mais geral de funcionais definidos emC1-variedades

de Finsler.

Observamos que as propriedades (c1)-(c5) descritas acima incluem a categoria de Ljusternik-

Schnirelmann como um caso particular de um conceito mais geral denominadoı́ndice(veja [68,

Caṕıtulo 2, Definiç̃ao 5.9]). De fato, o teorema acima enunciadoé uma vers̃ao bem particular

de um outro mais geral que pode ser encontrado em [68, Capı́tulo 2, Teorema 5.11] e que lida

com ı́ndices bem mais gerais. Não pretendemos aqui nos delongar no conceito deı́ndice bem

como em suas propriedades e/ou resultados existentes. Discutimos somente uma especialização da

noç̃ao usual de categoria que lida com espaços nos quais podemos introduzir a ação de um grupo

topológico.

SejaG um grupo de Lie compacto. UmG-espaçóe um espaço topológicoX munido de uma

G-aç̃ao cont́ınuaG × X → X, (g, x) 7→ gx. A G-órbita de um elementox ∈ X é o conjunto

Gx = {gx : g ∈ G}. Um subconjuntoA ⊂ X éG-invariante seGa ⊂ A para todoa ∈ A.

Suponha agora queG age em doisG-espaçosX eY . UmaG-aplicaç̃aoé uma funç̃ao cont́ınua

f : X → Y compat́ıvel com as aç̃oes deG, isto é, f(gx) = gf(x) para todox ∈ X, g ∈ G.

DuasG-aplicaç̃oesf0, f1 : X → Y são G-homot́opicas se existe uma aplicação cont́ınuaΘ :

[0, 1]×X → Y tal queΘ(t, ·) é umaG-aplicaç̃ao para todot ∈ [0, 1] e, aĺem disso,Θ(0, x) = f0(x)

eΘ(1, x) = f1(x) para todox ∈ X.

A G-categoria de umaG-aplicaç̃aof : X → Y é o menor ńumerok = G-cat(f) de subcon-

juntos abertos eG-invariantesX1, . . . , Xk deX que cobremX e que t̂em a seguinte propriedade:

para cadai = 1, . . . , k, existe um pontoyi ∈ Y e umaG-aplicaç̃aoαi : Xi → Gyi ⊂ Y tal que a

restriç̃ao def aXi éG-homot́opica aαi. Se ñao existe uma tal cobertura definimosG-cat(f) = ∞.

SeA ⊂ X éG-invariante eι : A ↪→ X é a inclus̃ao, denotamos simplesmente

G-catX(A) = G-cat(ι) e G-cat(X) = G-catX(X).

Observe que seA ⊂ X e G = {Id} é o grupo trivial, ent̃ao G-catX(A) nada maiśe do

que catX(A). Dessa forma, o conceito deG-categoria estende o de categoria de Ljusternik-

Schnirelmann. Devido a similaridade dos conceitos e dos resultados que se pode obter, aG-

categoriáe muitas vezes referida comoG-categoria equivariante de Ljusternik-Schnirelmann.

O resultado abaixóe uma conseq̈uência simples da definição e foi usado diversas vezes no

decorrer do trabalho.

Lema A.8. (i) Sef : X → Y eh : Y → Z são aplicaç̃oesG-aplicaç̃oes ent̃ao

G-cat(h ◦ f) ≤ min{G-cat(f), G-cat(g)};
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(ii) Sef0, f1 : X → Y sãoG-homot́opicas, ent̃aoG-cat(f0) = G-cat(f1).

DEMONSTRAÇÃO. Afim de verificar (i), suponha queG-cat(f) = k < ∞. Ent̃ao existem abertos

G-invariantesX1, . . . , Xk que cobremX, pontosy1, . . . , yk ∈ Y e G-aplicaç̃oesαi : Xi →
Gyi tais quef |Xi

é G-homot́opico aαi. Fixado i ∈ {1, . . . , k} considerezi = h(yi) e defina

α̂i : Xi → Gzi por α̂i(x) = h(αi(x)). Note inicialmente que, comoαi(x) ∈ Gyi e h é uma

G-aplicaç̃ao,h(αi(x)) ∈ Gzi e portantoα̂i est́a bem definida. Aĺem disso, comoαi e h sãoG-

aplicaç̃oes, o mesmo ocorre parâαi. Afirmamos queh ◦ f |Xi
é G-homot́opico aα̂i. De fato,

sejaΘi : [0, 1] × Xi → Y a homotopia entref |Xi
e αi. DefinindoΘ̂i : [0, 1] × Xi → Z por

Θ̂i(t, x) = h(Θi(t, x)), temos

Θ̂i(0, x) = h(Θi(0, x)) = (h ◦ f)(x)

e

Θ̂i(1, x) = h(Θi(1, x)) = (h ◦ αi)(x) = α̂i(x),

para todox ∈ Xi, o que mostra a afirmação. Segue então que

G-cat(h ◦ f) ≤ G-cat(f).

No caso em queG-cat(f) = ∞ a desigualdade acimáe trivialmente satisfeita. Argumentando de

maneira ańaloga mostra-se que

G-cat(h ◦ f) ≤ G-cat(h),

o que conclui a demonstração do item (i).

Para verificar (ii) suponha queG-cat(f1) = k < ∞. SejamX1, . . . , Xk conjuntos abertos

G-invariantes que cobremX, αi : Xi → Gyi G-aplicaç̃oes tais quef1|Xi
é G-homot́opico aαi e

Θi : [0, 1]×Xi → Y as respectivas homotopias. Considere aindaΘ : [0, 1]×X → Y a homotopia

entref0 ef1 e definaΘ̂i : [0, 1]×Xi → Y por

Θ̂i(t, x) =





Θ(2t, x) se0 ≤ t ≤ 1/2,

Θi(2t− 1, x) se1/2 ≤ t ≤ 1.

ComoΘ(t, ·) e Θi(t, ·) sãoG-aplicaç̃oes para todot ∈ [0, 1], o mesmo ocorre parâΘi(t, ·). Além

disso,

Θ̂i(0, x) = Θ(0, x) = f0(x) e Θ̂i(1, x) = Θi(1, x) = αi(x),
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para todox ∈ Xi. Assim, conclúımos quef0|Xi
éG-homot́opico aαi, e portanto

G-cat(f0) ≤ G-cat(f1).

SeG-cat(f1) = ∞ a desigualdade acima também se verifica. Argumentos análogos mostram que

G-cat(f1) ≤ G-cat(f0).

e o lema est́a provado.

Finalizamos apresentando a versão equivariante do Teorema A.7.

Teorema A.9. SejaX um espaço de Banach,M ⊂ X umaC1-variedade siḿetrica com relaç̃ao

à origem eI ∈ C1(X,R) um funcional par limitado inferiormente emM . Suponha queI sat-

isfaz(PS)c para todoc ≤ d. Ent̃ao o funcionalI restrito à M tem pelo menosZ2-cat(Id) pares

antipodais{u,−u} de pontos cŕıticos tais queI(±u) ≤ d.

Apesar do teorema acima poder ser enunciado de uma maneira bem mais geral, optamos por

apresentar apenas a versão paraZ2-categoria que foi utilizada no trabalho. Por isso exigimos

que o funcional seja par e a variedade seja simétrica com relaç̃ao à origem. A demonstração

segue as mesmas linhas da prova do Teorema A.7. No caso mais simples em queM é de classe

C1,1, citamos tamb́em [28, Teorema 1.1] onde o resultadoé provado para o conceito mais geral

de categoria relativa. Para variedades de classeC1, além do j́a citado livro de Ghoussoub [40],

destacamos o artigo de Szulkin [69] e o excelentesurveyde Ekeland e Ghoussoub [32, Corolário

4.1].

A.4 Seq̈uências minimizantes deS

Lembramos que seD ⊂ RN é um doḿınio limitado eλ ≥ 0, denotamos por

Sλ(D) = S = inf

{∫

D
(|∇u|p + λ|u|p) dx : u ∈ W 1,p

0 (D),

∫

D
|u|p∗dx = 1

}

a melhor constante da imersão de SobolevW 1,p
0 (D) ↪→ Lp∗(D). É bem sabido queS não depende

deλ nem do conjuntoD, e queS nãoé atingido em subconjuntos próprios deRN .

Seja(un) ⊂ W 1,p
0 (D) uma seq̈uência limitada. Passando a uma subseqüência se necessário,

podemos supor que existeu ∈ W 1,p
0 (D) tal queun ⇀ u fracamente emW 1,p

0 (D) e un → u

fortemente emLθ(RN), para todop ≤ θ < p∗. Contudo, como a imersãoW 1,p
0 (D) ↪→ Lp∗(D)

nãoé compacta, ñao podemos assegurar convergência forte emLp∗(D). O aspecto quantitativo da

perda de compacidadeé descrito pelo lema abaixo, devidoà P.L. Lions.
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Lema A.10 ([48, Lema I.1]). Seja(un) ⊂ D1,p(RN) uma seq̈uência convergindo fracamente

parau emD1,p(RN). Ent̃ao existem duas medidas finitas não-negativasµ, ν ∈ M(RN), um con-

junto no ḿaximo enumeŕavelI, uma faḿılia (xi)i∈I de pontos distintos emRN , e duas seq̈uências

(νi)i∈I , (µi)i∈I contidas em(0,∞) tais que

ν = |u|p∗ +
∑
i∈I

νiδxi
,

µ ≥ |∇u|p +
∑
i∈I

µiδxi
,

µi ≥ Sν
p/p∗
i ,

para todoi ∈ I. Em particular,
∑

i∈I ν
p/p∗
i < ∞. Além do mais, seν(RN)1/p∗ ≥ Sµ(RN)1/p

ent̃aoν = γδx0 = γ−p/qCp
0µ, para algumx0 ∈ RN eγ ≥ 0.

O resultado abaixo nos fornece uma propriedade importante das seqüências minimizantes para

S. Apesar ser largamente citado na literatura, não encontramos nenhuma demonstração, de modo

que adaptamos as idéias de [65, Corolário 3.7] para produzir a demonstração baixo.

Lema A.11. Seja(vn) ⊂ W 1,p
0 (Ω) tal que

∫
Ω
|vn|p∗dx = 1 e ‖vn‖p → S. Ent̃ao existev ∈

W 1,p
0 (Ω) tal que, a menos de subseqüência,vn ⇀ v fracamente emW 1,p

0 (Ω) e∇vn(x) → ∇v(x)

q.t.p.x ∈ Ω.

DEMONSTRAÇÃO. Como‖vn‖p → S temos que(vn) é limitada emW 1,p
0 (Ω). Assim, a menos de

subseq̈uência,vn ⇀ v fracamente emW 1,p
0 (Ω) para alguma func̃aov ∈ W 1,p

0 (Ω). Seja

M = {u ∈ W 1,p
0 (Ω) :

∫

Ω

|u|p∗ = 1}.

Pelo prinćıpio variacional de Ekeland podemos supor que(vn) é uma (PS)S seq̈uência do funcional

ϕ : M → R dado porϕ(u) = ‖u‖p, isto é, existe(θn) ⊂ R tal que

−∆pvn + |vn|p−2vn − θn|vn|p∗−2vn → 0, em(W 1,p
0 (Ω))∗.

A express̃ao acima implica queϕ(vn)− θn → 0 e portantoθn → S. Definindown = θ
(N−p)/p2

n vn,

uma conta simples mostra que(wn) é uma seq̈uência de Palais-Smale no nı́vel 1/NSN/p do fun-

cionalEp∗ : W 1,p
0 (Ω) → R definido por

Ep∗(u) =
1

p

∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) dx− 1

p∗

∫

Ω

|u|p∗dx.
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Denotandow(x) = S(N−p)/p2
v(x) e tendo em vista a definição dewn, é suficiente mostrar que

∇wn(x) → ∇w(x) q.t.p. emΩ.

Como(wn) é limitada podemos usar o Teorema de Rellich-Kondrachov e o Lema A.10 para

obterw ∈ W 1,p
0 (Ω), medidas positivasµ, ν ∈ M(Ω), um conjunto no ḿaximo enumeŕavel I,

{xi}i∈I ⊂ Ω e ńumerosµi, νi > 0 tais que

wn ⇀ w fracamente emW 1,p
0 (Ω),

wn → w emLs(Ω), 1 < s < p∗,

wn(x) → w(x) q.t.p. emΩ,

|wn|p∗ ⇀ ν = |w|p∗ +
∑

i

νiδxi
fracamente emM(Ω),

|∇wn|p ⇀ µ ≥ |∇u|p +
∑
i∈I

µiδxi
fracamente emM(Ω),

(A.4.1)

µi ≥ Sν
p/p∗
i e

∑
i∈I ν

p/p∗
i < ∞.

A demonstraç̃ao seŕa conclúıda com uma śerie de passos.

PASSO1: O conjuntoΓ = {xi}i∈I é finito.

Considereνi > 0 e φ ∈ C∞
0 (RN) tal que0 ≤ φ ≤ 1, φ(x) = 1 se|x| < 1/2 e φ(x) = 0 se

|x| > 1. Paraε > 0 pequeno defina

ϕi
ε(x) = ϕε(x) = φ

(
x− xi

ε

)
.

Como(ϕεwn) é limitado emW 1,p
0 (Ω) independente deε, segue que

〈
E ′

p∗(wn), ϕεwn

〉 → 0. Assim,

∫

Ω

|∇wn|pϕε dx =

∫

Ω

|wn|p∗ϕε dx−
∫

Ω

|wn|pϕε dx−
∫

Ω

|∇wn|p−2wn(∇wn · ∇ϕε) dx + o(1),

em queo(1) denota uma quantidade que vai a zero quandon vai para infinito. Fazendon → ∞ e

usando (A.4.1) obtemos
∫

Ω

ϕεdµ =

∫

Ω

ϕεdν −
∫

Ω

|w|pϕε dx− lim sup
n→∞

∫

Ω

|∇wn|p−2wn(∇wn · ∇ϕε) dx. (A.4.2)

Afirmamos agora que

lim
ε→0

lim sup
n→∞

∫

Ω

|∇wn|p−2wn(∇wn · ∇ϕε) dx = 0. (A.4.3)
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Suponha por ora que a afirmação é verdadeira. Fazendoε → 0 em (A.4.2), usando a afirmação

acima e o Teorema da Convergência Dominada obtemos

µi = µ{xi} = νi.

Uma vez queµi ≥ Sν
p/p∗
i conclúımos queνi ≥ SN/p. Como

∑
i ν

p/p∗
i < ∞ o conjuntoI tem que

ser finito. Afim de verificar (A.4.3) note que, se denotarmos,

In,ε =

∫

Ω

|∇wn|p−2wn(∇wn · ∇ϕε) dx

temos que

|In,ε| ≤
∫

Ω

|∇wn|p−1|wn||∇ϕε| dx ≤
(∫

Ω

|∇wn|p dx

)(p−1)/p (∫

Bε(xi)

|wn|p|∇ϕε|p dx

)1/p

Usando a limitaç̃ao de(wn) e a express̃ao acima vem

lim sup
n→∞

|In,ε| ≤ C

(∫

Bε(xi)

|w|p|∇ϕε|p dx

)1/p

≤ C

(∫

Bε(xi)

|w|p∗dx

)1/p∗ (∫

Bε(xi)

|∇ϕε|N dx

)1/N

= C

(∫

Bε(xi)

|w|p∗dx

)1/p∗
(∫

Bε(xi)

ε−N

∣∣∣∣∇φ

(
x− xi

ε

)∣∣∣∣
N

dx

)1/N

= C

(∫

Bε(xi)

|w|p∗dx

)1/p∗ (∫

B1(0)

|∇φ(x)|N dx

)1/N

−→ 0,

quandoε → 0.

PASSO2: SeK ⊂ Ω \ Γ é compacto entãown → u emLp∗(K).

ComoK é compacto eΓ é finito temos queδ = dist(K, Γ) > 0. Seja0 < ε < δ eψ ∈ C∞
0 (Ω)

tal que0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 emKε/2 = {x ∈ Ω : dist(x,K) < ε/2} eψ ≡ 0 emΩ \Kε. Temos

∫

K

|wn|p∗dx ≤
∫

Kε

ψ|wn|p∗dx =

∫

Ω

ψ|wn|p∗dx.

Uma vez que suppψ ⊂ Kε eKε ∩ Γ = ∅ temos

lim sup
n→∞

∫

K

|wn|p∗dx ≤
∫

Ω

ψ dν =

∫

Ω

ψ|w|p∗dx =

∫

Kε

ψ|w|p∗dx ≤
∫

Kε

|w|p∗dx.
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Fazendoε → 0 e usando o Teorema da Convergência Dominada concluı́mos que

lim sup
n→∞

∫

K

|wn|p∗dx ≤
∫

K

|w|p∗dx. (A.4.4)

Uma vez quewn ⇀ u fracamente no espaço uniformemente convexoLp∗(K) temos
∫

K

|w|p∗dx ≤ lim inf
n→∞

∫

K

|wn|p∗dx.

Da express̃ao acima e de (A.4.4) segue quewn → w emLp∗(K).

PASSO3: SeK ⊂ Ω \ Γ é compacto então∇wn → ∇w em(Lp(K))N .

Seja0 < ε < δ = dist(K, Γ) e ψ ∈ C∞
0 (Ω \ Γ) tal que0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 emK e ψ ≡ 0 em

Ω \Kε/2. Comoh : RN → R, h(x) = |x|p e estritamente convexa temos

0 ≤ (|∇wn|p−2∇wn − |∇w|p−2∇w
) · ∇(wn − w) = Pn(x).

Assim,

0 ≤
∫

K

Pn(x) dx ≤
∫

Ω

Pn(x)ψ dx

=

∫

Ω

(|∇wn|pψ − |∇wn|p−2(∇wn · ∇w)ψ
)

dx

+

∫

Ω

|∇w|p−2 (∇w · ∇(w − wn)) ψ dx.

(A.4.5)

Como
〈
E ′

p∗(wn), ψw
〉 → 0 temos

∫

Ω

|∇wn|p−2(∇wn · ∇w)ψ dx +

∫

Ω

|∇wn|p−2(∇wn · ∇ψ)w dx

+

∫

Ω

|wn|p−2wnwψ dx−
∫

Ω

|wn|p∗−2wnwψ dx = o(1).

Al ém disso, uma vez que(ψun) é limitada emW 1,p
0 (Ω), temos tamb́em que

〈
E ′

p∗(wn), ψwn

〉 → 0,

isto é,
∫

Ω

|∇wn|pψ dx +

∫

Ω

|∇wn|p−2(∇wn · ∇ψ)wn dx +

∫

Ω

|wn|pψ dx−
∫

Ω

|wn|p∗ψ dx = o(1).

Substituindo as duaśultimas igualdade em (A.4.5) e lembrando quewn ⇀ w fracamente em

W 1,p
0 (Ω), obtemos

0 ≤
∫

K

Pn(x) dx ≤ C1(n) + C2(n) + C3(n) + o(1), (A.4.6)
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com

C1(n) =

∫

Ω

|∇wn|p−2 (∇wn · ∇ψ) (w − wn) dx,

C2(n) =

∫

Ω

|wn|p−2wn(w − wn)ψ dx, C3(n) =

∫

Ω

|wn|p∗−2wn(wn − w)ψ dx.

Afirmamos que quelim
n→∞

Ci(n) = 0 parai = 1, 2, 3. Afim de verificar essa afirmação note

inicialmente que, pela desigualdade de Hölder, temos

|C1(n)| ≤ |∇ψ|∞
∫

Ω

|∇wn|p−1|wn − w| dx ≤ |∇ψ|∞
(∫

Ω

|∇wn|p dx

)(p−1)/p

|wn − w|Lp(Ω).

A express̃ao acima, a limitaç̃ao de(wn) e (A.4.1) implicam queC1(n) → 0. De maneira ańaloga

mostra-se queC2(n) → 0. Para estimarC3(n), lembre que suppψ ⊂ Kε/2, e portanto

|C3(n)| ≤
∫

Kε/2

|wn|p∗−1|wn − w| dx ≤ |wn|p
∗−1

Lp∗ (Ω)
|wn − w|Lp∗ (Kε/2).

Comoε < dist(K, Γ), podemos usar o Passo 2 e proceder como acima para concluir queC3(n) →
0.

Uma vez queCi(n) → 0 quandon →∞, segue de (A.4.6) que

lim
n→∞

∫

K

(|∇wn|p−2∇wn − |∇w|p−2∇w
) · ∇(wn − w) dx = 0. (A.4.7)

Afim de concluir o Passo 3 lembramos que

(|a|p−2a− |b|p−2b) · (a− b) ≥
{

Mp|a− b|p, sep ≥ 2

Mp
|a−b|2

(|a|+|b|)2−p , se1 < p < 2,

para quaisquera, b ∈ RN (veja [66], pg. 210). Sep ≥ 2, a desigualdade acima e (A.4.7) implicam

que

lim
n→∞

Mp

∫

K

|∇wn −∇w|p dx = 0.

Se1 < p < 2 temos

lim
n→∞

Mp

∫

K

|∇wn −∇w|2
(|∇w|+ |∇wn|)2−p

dx = 0. (A.4.8)

Portanto, usando Ḧolder, conclúımos que
∫

K

|∇(wn − w)|p dx =

∫

K

|∇(wn − w)|p
(|∇w|+ |∇wn|)p(2−p)/2

(|∇w|+ |∇wn|)p(2−p)/2 dx

≤
(∫

K

|∇wn −∇w|2
(|∇w|+ |∇wn|)2−p

dx

)p/2 (∫

K

(|∇wn|+ |∇w|)p dx

)(2−p)/2
.
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A desigualdade acima, a limitação de(wn) e (A.4.8) implicam que

lim
n→∞

∫

K

|∇wn −∇w|p dx = 0

e portanto o Passo 3 fica demonstrado.

PASSO4: A menos de subseqüência,∇wn(x) → ∇w(x) q.t.p. emΩ.

A verificaç̃ao desséultimo passóe uma conseq̈uência imediata do Passo 3 e de um processo

diagonal. Com isso concluı́mos a demonstração do lema.
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