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Prefácio
Estas notas refletem a convicção de que, com apenas os conhecimentos adquiridos nos cursos de
cálculo, o aluno de graduação já seja capaz de entrar em contato com conceitos bem mais sofisticados
do ponto de vista matemático. Esta foi a motivação da escolha deste tema, o grau topológico, que
foi desenvolvido ao longo do primeiro semestre de 1997 como uma das atividades do programa PET.

Os participantes aceitaram o desafio e se dedicaram com entusiasmo à realização do projeto, que
foi favorecida pela escolha do belo texto de Klaus Deimling, Nonlinear Functional Analysis, como
bibliografia central.

O estudo foi desenvolvido na forma de seminários apresentados pelos participantes que, ao
longo do estudo, redigiram essas notas, agora divulgadas graças ao empenho do tutor do PET,
Celius A. Magalhães e ao apoio do Departamento de Matemática. Antes de serem impressas,
foram cuidadosamente revistas e corrigidas por um dos participantes, o bolsista Marcelo Fernandes
Furtado.

Liliane de Almeida Maia



Introdução

O leitor provalvelmente já tenha se deparado com o problema de encontrar e determinar a multipli-
cidade das ráızes de um polinômio. Esse é um caso particular do problema de encontrar uma solução
de uma equação da forma f(x) = y, onde f é uma função cont́ınua definida em um subconjunto
Ω ⊂ Rn com valores em Rn e y é um pondo dado em Rn. Nessas notas estamos interessados em
construir uma ferramenta, o grau topológico d(f, Ω, y) de f com respeito a Ω e a y, que seja útil na
investigação dessas equações.

A cada tripla (f, Ω, y) vamos associar um número inteiro d(f, Ω, y) tal que as propriedades
da função d nos permitam encontrar respostas significativas quanto à existência, unicidade ou
multiplicidade de soluções da equação f(x) = y.

Naturalmente, se f= id, a função identidade em Rn definida por id(x) = x, então f(x) = y, em
que y ∈ Ω, tem uma única solução x = y, e portanto espera-se que

(d1) d(id, Ω, y) = 1 para todo y ∈ Ω.

Espera-se, ainda, que d contenha informações sobre a localização das soluções, no seguinte
sentido. Suponha que Ω1 e Ω2 sejam subconjuntos abertos de Ω e que f(x) = y tenha um número
finito de soluções em Ω1∪Ω2, mas não tenha solução em Ω\ (Ω1∪Ω2). Então o número de soluções
em Ω deve ser o número de soluções em Ω1 mais o número de soluções em Ω2. Isso sugere que d
deve ter a propriedade

(d2) d(f, Ω, y) = d(f, Ω1, y)+d(f, Ω2, y) sempre que Ω1 e Ω2 sejam subconjuntos abertos e disjuntos
de Ω tais que y 6∈ f(Ω \ (Ω1 ∪ Ω2)).

Uma terceira e última condição é a de que o cálculo de d(f, Ω, y), para uma função complicada
f , possa ser feito por meio de d(g, Ω, y), em que g é uma função mais simples. Por exemplo, se f
puder ser continuamente deformada em g sem que nesse processo ocorram soluções na fonteira de
Ω, isto é,

(d3) d(h(t, ·), Ω, y(t)) independe de t ∈ J = [0, 1] sempre que h : J × Ω → Rn e y : J → Rn forem
cont́ınuas e y(t) 6∈ h(t, ∂Ω) para todo t ∈ J .

Assumindo a existência de uma função d com as propriedades (d1) – (d3), mostraremos no
Caṕıtulo 1 que uma tal função é única e, além disso, obtemos uma indicação de como ela deve ser
definida. O Caṕıtulo 2 é dedicado à contrução da função d que, como veremos, é bastante natural
a partir das indicações anteriores. No Caṕıtulo 3, apresentamos algumas aplicações importantes
do grau e, no Caṕıtulo 4, utilizando a fórmula do produto, obtemos uma demonstração engen-
hosa do Teorema da Separação de Jordan. Finalmente, de forma a facilitar a leitura do trabalho,
acrescentamos um apêndice com alguns resultados que foram utilizados ao longo do texto.



Caṕıtulo 1
Unicidade do Grau

Neste caṕıtulo vamos assumir a existência de uma função d satisfazendo (d1)−(d3) e mostraremos
que tal função é única. Vamos introduzir conceitos e ferramentas que, além de tornar menos árdua
nossa tarefa, contribuirão para a construção da função d no caṕıtulo seguinte. A demonstração da
unicidade será feita por sucessivas reduções à situações mais simples.

Começaremos introduzindo algumas notações. Para x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn denotaremos por
|x| a norma euclidiana, isto é,

|x| =
(

n∑

i=1

x2
i

)1/2

.

Para um subconjunto A ⊂ Rn, A e ∂A denotarão, respectivamente, o fecho e a fronteira de A. A
distância de um ponto x ∈ Rn ao conjunto A será representada por

%(x,A) = inf{|x− a| : x ∈ A}.

A bola aberta de centro x0 e raio r > 0 será denotada por

Br(x0) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r}

e por simplicidade usaremos a notação

Br(x0) = Br(x0).

Para f : A ⊂ Rn → Rm denotaremos

f(A) = {f(x) : x ∈ A} e f−1(y) = {x ∈ A : f(x) = y}.

Aplicações lineares serão identificadas com sua matriz A = (aij) e escreveremos det A para o
determinante da matriz A.

Recordemos que para Ω ⊂ Rn aberto, f : Ω → Rn é diferenciável no ponto x0 ∈ Ω se existe uma
matriz f ′(x0) tal que

f(x0 + h)− f(x0)− f
′
(x0)h = ω(h),

em que o resto ω(h) = o(|h|) quando |h| → 0, isto é, lim
|h|→0

w(h)
|h| = 0. Nesse caso f ′(x0)ij =

∂fi(x0)
∂xj

,

em que fi é a i-ésima função coordenada de f .
Para A ⊂ Rn, indicamos por C(A) o conjunto das funções f : A → Rn que são cont́ınuas.

Para Ω ⊂ Rn aberto, denotamos por Ck(Ω) o conjunto das funções f : Ω → Rn que são k-vezes
diferenciáveis em Ω, enquanto C

k
(Ω) = Ck(Ω) ∩ C(Ω) e C

∞
(Ω) =

⋂

k>1

Ck(Ω). No caso em que o

conjunto A é compacto, definimos, para f ∈ C(A), |f |0 = max
Ω
|f(x)|.

A primeira etapa de nosso trabalho será mostrar que a função d é unicamente determinada por
seu valor em funções de classe C

∞
. Para tanto vamos introduzir o conceito de funções regularizantes.

Seja então ϕ1 : Rn → R dada por

ϕ1(x) =





c · exp
( −1

1− |x|2
)

, para |x| < 1

0 , caso contrário
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onde c > 0 é escolhido de forma que
∫

Rn

ϕ1(x)dx = 1. Pode-se mostrar que ϕ1 assim definida é de

classe C∞(Rn). Definimos agora a famı́lia de funções (ϕα)α>0 como sendo

(1.1) ϕα(x) = α−nϕ1

(x

α

)
.

Desta forma temos ϕα ∈ C∞(Rn) e

supp ϕα = {x ∈ Rn : ϕα(x) 6= 0} = Bα(0).

Além disso, uma simples mudança de variável nos permite concluir que
∫

Rn

ϕα(x)dx = 1, qualquer

que seja α > 0. Estamos prontos para enunciar e provar nosso primeiro resultado.

Proposição 1.1. (a) Seja A ⊂ Rn compacto, f ∈ C(A) e ε > 0. Então existe uma função g
∈ C∞(Rn) tal que |f(x)− g(x)| 6 ε em A.

(b) Sejam f ∈ C
1
(Ω) e ε, δ > 0 tais que

Ωδ = {x ∈ Ω : %(x, ∂Ω) > δ} 6= ∅.

Então existe g ∈ C∞(Rn) tal que

|f − g|0 + max
x∈Ωδ

|f ′(x)− g
′
(x)| 6 ε.

Demonstração. Seja f̃ a extensão cont́ınua de f para todo o Rn dada pela Proposição A.9.
Definimos, para α > 0, fα : Rn → R como sendo

fα(x) =
∫

Rn

f̃(ξ)ϕα(ξ − x)dξ,

em que ϕα é dado por (1.1). Pode-se mostrar ( cf. [4] ) que

∂(fα)i

∂xj
(x) =

∫

Rn

∂(ϕα)i

∂xj
(ξ − x)f̃(ξ)dξ,

e portanto, lembrando que ϕα ∈ C∞, conclúımos que fα ∈ C∞. Além disso fα(x) → f(x) uni-
formemente em A quando α → 0. De fato, dado ε > 0, tomamos uma bola fechada B = Br(0) de
raio r suficientemente grande de forma que A ⊂ B. Então f̃ restrita a B é uniformemente cont́ınua
e portanto existe δ > 0 tal que |f̃(x + ξ)− f̃(x)| < ε para todo x ∈ B e todo ξ ∈ Rn tal que |ξ| < δ.
Em particular, para x ∈ A, temos |f̃(x + ξ)− f(x)| < ε sempre que x ∈ A e |ξ| < δ. Segue que, se
0 < α < δ e x ∈ A temos
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|fα(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

f̃(ξ)ϕα(ξ − x)dξ − f(x)

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

f̃(x + ξ)ϕα(ξ)dξ −
∫

Rn

f(x)ϕα(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣
6

6
∫

Rn

|f̃(x + ξ)− f(x)|ϕα(ξ)dξ =

=
∫

Bα(0)

|f̃(x + ξ)− f(x)|ϕα(ξ)dξ 6

6 ε ·
∫

Bα(0)

ϕα(ξ)dξ = ε.

Basta então tomar g = fα, com α suficientemente pequeno, para demonstrar a parte (a) da
proposição.

Para a parte (b) basta escolher α tal que g = fα satisfaça |f − g|0 6 ε

2
e também α < δ. Em

seguida observe que, como g(x) =
∫

Rn

f(ξ + x)ϕα(ξ)dξ, então

∂gi

∂xj
(x) =

∫

Rn

∂fi

∂xj
(ξ + x)ϕα(ξ)dξ (x ∈ Ωδ).

Uma vez que f ∈ C
1
(Ω), as derivadas parcias de f são uniformemente cont́ınuas em compactos. O

resultado segue então de um racioćınio análogo ao da parte (a). ¥
Considere agora f ∈ C(Ω) e y 6∈ f(∂Ω). Uma vez que ∂Ω é compacto e f é cont́ınua, o conjunto

f(∂Ω) é compacto, e portanto α = %(y, f(∂Ω)) > 0. De acordo com a Proposição 1.1 existe
g ∈ C

∞
(Ω) tal que |f − g|0 < α. Se definirmos h : [0, 1]× Ω → Rn por h(t, x) = (1− t)f(x) + tg(x)

temos que h é cont́ınua e além do mais

|h(t, x)− y| = |(f(x)− y)− t(f(x)− g(x))| >
> |f(x)− y| − t|f(x)− g(x)| >
> |f(x)− y| − |f − g|0 > 0,

para todo x ∈ ∂Ω. Assim, aplicando (d3) com y(t) ≡ y, temos que d(f, Ω, y) = d(g, Ω, y), o que
conclui a primeira etapa.

1.1 O Lema de Sard

Seja Ω ⊂ Rn um aberto e f : Ω → Rn uma função diferenciável em x0 ∈ Ω. Denotamos o Jacobiano
de f no ponto x0 por Jf (x0) = det f ′(x0). Dado y ∈ Rn, dizemos que x0 é ponto cŕıtico de f
se Jf (x0) = 0, caso contrário dizemos que x0 é ponto regular de f . O ponto y é chamado valor
singular de f se for imagem de algum ponto cŕıtico, caso contrário é chamado de valor regular.

Denotaremos por Sf o conjunto dos pontos de cŕıticos de uma função f , isto é, Sf = {x ∈
Ω : Jf (x) = 0}. O objetivo desta seção é mostrar que se f satisfaz certas condições então o
conjunto f(Sf ) é um conjunto “pequeno”, isto é, tem medida n-dimensional nula. Se o leitor não
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for familiarizado com este conceito recomendamos a leitura da seção que trata de conjuntos de
medida nula, que se encontra no apêndice. Precisaremos de alguns resultados preliminares.

Proposição 1.2. Sejam f ∈ C
∞

(Ω) e y 6∈ f(∂Ω). Se y é um valor regular de f , então f−1(y) é
um conjunto finito.

Demonstração. Como y é um valor regular de f , Jf (x0) 6= 0 e o Teorema da Função Inversa
nos garante a existência de U = Bε(x0) tal que f |U é um homeomorfismo e portanto uma bijeção.
Dáı segue que, para x0 ∈ f−1(y), podemos tomar U = Bε(x0) tal que f−1(y) ∩ Bε(x0) = {x0}.
Conclúımos, portanto, que os elementos de f−1(y) são pontos isolados.

Suponhamos, por absurdo, que f−1(y) seja infinito. Então existe (xn) ⊂ Ω uma sequência de
pontos distintos em f−1(y). Temos que (xn) ⊂ Ω. A compacidade de Ω nos garante que existe uma
subsequência (xnj

) ⊂ (xn) tal que xnj
→ x0 ∈ Ω. Portanto f(xnj

) = y e, como f é cont́ınua, temos
que y = lim

n→∞
f(xnj

) = f(x0). Logo x0 ∈ f−1(y). Portanto x0 ∈ Ω ∩ f−1(y) e, como y 6∈ f(∂Ω)

por hipótese, segue que x0 ∈ Ω. Assim obtemos (xnj
) ⊂ f−1(y) com xnj

→ x0 ∈ f−1(y), o que
contraria o fato de x0 ser ponto isolado de f−1(y). Logo devemos ter f−1(y) finito. ¥

Mostraremos agora outro importante resultado, que será bastante útil mais adiante:

Proposição 1.3. Sejam y0 ∈ Rn e f ∈ C
∞

(Ω) tais que y0 6∈ f(∂Ω). Então existe α > 0 tal que
d(f, Ω, y) = d(f, Ω, y0) para todo y ∈ Bα(y0).

Demonstração. Se fizermos α = %(y0, f(∂Ω)) > 0 teremos Bα(y0)∩ f(∂Ω) = ∅. Para chegar ao
resultado pretendido, usaremos a propriedade (d3). Definimos então:

h(t, x) = f(x) e y(t) = ty0 + (1− t)y com y ∈ Bα(y0), t ∈ [0, 1].

Temos que:

i) h(t, x) = f(x) é cont́ınua por hipótese.

ii) y(t) é cont́ınua.

iii) y(t) 6∈ h(t, ∂Ω) para todo t ∈ [0, 1], uma vez que h(t, ∂Ω) = f(∂Ω), y(t) ∈ Bα(y0) e f(∂Ω) ∩
Bα(y0) = ∅.

Assim, conclúımos que d(h(t, x),Ω, y(t)) independe de t ∈ [0, 1] e, por (d3), segue que

d(f, Ω, y) = d(f, Ω, y0) ∀ y ∈ Bα(y0).

¥
Estamos prontos para enunciar e provar o

Lema 1.4 (Sard). Seja f ∈ C1(Ω) e Sf o conjunto dos pontos cŕıticos de f . Então f(Sf ) tem
medida nula.

Demonstração. Uma vez que todo aberto do Rn pode ser escrito como união enumerável de
cubos fechados e a união enumerável de conjuntos de medida nula tem medida nula é suficiente
mostrarmos que, se Q ⊂ Ω é um cubo fechado, então f(Sf (Q)) tem medida nula.

Suponha que Q é um cubo fechado de aresta l contido em Ω. Uma vez que Q é compacto e f ′

é cont́ınua em Q existe c ∈ R tal que |f ′(x)| 6 c para todo x ∈ Q e além disso f ′ é uniformemente
cont́ınua em Q. Assim, dado ε > 0, existe δ1 > 0 tal que

|f ′(x)− f ′(x)| < ε ∀x, x ∈ Q tais que |x− x| < δ1.

Existe também m ∈ N tal que δ =
l
√

n

m
< δ1. Vamos então dividir o cubo Q em mn subcubos

de aresta
l

m
de modo que a união dos subcubos Qk resulte no cubo Q original. Uma vez que o
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diâmentro de um cubo de aresta
l

m
é

l
√

n

m
vemos que

|f ′(x)− f ′(x)| < ε , para todo x, x ∈ Qk.

Definindo a função h : [0, 1] → Rn por

h(t) = f(x + t(x− x))

e, usando o Teorema Fundamental do Cálculo, podemos escrever

h(1)− h(0) =

1∫

0

h′(t)dt =

1∫

0

f ′(x + t(x− x))(x− x)dt.

Observando que h(1)− h(0) = f(x)− f(x) e f ′(x)(x− x) =
∫ 1

0
f ′(x)(x− x)dt obtemos

f(x) = f(x) + f ′(x)(x− x) + R(x, x),

onde R(x, x) =

1∫

0

[f ′(x + t(x− x))− f ′(x)](x− x)dt é tal que, para todo x, x ∈ Qk,

|R(x, x)| 6
1∫

0

|f ′(x + t(x− x))− f ′(x)||x− x|dt

6 ε

1∫

0

|x− x|dt 6 εδ.

Neste ponto suponhamos que Qk ∩ Sf 6= ∅. Tomando x ∈ Qk ∩ Sf , definimos A = f ′(x),
Q̃k = Qk − x e g : Q̃k → Rn por g(y) = f(x + y) − f(x). Observe que |y| < δ para todo y ∈ Q̃k,
f(Qk) = g(Q̃k) + f(x) e que

g(y) = Ay + R(y), com |R(y)| = |R(x + y, x)| 6 εδ,∀y ∈ Q̃k.

Como x é ponto cŕıtico sabemos que detA = 0, logo o conjunto A(Q̃k) está contido num
subespaço de dimensão n− 1. Seja agora b1 um vetor unitário do complemento ortogonal de A(Q̃k).

Completando b1 a uma base ortonormal {b1, . . . , bn} de Rn temos que g(y) =
n∑

i=1

〈g(y), bi〉bi, onde

este último somatório nada mais é do que a expressão de g(y) nessa nova base ortonormal.
Note agora que valem as seguintes desigualdades:

i) |〈g(y), b1〉| 6 |R(y)||b1| 6 εδ
ii) |〈g(y), bi〉| 6 |〈Ay, bi〉|+ |〈R(y), bi〉| 6

6 cδ + εδ, para i = 2, . . . , n.

As observações feitas até aqui nos permitem concluir que g(Q̃k) está contido num retângulo J̃k

dado por
J̃k = [−εδ, εδ]× [−cδ − εδ, cδ + εδ]× . . .× [−cδ − εδ, cδ + εδ],

cujo volume é vol(J̃k) = 2εδ[2δ(c+ ε)]n−1. Como f(Qk) = g(Q̃k)+f(x) conclúımos que f(Qk) está
contido num retângulo Jk contendo f(x) e cujo volume é o mesmo de J̃k.

Uma vez que Sf (Q) ⊂ Q1 ∪ Q2 ∪ · · · ∪ Qmn temos que o conjunto dos retângulos Jk definidos
acima cobre f(Sf (Q)) e, além do mais,

mn∑

k=1

vol(Jk) = 2nεδnmn[c + ε]n−1 = 2nε(l
√

n)m[c + ε]n−1.
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Uma vez que ε > 0 é arbitrário conclúımos que f(Sf (Q)) tem medida nula. ¥
O Lema de Sard e a Proposição 1.2 nos permitem concluir que, quando vamos calcular d(f, Ω, y),

podemos assumir, sem perda de generalidade, que y é um valor regular de f .

1.2 Redução ao Caso Linear

Apresentamos agora um resultado, decorrente de (d2), que será útil mais adiante.

Lema 1.5. Seja Ω ⊂ Rn aberto e limitado, f ∈ C(Ω) e y ∈ Rn tal que y 6∈ f(∂Ω), então:

(a) d(f,∅, y) = 0

(b) Se Ω1 é um subconjunto aberto de Ω e y 6∈ f(Ω\Ω1) então d(f, Ω1, y) = d(f, Ω, y).

(c) Se f ∈ C
∞

(Ω), y 6∈ f(Sf (Ω)) e f−1(y) = ∅, então d(f, Ω, y) = 0.

Demonstração. De fato, fazendo Ω1 = Ω e Ω2 = ∅ em (d2), temos que Ω1,Ω2 são subconjuntos
abertos e disjuntos de Ω e também y 6∈ f(Ω\(Ω1 ∪ Ω2)) = f(∂Ω). Portanto

d(f, Ω, y) = d(f, Ω1, y) + d(f, Ω2, y) = d(f, Ω, y) + d(f,∅, y),

donde segue que d(f,∅, y) = 0.
Para demonstrar (b) considere Ω1 como acima e Ω2 = ∅. Obtemos de (d2) que

d(f, Ω, y) = d(f, Ω1, y) + d(f,∅, y) = d(f, Ω1, y).

Para (c) note que temos f−1(y) = ∅ se, e só se, y 6∈ f(Ω). Definindo Ω1 = Ω2 = ∅ temos
y 6∈ f(Ω\(Ω1 ∪ Ω2)) e portanto, por (d2), d(f, Ω, y) = d(f,∅, y) + d(f,∅, y) = 0. ¥

Estamos agora prontos para demonstrar o principal resultado desta seção.

Proposição 1.6. Sejam f ∈ C
∞

(Ω), y 6∈ f (∂Ω ∪ Sf (Ω)) e f−1(y) = {x1, x2, . . . , xm}. Então
existe r > 0 tal que

d(f, Ω, y) =
m∑

i=1

d(f ′(xi), Br(0), 0).

Demonstração. Como f−1(y) é finito, existe ε > 0 tal que

f−1(y) ⊂
m⋃

i=1

Bε(xi),

em que as bolas Bε(xi) são duas a duas disjuntas. Utilizando a Fórmula de Taylor obtemos que

(1.2) f(x) = f(xi) + f ′(xi)(x− xi) + w(x− xi),

onde w(x−xi) = o(|x−xi|) quando |x−xi| → 0. Por outro lado, do item (b) do Lema acima segue
que

d(f, Ω, y) =
m∑

i=1

d(f,Bε(xi), y)

e usaremos (1.2) para mostar que, para δ suficientemente pequeno,

d(f,Bδ(xi), y) = d(f ′(xi)(x− xi), Bδ(xi), 0).

De fato, seja A = f ′(xi). Como det A 6= 0 segue que A é inverśıvel e portanto |x| = |A−1Ax| 6
|A−1||Ax|. Assim |Ax| > c|x| com c = |A−1|−1. Por (1.2) temos que, dado ε̃ = c

2 , existe δ > 0 tal
que

|w(x− xi)|
|x− xi| <

c

2
, sempre que |x− xi| < δ.
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Assim, para x ∈ Bδ(xi)), definimos y(t) = ty e

h(t, x) = tf(x) + (1− t)A(x− xi) = ty + A(x− xi) + tw(x− xi).

Temos que y(t) e h(t, x) são cont́ınuas. Mostraremos agora que y(t) 6∈ h(t, ∂Bδ(xi)) qualquer que
seja t ∈ [0, 1]. De fato, temos que |h(t, x) − y(t)| = |A(x − xi) + tw(x − xi)| e lembrando que
|A(x− xi)| > c|x− xi| obtemos

|A(x− xi) + tw(x− xi)| > c|x− xi| − |w(x− xi)| >

>
(
c− c

2

)
|x− xi| = c

2
δ > 0

para todo t ∈ [0, 1] e |x− xi| = δ. Aplicando (d3) obtemos

(1.3) d(f, Bδ(xi), y) = d(A(x− xi), Bδ(xi), 0).

Seja r > 0 tal que Bδ(xi) ⊂ Br(0). Como xi é a única dolução de Ax− Axi = 0 podemos usar
novamente o resultado (b) do Lema 1.5 para obter

(1.4) d(A(x− xi), Bδ(xi), 0) = d(A(x− xi), Br(0), 0).

Considere h : [0, 1] × Br(0) → Rn definida por h(t, x) = A(x − txi) e y(t) = 0. Naturalmente
y(t) e h(t, x) são cont́ınuas e, como |xi| < r, A(x− txi) 6= 0 para todo x ∈ ∂Br(0) e todo t ∈ [0, 1],
logo 0 6∈ h(t, ∂Br(0)). Usando (d3) novamente temos

d(A(x− xi), Br(0), 0) = d(Ax,Br(0), 0).

A expressão acima, (1.3) e (1.4) nos permitem concluir que

d(f, Bδ(xi), y) = d(f ′(xi), Br(0), 0).

¥
Na próxima seção daremos o passo final para a demonstração da unicidade da função d.

1.3 O Caso Linear

Afim de concluir a demonstração da unicidade da função d vamos verificar que d(A,Br(0), 0) é
unicamente determinado se A é uma tranformação linear com det A 6= 0. Mais especificamente,
vamos mostrar que d(A,Br(0), 0) = sgn det A. concluindo assim a prova da unicidade Para tanto,
vamos fazer uso do seguinte resultado de Álgebra Linear

Proposição 1.7. Seja A uma matriz n × n real com detA 6= 0, sejam λ1, ..., λm os autovalores
negativos de A e α1,...,αm suas multiplicidades como zeros de det(A−λ id), assumindo que A tenha
tais autovalores. Então Rn é a soma direta de dois subespaços N e M, Rn = N ⊕M, tais que:

(a) M e N são invariantes por A;

(b) A|N tem somente os autovalores λ1, ..., λm e A|M não tem autovalores negativos;

(c) dim N =
m∑

k=1

αk.

Demonstração. Ver [5]. ¥
Uma vez que

det(A− λid) = (−1)n
m∏

k=1

(λ− λk)αk

n∏

j=m+1

(λ− µj)βj ,
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tem-se
det A = (−1)n

m∏
k=1

(−λk)αk

n∏
j=m+1

(−µj)βj

= (−1)n
m∏

k=1

|λk|αk

n∏
j=m+1

(−µj)βj

= (−1)n(−1)n−α
m∏

k=1

|λk|αk

n∏
j=m+1

(µj)βj

= (−1)α
m∏

k=1

|λk|αk

n∏
j=m+1

(µj)βj ,

e portanto sgn det A = (−1)α, onde α =
m∑

k=1

αk = dim N.

Agora, se A não tem autovalores negativos então det(tA + (1 − t)id) 6= 0 em [0, 1]. De fato,
suponhamos que det(tA + (1− t)id) = 0 para algum t ∈ [0, 1]. Naturalmente devemos ter t ∈ (0, 1)
e, neste caso, temos

0 = det(tA + (1− t)id) = tn det
(

A +
1− t

t
id

)
,

ou seja,
t− 1

t
< 0 é autovalor de A, o que é absurdo. Então, por (d1) e (d3), d(A,Br(0), 0) =

d(id, Br(0), 0) = 1 = sgn det A e podemos considerar somente o caso em que N 6= {0} . Denotaremos
por Ω o conjunto Br(0).

Passo 1. Suponhamos que α = dim N é par. Uma vez que Rn = N ⊕M, todo x tem uma única
representação x = P1x + P2x com P1x ∈ N e P2x ∈ M. Ficam então definidas as projeções lineares
P1 : Rn → N e P2 = id− P1 : Rn → M . Desta forma A = AP1 + AP2 é uma decomposição direta
de A, uma vez que, pela Proposição 1.7, A(N) ⊂ N e A(M) ⊂ M .

Vamos agora verificar que

h(t, x) = tAx + (1− t)(−P1x + P2x) 6= 0 em [0, 1]× ∂Ω.

Para tanto observe inicialmente que h(0, x) = 0 implica P1x = P2x e, como P1x = P2x ∈ N ∩M =
{0} devemos ter x = 0, e portanto x 6∈ ∂Ω. Se h(t, x) = 0 com t ∈ (0, 1) temos

AP1x + AP2x = Ax =
1− t

t
P1x− 1− t

t
P2x.

Fazendo λ =
1− t

t
> 0 teremos

AP1x = λP1x e AP2x = −λP2x.

Utilizando agora a Proposição 1.7(b) conclúımos que x = 0 e portanto x 6∈ ∂Ω. Por fim, se tivermos
h(1, x) = 0 então Ax = 0, o que implica x = 0. Desta forma a função h é uma homotopia admisśıvel
e, por (d3), tem-se

(1.5) d(A,Ω, 0) = d(−P1 + P2, Ω, 0).

Uma vez que α = 2p para algum p > 1, podemos encontrar uma matriz Bα×α tal que B2 =

−id|N . De fato, para p = 1, podemos escolher a rotação por π/2, isto é
(

0 1
−1 0

)
, e para

um p geral nós podemos arranjar p semelhantes blocos ao longo da diagonal principal, isto é,
b2j−1,2j = 1 = −b2j,2j−1 para j = 1, ..., p e bjk = 0 para os demais j, k.
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Note que B possui apenas autovalores complexos. De fato, se v é um autovetor de B com
autovalor λ, então

Bv = λv ⇒ B2v = λBv ⇒ −id v = λ2v ⇒ −v = λ2v ⇒ λ2 = −1.

A idéia agora agora é encontrar homotopias, indicadas por −→, tais que

−P1 + P2 −→ BP1 + P2 −→ P1 + P2 = id

e concluir que

(1.6) d(−P1 + P2, Ω, 0) = d(BP1 + P2, Ω, 0) = d(id,Ω, 0).

Para a primeira homotopia considere a função

h(t, x) = tBP1x− (1− t)P1x + P2x.

Precisamos mostrar que h(t, x) 6= 0 para (t, x) ∈ [0, 1] × ∂Ω. Conforme observado anteriormente
h(0, x) = 0 implica x = 0. Se tivermos h(1, x) = 0 então BP1x + P2x = 0 o que implica P2x = 0
e BP1x = 0. Uma vez que a matriz B é não-singular (det B = 1) devemos ter P1x = 0. Como
as duas projeções se anulam conclúımos que x = 0. Resta analisar o caso em que h(t, x) = 0 para
t ∈ (0, 1). Nesta situação obtemos

[tB − (1− t)]P1x + P2x = 0.

Da expressão acima segue que P2x = 0 e

BP1x =
1− t

t
P1x.

Se tivéssemos P1x 6= 0 então
1− t

t
seria autovalor de B, o que não é posśıvel visto que B só possui

autovalores complexos. Desta forma P1x = 0, logo x = 0. Assim, se h(t, x) = 0 para algum t ∈ [0, 1]
então x = 0, o que nos permite concluir que 0 6∈ h(t, ∂Ω) para t no intervalo [0, 1]. Desta forma as
aplicações −P1 + P2 e BP1 + P2 são homotópicas.

Se fizermos agora
h(t, x) = tP1x + (1− t)BP1x + P2x

e usarmos o mesmo raćıocinio acima conclúımos que são também homotópicas as aplicações BP1+P2

e P1 + P2. Unindo os resultados (1.5) e (1.6) obtemos

d(A, Ω, 0) = d(id, Ω, 0) = 1 = (−1)2p = sgn det A,

concluindo assim o caso em que α é par.

Passo 2. Vamos considerar agora o caso em que α é ı́mpar, isto é, α = 2p + 1 para algum
p > 0. Tomando {v1, v2, . . . , vα} uma base de N definimos N1 como sendo o subespaço gerador
por v1 e N2 como o subespaço gerado por {v2, v3, . . . , vα}. Fica então estabelecida a decomposição
N = N1 ⊕ N2, com dim N1 = 1 e dim N2 = 2p. Como no caso anterior vamos considerar Q̃1 :
N → N1 e Q̃2 = id|N − Q̃1 : N → N2 as projeções sobre os subespaços em questão. Desta forma
temos P1 = Q̃1P1 + Q̃2P1. Podemos então proceder como no caso anterior e encontrar homotopias,
indicadas por →, tais que

A → −P1 + P2 → −Q̃1P1 + BQ̃2P1 + P2 → −Q̃1P1 + Q̃2P1 + P2.

Assim,

(1.7) d(A,Ω, 0) = d(−Q1 + Q2,Ω, 0),
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onde Q1 = Q̃1P1 e Q2 = Q̃2P1+P2. Observe que Q1 e Q2 são as projeções referentes à decomposição
Rn = N1 ⊕ (N2 ⊕ M). Como 0 é o único zero de −Q1 + Q2 podemos substituir Ω = Br(0) por
qualquer conjunto aberto e limitado que contenha o 0, sem mudar o valor de d.

Dado agora Ω ⊂ N1 aberto e limitado e g : Ω → N1 cont́ınua com 0 6∈ g(∂Ω) vamos definir

d̃(g, Ω, 0) = d(g ◦Q1 + Q2, Ω + B̃r(0), 0).

Segue facilmente de (d1)−(d3) que

(d̃1) d̃(id|N1 , Ω, 0) = 1 se 0 ∈ Ω.

(d̃2) d̃(g, Ω, 0) = d̃(g, Ω1, 0) + d̃(g, Ω2, 0) sempre que Ω1, Ω2 são subconjuntos abertos disjuntos de
Ω e 0 6∈ g(Ω\(Ω1 ∪ Ω2)).

(d̃3) d̃(h(t, ·), Ω, 0) é independente de t ∈ J = [0, 1] sempre que h : J × Ω → N1 é cont́ınua e
0 6∈ h(J × ∂Ω).

De fato, a proriedade (d̃1) é imediata. Para as outras duas basta usar a definição de d̃ e lembrar
que Q1 e Q2 são as projeções referentes à decomposição Rn = N1 ⊕ (N2 ⊕M).

Nosso trabalho agora se resume em mostrar que d̃(−id|N1 ,Ω, 0) = −1. Dáı, por (1.7) e pela
observação que segue tal expressão, podemos concluir que

d(A,Ω, 0) = d̃(−id|N1 , Ω, 0) = −1 = (−1)2p+1 = sgn det A.

A idéia então é encontrar uma função f e subconjuntos abertos, limitados e disjuntos Ω1 e Ω2 tais
que d̃(f, Ω, 0) = 0, Ω1 ∪ Ω2 ⊂ Ω, g|Ω1 é homotópico a −id|N1 e g|Ω2 é homotópico a id|N1 . Estes
são os igrendientes do

Passo 3. Sabemos que N1 = {λv1 : λ ∈ R} e podemos, sem perda de generalidade, supor que
|v1| = 1. Considere Ω = {λv1 : λ ∈ (−2, 2)} e defina

Ω1 = {λv1 : λ ∈ (−2, 0)} e Ω2 = {λv1 : λ ∈ (0, 2)}.
Considere também a função f(λv1) = (|λ| − 1)v1. Uma vez que f(0) = −v1 6= 0 temos que
0 6∈ f(Ω\(Ω1 ∪ Ω2)). Construa agora a homotopia

h(t, λv1) = t(|λ| − 2)v1 + v1,

e observe que h(t, λv1) 6= 0 em [0, 1]×∂Ω, pois, como ∂Ω = {−2v1, 2v1}, temos h([0, 1]×∂Ω) = {v1}.
Assim, utilizando (d̃2), (d̃3) e (d̃2) novamente, podemos escrever

(1.8) 0 = d̃(v1,Ω, 0) = d̃(f, Ω, 0) = d̃(f, Ω1, 0) + d̃(f, Ω2, 0).

Observe agora que f |Ω1(λv1) = −(λ + 1)v1 = −id|N1 − v1 possui um único zero −v1 ∈ Ω1 ⊂ Ω, de
forma que

(1.9) d̃(f, Ω1, 0) = d̃(−id|N1 − v1,Ω, 0) = d̃(−id|N1 , Ω, 0),

em que a última igualdade segue do fato de h(t, λv1) = −λv1−v1 6= 0 em [0, 1]×∂Ω. Um raćıocinio
completamente análogo mostra que

d̃(f, Ω2, 0) = d̃(id|N1 , Ω, 0).

Esta última expressão, combinada com (1.8) e (1.9) nos permite escrever

d̃(id|N1 , Ω, 0) + d̃(−id|N1 , Ω, 0) = 0,

donde se conclui que d̃(−id|N1 ,Ω, 0) = −1, conforme desejávamos.
Sintetizando todas os resultados e observações deste caṕıtulo temos o seguinte teorema.
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Teorema 1.8 (Unicidade do Grau). Seja D a coleção de todos os subconjuntos abertos e limi-
tados de Rn e

M = {(f, Ω, y) : Ω ∈ D, f ∈ C(Ω) e y ∈ Rn\f(∂Ω)}.
Então existe no máximo uma função d : M → Z satisfazendo as propriedades (d1)−(d3). Além
do mais, tais propriedades implicam que d(A, Ω, 0) = sgn det A para aplicações lineares A com
detA 6= 0 e 0 ∈ Ω.



Caṕıtulo 2
Construção do Grau

Neste caṕıtulo definiremos o grau em três etapas. Na primeira faremos uma definição restrita a
valores regulares de f ∈ C

1
(Ω). Na segunda, generalizaremos a primeira definição para qualquer

valor de f ∈ C
2
(Ω). Por fim, na terceira etapa, ampliaremos a definição de grau para a sua forma

mais genérica, definindo-o para f ∈ C(Ω).

2.1 O Caso Regular

Vamos começar definindo o grau para valores regulares.

Definição 2.1. Seja Ω ⊂ Rn aberto e limitado, f ∈ C
1
(Ω) e y ∈ Rn \ f(∂Ω ∪ Sf ) . Então

definimos:

d(f, Ω, y) =





∑

x∈f−1(y)

sgnJf (x) , se f−1(y) 6= ∅

0 , se f−1(y) = ∅

Para generalizar a Definição 2.1 de modo a abranger tanto valores regulares quanto valores
singulares, isto é, eliminar a hipótese y 6∈ f(Sf ), vamos inicialmente substituir

∑
sgnJf (x) por uma

integral apropriada, de modo a facilitar o nosso trabalho.

Proposição 2.2. Sejam Ω , f e y como na Definição 2.1 e (ϕε)ε>0 a famı́lia de funções regular-
izantes dada por (1.1). Então existe ε0 = ε0(y, f) tal que

d(f, Ω, y) =
∫

Ω

ϕε(f(x)− y)Jf (x) dx, para 0 < ε 6 ε0.

Demonstração. Para o caso em que f−1(y) = ∅ basta tomar ε0 =
%(y, f(Ω))

2
. Desta forma,

de acordo com a expressão (1.1), temos que ϕε(f(x) − y) = 0 qualquer que seja 0 < ε 6 ε0 e o
resultado segue facilmente.

Para o caso em que f−1(y) 6= ∅, digamos, f−1(y) = {x1, x2, · · · , xm}, aplicamos o Teorema da
Função Inversa afim de encontrar bolas Bδ(xi) disjuntas tais que f |Bδ(xi) é um homeomorfismo
sobre uma vizinhança Vi de y e sgnJf (x) = sgnJf (xi) em Bδ(xi). Escolha agora r > 0 tal que
Br(y) ⊂ ⋂m

i=1 Vi e defina Ui = Bδ(xi) ∩ f−1(Br(y)). Se denotarmos U =
⋃m

i=1 Ui temos que existe
β > 0 tal que |f(x)−y| > β para todo x ∈ Ω\U . Desta forma, se 0 < ε < β então ϕε(f(x)−y) = 0
para x ∈ Ω \ U e portanto, denotando If =

∫
Ω

ϕε(f(x)− y)Jf (x)dx, temos

If =
m∑

i=1

∫

Ui

ϕε(f(x)− y)Jf (x)dx

=
m∑

i=1

∫

Ui

ϕε(f(x)− y)sgnJf (x)|Jf (x)|dx

=
m∑

i=1

sgnJf (xi)
∫

Ui

ϕε(f(x)− y)|Jf (x)|dx.
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Basta então mostrar que
∫

Ui

ϕε(f(x)− y)|Jf (x)|dx = 1 para concluir a demonstração. No entanto,

note que

1o
¯
. Jf (x) = Jf−y(x), pois y é mantido constante.

2o
¯
. f(Ui)− y = Br(0).

Logo, tomando ε < r e usando a fórmula de mudança de variáveis, temos
∫

Ui

ϕε(f(x)− y)|Jf (x)|dx =
∫

Br(0)

ϕε(x)dx

=
∫

Bε(0)

ϕε(x)dx = 1.

Assim, se fizermos ε0 = min{β, r} temos que
∫

Ω

ϕε(f(x)− y)Jf (x)dx = If

=
n∑

i=1

sgnJf (xi)

=
∑

x∈f−1(y)

sgnJf (x) = d(f, Ω, y),

para 0 < ε 6 ε0. ¥

2.2 Do caso Regular ao Singular

Uma vez definido o grau para valores regulares vamos modificar a definição de modo a abranger
também os valores singulares. Sejam então f ∈ C

2
(Ω), y0 6∈ f(∂Ω) e α = %(y0, f(∂Ω)) > 0. Fixemos

y1, y2 ∈ Bα(y0) valores regulares de f . Definamos δ = α − max{|y1 − y0|, |y2 − y0|}. Usando a
Proposição 2.2 obtemos ε < δ tal que

d(f, Ω, yi) =
∫

Ω

ϕε(f(x)− yi)Jf (x)dx para i = 1, 2.

Mostraremos inicialmente que estas duas integrais são iguais, isto é,

(2.1)
∫

Ω

[ϕε(f(x)− y2)− ϕε(f(x)− y1)]Jf (x)dx = 0.

Definamos

w(x) = (y1 − y2)

1∫

0

ϕε(x− y1 + t(y1 − y2))dt

e mostremos que

ϕε(f(x)− y2)− ϕε(f(x)− y1) = divw(x) =
n∑

i=1

∂wi

∂xi
(x).
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Temos

∂wi

∂xi
=

∂

∂xi


(y1

i − y2
i )

1∫

0

ϕε(x− y1 + t(y1 − y2))dt




=

1∫

0

∂

∂xi

[
ϕε(x− t1 + t(y1 − y2))(y1

i − y2
i )

]
dt

=

1∫

0

ϕ′ε(x− y1 + t(y1 − y2))
[
ei(y1

i − y2
i )

]
dt.

Usando a definição de divw(x) obtemos

divw(x) =
n∑

i=1

1∫

0

ϕ′ε(x− y1 + t(y1 − y2))
[
ei(y1

i − y2
i )

]
dt

=

1∫

0

[
n∑

i=1

ϕ′ε(x− y1 + t(y1 − y2))
(
ei(y1

i − y2
i )

)
]

dt

=

1∫

0

[
ϕ′ε(x− y1 + t(y1 − y2))

(
n∑

i=1

ei(y1
i − y2

i )

)]
dt

=

1∫

0

[
ϕ′ε(x− y1 + t(y1 − y2))(y1 − y2)

]
dt

=

1∫

0

d

dt
(ϕε(g(t, x)) dt,

em que g(t, x) = x− y1 + t(y1 − y2). Desta última expressão obtemos

divw(x) = ϕε(g(1, x))− ϕε(g(0, x)) = ϕε(x− y2)− ϕε(x− y1),

conforme desejávamos. Afirmamos agora que, se r = α − (δ − ε), então suppw(x) ⊂ Br(y0). De
fato, se |x− y0| > r e t ∈ [0, 1] temos

|x− y1 + t(y1 − y2)| > |x− y0| − |y0 − y1 + t(y1 − y2)|
> r − |(1− t)(y0 − y1) + t(y0 − y2)|
> r − (1− t)|y0 − y1| − t|y0 − y2|
> r − max

i=1,2
|y0 − yi| = ε.

Assim, se x 6∈ Br(y0) temos |x − y1 + t(y1 − y2)| > ε, isto é, ϕε(x − y1 + t(y1 − y2)) = 0 para
todo t ∈ [0, 1]. Logo suppw(x) ⊂ Br(y0) e portanto temos f(∂Ω) ∩ suppw = ∅. Pode-se mostrar
que, sob estas condições, existe v ∈ C1(Rn) tal que suppv ⊂ Ω e

(2.2) [ϕε(f(x)− y2)− ϕε(f(x)− y1)] Jf (x) = divv(x) em Ω.

A construção da função v requer um racioćınio bem conhecido por pessoas familiarizadas com
o estudo de formas diferenciais. Em virtude do caráter técnico da construção prefirimos omiti-la.
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O leitor interessado pode consultar [6], pág. 14, onde se encontram todos os detalhes. Assumindo
então a existência da função v satisfazendo as propriedades citadas anteriormente vamos prosseguir
nosso trabalho. Seja então a > 0 tal que Ω ⊂ [−a, a]n = Q. Temos, por (2.1) e (2.2), que

∫

Q

divv(x)dx =
∫

Ω

divv(x)dx

=
∫

Ω

[ϕε(f(x)− y2)− ϕε(f(x)− y1)]Jf (x)dx.

Mas observe que, como suppv ⊂ [−a, a]n, temos

n∑

i=1

a∫

−a

· · ·
a∫

−a




a∫

−a

∂vi

∂xi
dxi


 dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn = 0.

Esta última expressão é, por definição,
∫

Q

divv(x)dx. Desta forma podemos escrever

0 =
∫

Q

divv(x)dx

=
∫

Ω

[ϕε(f(x)− y2)− ϕε(f(x)− y1)]Jf (x)dx

= d(f, Ω, y2)− d(f, Ω, y1),

conforme desejávamos.
Com isso, encerramos o processo de generalização da Definição 2.1 de modo a abranger tanto

valores regulares como singulares. Podemos, portanto, eliminar hipótese y 6∈ f(Sf ) e introduzir a
definição abaixo.

Definição 2.3. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e limitado, f ∈ C
2
(Ω) e y 6∈ f(∂Ω). Então definimos

d(f, Ω, y) = d(f, Ω, y1), onde y1 é um valor regular de f tal que |y1 − y| < %(y, f(∂Ω)) e d(f, Ω, y1)
é dado pela Definição 2.1.

2.3 De C
2
(Ω) para C(Ω).

Afim de finalizar nossa construção vamos mostrar que o grau dado pela Definição 2.3 é o mesmo
para funções C

2
(Ω) suficientemente próximas a uma função cont́ınua dada. Começamos com um

caso especial do Teorema da Função Impĺıcita que é adequado para nossos propósitos.

Teorema 2.4. Seja h : Rn × Ω → Rn continuamente diferenciável de forma que h (t0, x0) = 0 e
Jh(t0,·)(x0) 6= 0 para algum (t0, x0) ∈ Rn × Ω. Então existe um intervalo (t0 − r, t0 + r) , uma bola
Bδ(x0) ⊂ Ω e uma função cont́ınua z : (t0 − r, t0 + r) → Bδ(x0) tal que z(t0) = x0 e x (t) é a única
solução de h (t, x) = 0 em Bδ(x0).

O leitor fica convidado a observar a equivalência desse enunciado do Teorema da Função Impĺıcita
com o da versão clássica do mesmo, que pode ser encontrada em [2]. Agora, vamos provar

Proposição 2.5. Sejam f ∈ C
2
(Ω) e y /∈ f (∂Ω) . Então para g ∈ C2 (Ω) existe um δ =

δ (f, g, y) > 0 tal que d (f + tg, Ω, y) = d (f, Ω, y) sempre que |t| < δ.
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Demonstração. Seja M = max
x∈Ω

|g(x)| e separemos a demonstração em três casos distintos.

Caso 1. f−1(y) = ∅.

Neste caso temos γ = min
x∈Ω

|f(x)− y| > 0. Para todo x ∈ Ω vale

|f(x)− y + tg(x)| > |f(x)− y| − |t||g(x)| > γ − |t|M > 0

qualquer que seja t tal que |t| < γ

M
= δ.

Caso 2. y é valor regular e f−1(y) 6= ∅.

Seja f−1 (y) =
{
x1, ..., xm

}
com Jf

(
xi

) 6= 0 para i = 1, . . . ,m. Sejam ft (x) = f (x) + tg (x) e
h (t, x) = ft(x) −y. Como h é de classe C2, h(0, xi) = 0 e Jh(0,·)(xi) = Jf (xi) 6= 0, podemos aplicar
o Teorema da Função Impĺıcita e obter funções cont́ınuas zi : (−ri, ri) → Bδi

(xi) tais que zi(0) = xi

e zi(t) é a única solução de h(t, x) = 0 para t em Bδi
(xi). Esta última observação e a continuidade de

zi nos permite encontrar números positivos ρ e r tais que zi : (−r, r) → Bρ(xi) e
⋂n

i=1 Bρ(xi) = ∅.
Além do mais, o raio ρ pode ser escolhido pequeno de maneira que sgnJf (x) = sgnJf (xi) em Bρ(xi).
Se fizermos V =

⋃n
i=1 Bρ(xi) temos

f−1(y) ∩ V = {z1(t), . . . , zm(t)}.

Esta expressão, a unicidade de zi(t) como solução de h(t, x) = 0 e a compacidade de Ω \ V nos
permite encontrar β > 0 tal que |f(x) − y| > β em Ω \ V . De maneira análoga ao caso anterior
temos

f−1
t (y) = {z1(t), . . . , zm(t)} para |t| < δ0 = min{r, βM−1}.

Uma vez que Jft é uniformemente cont́ınua em [−δ, δ]× Ω, dado ε = min{|Jf (z)| : z ∈ Ω} > 0
existem δ1, δ2 > 0 tais que

|Jf (z1)− Jft(z
2)| < ε sempre que |t| < δ1 e |z1 − z2| < δ2,

e portanto podemos obter δ < δ0 tal que

|Jf (x)− Jft(x)| < min{|Jf (z)| : z ∈ Ω} para x ∈ Ω e |t| < δ.

Esta última expressão nos permite escrever

sgnJft(z
i(t)) = sgnJf (zi(t)) = sgnJf (xi),

isto é, d(ft, Ω, y) = d(f, Ω, y) para |t| < δ, de acordo com a Definição 2.1.

Caso 3. y é valor singular.

Neste caso escolhemos um valor regular y0 ∈ Bα
3
(y), onde α = %(y, f(∂Ω), e encontramos δ0 > 0

tal que

(2.3) d(ft, Ω, y0) = d(f, Ω, y0) = d(f, Ω, y) para |t| < δ0,

pelo caso anterior. Para x ∈ ∂Ω temos

|f(x)− y0| > |f(x)− y| − |y − y0| > α− α

3
=

2α

3
.

Desta forma, se x ∈ ∂Ω, podemos escrever

|ft(x)− y0| > |f(x)− y0| − |t||g(x)| > 2α

3
− |t||g(x)| > α

3
,
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desde que se tenha |t| < α

3M
. Nestas condições temos |y0−y| < %(y0, ft(∂Ω)) e portanto, de acordo

com a Definição 2.3,
d(ft,Ω, y) = d(ft,Ω, y0) para |t| < α

3M
.

Juntando isso com (2.3) e fazendo δ = min{δ0,
α

3M } temos

d(f, Ω, y) = d(ft,Ω, y0) = d(ft, Ω, y) para |t| < δ,

o que finaliza a demonstração. ¥
Por meio do resultado anterior é fácil ver que o grau é constante para todas as funções C2 suficien-

temente próximas de uma função cont́ınua. De fato, sejam f ∈ C(Ω), y 6∈ f(∂Ω) e α = % (y, f (∂Ω).
Consideremos duas funções g, g̃ ∈ C

2
(Ω) tais que |g − f |0 < α e |g̃ − f |0 < α. Definamos também

h(t, x) = g(x) + t (g̃(x)− g(x)) e ϕ(t) = d(h(t, ·), Ω, y) para t ∈ [0, 1].
Um simples cálculo mostra que, se t0 ∈ [0, 1], então y /∈ h (t0, ∂Ω) e portanto d(h(t0, ·), Ω, y)

está bem definido . Podemos então aplicar a Proposição 2.5 a

h(t, x) = h(t0, x) + (t− t0) (g̃(x)− g(x))

e concluir que ϕ(t) é constante em toda uma vizinhança de t0, isto é, ϕ é localmente constante.
Desta maneira ϕ é cont́ınua em [0, 1] e, como este intervalo é um conjunto conexo, ϕ([0, 1]) é também
conexo. Uma vez que ϕ([0, 1]) ⊂ Z conclúımos que ϕ([0, 1]) se constitui de apenas um ponto, isto
é, ϕ é constante em [0, 1]. Em particular d (g, Ω, y) = d (g̃, Ω, y).

Findamos agora nossa construção apresentando nossa definição final, consequência das obser-
vações feitas acima.

Definição 2.6. Sejam f ∈ C(Ω) e y ∈ Rn\f(∂Ω). Então definimos d (f, Ω, y) = d (g, Ω, y) , em
que g ∈ C

2
(Ω) é uma função tal que |g − f |0 < % (y, f(∂Ω)) e d (g, Ω, y) é dado pela Definição 2.3.

Evidentenemnte, por redução ao caso regular, as propriedades (d1) e (d2) são facilmente verif-
icáveis. A demonstração da validade da propriedade (d3) utiliza argumentos semelhantes aos que
foram desenvolvidos no desenrolar deste caṕıtulo, motivo pelo qual não vamos entrar em muitos
detalhes. Considere então h(t, ·) e y(t) como no enunciado de (d3). Defina ϕ(t) = d(h(t, ·), Ω, y(t)).
Fixado t0 ∈ [0, 1] existe δ = δ(t0) tal que

(2.4) d(h(t0, ·), Ω, y(t0)) = d(h(t, ·), Ω, y(t0)) = d(h(t, ·),Ω, y(t)),

para todo t ∈ [0, 1] satisfazendo |t − t0| < δ, onde usamos, na primeira igualdade, a Proposição
2.5 de maneira conveniente e, na segunda igualdade, a continuidade de y(t). A expressão (2.4) nos
diz que ϕ é localmente constante, e portanto cont́ınua. Um argumento semelhante ao utilizado
no final da demostração da Proposição 2.5 nos garante então que ϕ é constante em [0, 1], isto é,
a propriedade (d3) é válida. Finalizamos assim a construção da funcao d. No caṕıtulo seguinte
apresentaremos importantes aplicações da teoria desenvolvida até aqui.



Caṕıtulo 3
Aplicações do Grau

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar algumas aplicações da função grau constrúıda no último
caṕıtulo. Antes verificaremos algumas propriedades que nos serão úteis.

Proposição 3.1. Sejam M = {(f, Ω, y) : Ω ⊂ Rn aberto e limitado, f ∈ C(Ω) e y 6∈ f(∂Ω)} e
d : M → Z o grau topológico. Então d satisfaz:

(d4) d(f, Ω, y) 6= 0 implica f−1(y) 6= ∅.

(d5) d(·,Ω, y) e d(f, Ω, ·) são constantes em {g ∈ C(Ω) : |g − f |0 < r} e Br(y) ⊂ Rn, respectiva-
mente, onde r = %(y, f(∂Ω)). Além disso, d(f, Ω, ·) é constante em cada componente conexa
de Rn\f(∂Ω).

(d6) d(g, Ω, y) = d(f, Ω, y) sempre que g|∂Ω = f |∂Ω.

(d7) d(f, Ω, y) = d(f, Ω1, y) para todo subconjunto aberto Ω1 de Ω tal que y 6∈ f(Ω\Ω1).

Demonstração. Já foi visto que f−1(y) = ∅ implica que d(f, Ω, y) = 0, donde segue que, se
d(f, Ω, y) 6= 0,então f−1(y) 6= ∅.

Em relação a (d5), a primeira parte decorre da definição do grau. Para provar que d(f, Ω, ·) é
constante em cada componente conexa, lembremos, primeiramente, que cada componente conexa é
um conjunto conexo o qual é maximal (com respeito a inclusão) em relação aos demais conjuntos
conexos. Como Rn\f(∂Ω) é um aberto, suas componentes conexas são abertos do Rn, sendo
portanto conexas por caminhos. Assim, se G é uma componente conexa de Rn\f(∂Ω) e y1, y2 ∈ G,
existe uma curva cont́ınua y : [0, 1] → G com y(0) = y1 e y(1) = y2. Portanto, por (d3), temos
d(f, Ω, y1) = d(f, Ω, y2).

Para provar (d6), considere

h(t, x) = tf(x) + (1− t)g(x), com t ∈ [0, 1].

Naturalmente h(t, x) é cont́ınua e portanto precisamos apenas verificar que y 6∈ h(t, ∂Ω) para todo
t ∈ [0, 1]. Para tanto, seja x ∈ ∂Ω, então

h(t, x) = tf(x) + (1− t)g(x)
= tf(x) + (1− t)f(x)
= f(x) 6= y

O leitor não terá dificuldade em verificar que (d7) é uma consequência imediata de (d2). ¥

3.1 Ponto Fixo de Brouwer

Um conjunto D ⊂ Rn é convexo se

x + λ(y − x) ∈ D sempre que x, y ∈ D e λ ∈ [0, 1].

O fecho convexo de D é a intersecção de todos os conjuntos convexos que contêm D. Denotaremos
o fecho convexo de D por convD. O leitor não terá dificuldade em mostrar que a intersecção de
conjuntos convexos é um conjunto convexo e que D é convexo se, e somente se, convD = D. Um
resultado menos imediato e que nos será útil é

Lema 3.2. Seja D ⊂ Rn um conjunto qualquer e B o conjunto de todas as combinações convexas
de elementos de D, isto é,

B =

{
n∑

i=1

λix
i : λi ∈ [0, 1], xi ∈ D,

n∑

i=1

λi = 1, n ∈ N
}

.
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Nestas condições temos B = convD.

Demonstração. Naturalmente D ⊂ B. Sejam x =
j∑

i=1

λix
i e y =

k∑

i=1

βiy
i elementos de B. Para

todo t0 ∈ [0, 1] sabemos que (1 − t0)x + t0y é uma combinação linear de elementos de D. A soma

dos coeficientes desta combinação é (1− t0)
j∑

i=1

λi + t0

k∑

i=1

βi = (1− t0) + t0 = 1. Logo, o segmento

que une x a y está totalmente contido em B, isto é, B é convexo. Como B contém D conclúımos
que convD ⊂ B.

Afim de provarmos que B ⊂ convD considere um convexo A que contém D. Vamos mostrar

que B ⊂ A. Seja x =
m∑

i=1

λix
i um elemento de B. Como xi ∈ D e D ⊂ A temos que xi ∈ A. Logo

temos:

x = λ1x
1 + · · ·+ λmxm = θ

(
λ1

θ
x1 + · · ·+ λm−1

θ
xm−1

)
+ λmxm,

em que θ = λ1 + · · · + λm−1. Denote por xθ o termo entre parênteses na expressão acima. Então
xθ é uma combinação convexa de m − 1 elementos de A. Por indução teremos xθ ∈ A, logo
x = θxθ + λmxm ∈ [xθ, xm], onde [a, b] denota o segmento que une os vetores a e b. Mas, como A
é convexo, [xθ, xm] ⊂ A, donde se conclui que x ∈ A. Assim fica provado que B ⊂ A. Tendo em
vista a definição do fecho convexo podemos afirmar que B ⊂ convD. ¥

Dada uma função cont́ınua f : D → D um ponto fixo para f é um ponto x ∈ D tal que f(x) = x.
Encontrar pontos fixos para determinadas funções é uma tarefa importante em matemática. A t́ıtulo
de ilustração consideremos f : [a, b] → [a, b] uma função cont́ınua. Se tivermos f(a) = a ou f(b) = b
naturalmente já teremos encontrado pontos fixos para a função, por isso podemos supor, sem perda
de generalidade, f(a) > a e f(b) < b. Considere a função definida por g(x) = f(x)− x. Buscar um
ponto fixo para f é buscar uma solução para a equação g(x) = 0. Note que g(a) = f(a) − a > 0
e g(b) = f(b) − b < 0 logo, pelo Teorema do Valor Intermediário, deve existir x0 ∈ [a, b] tal que
g(x0) = 0, isto é, f(x0) = x0. Assim, nestas condições, a fução f admite ponto fixo. O teorema
seguinte é uma generalização natural deste resultado.

Teorema 3.3 (Ponto Fixo de Brouwer). Seja D ⊂ Rn um conjunto compacto convexo não-vazio
e f : D → D uma função cont́ınua. Então f tem um ponto fixo.

Demonstração. Suponha inicialmente que D = Br(0) e, como no exemplo acima, vamos supor
que f não possui pontos fixos na fronteira de D. A idéia é proceder como acima. Defina h :
[0, 1]×D → Rn por h(t, x) = x− tf(x). Afirmamos que 0 6∈ h([0, 1]× ∂D). De fato, se tivéssemos
x0 ∈ ∂D e t0 ∈ [0, 1] tais que h(t0, x0) = 0 obteŕıamos:

r = |x0| = t0|f(x0)| 6 t0r ⇒ t0 = 1 ⇒ f(x0) = x0,

o que é absurdo visto que estamos supondo que f não fixa nenhum ponto da fronteira de D. Assim,
usando a propriedade de invariância por homotopia do grau, podemos afirmar que

d(id− f, intD, 0) = d(id, Br(0), 0) = 1.

Logo a equação x− f(x) = 0 possui pelo menos uma solução em D e esta solução é exatamente o
ponto fixo que procurávamos.

Para o caso de um domı́nio mais geral lembremos que f possui uma extensão cont́ınua f̃ dada
por ( ver Teorema A.9 )

f̃(x) =





f(x) , se x ∈ D


∑

i>1

2−iϕi(x)



−1

∑

i>1

2−iϕi(x)f(ai) , se x 6∈ D
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em que {a1, a2, . . .} é um subconjunto enumerável denso em D e

ϕi(x) = máx
{

2− |x− ai|
%(x, D)

, 0
}

para x 6∈ D.

Denotemos por X = convf(D) e mostremos que f̃(Rn) ⊂ X. Se x ∈ D então f̃(x) = f(x) e
portanto f̃(x) ∈ X. No caso em que x 6∈ D note que f̃(x) = lim Sm, em que

Sm =

[
m∑

i=1

2−iϕi(x)

]−1 m∑

i=1

2−iϕi(x)f(ai).

Observe que Sm nada mais é do que uma combinação convexa de f(a1), f(a2), . . . , f(am), que são
elementos de f(D). Assim Sm ∈ X e portanto f̃(x) é limite de uma sequência de elementos de X.
Podemos então concluir que f̃(Rn) ⊂ X = convf(D). Como f(D) ⊂ D e D é compacto e convexo
fica provado que f̃(Rn) ⊂ D.

Tome agora r suficientemente grande de forma que D ⊂ Br(0). Pela primeira parte sabemos
que existe x ∈ Br(0) tal que f̃(x) = x. Mas f̃(x) ∈ D, o que nos mostra que x ∈ D. Assim obtemos
f̃(x) = f(x) = x, isto é, f possui ponto fixo. ¥
Observação. O resultado acima permanece válido se D for somente homeomorfo a um compacto
convexo. De fato, suponha que D = h(D0) com D0 compacto convexo e h um homeomorfismo.
Então h−1fh : D0 → D0. Então, para algum x0 ∈ D0 temos h−1 (f (h(x0))) = x0, isto é,
f(h(x0)) = h(x0).

Observação. Note que a primeira parte da demonstração segue um racioćınio análogo ao feito
para o caso de funções com domı́nio real. A diferença fundamental é que, ao invés de utilizarmos
o Teorema do Valor Intermediário, utilizamos o grau. Nesta altura seria natural olharmos para o
grau como uma espécie de generalização do TVI. Deixamos como exerćıcio para o leitor demonstrar
o TVI utilizando as ferramentas até agora constrúıdas. ( Sugestão : considere inicialmente o caso
em que 0 pertence ao domı́nio da função e que os valores nos extremos têm sinais opostos).

Iremos agora ilustrar este importante teorema com algumas aplicações.

Exemplo (Perrom-Frobenius). Seja A = (aij)n×n com aij > 0. Então existe λ > 0 e x 6= 0 tal
que xi > 0 para todo i e Ax = λx, isto é, A tem um autovetor não-negativo correspondente a um
autovalor não-negativo.

De fato, considere o conjunto D definido por

D =

{
x ∈ Rn : xi > 0, ∀i e

n∑

i=1

xi = 1

}
.

Primeiramente, vamos mostrar que D é convexo. Sejam x, y ∈ D e S = {z ∈ Rn : z = tx + (1 −
t)y, t ∈ [0, 1]} . Temos que zi = txi + (1− t)yi e assim:

n∑

i=1

zi =
n∑

i=1

txi +
n∑

i=1

(1− t)yi

= t

n∑

i=1

xi + (1− t)
n∑

i=1

yi

= t + 1− t = 1.

Portanto S ⊂ D, o que mostra que D é convexo. Mostremos agora que D é compacto. Que D
é limitado decorre do seguinte: se x ∈ D, temos que xi 6 1 e assim x2

i 6 1, o que implica que
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|x| =

√√√√
n∑

i=1

x2
i 6 √

n. Para mostrarmos que D é fechado, tomemos (xm) ⊂ D tal que xm → x.

Devemos mostrar que x ∈ D. Mas, de fato, temos que

xm → x ⇔ xm
i → xi

e como cada xm
i > 0, então xi > 0 e 1 =

m∑

i=1

xm
i →

m∑

i=1

xi = 1. Assim, x ∈ D e D é fechado.

Podemos supor Ax 6= 0 para x ∈ D pois, caso contrário, se Ax0 = 0, para algum x0 ∈ D,

tomaŕıamos λ = 0 e teŕıamos o resultado pretendido. Assim
n∑

i=1

(Ax)i > α > 0, para algum α ∈ R.

Desta forma, a função definida em D por

f(x) =
Ax

n∑

i=1

(Ax)i

é cont́ınua em D e f(D) ⊂ D. De fato, sejam x ∈ D e y = f(x), então

0 6 yi =
(Ax)i

n∑

i=1

(Ax)i

⇒
n∑

j=1

yj =

n∑

j=1

(Ax)j

n∑

i=1

(Ax)i

= 1.

Assim f(x) ∈ D. Portanto, pelo Teorema de Brouwer, a função f tem ponto fixo em D, isto é,
existe x0 ∈ D tal que:

f(x0) =
Ax0

n∑

i=1

(Ax0)i

= x0 ⇒ Ax0 = λx0

onde λ =
n∑

i=1

(Ax0)i. ¥

Exemplo. Considere o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias:

(*)





du

dt
= u′ = f(t, u)

u(0) = x ∈ Br(0)

em que f : R × Rn → Rn é uma função de classe C1 periórica na variável t, isto é, f(t + w, x) =
f(t, x) para algum w ∈ R+ e para todo (t, x) ∈ R× Rn. A bola Br(0) será escolhida de forma que
o problema possua solução única u(t;x) em [0,∞).

Estamos interessados em estudar soluções periódicas de (*). Para tanto, definamos Pt(x) =
u(t; x) e suponhamos que f satisfaz à seguinte condição de fronteira.

〈f(t, x), x〉 =
n∑

i=1

fi(t, x)xi < 0 para t ∈ [0, w] e |x| = r.

Esta condição de fronteira nos garante que Pt : Br(0) → Br(0) qualquer que seja t > 0. De
fato, suponha que num instante t a solução de (*) atinge a fronteira da bola. Teremos

d

dt
|u(t)|2 = 2〈u′(t), u(t)〉 = 2f(t, u(t)) · u(t) < 0,
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o que nos mostra que a norma de u(t) é decrescente perto do instante t. Assim se a função atinge a
fronteira da bola ela automaticamente volta para dentro da bola. Como as soluções de (*) variam
continuamente com as condições iniciais sabemos que Pt é cont́ınua.

Estamos então em condições de aplicar o Teorema de Brouwer garantindo assim a existência de
um ponto fixo xw para a função Pw. Assim, a equação tem uma solução com a propriedade de que
u(0; xw) = xw = u(w; xw) e que satisfaz





u′ = f(t, u) em (0, w)

u(0) = u(w) = xw

A idéia agora é expandir u(t; xw) w-periodicamente. Assim, se considerarmos v : [0,∞) → Rn

dada por
v(t) = u(t− kw; xw), em [kw, (k + 1)w]

obtemos uma solução w-periódica de (*). A conclusão final é que u(t; x) é solução w-periódica de
(*) se, e somente se, x é um ponto fixo do operador Pw. Este operador é conhecido como operador
de Poincaré. ¥
Exemplo. Não existe uma função cont́ınua definida da bola fechada na sua fronteira que deixe
fixos todos os pontos da fronteira. De fato, suponha por absurdo que exista f : Br(0) → ∂Br(0)
cont́ınua tal que f(x) = x para todo x ∈ ∂Br(0). Seja então g : Br(0) → ∂Br(0) definida por
g(x) = −f(x).Claramente g atende às hipóteses do Teorema de Brouwer, pois é cont́ınua, Br(0) é
compacto e convexo e g(Br(0)) ⊂ Br(0). Logo, existe x0 ∈ ∂Br(0) tal que

x0 = g(x0) = −f(x0) = −x0, |x0| = r

o que é um absurdo. ¥

Esse resultado, na verdade, é equivalente ao Teorema de Brouwer para a bola, pois se o admitimos
como verdade, obtemos o Teorema de Brouwer como consequência, isto é

Teorema 3.4. Suponha que não exista f : Br(0) → ∂Br(0) cont́ınua tal que f(x) = x para todo
x ∈ ∂Br(0). Então g : Br(0) → Br(0) cont́ınua possui um ponto fixo.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que g : Br(0) → Br(0) é cont́ınua e g(x) 6= x para todo
x ∈ Br(0). Assim, para cada x ∈ Br(0), existe um segmento de reta passando por x e g(x). Seja
h(x) a intersecção da semi-reta com origem em g(x) e que passa por x com a fronteira de Br(0),
isto é,

h(x) = g(x) + t(x)(x− g(x))
com |h(x)| = r e t(x) > 0.

Vamos mostrar que h : Br(0) → ∂Br(0) é cont́ınua e h(x) = x para x ∈ ∂Br(0), contrariando a
hipótese. Ora, para que h(x) seja cont́ınua, basta que t : Br(0) → R+ seja cont́ınua. Da condição
que |h(x)| = r , segue que:

|h(x)|2 = 〈h(x), h(x)〉 = 〈g + t(x− g), g + t(x− g)〉 = r2

e assim:
|t(x)|2|x− g(x)|2 + 2t(x)〈g(x), (x− g(x))〉+ |g(x)|2 − r2 = 0

resolvendo essa equação em t(x), tem-se que:

∆ = 4[〈g(x), (x− g(x))〉2 + |x− g(x)|2(r2 − |g(x)|2)] > 0

e portanto temos

t(x) =
−2〈g(x), (x− g(x))〉+

√
∆

2|x− g(x)|2 > 0

o que mostra que t(x) é cont́ınua, pois |x − g(x)| 6= 0 em Br(0). Naturalmente, h(x) = x em
∂Br(0), de acordo com a definição de h(x). Assim, chegamos à contradição esperada, encerrando a
demonstração do teorema. ¥
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3.2 Funções Sobrejetivas

O próximo teorema afirma que, sob certas condições de crescimento em f ∈ C(Rn), temos f(Rn) =
Rn.

Teorema 3.5. Seja f ∈ C(Rn) tal que
〈

f(x),
x

|x|
〉
→∞ com |x| → ∞. Então f(Rn) = Rn.

Demonstração. Dado y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Rn, seja h(t, x) = tx + (1 − t)f(x) − y. Queremos
mostar que a equação y = f(x) tem solução, isto é, que h(0, x) = f(x) − y = 0 tem solução, ou
ainda, que d(h(0, .), Br(0), 0) 6= 0 para algum r > 0.

Observe inicialmente que

〈h(t, x), x〉 = t〈x, x〉+ (1− t)〈f(x), x〉 − 〈y, x〉

> t|x|2 + (1− t)|x|
〈

f(x),
x

|x|
〉
− |y||x|.

Assim, se |x| = r, temos

〈h(t, x), x〉 > r

[
tr + (1− t)

〈
f(x),

x

|x|
〉
− |y|

]
.

Visto que
〈

f(x),
x

|x|
〉
→ ∞ quando |x| → ∞ podemos tomar r > |y| suficientemente grande

de forma que 〈h(t, x), x〉 > 0 para todo t ∈ [0, 1], ou ainda h(t, x) 6= 0 qualquer que seja t ∈ [0, 1 e
x ∈ ∂Br(0).

Desta forma temos que h(t, x) é uma homotopia entre f(x) − y e x − y. Portanto d(f(x) −
y,Br(0), 0) = d(x − y, Br(0), 0). Mostremos que este último termo é igual a 1. De fato, se x =
(x1, x2, . . . , xn) então x− y = (x1 − y1, x2 − y2, . . . , xn − yn) e portanto

sgnJx−y =




∂(x1−y1)
∂x1

∂(x1−y1)
∂x2

. . . ∂(x1−y1)
∂xn

∂(x2−y2)
∂x1

∂(x2−y2)
∂x2

. . . ∂(x2−y2)
∂xn

...
... . . .

...
∂(xn−yn)

∂x1

∂(xn−yn)
∂x2

. . . ∂(xn−yn)
∂xn




= 1.

Desta forma obtemos
d(f(x)− y,Br(0), 0) = d(x− y,Br(0), 0) = 1,

o que nos permite afirmar que a equação f(x) = y tem solução na bola Br(0). ¥
Como uma aplicação do teorema acima considere A uma matriz positiva definida com det A 6= 0.

Se olharmos para a aplicação
〈
A x
|x| ,

x
|x|

〉
definida na esfera unitária, que é um compacto, temos

que o mı́nimo dessa aplicação é assumido na esfera, istó é, existe x0 ∈ Sn−1 tal que
〈
A x
|x| ,

x
|x|

〉
>

〈Ax0, x0〉 = K, para todo x ∈ Rn. Uma vez que A é positiva definida devemos ter K > 0. Assim
obtemos

〈Ax, x〉 > K · |x|2, qualquer que seja x ∈ Rn.

Dessa desigualdade segue que

lim
|x|→∞

〈
Ax,

x

|x|
〉

= ∞,

e, de acordo com o Teorema 3.5, A(Rn) = Rn.
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3.3 Teorema do Ouriço

Teorema 3.6. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto limitado com 0 ∈ Ω e f : ∂Ω → Rn \{0} cont́ınua.
Suponha também que n é ı́mpar. Então existe x0 ∈ ∂Ω tal que f(x0) = λx0, para algum λ 6= 0.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, f ∈ C(Ω̄). Como n é ı́mpar temos
d(−id,Ω, 0) = −1. Consideremos primeiro o caso em que d(f, Ω, 0) 6= −1. Então h(t, x) = (1 −
t)f(x) + t(−x) é tal que h(0, x) = f(x) e h(1, x) = −x = −id(x). Além disso, se h(t, x) 6= 0 para
todo x ∈ ∂Ω e todo t ∈ [0, 1] então d(h(0, .),Ω, 0) = d(h(1, .),Ω, 0) = −1, o que não ocorre por
hipótese. Assim h(t, x) não é homotopia admisśıvel e portanto h(t0, x0) = 0 para algum t0 ∈ (0, 1)
e x0 ∈ ∂Ω. Dessa maneira

0 = (1− t0)f(x0) + t0(−x0) ⇒ f(x0) =
t0

1− t0
x0 = λx0,

em que λ =
t0

1− t0
6= 0.

Suponha agora que d(f(x), Ω, 0) = −1. Então um argumentos análogo ao anterior mostra que
h(t, x) = (1− t)f(x) + tx não é uma homotopia admisśıvel entre f(x) e id(x), isto é, h(t0, x0) = 0
para algum t0 ∈ (0, 1) e x0 ∈ ∂Ω, e portanto

0 = (1− t0)f(x0) + t0x0 ⇒ f(x0) =
t0

t0 − 1
x0 = λ1x0,

em que λ =
t0

t0 − 1
6= 0. ¥

Observação. Um bom exemplo de que para n par esse resultado não é verdadeiro é uma rotação
por π/2 de uma esfera unitária no R2. Para um ponto qualquer (x1, x2), f(x1, x2) = f(−x2, x1).

Observação. No caso de ser Ω = B1(0), o teorema diz que não existe um campo cont́ınuo de
vetores tangentes que não se anule em S = ∂B1(0). De fato, seja f : S → Rn tal que f(x) 6= 0 e
〈f(x), x〉 = 0 para todo x ∈ S. Pelo Teorema 3.6 existe x0 ∈ S tal que f(x0) = λx0, com λ 6= 0.
Mas então

〈f(x0), x0〉 = 〈λx0, x0〉 = λ|x0|2 = 0

o que implica x0 = 0, que é uma contradiçao. Logo f se anula em algum ponto de S.

Afim de ilustrar esta última observaçao considere os seguintes exemplos pitorescos:

Exemplo. Imagine que você tem um pente e uma bola peluda. Tente penteá-la, toda no mesmo
sentido. Já deu para perceber o que vai acontecer, não é mesmo? Em pelo menos um ponto vai se
formar um rede-moinho, como os da cabeça de um bebê. Com certeza você já viu um!

Exemplo. O vento na superf́ıcie da Terra é um campo cont́ınuo de vetores tangentes à sua su-
perf́ıcie. O teorema nos diz que em cada instante do tempo em pelo menos um ponto sobre a
superf́ıcie do nosso planeta não venta. É claro que esse ponto pode se modificar com o tempo.

3.4 Teorema de Borsuk

Sempre que queremos, por meio da teoria do grau, mostrar que a equação f(x) = y possui solução
num conjunto Ω, precisamos mostar que d(f, Ω, y) 6= 0. O seguinte teorema é uma ferramenta útil
para realizar tal tarefa.

Lembremos que que um conjunto Ω é simétrico com respeito à origem se Ω = −Ω, isto é, se
sempre que tivermos x ∈ Ω ocorrer também −x ∈ Ω.

Teorema 3.7 (Borsuk). Seja Ω ⊂ Rn aberto, limitado e simétrico com respeito à 0 ∈ Ω. Seja
f ∈ C(Ω) uma função ı́mpar com 0 6∈ f(∂Ω). Então d(f, Ω, 0) é ı́mpar.



Caṕıtulo 3. Teorema de Borsuk 26

Demonstração. Suponha inicialmente que f ∈ C1(Ω) e Jf (0) 6= 0. Então é suficiente encontrar
uma função g ∈ C1(Ω) ı́mpar tal que 0 6∈ g(Sg(Ω)) e g é suficiente próxima de f . De fato, por (d5),
temos

d(f, Ω, 0) = d(g, Ω, 0) = sgnJg(0) +
∑

0 6=x∈g−1(0)

Jg(x).

Uma vez que g(x) = 0 se, e somente se, g(−x) = 0 e Jg(·) é par podemos concluir que o somatório
acima é par. Como, por hipótese, 0 6∈ g(Sg), então sgnJg(0) 6= 0. Logo, teremos que d(f, Ω, 0) é
ı́mpar, conforme desejamos.

Vamos definir g de maneira indutiva. Para tanto, seja ϕ ∈ C1(R) ı́mpar tal que ϕ′(0) = 0 e

ϕ(t) = 0 se, e somente se, t = 0. Defina então Ω1 = {x ∈ Ω : x1 6= 0} e f̃(x) =
f(x)
ϕ(x1)

para

x ∈ Ω1.De acordo com o Lema de Sard podemos encontrar y1 6∈ f̃(Sf̃ (Ω1)) com |y1| tão pequeno
quanto se queira. Considere g1(x) = f(x) − ϕ(x1)y1. Desta forma g1 ∈ C1(Ω) é ı́mpar e próxima
de f em Ω. Vamos mostrar que 0 é um valor regular para g1 em Ω1. Para tanto observe que, neste
conjunto, g1(x) = ϕ(x1)(f̃(x)− y1) e portanto

g′1(x) = ϕ(x1)f̃ ′(x) + ϕ′(x1)(f̃(x)− y1), x ∈ Ω1.

Se x ∈ Ω1 é tal que g1(x) = 0 então f(x) = ϕ(x1)y1, isto é, f̃(x) = y1 e portanto

g′1(x) = ϕ(x1)f̃ ′(x), ∀ x ∈ Ω1 ∩ g−1
1 (0).

Uma vez que ϕ(x1) 6= 0 e y1 6∈ f̃(Sf̃ (Ω1)) conclúımos que g′1(x) é não singular para todo x ∈ Ω1 tal
que g1(x) = 0, conforme desejávamos.

Suponha agora que já temos uma função ı́mpar gk ∈ C1(Ω) próxima de f tal que 0 6∈ gk(Sgk
(Ωk))

para algum k < n. Defina então

gk+1(x) = gk(x)− ϕ(xk+1)yk+1

com |yk+1| pequeno e tal que 0 é valor regular para gk+1 no conjunto {x ∈ Ω : xk+1 6= 0}.
Naturalmente gk+1 ∈ C1(Ω) é ı́mpar e próxima de f em Ω. Se x ∈ Ωk+1 e xk+1 = 0 então

x ∈ Ωk, gk+1(x) = gk(x), g′k+1(x) = g′k(x) e portanto Jgk+1(x) 6= 0. Desta forma conclúımos que
0 6∈ gk+1(Sgk+1(Ωk+1)) e portanto g = gn ∈ C1(Ω) é ı́mpar, próxima de f em Ω e é tal que 0 6∈
g(Sg(Ω \ {0})), pois Ωn = Ω\{0}. Temos também, pelo passo de indução, que g′(0) = g′1(0) = f ′(0)
e portanto 0 6∈ g(Sg(Ω)) o que finaliza a demonstração para o caso em que f ∈ C1(Ω) e Jf (0) 6= 0.

Para o caso geral aproxime f ∈ C(Ω) por g1 ∈ C
1
(Ω). Seja g2 = 1

2 (g1(x) − g1(−x)) a parte
ı́mpar de g1. Escolha agora um δ positivo que não seja autovalor de g

′
2(0). Seja f̃ = g2 − δ · id.

Então f̃ ∈ C
1
(Ω) e é ı́mpar. Afirmamos que Jf̃ (0) 6= 0. De fato, observe que

f̃
′
(0) = g

′
2(0)− δ · id

e que, como δ não é autovalor de g
′
2(0), temos

Jf̃ (0) = det(f̃(0)) = det(g
′
2(0)− δ · id) 6= 0.

O leitor não terá dificuldade de mostrar que, tomando g1 suficientemente próxima de f e δ
pequeno teremos f̃ próxima de f . Assim d(f, Ω, 0) = d(f̃ , Ω, 0), que é ı́mpar. ¥

O resultado seguinte é uma generalização imediata do teorema.

Corolário 3.8. Seja Ω ⊂ Rn aberto, limitado e simétrico em relação à 0 ∈ Ω. Seja f ∈ C(Ω) tal
que 0 6∈ f(∂Ω) e f(−x) 6= λf(x) em ∂Ω para todo λ > 1. Então d(f, Ω, 0) é ı́mpar.

Demonstração. Consideremos a homotopia h(t, x) = f(x)− tf(−x) para t ∈ [0, 1] e x ∈ Ω.
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Esta homotopia é admisśıvel porque h(t, x) é cont́ınua em (t, x) com h(0, x) = f(x) e h(1, x) =
f(x)− f(−x), que é uma função ı́mpar. Além disso, se t 6= 0 e x ∈ ∂Ω temos h(t, x) 6= 0 se, e só se,
f(−x) 6= 1

t f(x) o que é verdade por hipótese. Assim, h(t, x) 6= 0 se t ∈ (0, 1] e x ∈ ∂Ω. No caso
t = 0, h(0, x) = f(x) e por hipótese 0 6∈ f(∂Ω).

Logo h(t, x) define uma homotopia admisśıvel em Rn \ {0} entre a f e uma função g ı́mpar, o
que nos dá, de acordo com o Teorema 3.7, d(f, Ω, 0) = d(g, Ω, 0). ¥

Vamos agora fazer algumas aplicações do Teorema de Borsuk.

Corolário 3.9 (Borsuk-Ulam). Seja Ω ⊂ Rn aberto, limitado e simétrico com respeito a origem
e f : ∂Ω → Rm cont́ınua com m < n. Então f(x) = f(−x) para algum x ∈ ∂Ω.

Demonstração. Suponha o contrário, isto é, que g(x) = f(x) − f(−x) 6= 0, para todo x ∈ ∂Ω.
Seja então g̃ a parte ı́mpar da extensão cont́ınua de g para todo o Rm, a qual é também cont́ınua.
Seja agora ĝ : Ω → Rn dada por

ĝ = (g̃(x), 0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−m termos

).

Naturalmente ĝ(−x) = −ĝ(x) para x ∈ ∂Ω. Como 0 6∈ ĝ(∂Ω) e ĝ é ı́mpar, pelo Teorema de
Borsuk, d(ĝ, Ω, 0) 6= 0. Por (d5) temos que d(ĝ, Ω, y) = d(ĝ, Ω, 0) 6= 0 para todo y em alguma bola
n-dimensional Br(0). Desta forma (d4) implica que ĝ(Ω) contém um aberto de Rn, o que é um
absurdo tendo em vista a definição de ĝ. ¥

Uma aplicação deste resultado a um problema metereológico é a de que existem dois pontos
opostos sobre a Terra que têm a mesma temperatura e pressão. Se assumirmos que a temperatura e
a pressão variam continuamente sobre os pontos da Terra, teremos um caso particular do corolário
com a superf́ıcie da Terra sendo ∂Ω, n = 3 e m = 2.

Finalmente, nós podemos aplicar o Teorema 3.7 para encontrar uma condição suficiente para
que uma aplicação cont́ınua f seja aberta, ou seja, uma função que leva subconjuntos abertos de
seu domı́nio em subconjuntos abertos do contra-domı́nio. Para tanto vamos exigir que a aplicação
f : Rn → Rn seja localmente injetiva, isto é, para todo x no domı́nio de f existe uma vizinhança
Ux tal que f |Ux é injetiva.

Teorema 3.10. Seja Ω ⊂ Rn aberto e f : Ω → Rn cont́ınua e localmente injetiva. Então f é uma
aplicação aberta.

Demonstração. Queremos provar que se V ⊂ Ω é aberto então f(V ) também é aberto, logo
mostraremos que se x0 ∈ V temos que f(x0) é um ponto interior de f(V ). Isto é equivalente a dizer
que existe s > 0 tal que Bs(f(x0)) ⊂ f(V ).

Sem perda de generalidade, podemos considerar que x0 = 0 ∈ Ω e f(0) = 0. Se não podemos
definir uma função f̃ : Ω− x0 −→ Rn dada por f̃(x) = f(x + x0)− f(x0).

Tomemos r > 0 tal que f |Br(0) é injetiva, onde Br(0) ⊂ V . Consideremos, agora, a homotopia

h(t, x) = f

(
1

1 + t
x

)
− f

(
− t

1 + t
x

)
para (t, x) ∈ [0, 1]×Br(0).

Naturalmente h(t, x) é cont́ınua em (t, x). Se h(t, x) = 0 para algum t ∈ [0, 1] então, como f é

localmente injetiva,
1

1 + t
x = − t

1 + t
x, e portanto x = 0. Desta forma 0 6∈ h([0, 1], ∂Ω). Como

h(1, x) = f( 1
2x)− f(− 1

2x) é uma função ı́mpar temos, pelo Teorema de Borsuk,

d(f,Br(0), y) = d(h(1, x), Br(0), 0) 6= 0

para todo y em alguma bola Bs(0), donde se conclui que Bs(0) ⊂ f(Br(0)). ¥
Vamos finalizar este caṕıtulo com uma interessante aplicação deste último teorema.

Exemplo. Uma aplicação f : Rn → Rn cont́ınua, localmente injetiva e tal que lim
|x|→∞

|f(x)| = ∞
é obrigatoriamente sobrejetiva. De fato, f(Rn) é aberto de acordo com o Teorema 3.10. Vamos
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mostrar que f(Rn) é também fechado. Se f(xn) → y então (xn) é limitada e podemos, passando
para uma subsequência se necessário, supor que xn → x0. A continuidade de f nos garante que
f(x0) = y. Assim f(Rn) é aberto e fechado em Rn, o que implica, pela conexidade de Rn, que
f(Rn) = Rn ¥



Caṕıtulo 4
A Fórmula do Produto

Neste caṕıtulo apresentaremos uma importante fórmula que relaciona o grau de uma aplicação
composta gf com o grau de g e f . Aqui, e no que se segue, denotaremos por gf a composição entre
g e f , isto é, (gf)(x) = g(f(x)).

Seja Ω ⊂ Rn aberto limitado e f ∈ C(Ω). Sabemos, por (d5), que d(f, Ω, y) é o mesmo inteiro
para cada y em uma mesma componente conexa K de Rn \ f(∂Ω). Com base nisto denotaremos
este inteiro por d(f, Ω,K). Tendo em vista a compacidade de f(∂Ω) nós temos uma componente
conexa ilimitada K∞ de Rn \ f(∂Ω) se n > 1, e duas componentes caso n = 1. Neste último caso
denotaremos por K∞ a união destas duas componentes ilimitadas.

Por fim note que, como Rn \ f(∂Ω) é aberto, as componentes conexas Ki são conjuntos abertos.
Para cada i podemos escolher xi ∈ Ki e encontrar εi tal que Bi = Bεi

(xi) ⊂ Ki. Sabemos
também que tais bolas são duas a duas disjuntas, visto que as componentes conexas de um conjunto
determinam uma partição do mesmo. Podemos então escolher, em cada Bi, um ponto yi com todas
as entradas racionais. Dessa forma estabelecemos uma bijeção entre as componentes conexas Ki e a
coleção de pontos yi. Como o conjunto dos números racionais é enumerável e a união de conjuntos
enumeráveis é enumerável conclúımos que a coleção yi é enumerável. Fica assim mostrado que o
conjunto das componentes conexas Ki é um conjunto enumerável.

Estamos prontos para enunciar e provar o

Teorema 4.1. Sejam Ω ∈ Rn aberto e limitado, f ∈ C(Ω̄) , g ∈ C(Rn), Ki as componentes conexas
limitadas de Rn\f(∂Ω) e y 6∈ (gf)(∂Ω). Então

d(gf, Ω, y) =
∑

i

d(f, Ω,Ki) · d(g, Ki, y)

onde somente uma quantidade finita de termos é diferente de zero.

Demonstração. Dividiremos a demonstração em três partes:

1a
¯

Parte. Uma vez que f(Ω̄) é compacto, segue que existe r > 0 tal que f(Ω̄) ⊂ Br(0). Seja
M = B̄r(0) ∩ g−1(y). Temos que M é compacto e M ⊂ Rn\f(∂Ω), o que segue da hipótese de que
y 6∈ (gf)(∂Ω).

Temos ainda que Rn\f(∂Ω) =
⋃̇

iKi

⋃̇
K∞, visto que as componentes conexas Ki de Rn\f(∂Ω)

determinam uma partição de Rn\f(∂Ω). Desta forma M ⊂ ⋃̇
iKi e, portanto

⋃
i Ki é uma cobertura

aberta do compacto M , admitindo portanto subcobertura finita M ⊂ K1 ∪K2 ∪ . . . ∪Kp ∪Kp+1,
em que Kp+1 = K∞ ∩Br+1(0).

Assim d(f, Ω, Kp+1) = 0 e, para j > p + 2, tem-se Kj ⊂ Br(0) e g−1(y) ∩Kj = ∅, e portanto
d(g, Kj , y) = 0. Segue que o somatório do enunciado do teorema é finito.

2a
¯

Parte. Vamos checar o teorema para y regular. Suponhamos então que f ∈ C̄1(Ω), g ∈
C1(Rn) e (gf)−1(y)∩ Sgf = ∅. Em primeiro lugar temos que (gf)

′
(x) = g

′
(f(x))f

′
(x) e, portanto

sgnJgf (x) = sgnJg(f(x)) · sgnJf (x).
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Por definição, temos

d(gf, Ω, y) =
∑

x∈(gf)−1(y)

sgn Jgf (x) =

=
∑

z∈g−1(y), x∈f−1(z)

sgnJg(z) sgnJf (x) =

=
∑

z∈f(Ω),z∈g−1(y)

sgnJg(z)


 ∑

x∈(f)−1(z)

sgnJf (x)


 =

=
∑

z∈f(Ω),z∈g−1(y)

sgnJg(z) · d(f, Ω, z).

Observemos que z ∈ f(Ω) pode ser substitúıdo por z ∈ B̄r(0)\f(∂Ω), uma vez que d(f, Ω, z) = 0
para z 6∈ f(Ω). Aplicando (d2), tendo em vista que os Ki são disjuntos, temos

d(gf, Ω, y) =
∑

z∈g−1(y),z∈Br(0)\f(∂Ω)

sgnJg(z) · d(f, Ω, z)

=
p∑

i=1


 ∑

z∈Ki∩g−1(y)

sgnJg(z) · d(f, Ω, z)




=
p∑

i=1

d(f, Ω, Ki)
∑

z∈Ki∩g−1(y)

sgnJg(z)

Como o grau é o mesmo inteiro para todo z em Ki teremos

d(gf, Ω, y) =
∑

i

d(f, Ω,Ki) · d(g,Ki, y).

Pela definição do grau é claro que tal fórmula continua válida se (gf)−1(y) ∩ Sgf 6= ∅.

3a
¯

Parte. Agora vamos considerar o caso geral f ∈ C(Ω̄) e g ∈ C(Rn). Sejam

Sm = {z ∈ Br+1(0)\f(∂Ω) : d(f, Ω, z) = m}
e

Nm = {i ∈ N : d(f, Ω,Ki) = m}.
Verifiquemos que Sm =

⋃
i∈Nm

Ki. Com efeito, se z ∈ Sm, então z ∈ Br+1(0)\f(∂Ω) e d(f, Ω, z) =
m. Como necessariamente z ∈ Ki para algum Ki, segue que d(f, Ω,Ki) = m. Portanto, se z ∈ Ki

com i ∈ Nm, então z ∈ ⋃
i∈Nm

Ki. Por outro lado, se z ∈ ⋃
i∈Nm

Ki, então z ∈ Ki para algum
i ∈ Nm, e portanto d(f, Ω, z) = m. Como Ki é uma componente conexa limitada, Ki ⊂ Br+1\f(∂Ω)
e, portanto z ∈ Sm. Segue então que

∑

i

d(f, Ω,Ki) · d(g, Ki, y) =
∑

m∈N
m

[ ∑

i∈Nm

d(g, Ki, y)

]
.

Como Sm =
⋃

i∈Nm

Ki podemos utilizar (d2) na expressão acima e obter

∑

i

d(f, Ω, Ki).d(g,Ki, y) =
∑
m

m · d(g, Sm, y).
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Resta então mostrar que

(4.1) d(gf, Ω, y) =
∑
m

m · d(g, Sm, y).

Observemos que ∂Sm ⊂ f(∂Ω). De fato, suponhamos que exista z ∈ ∂Sm tal que z 6∈ f(∂Ω).
Então z ∈ Rn\f(∂Ω) e portanto existe i ∈ N tal que z ∈ Ki, que é aberto. Logo existe Bε(z) ⊂ Ki

tal que d(f, Ω, z′) = m é constante para z′ ∈ Bε(z). Uma vez que z ∈ ∂Sm, Bε(z)∩ (Rn\Sm) 6= ∅ e
portanto existe z′ ∈ Bε(z) tal que z′ 6∈ Sm. Assim, d(f, Ω, z′) 6= m com z′ ∈ Bε(z), uma contradição.

De ∂Sm ⊂ f(∂Ω) e g ∈ C(Rn) temos que g(∂Sm) ⊂ g(f(∂Ω)), e portanto y 6∈ g(∂Sm), já que
y 6∈ (gf)(∂Ω). Desta forma existe g0 ∈ C1(Rn) tal que d(g0, Sm, y) = d(g, Sm, y) para todo m.
Além disso

(4.2) d(g0f, Ω, y) = d(gf, Ω, y).

Definimos agora M0 = Br+1(0) ∩ g−1
0 (y). Se for M0 = ∅ então a equação (4.1) é trivialmente

satisfeita. Vamos então considerar o caso em que M0 é não vazio.
Visto que M0 é compacto e y 6∈ (g0f)(∂Ω), temos que %(M0, f(∂Ω)) > 0. Com efeito, se

existir x0 ∈ M0 tal que %(x0, f(∂Ω)) = 0, então x0 ∈ f(∂Ω). Como g0(x0) = y, teŕıamos que
y ∈ (g0f)(∂Ω), o que é absurdo.

Agora escolhemos f0 ∈ C̄1(Ω) tal que

|f − f0|0 < %(M0, f(∂Ω)) e f0(Ω̄) ⊂ Br+1(0)

e definimos
S̃m = {z ∈ Br+1(0)\f0(∂Ω) : d(f0,Ω, z) = m}.

Dado z ∈ M0 temos que %(z, f(∂Ω)) > %(M0, f(∂Ω)) > |f−f0|0 e, portanto |f−f0|0 < %(z, f(∂Ω)).
Então, por (d5), d(f, Ω, z) = d(f0, Ω, z). Segue dessa observação que M0 ∩ Sm = M0 ∩ S̃m, o
que implica que ambos os conjuntos estão contidos em Sm ∩ S̃m. Verifiquemos então que y 6∈
g0(Sm\(Sm ∩ S̃m)). De fato, se não fosse assim, existiria z ∈ Sm\(Sm ∩ S̃m) tal que g0(z) = y e
isso é um absurdo pois Sm ∩M0 ⊂ Sm ∩ S̃m. Desta forma, por (d7), temos que

d(g0, Sm, y) = d(g0, Sm ∩ S̃m, y) = d(g0, S̃m, y).

Então, de acordo com a 2a
¯

parte e com esta última observação, temos que

d(g0f0,Ω, y) =
∑
m

m.d(g0, S̃m, y) =
∑
m

m · d(g0, Sm, y)

=
∑
m

m · d(g, Sm, y).

Por (4.2) basta que verifiquemos que d(g0f0,Ω, y) = d(g0f, Ω, y). Considere então

h(t, x) = g0(f(x) + t(f0(x)− f(x)).

Vamos mostrar que y 6∈ h([0, 1]× ∂Ω) e portanto o resultado segue de (d3). Suponha, por absurdo,
que y ∈ h([0, 1]× ∂Ω) para algum (t0, x0) ∈ [0, 1]× Ω. Assim z = f(x0) + t0(f0(x0)− f(x0)) é tal
que g0(z) = y, donde se conclui que z ∈ M0. Assim

%(M0, f(∂Ω)) 6 |z − f(x0)| = |t(f0(x0)− f(x0))|
6 |f − f0|0 < %(M0, f(∂Ω)),

o que é um absurdo. O teorema está portanto demonstrado. ¥
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4.1 O Teorema de Jordan

Passaremos agora a considerar o Teorema da Separação de Jordan, um resultado que é intuitiva-
mente trivial, mas cuja demonstração requer um tratamento bastante elaborado. Considere então
o seguinte teorema

Teorema 4.2 (Jordan). Seja C ⊂ R2 o traço de uma curva fechada sem auto-intersecções.
Então C divide o plano em duas componentes conexas G1 e G2. Além disso, C = ∂G1 = ∂G2 e
G2 = R2\G1.

Pode-se provar que este teorema é equivalente ao seguinte

Teorema 4.3. Seja C ⊂ R2 o traço de uma curva homeomorfo a ∂B1(0), então R2\C tem exata-
mente duas componentes conexas.

A demostração deste fato pode ser encontrada em [8]. Nosso objetivo daqui por diante é gener-
alizar este último teorema. Vamos então enunciar e provar o

Teorema 4.4. Sejam Ω1,Ω2 ⊂ Rn, conjuntos compactos e homeomorfos um ao outro. Então
Rn\Ω1 e Rn\Ω2 têm a mesma quantidade de componentes conexas.

Demonstração. Sejam h : Ω1 → Ω2 o homeomorfismo entre tais conjuntos, h̃ a extensão cont́ınua
de h para todo o Rn, h−1 : Ω2 → Ω1 a inversa de h e h̃−1 a extensão cont́ınua da inversa ao Rn.
Note que h̃−1 não é, necessariamente, a inversa de h̃.

Denotemos por Kj as componentes conexas limitadas de Rn\Ω1 e por Li as componentes conexas
limitadas de Rn\Ω2. Observe inicialmente que ∂Kj ⊂ Ω1. De fato, suponha que x ∈ ∂Kj ∩Rn\Ω1.
Então existiria l ∈ N tal que x ∈ Kl. Como Kl é aberto teŕıamos Bε(x) ⊂ Kl para algum ε > 0.
Uma vez que x ∈ ∂Kj deveŕıamos ter j = l, isto é, Bε(x) ⊂ Kj o que iria contradizer o fato de
x ∈ ∂Kj . Da mesma forma se prova que ∂Li ⊂ Ω2.

Fixemos então j e denotemos por Gq as componentes conexas limitadas de Rn\h(∂Kj). Uma
vez que h(∂Kj) ⊂ Ω2 temos

⋃

i

Li = Rn\Ω2 ⊂ Rn\h(∂Kj) =
⋃
q

Gq.

Lembrando que componentes conexas são conjuntos conexos maximais a inclusão acima nos permite
concluir que para cada i existe q tal que Li ⊂ Gq. Em particular, L∞ ⊂ G∞. Considere y ∈ Kj .
Por (d6), temos que

d(h̃−1h̃, Kj , y) = d(id,Kj , y) = 1

e pela fórmula do produto, temos

1 = d(h̃−1h̃,Kj , y) =
∑

q

d(h̃,Kj , Gq)d(h̃−1, Gq, y).

Observe agora que, de acordo com a 1a
¯

parte da demonstração da fórmula do produto,
d(h̃−1, Li, y) = 0 para todo i suficientemente grande. Desta forma, definindo Nq = {i : Li ⊂ Gq},
podemos utilizar (d2) e obter

d(h̃−1, Gq, y) =
∑

i∈Nq

d(h̃−1, Li, y).
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Note também que d(h̃,Kj , Gq) = d(h̃,Kj , Li) para todo i ∈ Nq. Desta forma temos

1 =
∑

q

d(h̃,Kj , Gq)d(h̃−1, Gq, y)

=
∑

q

∑

i∈Nq

d(h̃,Kj , Li)d(h̃−1, Li, y)

=
∑

i

d(h̃,Kj , Li)d(h̃−1, Li,Kj), para todo j.

Repetindo o mesmo racioćınio com i fixo, obtemos

1 =
∑

j

d(h̃,Kj , Li) · d(h̃−1, Li,Kj), para todo i.

Assim, se Rn\Ω2 tem um número finito m de componentes conexas limitadas, pelas igualdades
acima conclúımos que

m =
m∑

i=1

1 =
m∑

i=1


∑

j

d(h̃,Kj , Li) · d(h̃−1, Li,Kj)




=
∑

j

[
m∑

i=1

d(h̃,Kj , Li) · d(h̃−1, Li,Kj)

]
=

∑

j

1 = m,

isto é, existem somente m componentes Kj também, e vice-versa. Desta forma Rn\Ω1 e Rn\Ω2 têm
o mesmo número finito de componentes ou ambos têm uma quantidade enumerv́el de componentes.
¥



Apêndice A
Resultados Diversos

Este apêncide contém alguns conceitos e resultados que foram utilizados na construção e aplicação
do grau topológico. Na última seção apresentamos uma interessante relação entre o grau e o ı́ndice
de rotação de uma curva.

A.1 Conjuntos de Medida Nula

O conjunto [a1, b1] × · · · × [an, bn] ⊂ Rn será chamado retângulo fechado. Um retângulo aberto
é definido de maneira análoga, bastando para isso que tomemos intervalos abertos. O volume do
retângulo fechado é, por definição, o produto do comprimento de cada um dos intervalos que definem
o retângulo

vol(B) =
n∏

i=1

(bi − ai).

Definiremos o volume do retângulo aberto como sendo o mesmo do retângulo fechado. Observe que
para n = 1 o volume de retângulo é o comprimento do intervalo que o define, para n = 2 o volume
é a área e para n = 3 a definição coincide com a noção usual de volume.

Definição A.5. Um conjunto X ⊂ Rn tem medida n-dimensional nula quando, para todo ε > 0
dado, for posśıvel obter uma famı́lia enumerável C1, C2, . . . de retângulos fechados contidos em Rn

tal que

X ⊂
∞⋃

i=1

Ci e

∞∑

i=1

vol(Ci) < ε.

Naturalmente todo subconjunto de um conjunto de medida nula também tem medida nula. Um
conjunto finito X = {x1, x2, . . . , xk} tem medida nula. De fato, para cada i = 1, . . . , k podemos
definir retângulos fechados Ci tais que xi ∈ Ci e vol(Ci) = ε

2k . Assim o os retângulos C1, . . . , Ck

cobrem X e a soma dos volumes de tais retângulos é igual a ε
2 . Mais geralmente, vale o seguinte

teorema:

Teorema A.6. Seja X = {x1, x2, . . .} ⊂ Rn um conjunto enumerável. Então X tem medida nula.

Demonstração. Seja dado ε > 0. Para cada i ∈ N escolha um retângulo fechado Ci contendo xi

e tal que vol(Ci) < ε
2i . Com esta escolha obtemos um famı́lia de retângulos fechados que cobre X

e é tal que
∑∞

i=1 vol(Ci) <
∑∞

i=1
ε
2i = ε. ¥

A demonstração do teorema acima nos fornece imediatamente o seguinte resultado.

Corolário A.7. Uma união enumerável de conjuntos de medida nula é um conjunto de medida
nula.

Dado um retângulo B = [a1, b1]×· · ·× [an, bn] ⊂ Rn, se tivermos bi > ai para todo i = 1, . . . , n,
então B não pode ter medida zero. De fato, se C1, C2, . . . é uma cobertura de B por retângulos
fechados, deve-se ter

∑∞
i=1 vol(Ci) > vol(B). De uma maneira mais geral todo conjunto de medida

nula deve ter interior vazio. O leitor está convidado a mostrar que a rećıproca não é verdadeira.
O próximo resultado é um teorema que foi utilizado na demonstração do Lema de Sard.

Teorema A.8. Todo conjunto aberto em Rn pode ser escrito como uma união enumerável de cubos
fechados que se interceptam somente e possivelmente na fronteira.

Demonstração. Seja K0 o conjunto de todos os cubos fechados de lado unitário cujos vértices
são pontos de coordenadas inteiras. Podemos dividir cada cubo de K0 em 2n subcubos fechados
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dividindo a aresta do cubo original ao meio. Denotemos por K1 o conjunto de todos esses subcubos.
Prosseguindo com este racioćınio obteremos uma sequência de conjuntos K0,K1, . . . onde cada Ki

contém cubos de aresta 1
2i . Naturalmente cada Ki é um conjunto enumerável. Dado um aberto

Ω ⊂ Rn seja S0 o conjunto de todos os cubos de K0 que estão contidos em Ω. Construa agora S1

como sendo o conjunto de todos os cubos de K1 que estão contidos em Ω mas com a propriedade
de que nenhum cubo de S1 é subcubo de algum cubo de S0. Prosseguindo dessa maneira obtemos
um sequência de conjuntos S0, S1, . . . de cubos fechados cuja união é o conjunto Ω. De fato, dado
x ∈ Ω, existe uma vizinhança Vx de x totalmente contida em Ω. Tendo em vista que podemos tomar
cubos tão pequenos quanto se queira existe um cubo contendo x e que está contido na vizinhança
Vx. Como uma união enumerável de conjuntos finitos é enumerável o teorema está demonstrado.
¥

A.2 Extensão de Funções Cont́ınuas

O seguinte teorema é uma ferramenta útil na demonstração de diversos resultado de Análise.

Teorema A.9. Seja A ⊂ Rn compacto e f : A → Rn cont́ınua. Então existe uma função cont́ınua
f̃ : Rn → Rn tal que f̃(x) = f(x) para x ∈ A.

Demonstração. Seja {a1, a2, · · · } ⊂ A enumerável e denso em A. Um tal conjunto pode ser
constrúıdo da seguinte maneira. Sabemos que A ⊂ ⋃

x∈A

B1(x), que é uma cobertura por abertos

de A. Como A é compacto existe subcobertura finita. Logo, após uma reordenação, temos A ⊂
B1(x1

1) ∪ . . . ∪ B1(x1
m1

). Defina então B1 = {x1
1, . . . , x

1
m1
}. Considere agora a cobertura A ⊂⋃

x∈A

B 1
2
(x) e construa, como acima, B2 = {x2

1, . . . , x
2
m2
}. Fazendo o raio da cobertura ser 1

n , em que

n percorre os naturais, vamos obter uma quantidade enumerável de conjuntos finitos Bn. O leitor
não terá dificulade em mostrar que B =

⋃
n

Bn é enumerável e denso em A.

Uma vez provado a existência de {a1, a2, · · · } ⊂ A enumerável e denso em A defina, para cada
i ∈ N

ϕi(x) = máx
{

2− |x− ai|
%(x,A)

, 0
}

para x 6∈ A.

Com isto temos que ϕi é cont́ınua em Rn\A e 0 6 ϕi(x) 6 2 para todo x ∈ Rn\A. Vamos agora
verificar que

h(x) =


∑

i>1

2−iϕi(x)



−1

define uma função h : Rn\A → R cont́ınua. Para tanto, basta mostrar que, se x ∈ Rn\A, então
exsite j ∈ N tal que ϕj(x) > 0. Note inicialmente que, como A é compacto, existe ax ∈ A tal
que %(x,A) = |x − ax|. Como o conjunto {a1, a2, · · · } é denso em A podemos obter j ∈ N tal que
|ax − aj | < %(x,A). Para este j temos

2− |x− aj |
%(x, a)

> 2−
( |x− ax|+ |ax − aj |

%(x, a)

)

= 1− |ax − aj |
%(x, a)

> 0,

isto é, ϕj(x) > 0. Com base nisto vamos definir

f̃(x) =





f(x) , se x ∈ A

h(x)
∑

i>1

2−iϕi(x)f(ai) , se x 6∈ A
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Naturalmente f̃ é uma extensão de f . Vamos mostrar que, fixado x0 ∈ Rn, então f̃ é cont́ınua em
x0. Vamos dividir nosso trabalho em três casos distintos.

Caso 1. x0 ∈ intA.
Neste caso, como o interior de A é aberto, existe γ > 0 tal que Bγ(x0) ⊂ intA ⊂ A. Assim a

função f̃ coincide com f nesta bola. Como f é cont́ınua em x0 e a continuidade é uma caracteŕıstica
local conclúımos que f̃ é também cont́ınua em x0.

Caso 2. x0 ∈ Rn\A.
Como A é fechado, o seu complementar é aberto. Logo existe δ > 0 tal que B = Bδ(x0) ⊂ Rn\A

e portanto
f̃(x) = h(x)

∑

i>1

2−iϕi(x)f(ai), x ∈ B.

Como h é cont́ınua em B o resultado segue se mostrarmos que
∑

i>1

2−iϕi(x)f(ai) é cont́ınua em B.

Denotemos f = (f1, . . . , fn) e fixemos j ∈ {1, . . . , n}. Precisamos somente mostrar que a função∑

i>1

2−iϕi(x)fj(ai) é cont́ınua em B. Note inicialmente que 2−iϕi(x)fj(ai) é cont́ınua para todo

i. Lembrando que o limite uniforme de funções cont́ınuas é cont́ınuo ( cf. [1] ) precisamos apenas
varificar que esta última série converge uniformemente. Fazendo Mj = max

x∈A
fj(x) temos

∑

i>1

2−iϕi(x)fj(ai) 6 2
∑

i>1

fj(ai)
2i

6 2Mj

∑

i>1

1
2i

= 2Mj .

Como h(x) já é cont́ınua conclúımos, pelo teste de Weierstrass, que cada função coordenada f̃j é
cont́ınua. Deste fato segue a continuidade de f̃ ( cf. [2] ).

Caso 3. x0 ∈ ∂A.
Dado ε > 0 existe δ < 0 tal que |f(x) − f(x0)| < ε sempre que |x − x0| < 2δ. Considere então

B = B2δ(x0) e B̃ = Bδ(x0). Vamos mostrar que para todo x ∈ B̃ vale |f̃(x) − f̃(x0)| < ε. O caso
em que x ∈ B̃∩A segue imediatamente da definição de f̃ e da continuidade de f . Analisemos então
o caso em que x ∈ B̃ ∩ (Rn\A). Para um tal x temos

∣∣∣f̃(x)− f̃(x0)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
h(x)


∑

i>1

2−iϕi(x)f(ai)


− f(x0)

∣∣∣∣∣∣

= h(x)

∣∣∣∣∣∣
∑

i>1

2−iϕi(x)[f(ai)− f(x0)]

∣∣∣∣∣∣
.

Seja agora i ∈ N tal que ai 6∈ B, isto é, |x− ai| > 2δ. Temos

2− |x− ai|
%(x,A)

> 2− |x− ai|
|x− x0| > 2− 2δ

δ
= 0,

ou seja, ϕi(x) = 0 sempre que ai 6∈ B. Desta forma os termos da última série se anulam sempre
que ai 6∈ B. Para os outros ı́ndices temos ai ∈ B e portanto |f(ai)− f(x0)| < ε. Levando em conta
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esta observação e a última expressão podemos escrever
∣∣∣f̃(x)− f̃(x0)

∣∣∣ 6 h(x)
∑

i>1

2−iϕi(x)
∣∣f(ai)− f(x0)

∣∣

< ε · h(x)
∑

i>1

2−iϕi(x) = ε.

Desta forma temos ∣∣∣f̃(x)− f̃(x0)
∣∣∣ < ε sempre que |x− x0| < δ,

isto é, f̃ é cont́ınua em x0. ¥

A.3 Grau e Índice de Rotação

Seja Γ ⊂ C uma curva fechada e a ∈ C um ponto que não pertence a Γ. Vamos estudar a integral

Ia =
∫

Γ

dz

z − a
.

O traço de uma curva fechada divide o plano complexo em componentes conexas. Se o ponto
a estiver na componente conexa ilimitada podemos concluir, usando o Teorema de Cauchy, que
a integral acima é zero ( ver [7] ). Assim vamos considerar somente o caso em que o ponto a se
localiza em alguma componente conexa limitada de C \ Γ.

Defina f(z) = z + a e note que Γ = f(Γ̃), em que Γ̃ é uma translação de Γ por −a. Assim, o
Teorema de Mudança de Variáveis nos permite escrever:

Ia =
∫

Γ

dz

z − a
=

∫

f(Γ̃)

dz

z − a
=

∫

Γ̃

dz

z
.

Esta observação nos permite considerar somente o caso a = (0, 0). Afim de fixar idéias suponha que
Γ é uma circunferência centrada na origem, isto é, Γ é dada por z(θ) = einθ, 0 6 θ 6 2π. Neste
caso temos z′(θ) = ineinθ e portanto

∫

Γ

dz

z
=

2π∫

0

z′(θ)
z(θ)

dθ =

2π∫

0

ineinθ

einθ
dθ = 2πin.

Observe que, com esta parametrização, a curva Γ executa n voltas em torno da origem. Se Γ̃ é uma
curva fechada qualquer que dá n voltas em torno da origem podemos “deformar” Γ̃ na circunferência
Γ. Assim é natural pensarmos que o valor da integral Ia é 2πi multiplicado pelo número de voltas
que a curva executa em torno de a. Com base no que foi dito é natural a seguinte definição

Definição A.10. Seja Γ ⊂ C uma curva fechada e a 6∈ Γ. O ı́ndice de rotacao de Γ com respeito
ao ponto a é o número

w(Γ, a) =
1

2πi

∫

Γ

dz

z − a
.

Pode-se mostrar que w(Γ, a) é sempre um número inteiro. Além disso o ı́ndice é invariante por
homotopia, isto é, duas curvas homotópicas têm o mesmo ı́ndice com respeito a um mesmo ponto.
Tais demonstrações, bem como outros resultados sobre o ı́ndice, podem ser encontradas em [7].

Seja γ : [0, 1] → C uma curva fechada cont́ınua. Podemos olhar para γ como sendo uma aplicação
cont́ınua f que tem como domı́nio S = ∂B1(0). De fato, lembrando que existe um homeomorfismo
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h entre (0, 1) e S − (1, 0) basta que definamos f(z) = γ(h−1(z)) e f(1, 0) = γ(1). Desta maneira,
se a 6∈ γ([0, 1]) = f(S), podemos estender continuamente a função f para toda a bola fechada, e
sabemos que d(f, B1(0), a) é independente dessa extensão. Nosso objetivo é mostar que

d(f, B1(0), a) = w(f(S), a).

A esta altura já podemos supor que f ∈ C
1
(B1(0)) e que a é valor regular de f com f−1(a) =

{z1, z2, . . . , zm}. Portanto é suficiente mostrarmos que

1
2πi

∫

f(S)

dz

z − a
=

m∑

k=1

sgnJf (zk).

Para tanto seja δ tal que Uk = Bδ(zk) são disjuntos, sgnJf (zk) é constante em Uk e f restrita a
Uk é um homeomorfismo de Uk em f(Uk). Denotanto por Sk = ∂Uk temos que, como f restrita a
Uk é injetiva, f(Sk) é uma curva de Jordan que possui a em sua região interior. Observe também
que f(Sk) mantém ou inverte a orientação de Sk conforme seja Jf (zk) > 0 ou Jf (zk) < 0.

Considere agora G = B1(0) \ ⋃
Uk. Como o complementar de G é uma união de abertos e G

é limitado, temos que G é compacto. Uma vez que f(z) 6= a em G e a função |f(z) − a| assume
mı́nimo em G, existe α > 0 tal que |f(z) − a| > α em G. Vamos utilizar agora a continuidade
uniforme de f em G para dividir G em retângulos tais que |f(z)− f(z̃)| < α

2
em cada retângulo R.

Se denotarmos por ΓR = ∂(R ∩ G) veremos que f(ΓR) é uma curva fechada que não dá nenhuma
volta em torno de a, o que indica que w(f(ΓR), a) = 0.

Com uma orientação conveniente das nossas curvas podemos somar sobre todos sobre todos os
retângulos R e obter ∫

f(S)

dz

z − a
+

m∑

k=1

∫

f(Sk)

dz

z − a
= 0.

Como Sk tem orientação anti-horária e a orientação de f(Sk) é determinada por sgnJf (zk) obtemos
que ∫

f(Sk)

dz

z − a
= −sgnJf (zk)2πi.

Desta última expressão segue que

∫

f(S)

dz

z − a
= 2πi

m∑

k=1

sgnJf (zk),

o que conclui a demonstração. ¥
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