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Prefacio

Estas notas refletem a conviccao de que, com apenas os conhecimentos adquiridos nos cursos de
célculo, o aluno de graduacao j4 seja capaz de entrar em contato com conceitos bem mais sofisticados
do ponto de vista matematico. Esta foi a motivacao da escolha deste tema, o grau topolédgico, que
foi desenvolvido ao longo do primeiro semestre de 1997 como uma das atividades do programa PET.

Os participantes aceitaram o desafio e se dedicaram com entusiasmo a realizacdo do projeto, que
foi favorecida pela escolha do belo texto de Klaus Deimling, Nonlinear Functional Analysis, como
bibliografia central.

O estudo foi desenvolvido na forma de semindrios apresentados pelos participantes que, ao
longo do estudo, redigiram essas notas, agora divulgadas gragas ao empenho do tutor do PET,
Celius A. Magalhaes e ao apoio do Departamento de Matemédtica. Antes de serem impressas,
foram cuidadosamente revistas e corrigidas por um dos participantes, o bolsista Marcelo Fernandes
Furtado.

Liliane de Almeida Maia



Introducao

O leitor provalvelmente ja tenha se deparado com o problema de encontrar e determinar a multipli-
cidade das raizes de um polinémio. Esse é um caso particular do problema de encontrar uma solugao
de uma equagao da forma f(x) = y, onde f é uma fungado continua definida em um subconjunto
Q C R” com valores em R" e y é um pondo dado em R"™. Nessas notas estamos interessados em
construir uma ferramenta, o grau topolégico d(f,€2,y) de f com respeito a 2 e a y, que seja 1til na
investigacao dessas equagoes.

A cada tripla (f,Q,y) vamos associar um ntmero inteiro d(f,Q,y) tal que as propriedades
da funcao d nos permitam encontrar respostas significativas quanto a existéncia, unicidade ou
multiplicidade de solugoes da equagao f(x) = y.

Naturalmente, se f= id, a funcdo identidade em R™ definida por id(z) = z, entdo f(z) =y, em
que y € €2, tem uma tnica solugdo = = y, e portanto espera-se que

(d1) d(id,Q,y) = 1 para todo y € Q.

Espera-se, ainda, que d contenha informacoes sobre a localizagao das solugbes, no seguinte
sentido. Suponha que Q7 e 5 sejam subconjuntos abertos de 2 e que f(x) = y tenha um nimero
finito de solugdes em ; Uy, mas nio tenha solucio em Q\ (2; U€). Entdo o niimero de solugdes
em () deve ser o nimero de solugoes em €2; mais o nimero de solugoes em 5. Isso sugere que d
deve ter a propriedade

(d2) d(f,Q,y) =d(f,Q1,y)+d(f,Q2,y) sempre que 2y e Qs sejam subconjuntos abertos e disjuntos
de Q tais que y & (2 (21 U Qa)).

Uma terceira e tltima condicao é a de que o cdlculo de d(f, £, y), para uma fungdo complicada
f, possa ser feito por meio de d(g,,y), em que g é uma fungdo mais simples. Por exemplo, se f
puder ser continuamente deformada em g sem que nesse processo ocorram solugoes na fonteira de
Q, isto é,

(d3) d(h(t,-),Q,y(t)) independe de t € J = [0,1] sempre que h: J x @ = R" e y : J — R™ forem
continuas e y(t) &€ h(t,0Q) para todo t € J.

Assumindo a existéncia de uma fungado d com as propriedades (d1) — (d3), mostraremos no
Capitulo 1 que uma tal funcao é tnica e, além disso, obtemos uma indicagao de como ela deve ser
definida. O Capitulo 2 é dedicado a contrucao da funcao d que, como veremos, é bastante natural
a partir das indicagoes anteriores. No Capitulo 3, apresentamos algumas aplicacoes importantes
do grau e, no Capitulo 4, utilizando a férmula do produto, obtemos uma demonstragao engen-
hosa do Teorema da Separacao de Jordan. Finalmente, de forma a facilitar a leitura do trabalho,
acrescentamos um apéndice com alguns resultados que foram utilizados ao longo do texto.



Capitulo 1

Unicidade do Grau

Neste capitulo vamos assumir a existéncia de uma fungao d satisfazendo (d1)—(d3) e mostraremos
que tal funcao é tinica. Vamos introduzir conceitos e ferramentas que, além de tornar menos ardua
nossa tarefa, contribuirao para a construcao da funcao d no capitulo seguinte. A demonstracao da
unicidade serd feita por sucessivas redugoes a situagoes mais simples.

Comegaremos introduzindo algumas notagoes. Para x = (21,22, ...,x,) € R™ denotaremos por

|z| a norma euclidiana, isto é,
n 1/2
o= ()
i=1

Para um subconjunto A C R”, A e JA denotario, respectivamente, o fecho e a fronteira de A. A
distancia de um ponto z € R™ ao conjunto A serd representada por

o(x, A) = inf{|z —a| : z € A}.
A bola aberta de centro xg e raio r > 0 serd denotada por
B.(zo) ={x e R": |z —xo| <7}

e por simplicidade usaremos a notagao

BT(I()) = BT(J?()).
Para f: A C R™ — R™ denotaremos
fA) ={f(x):xcA} e [y ={zcA:f(z)=y}

Aplicagbes lineares serdo identificadas com sua matriz A = (a;;) e escreveremos det A para o
determinante da matriz A.
Recordemos que para 2 C R™ aberto, f : 2 — R" é diferencidvel no ponto x( € €2 se existe uma
matriz f'(xg) tal que
f(xo+h) = f(zo) = [ (x0)h = w(h),

em que o resto w(h) = o(|h|) quando |h| — 0, isto é, lim —— = 0. Nesse caso f'(zg);; = ,
[h|—0 || 0

em que f; é a i-ésima fungao coordenada de f.

Para A C R", indicamos por C(A) o conjunto das fungdes f : A — R™ que sdo continuas.
Para 2 C R" aberto, denotamos por C*¥(Q) o conjunto das funcdes f : @ — R™ que sdo k-vezes

. cl —k = =
diferencigveis em €2, enquanto C' (Q) = C*(Q) N C(Q) e C(Q) = ﬂ C*(Q). No caso em que o
E>1

conjunto A é compacto, definimos, para f € C(A), |flo = max |f(z)].

A primeira etapa de nosso trabalho serd mostrar que a fungao d ¢ unicamente determinada por
seu valor em funcgoes de classe C”. Para tanto vamos introduzir o conceito de fungdes reqularizantes.
Seja entao 7 : R™ — R dada por

-1
c-exp (12> , para |z| < 1
spl(x) = - ‘$|

0 , caso contrario
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onde ¢ > 0 é escolhido de forma que /apl (x)dz = 1. Pode-se mostrar que o; assim definida é de

Rn
classe C*°(R™). Definimos agora a familia de func¢des (¢q)a>0 como sendo

T

(1.1) Pal@) =a "1 (2.

Desta forma temos ¢, € C*(R") e

SUpp Yo = {x € R" : po(z) # 0} = Ba(0).

Além disso, uma simples mudanga de varidvel nos permite concluir que / vo(x)dz = 1, qualquer

]R'n
que seja a > 0. Estamos prontos para enunciar e provar nosso primeiro resultado.

Proposicao 1.1. (a) Seja A C R™ compacto, f € C(A) e e >0. Entao existe uma funcao g
€ C*(R") tal que |f(z) — g(x)| < € em A.

(b) Sejam f € 61(9) ee, 0 >0 tais que
Qs ={zeQ:po(x,00) >} # 2.

Entao existe g € C(R™) tal que

’

‘f—9|0+£ré&5§|f/(m) —g (z)] <e.

Demonstragao. Seja f a extensao continua de f para todo o R™ dada pela Proposi¢do A.9.
Definimos, para a > 0, f, : R — R como sendo

fal) = / F(€)pal€ — 2)d,
R’IL

em que ¢, é dado por (1.1). Pode-se mostrar ( cf. [1] ) que

fa)i, \ _ [ 9pa)i
81?]‘ (.’E)—/ (9$]'

(€ — ) f()dE,
Rn

e portanto, lembrando que ¢, € C*, concluimos que f, € C*. Além disso f,(x) — f(x) uni-
formemente em A quando a — 0. De fato, dado ¢ > 0, tomamos uma bola fechada B = B,.(0) de
raio r suficientemente grande de forma que A C B. Entao f restrita a B é uniformemente continua
e portanto existe § > 0 tal que |f(z +&) — f(z)| < & para todo = € B e todo &€ € R™ tal que || < 4.
Em particular, para z € A, temos |f(x + &) — f(z)| < € sempre que z € A e |£| < §. Segue que, se
0<a<dexe Atemos
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fulz) — f()] / F(€)pal€ — 2)de — f(z)] =
R’n

- / Flx 4 €)pa(€)de — / F(@)pa(€)de| <
RTL

R

N

/ @+ &) — f(@)|pn(€)de =
J

/ Fa+6) — f@)pal6)de <

< e [ ealopic=c
Ba(0)
Basta entdo tomar g = f,, com « suficientemente pequeno, para demonstrar a parte (a) da
proposicao.

Para a parte (b) basta escolher a tal que g = f,, satisfaga |f — glo < = e também « < §. Em

[NCRNO)

seguida observe que, como g(x) = /f(f + 7)o (£)dE, entdo
Rn

@) = [ S+l (e

Rn

Uma vez que f € ' (2), as derivadas parcias de f sdo uniformemente continuas em compactos. O
resultado segue entdo de um raciocinio andlogo ao da parte (a). |

Considere agora f € C(Q) ey & f(0€). Uma vez que 0) é compacto e f é continua, o conjunto
f(09) é compacto, e portanto a = p(y, f(0Q)) > 0. De acordo com a Proposicao 1.1 existe
g€ C7(Q) tal que |f — glo < a. Se definirmos & : [0,1] x @ — R™ por h(t,z) = (1 —t)f(z) + tg(z)
temos que h é continua e além do mais

h(t,z) =yl = [(f(x) —y) = t(f(x) —g(2))] >
|f(z) =yl = t[f(z) — g(z)| =
z |f(x) —yl=1f —glo>0,

para todo x € 9. Assim, aplicando (d3) com y(t) = y, temos que d(f,Q,y) = d(g,Q,y), o que
conclui a primeira etapa.

WV

1.1 O Lema de Sard

Seja Q@ C R™ um aberto e f : 2 — R™ uma funcao diferencidavel em xg € 2. Denotamos o Jacobiano
de f no ponto zg por J¢(zg) = det f'(x9). Dado y € R"™, dizemos que zy é ponto critico de f
se Jr(zg) = 0, caso contrario dizemos que z¢ é ponto regular de f. O ponto y é chamado valor
singular de f se for imagem de algum ponto critico, caso contrario é chamado de valor regular.
Denotaremos por Sy o conjunto dos pontos de criticos de uma fungéo f, isto é, Sy = {z €
Q : Jg(xz) = 0}. O objetivo desta segdo é mostrar que se f satisfaz certas condigdes entdo o
conjunto f(Sy) é um conjunto “pequeno”, isto é, tem medida n-dimensional nula. Se o leitor nao
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for familiarizado com este conceito recomendamos a leitura da segao que trata de conjuntos de
medida nula, que se encontra no apéndice. Precisaremos de alguns resultados preliminares.

z

Proposig¢ao 1.2. Sejam f € 600(9) ey & f(0Q). Sey é um valor reqular de f, entdo f~'(y) é
um conjunto finito.

Demonstragao. Como y é um valor regular de f, Jy(x¢) # 0 e o Teorema da Fungdo Inversa
nos garante a existéncia de U = B.(zg) tal que f|y é um homeomorfismo e portanto uma bijegao.
Daf segue que, para zo € f~!(y), podemos tomar U = Be(z) tal que f~1(y) N Be(xg) = {xo}-
Conclufmos, portanto, que os elementos de f~!(y) sdo pontos isolados.

Suponhamos, por absurdo, que f~!(y) seja infinito. Entdo existe (z,) C € uma sequéncia de
pontos distintos em f~!(y). Temos que (z,,) C Q. A compacidade de Q nos garante que existe uma
subsequéncia (z,,,) C () tal que z,,; — g € Q. Portanto f(wn;) =y e, como f é continua, temos
que y = lim_ f(@n,) = f(zo). Logo g € f~1(y). Portanto zo € QN f~1(y) e, como y & f(59)
por hipétese, segue que zo € . Assim obtemos (z,,) C f~Y(y) com Tp, — Tg € f~Y(y), o que
contraria o fato de xq ser ponto isolado de f~!(y). Logo devemos ter f~!(y) finito. |

Mostraremos agora outro importante resultado, que sera bastante 1itil mais adiante:

Proposicao 1.3. Sejam yo € R™ e f € C () tais que yo € f(OQ). Entio existe a > 0 tal que
d(f,,y) = d(f,Q, yo) para todo y € Ba(yo)-

Demonstragdo. Se fizermos a = g(yo, f(082)) > 0 teremos B, (yo) N f(0N) = &. Para chegar ao
resultado pretendido, usaremos a propriedade (d3). Definimos entao:

h<t7x) = f(x) e y(t) =1yo + (1 - t>y com y € Ba(yO)at € [07 1]
Temos que:

i)
i)

i)

h(t,z) = f(x) é continua por hipétese.
(t

(t
B

y(t) é continua.
y(t) & h(t, 89) para todo t € [0,1], uma vez que h(t,00) = f(0R), y(t) € Ba(yo) e f(O2) N
(yo) =

Assim, concluimos que d(h(t, z),$, y(t)) independe de ¢ € [0,1] e, por (d3), segue que

d(f,Qy) = d(f,Qy0) Yy € Bal(yo)-

[ |
Estamos prontos para enunciar e provar o

Lema 1.4 (Sard). Seja f € C1(2) e Sy o conjunto dos pontos criticos de f. Entio f(Sy) tem
medida nula.

Demonstragao. Uma vez que todo aberto do R™ pode ser escrito como uniao enumeravel de
cubos fechados e a unido enumeravel de conjuntos de medida nula tem medida nula é suficiente
mostrarmos que, se @ C © é um cubo fechado, entao f(S¢(Q)) tem medida nula.

Suponha que @ é um cubo fechado de aresta [ contido em €. Uma vez que @ é compacto e f’
é continua em @ existe ¢ € R tal que |f/(z)| < ¢ para todo x € Q e além disso f’ é uniformemente
continua em . Assim, dado € > 0, existe §; > 0 tal que

If'(z) — f(T)| <e Va,TeQ tais que |z — T| < d;.

V/n

Existe também m € N tal que 6 = —— < §;. Vamos entao dividir o cubo @ em m™ subcubos
m

l
de aresta — de modo que a unido dos subcubos Q) resulte no cubo @ original. Uma vez que o
m
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didmentro de um cubo de aresta i é ﬁ vemos que
m  m
|f'(x) — f'(T)| <& , para todo x,T € Q.
Definindo a funcéo h : [0, 1] — R™ por
h(t) = f(T +t(x — 7))

e, usando o Teorema Fundamental do Céalculo, podemos escrever

h(1) — h(0) = /h’(t)dt = [ f/@+tx 7)) (- T)dt.
0

o _

Observando que h(1) — h(0) = f(z) — f(T) e f'(ZT)(x fo (x — T)dt obtemos
f@)=f@) + (@) (= - f) + R(%T),

&8l

1
onde R(z,T) / T+ t(x — 7)) — f(T)](x — T)dt ¢ tal que, para todo z,7 € Q,
0

1

|R(z,7)| < /If’(ﬂt(x—f))—f’(f)llw—f\dt

0
1

< €/|x—f|dt<5(5

0

Neste ponto buponhamos que Qr NSy # @. Tomando T € Qx N Sy, definimos A = f'(Z),

Qr=Qr—Teg:Qn— R" por gly) = f(T+y) — f(T). Observe que |y| < d para todo y € Qr,
F(Qk) = g(Qx) + f(T) e que

9(y) = Ay + R(y), com |R(y)| = |R(T + y,7)| < €6,y € Q.

Como T é ponto critico sabemos que det A = 0, logo o conjunto A(Qk) estd contido num
subespago de dimensdo n — 1. Seja agora b* um vetor unitario do complemento ortogonal de A(Qy).
n

Completando b' a uma base ortonormal {b!,... 5"} de R" temos que g(y) = Z(g(y), b')b', onde
i=1
este tltimo somatério nada mais é do que a expressao de g(y) nessa nova base ortonormal.
Note agora que valem as seguintes desigualdades:

i) gw),0h) < [R(y)lp'|<ed
i) [(g(y), 0] < [(Ay,b")| + [(R(y),b")] <
< c¢d+ed, parai=2,...,n

As observagoes feitas até aqui nos permitem concluir que g(@k) estd contido num retangulo Jy
dado por 3
Ji = [—€6,ed] X [—cd —ed,ed + €d] X ... X [—cd — €6, ¢d + 6],

cujo volume é vol(J;,) = 26[26(c+¢)]* . Como f(Qr) = g(Qr) + f(T) concluimos que f(Qy) esté
contido num retangulo Jj, contendo f(Z) e cujo volume é o mesmo de Jj.

Uma vez que S§(Q) C Q1 UQ2U - U Qpn temos que o conjunto dos retangulos Jj, definidos
acima cobre f(S¢(Q)) e, além do mais,

m"

Zvol(Jk) =2"6"m"[c+ "t = 2" (ly/n) ™ [c 4 €] L.

k=1
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Uma vez que € > 0 é arbitréario concluimos que f(Sf(Q)) tem medida nula. |
O Lema de Sard e a Proposi¢ao 1.2 nos permitem concluir que, quando vamos calcular d( f, Q,y),
podemos assumir, sem perda de generalidade, que y é um valor regular de f.

1.2 Reducao ao Caso Linear

Apresentamos agora um resultado, decorrente de (d2), que serd 1til mais adiante.

Lema 1.5. Seja Q C R™ aberto e limitado, f € C(Q) ey € R™ tal que y & f(052), entdo:
(a) d(f,2,y)=0
(b) Se Qy € um subconjunto aberto de Q ey & f(Q\Q) entdo d(f,Q,y) = d(f,Q,y).

(c) SefeC(Q),y¢f(SrQ) e fy) =2, entio d(f,Q,y) = 0.

Demonstragao. De fato, fazendo :9 e (s = @ em (d2), temos que €y, Qs sdo subconjuntos
abertos e disjuntos de Q e também y & f(Q\ (21 U Q) = f(99). Portanto

d(f797y) :d<f7917y)+d(f7927y) :d(f797y)+d(f’®7y)7

donde segue que d(f,a,y) = 0.
Para demonstrar (b) considere £2; como acima e o = @. Obtemos de (d2) que

d(f,Q,y) = d(f,Ql7y)+d(f,®7y) = d(f7ﬂlay)

Para (c) note que temos f~'(y) = @ se, e s6 se, y ¢ f(2). Definindo Q; = Qy = @ temos
y & fQ\(Q21 UQy)) e portanto, por (d2), d(f,Q,y) = d(f,2,y) +d(f,2,y) =0. u
Estamos agora prontos para demonstrar o principal resultado desta segao.
Proposigao 1.6. Sejam f € C° (), y & f(OQUS;(Q) e f~1(y) = {z',22,...,2™}. Entdo

existe v > 0 tal que
m

d(f,92,y) = _d(f'(z"), B(0),0).

i=1

Demonstragao. Como f~!(y) é finito, existe € > 0 tal que

em que as bolas B.(z%) sdao duas a duas disjuntas. Utilizando a Férmula de Taylor obtemos que
(1.2) fa) = fa") + f(z") (@ - 2") + w(z - 2¥),

onde w(z — ') = o]z — 2%|) quando |z — x*| — 0. Por outro lado, do item (b) do Lema acima segue

que
m

d(f,Q,y) =Y _d(f,B-(z"),y)

i=1

e usaremos (1.2) para mostar que, para ¢ suficientemente pequeno,
d(fv Bé(xi)v y) = d(f’(l’z)(l - xi)a B(S('ri)a 0)

De fato, seja A = f’(z%). Como det A # 0 segue que A é inversivel e portanto |z| = |[A71Az| <
|A7||Az|. Assim |Az| > c|z| com ¢ = [A7!|71. Por (1.2) temos que, dado & = £, existe § > 0 tal
que

¢ i
o] <% sempre que |z — z'| < 4.
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Assim, para x € B;(z")), definimos y(t) = ty e
h(t,z) =tf(z) + (1 —t)A(x — 2°) = ty + A(x — 2") + tw(z — 2°).

Temos que y(t) e h(t,z) sdo continuas. Mostraremos agora que y(t) & h(t,0Bs(z*)) qualquer que
seja t € [0,1]. De fato, temos que |h(t,z) — y(t)| = |A(x — 2°) + tw(x — 2%)| e lembrando que
|A(z — 2%)| > c|z — 2*| obtemos

|A(z — 2%) + tw(z — 2%)| > |z — 2! — |w(x — 2%)| >
c g C
> (C_i) \x—x|—2(5>0
para todo t € [0,1] e |z — 2%| = §. Aplicando (d3) obtemos
(1.3) d(f, Bs(z'),y) = d(A(x — z'), Bs(z"),0).

Seja r > 0 tal que Bs(z') C B,(0). Como ! é a tinica dolugdo de Az — Az® = 0 podemos usar
novamente o resultado (b) do Lema 1.5 para obter

(1.4) d(A(z — 2", Bs(z"),0) = d(A(x — 2"), B,(0),0).

Considere h : [0,1] x B,(0) — R" definida por h(t,z) = A(zx — ta') e y(t) = 0. Naturalmente
y(t) e h(t,z) sdo continuas e, como |x!| < r, A(z — tz') # 0 para todo = € dB,.(0) e todo t € [0,1],
logo 0 & h(t,0B,(0)). Usando (d3) novamente temos

d(A(xz — 2*), B,(0),0) = d(Az, B,(0),0).
A expressao acima, (1.3) e (1.4) nos permitem concluir que

d(f7 B(S(‘Ti)v y) = d(f/(xl)a BT(O)7 O)
Na préxima se¢cao daremos o passo final para a demonstracao da unicidade da funcao d.

1.3 O Caso Linear

Afim de concluir a demonstra¢ao da unicidade da funcdo d vamos verificar que d(A, B,.(0),0) é
unicamente determinado se A é uma tranformagao linear com det A # 0. Mais especificamente,
vamos mostrar que d(A, B,(0),0) = sgndet A. concluindo assim a prova da unicidade Para tanto,
vamos fazer uso do seguinte resultado de Algebra Linear

Proposigao 1.7. Seja A uma matriz n X n real com det A # 0, sejam Ay, ..., A\, 08 autovalores
negativos de A e a1 oy, suas multiplicidades como zeros de det(A— A id), assumindo que A tenha
tais autovalores. Entao R™ € a soma direta de dois subespacos N e M, R™ = N ® M, tais que:

(a) M e N sao invariantes por A,

(b) A|n tem somente os autovalores A1, ..., Ay € Alpr nao tem autovalores negativos;

(¢) dimN = > ay.
k=1

Demonstragao. Ver [5]. |
Uma vez que

det(A — Xid) D" T =) H (A — )%,
k=1
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tem-se
n

(=)™ TT (=py)™

1 j=m+1

s

detA = (=1)"

=~
Il

n

Pl T ()
Jj=m

s

= (-1

>
Il
—

n

= <—1>"<—1>”-akﬁ Dl T ()™

=1 j=m+1

n

el TT (1)%,

1 Jj=m+1

=3

- (e
k

m
e portanto sgn det A = (—1)%, onde o = Zak = dim N.
k=1
Agora, se A nao tem autovalores negativos entdo det(tA + (1 — ¢)id) # 0 em [0,1]. De fato,
suponhamos que det(tA + (1 — ¢)id) = 0 para algum ¢ € [0, 1]. Naturalmente devemos ter ¢t € (0,1)
e, neste caso, temos

0 = det(tA + (1 —t)id) = ¢" det (A 41 ; TbLid) ,

ou seja, < 0 é autovalor de A, o que é absurdo. Entao, por (d1) e (d3), d(A, B,-(0),0) =

d(id, B,(0),0) = 1 = sgndet A e podemos considerar somente o caso em que N # {0} . Denotaremos
por Q o conjunto B,.(0).

Passo 1. Suponhamos que @ = dim N é par. Uma vez que R" = N @ M, todo = tem uma tnica
representacao r = Piz + Pox com Pix € N e Pox € M. Ficam entao definidas as projegoes lineares
P:R*"—> NeP,=id— P, : R" - M. Desta forma A = AP, + AP, é uma decomposicao direta
de A, uma vez que, pela Proposi¢do 1.7, A(N) C N e A(M) C M.

Vamos agora verificar que

h(t,z) = tAz + (1 — t)(—Pix + Pex) # 0 em [0, 1] x 99Q.

Para tanto observe inicialmente que h(0,z) = 0 implica Pyz = Pox e, como Pix = Phbx e NN M =
{0} devemos ter z = 0, e portanto x € 9Q. Se h(t,z) =0 com ¢ € (0, 1) temos

1—1¢ 1—t
APz + APyx = Ax = ; Pz — ; P

1—¢
Fazendo A\ = 5 > 0 teremos

APz = APix e APyx = —-)\Psx.

Utilizando agora a Proposigao 1.7(b) concluimos que = 0 e portanto x ¢ 9. Por fim, se tivermos
h(1,z) = 0 entdo Az = 0, o que implica z = 0. Desta forma a fungéo h é uma homotopia admissivel
e, por (d3), tem-se

(15) d(A7Q,0) :d(—P1 +P2,Q,0).

Uma vez que a = 2p para algum p > 1, podemos encontrar uma matriz B, yx. tal que B? =

. - . , 1
—id|y. De fato, para p = 1, podemos escolher a rotagdo por /2, isto é _01 0 ) , € para
um p geral nés podemos arranjar p semelhantes blocos ao longo da diagonal principal, isto é,

baj_1,2; =1 = —boj2j—1 para j=1,...,p e b, =0 para os demais j, k.
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Note que B possui apenas autovalores complexos. De fato, se v é um autovetor de B com
autovalor A, entao

Bv=M= B>v=\Bv= —idv=>Nv=-v=>N o=\ =-1
A idéia agora agora é encontrar homotopias, indicadas por —, tais que
-P+P — BP+P — P +P=id
e concluir que
(1.6) d(—Py + P5,9,0) = d(BP, + P,9Q,0) = d(id, 2, 0).
Para a primeira homotopia considere a funcao
h(t,x) =tBPix — (1 —t)Piz + Pyx.
Precisamos mostrar que h(t,x) # 0 para (¢t,z) € [0,1] x 0f2. Conforme observado anteriormente
h(0,2) = 0 implica z = 0. Se tivermos h(1,z) = 0 entdo BPyx + Pz = 0 o que implica P,z = 0
e BPixz = 0. Uma vez que a matriz B é ndo-singular (det B = 1) devemos ter Piz = 0. Como

as duas projecoes se anulam concluimos que z = 0. Resta analisar o caso em que h(t,x) = 0 para
t € (0,1). Nesta situagdo obtemos

[tB — (1 —t)]Pix + Pyx = 0.

Da expressao acima segue que Pox =0 e

1-1¢
BPlilf = TPlx

Se tivéssemos Pjx # 0 entao seria autovalor de B, o que nao é possivel visto que B sé possui

autovalores complexos. Desta forma Py = 0, logo 2 = 0. Assim, se h(t,2) = 0 para algum ¢ € [0, 1]
entdo x = 0, 0 que nos permite concluir que 0 & h(t,dY) para ¢ no intervalo [0, 1]. Desta forma as
aplicagoes —P; + P, e BP; + P, sao homotopicas.
Se fizermos agora
h(t,z) =tPix + (1 —t)BPiz + Pyx

e usarmos o mesmo raciocinio acima concluimos que sao também homotépicas as aplicagoes B P+ P
e P, + P,. Unindo os resultados (1.5) e (1.6) obtemos

d(A,Q,0) =d(id,Q,0) = 1 = (—1)?” = sgndet A,

concluindo assim o caso em que « é par.

Passo 2. Vamos considerar agora o caso em que « é impar, isto é, « = 2p + 1 para algum
p > 0. Tomando {v!,v?,...,v%} uma base de N definimos N; como sendo o subespaco gerador
por v! e Ny como o subespaco gerado por {v?,v3, ... v®}. Fica entdo estabelecida a decomposicio
N = N1 & Ny, com dim N; = 1 e dim Ny = 2p. Como no caso anterior vamos considerar Ql :
N — Nj e Qg =id|y — Ql : N — Ny as projecoes sobre os subespagos em questao. Desta forma
temos P, = Ql P+ QgPl. Podemos entao proceder como no caso anterior e encontrar homotopias,
indicadas por —, tais que

A — —P1 + P2 — _lel + BQQPl + P2 — _lel + QQPl + P2.

(1'7) d(A7970) = d(_Ql +Q27Q’O)a
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onde Q1 = Q1P e Q2 = Q2P+ P». Observe que Q1 e Q2 sao as projecoes referentes a decomposicao
R™ = Ny & (N2 @ M). Como 0 é o tinico zero de —@Q1 + Q2 podemos substituir Q = B,.(0) por
qualquer conjunto aberto e limitado que contenha o 0, sem mudar o valor de d.

Dado agora  C N; aberto e limitado e g : @ — N; continua com 0 ¢ g(9f2) vamos definir

d~(ga Q, 0) - d(g 0@+ Q2,02+ Br(o)a 0)
Segue facilmente de (d1)—(d3) que
(d1) d(id|n,,Q,0) =1se 0 € Q.

(d2) d(g,9,0) id(g, Q1,0) + d(g, s, 0) sempre que Qy, Qs sdo subconjuntos abertos disjuntos de
Qe 0 ¢ g(@\( UNy)).

(ci?)) J(h(t,~),Q,O) é independente de t € J = [0,1] sempre que h : J x Q — N; é continua e
0 ¢ h(J x 99).

De fato, a proriedade ((Zl) 6 imediata. Para as outras duas basta usar a definicdo de d e lembrar
que @1 e Q2 sdo as projegoes referentes & decomposicao R™ = Ny & (N & M).

Nosso trabalho agora se resume em mostrar que d(—id|y,,,0) = —1. Dai, por (1.7) e pela
observagao que segue tal expressao, podemos concluir que

d(A,Q,0) = d(—id|n,,Q,0) = =1 = (—=1)%*! = sgndet A.

A idéia entao é encontrar uma fungao f e subconjuntos abertos, limitados e disjuntos €21 e {2 tais
que d(f,9,0) =0, Q1 UQs C Q, gla, é homotdpico a —id|n, e g|q, é homotdpico a id|y,. Estes
sao os igrendientes do

Passo 3. Sabemos que N; = {\v! : A € R} e podemos, sem perda de generalidade, supor que
|v!| = 1. Considere Q = {\v! : X\ € (=2,2)} e defina

QG ={M:2e(-2,00} e Q={\':)€(0,2)}.

Considere também a funcdo f(Mv') = (|]A| — 1)v'. Uma vez que f(0) = —v' # 0 temos que
0¢& f(Q\(Q1 UQs)). Construa agora a homotopia

h(t, ') = t(|\| = 2)vt + v,

e observe que h(t, Av') # 0 em [0, 1] x 99, pois, como 9 = {—2v', 20"}, temos h([0, 1] x9) = {v'}.
Assim, utilizando (d2), (d3) e (d2) novamente, podemos escrever

(1.8) 0=d(v',Q,0) =d(f,9,0) = d(f,Q1,0) + d(f,92,0).

Observe agora que f|q, (A!) = —(A + 1)v! = —id|y, — v! possui um tnico zero —v! € Q; C Q, de
forma que

(1.9) d(f,Q1,0) = d(—id|n, —v",Q,0) = d(—id|x,, 2,0),

em que a tltima igualdade segue do fato de h(t, \w') = —Xvt —o! # 0 em [0, 1] x 9Q. Um racfocinio

completamente andlogo mostra que
d(f,92,0) = d(id|n,, 2, 0).
Esta ltima expressao, combinada com (1.8) e (1.9) nos permite escrever
d(id|n,, 2, 0) 4 d(—id|n,,Q,0) = 0,

donde se conclui que d(—id|y,,,0) = —1, conforme desejiavamos.
Sintetizando todas os resultados e observagoes deste capitulo temos o seguinte teorema.
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Teorema 1.8 (Unicidade do Grau). Seja D a cole¢io de todos os subconjuntos abertos e limi-
tados de R™ e

M={(f,2y):QeD,feCQ) ey cR"\f(0Q)}.
Entao existe no mdzimo uma fungdo d : M — Z satisfazendo as propriedades (d1)—(d3). Além

do mais, tais propriedades implicam que d(A,€Q,0) = sgndet A para aplicagoes lineares A com
det A#0e0€Q.



Capitulo 2

Construcao do Grau

Neste capitulo definiremos o grau em trés etapas. Na primeira faremos uma definicao restrita a
—1 . . . .~
valores regulares de f € C" (). Na segunda, generalizaremos a primeira definicio para qualquer

-2 . . .
valor de f € C"(2). Por fim, na terceira etapa, ampliaremos a defini¢do de grau para a sua forma
mais genérica, definindo-o para f € C(Q).

2.1 O Caso Regular

Vamos comegar definindo o grau para valores regulares.

Definicao 2.1. Seja Q C R"™ aberto e limitado, f € 61(9) ey € R"\ f(0Q U Sf) . Entao
definimos:
Y sendp(x) se fTHy) # 2
d(f,Q,y) = zef~1(y)

0 se f7l(y) =9

Para generalizar a Definicdo 2.1 de modo a abranger tanto valores regulares quanto valores
singulares, isto ¢, eliminar a hipdtese y € f(Sy), vamos inicialmente substituir ) sgnJ¢(z) por uma
integral apropriada, de modo a facilitar o nosso trabalho.

Proposicao 2.2. Sejam Q , f ey como na Definicao 2.1 e (¢c)eso a familia de fungdes regular-
izantes dada por (1.1). Entao existe g = €o(y, f) tal que

a(f,Qy) = /gpg(f(x) —y)Js(z)dx, para 0 < e < g.
Q

o(y, f(0))
2

de acordo com a expressao (1.1), temos que @ (f(z) —y) = 0 qualquer que seja 0 < & < g9 e 0
resultado segue facilmente.

Para o caso em que f~1(y) # @, digamos, f~1(y) = {z',22,--- ,2™}, aplicamos o Teorema da
Fungao Inversa afim de encontrar bolas Bs(z") disjuntas tais que f |p,(,i) ¢ um homeomorfismo
sobre uma vizinhanca V; de y e sgnJy(z) = sgnJs(x;) em Bs(a"). Escolha agora r > 0 tal que
B.(y) C N~ V; e defina U; = Bs(z*) N f~1(B,(y)). Se denotarmos U = |J;*, U; temos que existe
B> 0 tal que |f(x) —y| > B para todo x € Q\U. Desta forma, se 0 < ¢ < 3 entdao @ (f(x)—y) =0
para 2 € Q\ U e portanto, denotando Iy = [, o-(f(x) — y)J¢(x)dz, temos

Demonstragao. Para o caso em que f~!(y) = @ basta tomar gy = . Desta forma,

=3 / oo (x) — ) Tp(x)de

=1 U;

= Z/‘Ps(f(x) —y)sgndy(z)|J¢(z)|dx

i=1 U;

= > seudsle) [ eulf@) - )l s @)lda,

U;
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Basta entdao mostrar que /gpg(f(ac) — y)|J¢(x)|dx = 1 para concluir a demonstracao. No entanto,

U;
note que

lo. Jy(z) = Js_y(x), pois y é mantido constante.
2. f(U)—y = B.(0).
Logo, tomando € < r e usando a féormula de mudanca de varidveis, temos

/ (@) — s (@)lde = / pe(2)da

U; B..(0)
= / ve(z)dz = 1.
B.(0)

Assim, se fizermos g = min{3,r} temos que

/ pe(f(z) — y) Ty (@)de

Q

Iy

= ) sgndy(z)
=1

= Z SgIlJf(ZL') :d(f797y)a

z€f~1(y)

para 0 < € < €g.

2.2 Do caso Regular ao Singular

Uma vez definido o grau para valores regulares vamos modificar a definicao de modo a abranger

também os valores singulares. Sejam entao f € 62(9), yo & f(00) e @ = o(yo, f(ON)) > 0. Fixemos
yt,y? € Ba(yo) valores regulares de f. Definamos § = o — max{|y! — yo|,|y*> — vo|}. Usando a

Proposicao 2.2 obtemos € < § tal que

a(f,Q,y;) = /cpg(f(x) —yi)Jp(x)de parai=1,2.

Q

Mostraremos inicialmente que estas duas integrais sao iguais, isto é,

(2.1) [0t @) =) = 0.(7() =yl s (@) = 0
Q
Definamos )
w(z) = (y' —v?) /sogx—y1+t(y1—y2))dt
0

e mostremos que

e (F(2) — 2) — 0e(F(@) — 1) = diveo(w) = 3 2% (a),

ox;
i=1 "
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Temos
1

ow; 1 1 2
or, axl y; /soax y +ty —y))dt

0

7]
(93?2‘

[pe(x —t" +t(y" — ) (yi —y])] dt

Il
o _

= /wé(x —y' +ty" — %) [eslys —v7)] dt.
0

Usando a defini¢ao de divw(z) obtemos

divw(z) = z”:/l
0

3

1
= / oz —y' +ty' —y?) (e (yi—yf))]dt
0

Li=1

Il
o _

ez -yt + 1ty —y?) (Zez -yl )]dt
i=1

(ol =y + 1" — )" —y)]dt

Il
o _

(e (g(t, x)) dt,

I
o—__
Sl

em que g(t,z) = x — y* + t(y' — y?). Desta tltima expressao obtemos

divw(z) = p:(9(1, 7)) — ¢ (9(0,2)) = ¢ (x — yz) — pe(T — yl)’

conforme desejdvamos. Afirmamos agora que, se r = a — (0 — €), entdo suppw(xz) C B,(yo). De
fato, se |z — yo| > r e t € [0,1] temos

lz—y' +ty' =) = |z =yl —lyo—y" +ty" — v
> r—[(1=t)(yo —y*) + t(yo — v?)|
> r—(1—1t)|yo—y'| —tlyo — v?
> r—maxly —y'| =

-4

Assim, se © € B,(yo) temos |z — y' +t(y' — y?)| > €, isto ¢, p(z —y' + t(y' —y?)) = 0 para
todo t € [0,1]. Logo suppw(z) C B, (yo) e portanto temos f(9) Nsuppw = &. Pode-se mostrar
que, sob estas condicdes, existe v € C1(R") tal que suppv C Q e

(2.2) [pe(f(2) = y2) — e (f(2) —y1)] Jp(2) = dive(z) em Q.

A construcao da funcdo v requer um raciocinio bem conhecido por pessoas familiarizadas com
o estudo de formas diferenciais. Em virtude do cardter técnico da construgao prefirimos omiti-la.
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O leitor interessado pode consultar [6], padg. 14, onde se encontram todos os detalhes. Assumindo
entao a existéncia da fungao v satisfazendo as propriedades citadas anteriormente vamos prosseguir
nosso trabalho. Seja entao a > 0 tal que Q C [—a, a]™ = Q. Temos, por (2.1) e (2.2), que

/divv(x)dx = /divv(x)dx

Q Q

J16e0@) =) = (@) — )l )i

Q

Mas observe que, como suppv C [—a, a]™, temos

n a a a a Z

Z// Ud:vi dry...dz;—1dxyy ...dx, =0.
; Ox;

=15, —a \-a

Esta ultima expressao é, por definicao, / divv(x)dz. Desta forma podemos escrever

Q

0 = /divv(a:)dx
Q

/ (e (F(2) — 1) — e (f () — y)) T (2)de

Q

= d(f, Q%) —d(f,Q,y"),

conforme desejavamos.

Com isso, encerramos o processo de generalizagao da Definicao 2.1 de modo a abranger tanto
valores regulares como singulares. Podemos, portanto, eliminar hipdtese y ¢ f(Sf) e introduzir a
definigao abaixo.

Definigao 2.3. Sejam Q C R™ aberto e limitado, f € 62(9) ey & f(0N). Entao definimos
d(f, Q) = d(f,2,y), onde y' ¢ um valor regular de f tal que |y — y| < o(y, (99)) € d(f,2,y")
€ dado pela Definicdo 2.1.

2.3 De C(Q) para C(Q).

Afim de finalizar nossa construgao vamos mostrar que o grau dado pela Definicao 2.3 é o mesmo

~ =2 . - ~ .
para fungdes C™(2) suficientemente préximas a uma funcdo continua dada. Comegamos com um
caso especial do Teorema da Funcao Implicita que é adequado para nossos propésitos.

Teorema 2.4. Seja h : R™ x Q — R™ continuamente diferencidvel de forma que h(tg,x9) = 0 e
Ihte,) (o) # 0 para algum (to, zo) € R™ x Q. Entdo existe um intervalo (to —r,to + 1), uma bola
Bs(xo) C Q e uma fungao continua z : (tog — r,to + 1) — Bs(xo) tal que z(tg) = xo e x (t) € a dnica
solugdo de h (t,z) =0 em Bs(xq).

O leitor fica convidado a observar a equivaléncia desse enunciado do Teorema da Funcgao Implicita
com o da versdo classica do mesmo, que pode ser encontrada em [2]. Agora, vamos provar

Proposicao 2.5. Sejam [ € ¢’ Q) ey ¢ f(0Q) . Entio para g € C2(Q) existe um § =
5(/,9,9) > 0 tal que d (f +tg, D) = d(f, D) sempre que |t] < 6.



Capitulo 2. De 62(9) para C(Q). 17

Demonstragdo. Seja M = max |g(z)| e separemos a demonstra¢ao em trés casos distintos.
€

Caso 1. f~1(y) = 2.

Neste caso temos v = min |f(x) — y| > 0. Para todo z € Q2 vale
€N

|f(z) —y +tg(x)| = [f(x) —yl = [tllg(z)| = v — [t|]M >0

qualquer que seja t tal que |t| < % =4.

Caso 2. y é valor regular e f~1(y) # @.

Seja f~1(y) = {xl,...,xm} com Jy (xl) # 0 parai =1,...,m. Sejam f;(z) = f(z)+tg(z) e
h(t,z) = fi(z) —y. Como hé de classe C?, h(0,2%) = 0 e Jy(,)(x") = Jp(a") # 0, podemos aplicar
o Teorema da Fungao Implicita e obter funcdes continuas 2 : (=7, ;) — Bs, (2°) tais que 2(0) =
e 2'(t) é a tinica solugao de h(t,z) = 0 para t em By, (z"). Esta tiltima observagao e a continuidade de

n —_—

z' nos permite encontrar nimeros positivos p e r tais que 2 : (—7,7) — B,(z") e (/_; B,(z") = @.
Além do mais, o raio p pode ser escolhido pequeno de maneira que sgn.Js(z) = sgnJs(z*) em B, (z").
Se fizermos V = |J;_, B,(x") temos

)NV ={z4),...,2™(#)}.

Esta expressao, a unicidade de z%(t) como solugao de h(t,z) = 0 e a compacidade de Q\ V nos
permite encontrar 5 > 0 tal que |f(z) —y| > 8 em Q\ V. De maneira andloga ao caso anterior
temos

f;l(y) = {zl(t), ..., 2™ (t)} para |t| < dp = min{r, ﬂMﬁl}.

Uma vez que Jy, é uniformemente continua em [—d,d] x Q, dado &€ = min{|J¢(2)|: 2 € Q} >0
existem 41,02 > 0 tais que

|Jp(2") — Jp,(2%)] < e sempre que [t| < §; e [2' — 22| < o,
e portanto podemos obter § < dg tal que
|Jp(z) — Jg, ()] < min{|Jf(2)] : 2 € Q} paraz e Qe |t| <.
Esta ultima expressao nos permite escrever
sendy, (21(1)) = sgnJ; ( (1)) = sgnJ(a'),
isto é, d(ft,Q,y) = d(f,Q,y) para |t| < J, de acordo com a Defini¢do 2.1.

Caso 3. y ¢é valor singular.

Neste caso escolhemos um valor regular yo € Bz (y), onde o = o(y, f(92), e encontramos o > 0
tal que

(2.3) d(fe, o) = d(f,Q,y0) = d(f,Q,y) para [t| < do,

pelo caso anterior. Para x € 0f) temos

a 2«
7@) — w0l > |£@) —yl Iy —pol 2= § ==
Desta forma, se x € 92, podemos escrever
2a o
|fe(@) = yol = [f (@) = yol = [tllg(2)] = 5 = ltllg(2)] > 3,
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desde que se tenha [t| < SLM' Nestas condigoes temos |yo —y| < 0(yo, f:(0)) e portanto, de acordo

com a Defini¢ao 2.3,
!
A 2y) = (i, o) para lt] < S0

Juntando isso com (2.3) e fazendo § = min{do, 557} temos

d(f,Q,y) = d(fi,Q,90) = d(fi,,y) para [t| <,

o que finaliza a demonstragao. |
Por meio do resultado anterior é facil ver que o grau é constante para todas as funcoes C? suficien-

temente préximas de uma fungéo continua. De fato, sejam f € C(Q), y € f(0Q) e « = o(y, f (09Q).

Consideremos duas fungoes g,g € 62(9) tais que |g — f|], < a e |g — f|, < a. Definamos também
h(t,2) = g(z) + £ (§(x) — 9(x)) © (1) = d(h(t, ), 2, ) para t € [0, 1],

Um simples cédlculo mostra que, se tg € [0, 1], entdo y ¢ h (ty,dQ) e portanto d(h(to,-),,y)
estd bem definido . Podemos entao aplicar a Proposicao 2.5 a

h(t, z) = h(to, ) + (t = to) (9(x) — g(z))

e concluir que p(t) é constante em toda uma vizinhanca de tg, isto é, ¢ é localmente constante.
Desta maneira ¢ é continua em [0, 1] e, como este intervalo é um conjunto conexo, ([0, 1]) é também
conexo. Uma vez que ¢([0,1]) C Z concluimos que ¢([0,1]) se constitui de apenas um ponto, isto
é, ¢ é constante em [0,1]. Em particular d(g,Q,y) = d(g,Q,y).

Findamos agora nossa construgao apresentando nossa defini¢ao final, consequéncia das obser-
vagoes feitas acima.

Defini¢ao 2.6. Sejam f € C(Q) e y € R™\f(9Q). Entdo definimos d (f,Q,y) = d(g,9,y), em
que g € [oa () € uma fungao tal que |g — f|, < o(y, f(OR)) ed(g,Q,y) € dado pela Defini¢io 2.3.

Evidentenemnte, por reducao ao caso regular, as propriedades (d1) e (d2) s@o facilmente verif-
icdveis. A demonstragao da validade da propriedade (d3) utiliza argumentos semelhantes aos que
foram desenvolvidos no desenrolar deste capitulo, motivo pelo qual ndo vamos entrar em muitos
detalhes. Considere entao h(t,-) e y(t) como no enunciado de (d3). Defina p(t) = d(h(t,-), Q,y(¢)).
Fixado tg € [0, 1] existe § = d(¢o) tal que

(24) d(h(t07 ')a Qv y<t0)) = d(h(t7 ')a Qv y(tO)) = d(h(t7 ')a Qv y(t))>

para todo t € [0, 1] satisfazendo |t — to| < J, onde usamos, na primeira igualdade, a Proposigao
2.5 de maneira conveniente e, na segunda igualdade, a continuidade de y(t). A expressao (2.4) nos
diz que ¢ é localmente constante, e portanto continua. Um argumento semelhante ao utilizado
no final da demostracao da Proposicao 2.5 nos garante entdo que ¢ é constante em [0, 1], isto é,
a propriedade (d3) é vélida. Finalizamos assim a construcdo da funcao d. No capitulo seguinte
apresentaremos importantes aplicagoes da teoria desenvolvida até aqui.



Capitulo 3

Aplicacoes do Grau

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas aplicagoes da fungao grau construida no ultimo
capitulo. Antes verificaremos algumas propriedades que nos serdo tteis.

Proposicao 3.1. Sejam M = {(f,Q,y) : Q C R" aberto e limitado, f € C(Q) ey & f(ON)} e
d: M — 7Z o grau topoldgico. Entao d satisfaz:

(d4) d(f,Q,y) # 0 implica ffl(y) £ @.

(d5) d(-,Q,y) e d(f,Q,-) sdo constantes em {g € C(Q) : |g — flo < 7} e B,.(y) C R™, respectiva-
mente, onde r = o(y, f(ON)). Além disso, d(f,€),-) € constante em cada componente conezxa

de R™\ f(092).
(d6) d(g,,y) = d(f,y) sempre que gloa = floq-
(d7) d(f,Q,y) = d(f,Q1,y) para todo subconjunto aberto Qy de Q tal que y & f(Q\Q1).

Demonstragao. J4 foi visto que f~!(y) = @ implica que d(f,Q,y) = 0, donde segue que, se
d(f,,y) # 0,entao f~'(y) # 2.

Em relacao a (d5), a primeira parte decorre da defini¢ao do grau. Para provar que d(f,€2,-) é
constante em cada componente conexa, lembremos, primeiramente, que cada componente conexa é
um conjunto conexo o qual é maximal (com respeito a inclusdo) em relacdo aos demais conjuntos
conexos. Como R™\ f(0€) é um aberto, suas componentes conexas sao abertos do R", sendo
portanto conexas por caminhos. Assim, se G' é uma componente conexa de R™\ f(9Q) e y',y% € G,
existe uma curva continua y : [0,1] — G com y(0) = y' e y(1) = y?. Portanto, por (d3), temos
d(fa 0, yl) = d(f7 Q, y2)'

Para provar (d6), considere
h(t,z) =tf(x)+ (1 —t)g(x), com t € [0, 1].

Naturalmente h(t,z) é continua e portanto precisamos apenas verificar que y & h(t, 02) para todo
t € [0,1]. Para tanto, seja x € 02, entdo

h(t,x) = tf(x)+ (1 —t)g(x)
= tf(@x)+ (1 -1)f(2)
= f@)#y
O leitor nao tera dificuldade em verificar que (d7) é uma consequéncia imediata de (d2). [ |

3.1 Ponto Fixo de Brouwer

Um conjunto D C R™ é convezo se
x4+ Ay —x) € D sempre que 2,y € D e A € [0, 1].

O fecho convexo de D é a interseccao de todos os conjuntos convexos que contém D. Denotaremos
o fecho convexo de D por convD. O leitor nao tera dificuldade em mostrar que a interseccao de
conjuntos convexos é um conjunto convexo e que D é convexo se, e somente se, convD = D. Um
resultado menos imediato e que nos serd tutil é

Lema 3.2. Seja D C R™ um conjunto qualquer e B o conjunto de todas as combinagées converas
de elementos de D, isto €,

B= {Xn:)\ixi:)\i € [0,1], 2" eD,Xn:/\izl,neN}.

=1 i=1
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Nestas condi¢oes temos B = convD.

J k
Demonstragao. Naturalmente D C B. Sejam x = Z Nzl ey = Z Biy® elementos de B. Para
i=1 i=1
todo tg € [0, 1] sabemos que (1 — tg)x + toy ¢ uma combinacao linear de elementos de D. A soma
j k

J
dos coeficientes desta combinacdo é (1 — tg) Z i +1o Z Gi = (1 —tg) +to = 1. Logo, o segmento
i=1 i=1
que une z a y estd totalmente contido em B, isto é, B é convexo. Como B contém D concluimos
que convD C B.
Afim de provarmos que B C convD considere um convexo A que contém D. Vamos mostrar
m

que B C A. Seja x = Z iz’ um elemento de B. Como z* € D e D C A temos que z* € A. Logo
temos: =
%x1+~-~+ )\";_1
em que @ = A\ + -+ + A\_1. Denote por 27 o termo entre parénteses na expressao acima. Entao
2% é uma combinacio convexa de m — 1 elementos de A. Por inducdo teremos z? € A, logo
r = 0z% + \,,2™ € [2%, 2™], onde [a, b] denota o segmento que une os vetores a e b. Mas, como A
é convexo, [z, 2™] C A, donde se conclui que € A. Assim fica provado que B C A. Tendo em
vista a definicdo do fecho convexo podemos afirmar que B C convD. ]
Dada uma funcéo continua f : D — D um ponto fizo para f é um ponto x € D tal que f(z) = z.
Encontrar pontos fixos para determinadas fungoes é uma tarefa importante em matematica. A titulo
de ilustracao consideremos f : [a,b] — [a,b] uma fungdo continua. Se tivermos f(a) = a ou f(b) =b
naturalmente ja teremos encontrado pontos fixos para a fungao, por isso podemos supor, sem perda
de generalidade, f(a) > a e f(b) < b. Considere a funcéo definida por g(z) = f(z) — . Buscar um
ponto fixo para f é buscar uma solugdo para a equagao g(z) = 0. Note que g(a) = f(a) —a >0
e g(b) = f(b) — b < 0 logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, deve existir zg € [a,b] tal que
g(xog) = 0, isto é, f(xg) = xp. Assim, nestas condigdes, a fucdo f admite ponto fixo. O teorema
seguinte é uma generalizacao natural deste resultado.

x:)\lw1+-~-+)\mxm=9< mm_1> + Amz™,

Teorema 3.3 (Ponto Fixo de Brouwer). Seja D C R™ um conjunto compacto convexo ndo-vazio
e f: D — D uma funcao continua. Entao f tem um ponto fixo.

Demonstragao. Suponha inicialmente que D = B,.(0) e, como no exemplo acima, vamos supor
que f nao possui pontos fixos na fronteira de D. A idéia é proceder como acima. Defina h :
[0,1] x D — R™ por h(t,z) =  — tf(x). Afirmamos que 0 & h([0,1] x dD). De fato, se tivéssemos
xo € 0D ety € [0,1] tais que h(tg,zo) = 0 obteriamos:

r= ‘$0| = t0|f(33‘0)| Ltogr = thr=1 = f(xo) = Xy,

o que é absurdo visto que estamos supondo que f néo fixa nenhum ponto da fronteira de D. Assim,
usando a propriedade de invariancia por homotopia do grau, podemos afirmar que

d(id — f,intD,0) = d(id, B,(0),0) = 1.

Logo a equagdo = — f(x) = 0 possui pelo menos uma solugdo em D e esta solugao é exatamente o
ponto fixo que procurdvamos. 3

Para o caso de um dominio mais geral lembremos que f possui uma extensao continua f dada
por ( ver Teorema A.9)

f(z) ,sex €D

fla) = B
Y27 | D 27wi(e)f(a")  sex gD

i>1 i>1
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em que {a',a?,...} é um subconjunto enumerével denso em D e

vi(z) = max {2 - |Q:c(x]_a))| , O} para x ¢ D.

Denotemos por X = convf(D) e mostremos que f(R”) C X. Sex € D entdo f(z) = f(z) e
portanto f(z) € X. No caso em que z € D note que f(x) =1lim S,,, em que

= [Z z—i%(w)] 3" 27i(2) ().
=1 i=1

Observe que Sy, nada mais é do que uma combinagao convexa de flab), f(a®),..., f(a™), que sao
elementos de f(D). Assim S, € X e portanto f(x) é limite de uma sequéncia de elementos de X.
Podemos entéo concluir que f(R™) ¢ X = convf(D). Como f(D) C D e D é compacto e convexo
fica provado que f (R™) ¢ D.

Tome agora r suficientemente grande de forma que D C B,(0). Pela primeira parte sabemos
que existe x € B,(0) tal que f(z) = x. Mas f(x) € D, o que nos mostra que x € D. Assim obtemos
f(x) = f(x) = z, isto é, f possui ponto fixo. [ |

Observagao. O resultado acima permanece vdlido se D for somente homeomorfo a um compacto
convezro. De fato, suponha que D = h(Dy) com Dy compacto convexo e h um homeomorfismo.
Entio h™'fh : Dy — Dy. Entdo, para algum zo € Dy temos h=1 (f (h(xg))) = w0, isto é,
f(h(z0)) = h(zo).

Observagao. Note que a primeira parte da demonstracao seque um raciocinio andlogo ao feito

para o caso de fungdes com dominio real. A diferenca fundamental € que, ao invés de utilizarmos

o Teorema do Valor Intermedidrio, utilizamos o grau. Nesta altura seria natural olharmos para o

grau como uma espécie de generalizacao do TVI. Deixamos como exercicio para o leitor demonstrar

o TVI utilizando as ferramentas até agora construidas. ( Sugestdo : considere inicialmente o caso

em que 0 pertence ao dominio da fungdo e que os valores nos extremos tém sinais opostos).
Iremos agora ilustrar este importante teorema com algumas aplicagoes.

Exemplo (Perrom-Frobenius). Seja A = (aij)nxn com a;; > 0. Entdo existe A >0 e x # 0 tal
que x; = 0 para todo i e Ax = Ax, isto é, A tem um autovetor ndo-negativo correspondente a um
autovalor nao-negativo.

De fato, considere o conjunto D definido por

D:{xeR":miko, Vi e Z$i21}~
i=1

Primeiramente, vamos mostrar que D é convexo. Sejam z,y € De S={z € R": z =tz + (1 —
t)y,t € [0,1]} . Temos que z; = tx; + (1 — t)y; e assim:

Zzi = thl—i-Zl—t
= tle (1—t¢ Zy
= t+1—t—1. =

Portanto S C D, o que mostra que D é convexo. Mostremos agora que D é compacto. Que D
¢ limitado decorre do seguinte: se z € D, temos que z; < 1 e assim z? < 1, o que implica que
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n
sz < v/n. Para mostrarmos que D é fechado, tomemos (z™) C D tal que 2™ — =x.
i=1

Devemos mostrar que x € D. Mas, de fato, temos que

2" -z & Tt —

m m
e como cada z]" 2 0, entao z; 2 0e 1= Zm:" — le = 1. Assim, z € D e D é fechado.
i=1 i=1
Podemos supor Az # 0 para x € D pois, caso contrério, se Axry = 0, para algum xy € D,
n

tomariamos A = 0 e terfamos o resultado pretendido. Assim Z(Ax)l > a > 0, para algum o« € R.
i=1
Desta forma, a fungao definida em D por

f(x>:nL

i=1

é continua em D e f(D) C D. De fato, sejam x € D e y = f(z), entéo

. i(Aff)j
Oéyizn(Aix)iiZyj:j?izl-
> (Ax), 9=t (Az);

i=1 i=1

Assim f(xz) € D. Portanto, pelo Teorema de Brouwer, a funcao f tem ponto fixo em D, isto é,

existe xg € D tal que:

A
f(ito) = # =Xy = AJJO = A\xg

i=1

n
onde \ = Z(Axo)i. |
i=1
Exemplo. Considere o sequinte sistema de equagdes diferenciais ordindrias:
d
d—? = = f(t,u)
(%)
u(0) = z € B,(0)
em que f: R x R" — R" ¢ uma fungdio de classe C' peridrica na varidvel t, isto é, f(t +w,x) =

f(t,z) para algum w € RY e para todo (t,x) € R x R™. A bola B,(0) serd escolhida de forma que
o problema possua solugao dnica u(t;x) em [0,00).

Estamos interessados em estudar solugoes periddicas de (*). Para tanto, definamos P;(x) =
u(t; x) e suponhamos que f satisfaz a seguinte condigao de fronteira.

(f(t,z),z) = ifi(t,x)xi < Oparate[0,w]el|z|=r
i=1

Esta condigao de fronteira nos garante que P; : B,.(0) — B,(0) qualquer que seja t > 0. De

fato, suponha que num instante ¢ a solugdo de (*) atinge a fronteira da bola. Teremos

() = 200 (1), (1)) = 27t u(t)) - u(t) <0,
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o que nos mostra que a norma de u(t) é decrescente perto do instante ¢. Assim se a funcio atinge a
fronteira da bola ela automaticamente volta para dentro da bola. Como as solugbes de (*) variam
continuamente com as condigoes iniciais sabemos que P; é continua.

Estamos entao em condigoes de aplicar o Teorema de Brouwer garantindo assim a existéncia de
um ponto fixo x,, para a funcdo P,. Assim, a equagdo tem uma solucao com a propriedade de que
w(0; z) = Ty = u(w; x,) e que satisfaz

u' = f(t,u) em (0,w)

u(0) = u(w) = xy

A idéia agora é expandir u(t;x,,) w-periodicamente. Assim, se considerarmos v : [0,00) — R
dada por
v(t) = u(t — kw; xy,), em [kw, (k + 1)w]
obtemos uma solugédo w-periddica de (*). A conclusao final é que u(t; z) é solugao w-periddica de
(*) se, e somente se,  é um ponto fixo do operador P,,. Este operador é conhecido como operador
de Poincaré. [ |

Exemplo. Nao existe uma fungao continua definida da bola fechada na sua fronteira que deize
fizos todos os pontos da fronteira. De fato, suponha por absurdo que exista f : B,(0) — 9B-(0)
continua tal que f(x) = = para todo x € 0B,(0). Seja entdo g : B.(0) — 0B,.(0) definida por

g(x) = —f(x).Claramente g atende as hipéteses do Teorema de Brouwer, pois é continua, B..(0) €
compacto e convexo e g(B,(0)) C B,(0). Logo, eziste xog € 0B, (0) tal que

ro = g(x0) = —f(0) = =70, |z0| =7

o que € um absurdo. |

Esse resultado, na verdade, é equivalente ao Teorema de Brouwer para a bola, pois se 0 admitimos
como verdade, obtemos o Teorema de Brouwer como consequéncia, isto é

Teorema 3.4. Suponha que nio exista f : B,(0) — 0B,(0) continua tal que f(x) = x para todo
x € 0B-(0). Entdo g : B.(0) — B,(0) continua possui um ponto fizo.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que g : B,.(0) — B,.(0) é continua e g(z) # x para todo
x € B,(0). Assim, para cada x € B, (0), existe um segmento de reta passando por x e g(x). Seja
h(z) a intersec¢ao da semi-reta com origem em g(z) e que passa por x com a fronteira de B, (0),
isto é,

h(z) = g(z) + t(z)(z — g(x))
com |h(z)| =r e t(x) > 0.

Vamos mostrar que h : B,(0) — 9B,(0) é continua e h(z) = z para « € dB,-(0), contrariando a
hipétese. Ora, para que h(z) seja continua, basta que t : B,(0) — R, seja continua. Da condigao
que |h(z)| =7 , segue que:

[h(2)]? = (h(z), h(z)) = (g + t(z — ). g + t(x — g)) =7°
e assim:

[t(2)]?|z — g(2)* + 2t(2)(g(x), (z — g(2))) + |g(x)|* —r* =0

resolvendo essa equagao em t(z), tem-se que:

A = 4[{g(x), (z — g(2)))* + |z — g()]*(r* — |g(x)|*)] = 0
e portanto temos
“3(g(e). (2~ g(a)) + VA _

2|z — g(x)[?

o que mostra que t(z) é continua, pois |z — g(z)| # 0 em B,(0). Naturalmente, h(z) = z em

0B,.(0), de acordo com a definigdo de h(x). Assim, chegamos a contradigao esperada, encerrando a
demonstracao do teorema. |

0

t(x) =
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3.2 Funcoes Sobrejetivas

O préximo teorema afirma que, sob certas condigoes de crescimento em f € C(R™), temos f(R") =
R™.

Teorema 3.5. Seja f € C(R™) tal que <f(x), JU> — 00 com |x| — oo. Entdo f(R™) = R™.

||
Demonstragdo. Dado y = (y1,¥2, - ,yn) € R", seja h(t,z) =tz + (1 — t)f(z) — y. Queremos
mostar que a equagdo y = f(x) tem solugdo, isto é, que h(0,z) = f(z) —y = 0 tem solugdo, ou
ainda, que d(h(0,.), B-(0),0) # 0 para algum r > 0.

Observe inicialmente que

<h(t7x)7x> = t<1‘,$> + (1 - t)<f(x)’x> - <y,x>

Hel? + (1 1)l <f<a:>, j;> ~llel

WV

Assim, se [z] = r, temos
(ta)o v for+ (=0 (a2 = ]

Visto que < f(z), — o0 quando |z| — oo podemos tomar r > |y| suficientemente grande

x
]

de forma que (h(t,z),z) > 0 para todo t € [0, 1], ou ainda h(t,x) # 0 qualquer que seja ¢t € [0,1 e

x € 0B,(0).
Desta forma temos que h(t,z) é uma homotopia entre f(x) —y e x — y. Portanto d(f(z) —
y, B-(0), ) = d(x — y, B,-(0),0). Mostremos que este ultimo termo ¢ igual a 1. De fato, se x =
(1,22, ..,%n) entao x—y=(x1 —yY1,T2 — Y2,...,Tyn, — Yn) € portanto
O@i—y1)  O(z1—y1) O(z1—y1)
oxq Oxa T Oy
Owz—y2)  O(zz—y2)  O(z2—y2)
andy=| 0% CON
a(mn;yn) 6(1n;yn) o B(wn;yn)
oxq Oxo e Oy,
Desta forma obtemos
d(f(x) - Y, Br(o)a O) = d(x - Y Br(o)v O) = 17
0 que nos permite afirmar que a equagao f(x) = y tem solugao na bola B,.(0). |

Como uma aplicacao do teorema acima considere A uma matriz positiva definida com det A # 0.
Se olharmos para a aplicagao <A|£—‘, ﬁ> definida na esfera unitaria, que é um compacto, temos
que o minimo dessa aplicacio é assumido na esfera, ist6 é, existe zg € S 7! tal que <A|;”—|, é—‘> >
(Azg,z9) = K, para todo € R™. Uma vez que A é positiva definida devemos ter K > 0. Assim

obtemos
(Az,z) > K -|z|*, qualquer que seja z € R".

lim <Ax,x>: 0,

e, de acordo com o Teorema 3.5, A(R™) = R".

Dessa desigualdade segue que



Capitulo 3. Teorema do Ourico 25

3.3 Teorema do Ourico

Teorema 3.6. Seja Q@ C R™ um conjunto aberto limitado com 0 € Q e f : 00 — R™\ {0} continua.
Suponha também que n é impar. Entao existe xg € O tal que f(xo) = Axo, para algum X # 0.

Demonstragao. Podemos supor, sem perda de generalidade, f € C(Q). Como n é impar temos
d(—id, ,0) = —1. Consideremos primeiro o caso em que d(f,,0) # —1. Entdo h(t,z) = (1 —
t)f(x) + t(—x) é tal que h(0,x) = f(z) e h(l,2) = —x = —id(z). Além disso, se h(t,z) # 0 para
todo z € 9Q e todo ¢t € [0,1] entao d(h(0,.),2,0) = d(h(1,.),£,0) = —1, o que nado ocorre por
hip6tese. Assim h(t,x) ndo é homotopia admissivel e portanto h(tg, zo) = 0 para algum ¢y € (0, 1)
e xg € 9. Dessa maneira

t
0= (1~ to)f(z0) +to(~x0) = f(x0) = 5 0 zp = Ao,
— o
to
em que A = #0
11—t
Suponha agora que d(f(z),,0) = —1. Entdo um argumentos andlogo ao anterior mostra que

h(t,z) = (1 —t)f(x) + tz ndo é uma homotopia admissivel entre f(z) e id(z), isto é, h(ty,xo) =0
para algum tg € (0,1) e xg € 9€, e portanto

0= (1 —to)f(zo0) +toxo = f(w0) = o = Mo,

0
to—1
to
to—1
Observagao. Um bom exemplo de que para n par esse resultado nao é verdadeiro é uma rota¢ao

por m/2 de uma esfera unitdria no R%. Para um ponto qualquer (x1,2), f(x1,22) = f(—w2,21).

em que A = # 0. |

Observagao. No caso de ser Q = B1(0), o teorema diz que nao existe um campo continuo de
vetores tangentes que ndo se anule em S = 9B1(0). De fato, seja f : S — R™ tal que f(x) #0 e
(f(x),x) = 0 para todo x € S. Pelo Teorema 3.6 existe xg € S tal que f(xg) = A\xg, com X # 0.
Mas entao

(f(x0),20) = (Ao, o) = Ao|* = 0

o que implica xg = 0, que € uma contradi¢ao. Logo f se anula em algum ponto de S.

Afim de ilustrar esta ltima observagao considere os seguintes exemplos pitorescos:

Exemplo. Imagine que vocé tem um pente e uma bola peluda. Tente pented-la, toda no mesmo
sentido. Ja deu para perceber o que vai acontecer, ndao é mesmo? Em pelo menos um ponto vai se
formar um rede-moinho, como os da cabe¢ca de um bebé. Com certeza vocé ja viu um!

Exemplo. O vento na superficie da Terra € wm campo continuo de vetores tangentes d sua Su-
perficie. O teorema nos diz que em cada instante do tempo em pelo menos um ponto sobre a
superficie do nosso planeta ndo venta. E claro que esse ponto pode se modificar com o tempo.

3.4 Teorema de Borsuk

Sempre que queremos, por meio da teoria do grau, mostrar que a equagdo f(x) = y possui solucao
num conjunto €2, precisamos mostar que d(f,2,y) # 0. O seguinte teorema é uma ferramenta 1til
para realizar tal tarefa.

Lembremos que que um conjunto 2 é simétrico com respeito a origem se 2 = —(Q, isto é, se
sempre que tivermos z € ) ocorrer também —zx € ).

Teorema 3.7 (Borsuk). Seja 2 C R" aberto, limitado e simétrico com respeito a 0 € 2. Seja
f € C(Q) uma fungao tmpar com 0 & f(0Q). Entdo d(f,Q,0) é impar.
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Demonstragao. Suponha inicialmente que f € C*(Q) e J¢(0) # 0. Entao é suficiente encontrar
uma fungao g € C*(£2) fmpar tal que 0 & g(S4(R2)) e g é suficiente préxima de f. De fato, por (d5),
temos
d(f,9,0) =d(g,Q,0) =sgnJy(0) + > Jy(x).
0#x€g—1(0)

Uma vez que g(x) = 0 se, e somente se, g(—z) = 0 e Jy(-) é par podemos concluir que o somatério
acima é par. Como, por hipétese, 0 & g(Sy), entdo sgn.J,(0) # 0. Logo, teremos que d(f,€2,0) é
impar, conforme desejamos.

Vamos definir g de maneira indutiva. Para tanto, seja ¢ € C'(R) fmpar tal que ¢'(0) = 0 e

f(z)

©(t) = 0 se, e somente se, t = 0. Defina entio Q; = {z € Q : z; # 0} e f(z) = —— para

p(1)

x € ;.De acordo com o Lema de Sard podemos encontrar y' ¢ f(Sf(Ql)) com |y!| tao pequeno
quanto se queira. Considere g;(z) = f(z) — ¢(z1)y'. Desta forma g; € C*(Q) é fmpar e préxima
de f em Q. Vamos mostrar que 0 é um valor regular para g; em €2;. Para tanto observe que, neste
conjunto, g1(z) = @(z1)(f(z) — y') e portanto

gi(@) = p@)f (@) + ¢ (2)(f(z) —y"), =€

Se z € O é tal que g1 (z) = 0 entdo f(z) = p(21)y’, isto &, f(x) = y' e portanto
gi(@) = p(@)f' (@), Vaeing ).
Uma vez que p(x1) #0ey! ¢ f(Sf(Ql)) concluimos que ¢1(z) é ndo singular para todo x € ; tal
que g1 (z) = 0, conforme desejdvamos.
Suponha agora que j temos uma fungao fmpar g, € C*(Q) préxima de f tal que 0 € gi(Sy, ()
para algum k < n. Defina entao

grr1(z) = gr(z) — <P($k:+1)yk+1

com |y**1| pequeno e tal que 0 é valor regular para gy no conjunto {x € Q: xx1 # 0}.

Naturalmente g1 € C'(Q) é fmpar e préxima de f em Q. Se z € Q11 e 7341 = 0 entdo
T € Q, grr1(w) = gr(x), gy1(x) = gi(w) e portanto Jy, ., (z) # 0. Desta forma concluimos que
0 & grt1(Sgr i (Qt1)) € portanto g = g, € C*(Q) ¢ fmpar, préxima de f em Q e é tal que 0 &
9(Sg(£2\ {0})), pois 2, = Q\{0}. Temos também, pelo passo de indugao, que ¢'(0) = g1(0) = f'(0)
e portanto 0 & g(S,(£2)) o que finaliza a demonstragao para o caso em que f € C1(Q) e J¢(0) # 0.

Para o caso geral aproxime f € C(Q) por g; € 61(9). Seja g2 = 3(g91(x) — g1(—x)) a parte
impar de g;. Escolha agora um J positivo que nédo seja autovalor de g'2 (0). Seja f =go — 0 -id.
Entdo f € ' (Q) e é impar. Afirmamos que Jf~(0) # 0. De fato, observe que

F(0) = g5(0) =6 -id

e que, como § nao é autovalor de g/Q(O)7 temos

J7(0) = det(f(0)) = det(g,(0) — 8 - id) # 0.

O leitor nao terd dificuldade de mostrar que, tomando g; suficientemente préxima de f e ¢
pequeno teremos f préoxima de f. Assim d(f,Q,0) = d(f,,0), que é impar. ]
O resultado seguinte é uma generalizacao imediata do teorema.

Corolario 3.8. Seja Q C R™ aberto, limitado e simétrico em relagio ¢ 0 € Q2. Seja f € C(Q) tal
que 0 & f(OQ) e f(—z) # Af(x) em OQ para todo A > 1. Entdo d(f,Q2,0) é impar.

Demonstragao. Consideremos a homotopia h(t,z) = f(z) —tf(—x) parat € [0,1] e z € Q.
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Esta homotopia é admissivel porque h(t,z) é continua em (¢,2) com h(0,2) = f(x) e h(1l,z) =
f(z) — f(—x), que é uma fungado impar. Além disso, se t # 0 e z € 9 temos h(t,z) # 0 se, e 6 se,
f(=z) # 1f(x) o que ¢é verdade por hipétese. Assim, h(t,xz) #0 set € (0,1] ez € 9. No caso
t =0, h(0,2) = f(x) e por hipdtese 0 ¢ f(0N).

Logo h(t,z) define uma homotopia admissivel em R™ \ {0} entre a f e uma funcdo g impar, o
que nos dé, de acordo com o Teorema 3.7, d(f,Q,0) = d(g,,0). |

Vamos agora fazer algumas aplicagoes do Teorema de Borsuk.

Corolario 3.9 (Borsuk-Ulam). Seja Q C R™ aberto, limitado e simétrico com respeito a origem
e f: 00 — R™ continua com m < n. Entdo f(x) = f(—x) para algum x € OS.

Demonstragao. Suponha o contrério, isto é, que g(z) = f(x) — f(—z) # 0, para todo z € 99.
Seja entao g a parte impar da extensao continua de g para todo o R™, a qual é também continua.
Seja agora § : Q — R" dada por
g=(g(z), 0,0,...,0 ).
——

n—m termos

Naturalmente §(—z) = —g(z) para z € 9Q. Como 0 ¢ G(0Q) e § é impar, pelo Teorema de
Borsuk, d(g,£2,0) # 0. Por (d5) temos que d(g,9,y) = d(g,,0) # 0 para todo y em alguma bola
n-dimensional B,.(0). Desta forma (d4) implica que §(Q) contém um aberto de R™, o que é um
absurdo tendo em vista a definicao de §. |

Uma aplicagao deste resultado a um problema metereolégico é a de que existem dois pontos
opostos sobre a Terra que tém a mesma temperatura e pressao. Se assumirmos que a temperatura e
a pressao variam continuamente sobre os pontos da Terra, teremos um caso particular do corolario
com a superficie da Terra sendo 02, n =3 e m = 2.

Finalmente, nés podemos aplicar o Teorema 3.7 para encontrar uma condigdo suficiente para
que uma aplicagao continua f seja aberta, ou seja, uma fungao que leva subconjuntos abertos de
seu dominio em subconjuntos abertos do contra-dominio. Para tanto vamos exigir que a aplicagao
f:R™ - R"™ seja localmente injetiva, isto é, para todo x no dominio de f existe uma vizinhanga
U, tal que f|y, é injetiva.

Teorema 3.10. Seja Q2 C R™ aberto e f: Q — R" continua e localmente injetiva. Entao f € uma
aplicacao aberta.

Demonstragido. Queremos provar que se V C Q é aberto entdo f(V) também é aberto, logo
mostraremos que se xg € V temos que f(xo) é um ponto interior de f(V'). Isto é equivalente a dizer
que existe s > 0 tal que Bs(f(zg)) C f(V).

Sem perda de generalidade, podemos considerar que g = 0 € 2 e f(0) = 0. Se ndo podemos
definir uma funcéo f : Q — o — R” dada por f(z) = f(z + x0) — f(z0).

Tomemos r > 0 tal que f|p, (o) ¢ injetiva, onde B,(0) C V. Consideremos, agora, a homotopia

1

) 7 <_1itx) para (t,z) € [0, 1] x B,(0).

Naturalmente h(t,z) é continua em (¢,x). Se h(t,xz) = 0 para algum ¢ € [0,1] entdo, como f é

localmente injetiva, o1 x = 11t x, e portanto x = 0. Desta forma 0 ¢ h([0,1],09). Como
h(l,2) = f(iz) — f(f%x) é uma funcao fmpar temos, pelo Teorema de Borsuk,

2
d(f,Br(0),y) = d(h(1,z), B-(0),0) # 0
para todo y em alguma bola B(0), donde se conclui que B4(0) C f(B,(0)). |
Vamos finalizar este capitulo com uma interessante aplicagao deste ultimo teorema.
Exemplo. Uma aplicagio f : R™ — R™ continua, localmente injetiva e tal que lim |f(x)] = oo

||
é obrigatoriamente sobrejetiva. De fato, f(R™) € aberto de acordo com o Teorema 3.10. Vamos
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mostrar que f(R™) é também fechado. Se f(x,) — y entio (x,) € limitada e podemos, passando
para uma subsequéncia se mecessdrio, supor que T, — xgo. A continuidade de f nos garante que
flxo) = y. Assim f(R™) € aberto e fechado em R™, o que implica, pela conexidade de R™, que
F(R") =R n



Capitulo 4

A Formula do Produto

Neste capitulo apresentaremos uma importante formula que relaciona o grau de uma aplicagao
composta gf com o grau de g e f. Aqui, e no que se segue, denotaremos por gf a composicao entre
ge f,istoé (9f)(z) = g(f(x)). _

Seja 2 C R™ aberto limitado e f € C(f2). Sabemos, por (d5), que d(f,$2,y) é o mesmo inteiro
para cada y em uma mesma componente conexa K de R™\ f(9). Com base nisto denotaremos
este inteiro por d(f,, K). Tendo em vista a compacidade de f(92) nds temos uma componente
conexa ilimitada K., de R™\ f(9€Q) se n > 1, e duas componentes caso n = 1. Neste tltimo caso
denotaremos por K, a uniao destas duas componentes ilimitadas.

Por fim note que, como R™\ f(0N2) é aberto, as componentes conexas K; sdo conjuntos abertos.
Para cada i podemos escolher z; € K; e encontrar ¢; tal que B; = B.,(x;) C K;. Sabemos
também que tais bolas sao duas a duas disjuntas, visto que as componentes conexas de um conjunto
determinam uma particao do mesmo. Podemos entao escolher, em cada B;, um ponto y; com todas
as entradas racionais. Dessa forma estabelecemos uma bijecao entre as componentes conexas K; e a
colegdo de pontos y;. Como o conjunto dos niimeros racionais é enumeravel e a unido de conjuntos
enumeraveis é enumeravel concluimos que a cole¢cao y; é enumeravel. Fica assim mostrado que o
conjunto das componentes conexas K; é um conjunto enumeravel.

Estamos prontos para enunciar e provar o

Teorema 4.1. Sejam 2 € R™ aberto e limitado, f € C(Q) , g € C(R™), K; as componentes conexas
limitadas de R™\ f(02) ey & (gf)(0). Entao

d(gf,Qy) = Zd(f, O, K;) - d(g, Ki,y)

onde somente uma quantidade finita de termos € diferente de zero.
Demonstragao. Dividiremos a demonstragao em trés partes:

la Parte. Uma vez que f({) é compacto, segue que existe r > 0 tal que f(Q) C B,(0). Seja
M = B,(0) N g~!(y). Temos que M é compacto e M C R\ f(99), o que segue da hipétese de que
y & (9£)(09). , .

Temos ainda que R™\ f(09Q) = |J,K; K, visto que as componentes conexas K; de R\ f(912)
determinam uma particdo de R™\ f(9€2). Desta forma M C UlKl e, portanto | J; K; é uma cobertura
aberta do compacto M, admitindo portanto subcobertura finita M C K1 UKo U ... UK, U Kpyq,
em que Kpi1 = Koo N Bry1(0).

Assim d(f,Q,Kp+1) = 0 e, para j > p+ 2, tem-se K; C B,.(0) e g~ *(y) N K; = &, e portanto
d(g, K;,y) = 0. Segue que o somatério do enunciado do teorema ¢ finito.

2a Parte. Vamos checar o teorema para y regular. Suponhamos entdo que f € C'(Q), g €
C*R") e (9f)"*(y) N Sys = . Em primeiro lugar temos que (gf) (z) = g (f(z))f (z) e, portanto
sgndgr(z) = sgndy(f(z)) - sgndy(x).
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Por defini¢ao, temos

d(gf,Q,y)

Z sgn Jgr(x) =

z€(gf)~(y)

_ > sgny(z) sgnJy(z) =

z€g~(y), z€f~1(2)

= Z sgnJy(z) Z sgnJy(z)| =

z€f(Q),2€971(y) z€(f)~1(2)
= Z sgndy(z) - d(f,Q, z).
z€f(2),z€97(y)
Observemos que z € f(Q2) pode ser substituido por z € B,.(0)\ f(99), uma vez que d(f,2,2) =0

para z ¢ f(Q2). Aplicando (d2), tendo em vista que os K; sao disjuntos, temos

d(gf,Qy) = > sgny(2) - d(f, 9, 2)

z€971(y),2€Br(0)\f(0Q)

= Z Z SgnJg(Z) ' d(f7QaZ)
i=1

2€K;Ng~1(y)

P

= > df.QK) Y sgnly(2)

i=1 2€K;Ng=1(y)

Como o grau é o mesmo inteiro para todo z em K; teremos

d(gf,y) = de,QK d(g, Ki, y)-

Pela definigao do grau é claro que tal férmula continua vélida se (gf) ™ (y) N Syr # @.

3a Parte. Agora vamos considerar o caso geral f € C(2) e g € C(R"). Sejam

Sm = {2z € Br11(0)\f(09) : d(f, 9, 2) = m}

Ny, = {i e N: d(f,Q, K;) = m}.

Verifiquemos que Sy, = ;e y, Ki. Com efeito, se z € Sy, entao z € Br11(0)\f(00) e d(f,Q, 2) =
m. Como necessariamente z € K; para algum K;, segue que d(f, 2, K;) = m. Portanto, se z € K;
com i € N,,, entao z € UieNm K;. Por outro lado, se z € UiENm K;, entao z € K; para algum
i € Ny, e portanto d(f, 2, z) = m. Como K; é uma componente conexa limitada, K; C B,y1\f(99)
e, portanto z € 5,,. Segue entao que

ZdﬁﬂK d(g, Ki,y) = Zled(g,m,y)l-

meN 1€ N,

Como Sy, = U K; podemos utilizar (d2) na expressdo acima e obter
i€N,,

de,QK) Zmdg, Sy Y)-
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Resta entao mostrar que

(4.1) d(gf, 9 y) Zm d(g, Sm.y).

Observemos que 95, C f(9f). De fato, suponhamos que exista z € 9, tal que z € f(99Q).
Entao z € R™\ f(09) e portanto existe i € N tal que z € K;, que é aberto. Logo existe B.(z) C K;
tal que d(f, 2, 2") = m é constante para z’ € B.(z). Uma vez que z € 0Sy,, Be(2) N(R™"\S,,) # D e
portanto existe z’ € B.(z) tal que 2’ € S,,,. Assim, d(f, 2, z') # m com 2’ € B.(z), uma contradigao.

De 9S,, C f(02) e g € C(R™) temos que g(0S,,) C g(f(09)), e portanto y & g(dSy), j4 que
y & (gf)(09). Desta forma existe go € CH(R") tal que d(go, Sm,y) = d(g, Sm,y) para todo m.
Além disso

Definimos agora My = B,41(0) N gy *(y). Se for My = @ entdo a equacio (4.1) é trivialmente
satisfeita. Vamos entao considerar o caso em que M, é nao vazio.

Visto que My é compacto e y & (gof)(0€), temos que (Mo, f(92)) > 0. Com efeito, se
existir z9 € My tal que o(xg, f(O2)) = 0, entdo zg € f(92). Como go(xo) = y, terfamos que
y € (90f)(092), o que é absurdo.

Agora escolhemos fy € C1(Q) tal que

|f = folo < o(Mo, f(89)) e fo(Q) C Br41(0)

e definimos
- {Z S Br+1(0)\f0(69) : d(fo,Q7Z) = m}

Dado z € My temos que o(z, f(0Q)) = o(Mo, f(02)) > |f — folo e, portanto | f — folo < o(z, f(OR)).
Entdo, por (d5), d(f,Q,z) = d(fo,Q, z). Segue dessa observacio que My N S,, = My N Sy, 0
que implica que ambos os conjuntos estdo contidos em S,, N S,,. Verifiquemos entdo que y o4
90(Sm\(Sm N Sp)). De fato, se nio fosse assim, existiria z € Sy, \(Sm N Sm) tal que go(z) =y e
isso é um absurdo pois S, N My C Sp, N S,,. Desta forma, por (d7), temos que

d(g()a Sm; y) = d(g(Ja Sm N Swmy) = d(g()7 Smay)

Entao, de acordo com a 2a parte e com esta tltima observagao, temos que

ZmdQO; myY Zm nga myY )
= Y m-d(g,5my)-

Por (4.2) basta que verifiquemos que d(go fo, 2, y) = d(gof, 2, y). Considere entao

h(t,z) = go(f(z) +t(fo(zx) — f(z)).

Vamos mostrar que y € h([0, 1] x 92) e portanto o resultado segue de (d3). Suponha, por absurdo,
que y € h([0,1] x 9) para algum (to,zo) € [0,1] x Q. Assim z = f(z0) + to(fo(zo) — f(z0)) é tal
que go(z) =y, donde se conclui que z € My. Assim

o(Mo, f(092)) < [z — f(zo)| = [t(fo(zo) — f(z0))]
< |f = folo < o(Mo, f(052)),

o que é um absurdo. O teorema estd portanto demonstrado. |

d(90f07 Q> y)
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4.1 O Teorema de Jordan

Passaremos agora a considerar o Teorema da Separagao de Jordan, um resultado que é intuitiva-
mente trivial, mas cuja demonstragao requer um tratamento bastante elaborado. Considere entao
0 seguinte teorema

Teorema 4.2 (Jordan). Seja C C R? o trago de wuma curva fechada sem auto-intersec¢oes.
Entao C' divide o plano em duas componentes conexas G1 e Go. Além disso, C = 0G1 = G e
G = RAG.

Pode-se provar que este teorema é equivalente ao seguinte

Teorema 4.3. Seja C C R? o trago de uma curva homeomorfo a 0B1(0), entio R*\C' tem exata-
mente duas componentes conexas.

A demostracao deste fato pode ser encontrada em [3]. Nosso objetivo daqui por diante é gener-
alizar este ultimo teorema. Vamos entao enunciar e provar o

Teorema 4.4. Sejam Qq,Qs C R™, conjuntos compactos e homeomorfos um ao outro. Entdo
R™\Q; e R"\Qy tém a mesma quantidade de componentes conexas.

Demonstragdo. Sejam h : ©; — Q5 0 homeomorfismo entre tais conjuntos, k a extensdo continua
de h para todo o R”, A1 : Qy — Q; a inversa de h e h~1 a extensdo continua da inversa ao R™.
Note que h~! nao é, necessariamente, a inversa de h.

Denotemos por K; as componentes conexas limitadas de R\ e por L; as componentes conexas
limitadas de R™\€Qy. Observe inicialmente que 0K, C ;. De fato, suponha que z € 0K, NR™"\;.
Entéo existiria [ € N tal que = € K;. Como K; é aberto teriamos B.(x) C K; para algum ¢ > 0.
Uma vez que € 0K deverfamos ter j = [, isto é, B.(xz) C K; o que iria contradizer o fato de
x € 0K;. Da mesma forma se prova que 0L; C .

Fixemos entao j e denotemos por G, as componentes conexas limitadas de R"\h(9K;). Uma
vez que h(0K;) C Qs temos

UL =R"\Q c RM\L(OK;) = | G,

(3

Lembrando que componentes conexas sao conjuntos conexos maximais a inclusao acima nos permite
concluir que para cada i existe g tal que L; C G4. Em particular, Lo C Go. Considere y € Kj.
Por (d6), temos que o

d(h™'h, Kj,y) = d(id, K;,y) = 1

e pela féormula do produto, temos

1=d(h™'h,Kj,y) =Y _d(h,K;,Gg)d(h™",Gq,y).

q

Observe agora que, de acordo com a la parte da demonstracdo da férmula do produto,
d(h™1, L;,y) = 0 para todo i suficientemente grande. Desta forma, definindo N, = {i : L, C G},
podemos utilizar (d2) e obter

d(i1717Gq’y) = Z d(ilileiay)'

i€N,



Capitulo 4. O Teorema de Jordan 33

Note também que d(h, K;,G,) = d(h, K, L;) para todo i € Ny. Desta forma temos

1

> d(h, K;,Gg)d(h™, Gy, y)

>N d(h, Kj, Li)d(h™", Li,y)

q iEN,

Zd(il,Kj,Li)d(ilil,Li,Kj), para todo ]

Repetindo o mesmo raciocinio com 4 fixo, obtemos

1:Zd(ﬁ7Kj,Li)‘d(l}il,Li,Kj)7 para todo .
J

Assim, se R™\Qy tem um ntdmero finito m de componentes conexas limitadas, pelas igualdades
acima concluimos que

m = i1= N > d(h,K;, Li)-d(h™, L, K;)
i=1 i=1| j
= > zm:d(h,Kj,Li) dh™" Li, Kj)| =Y 1=m,
J i=1 J

isto é, existem somente m componentes K; também, e vice-versa. Desta forma R"\€; e R™\ Q5 tém
0 mesmo numero finito de componentes ou ambos tém uma quantidade enumervel de componentes.
[ ]



Apeéendice A

Resultados Diversos

Este apéncide contém alguns conceitos e resultados que foram utilizados na construcao e aplicagao
do grau topolégico. Na tultima secao apresentamos uma interessante relagao entre o grau e o indice
de rotacao de uma curva.

A.1 Conjuntos de Medida Nula

O conjunto [a1,b1] X «-+ X [an,by] C R™ serd chamado retdngulo fechado. Um retangulo aberto
¢é definido de maneira andloga, bastando para isso que tomemos intervalos abertos. O wvolume do
retangulo fechado é, por defini¢do, o produto do comprimento de cada um dos intervalos que definem
o retangulo

vol(B) = H(bi —a;).

Definiremos o volume do retangulo aberto como sendo o mesmo do retangulo fechado. Observe que
para n = 1 o volume de retangulo é o comprimento do intervalo que o define, para n = 2 o volume
é a area e para n = 3 a definigao coincide com a noc¢ao usual de volume.

Definigao A.5. Um conjunto X C R"™ tem medida n-dimensional nula quando, para todo € > 0
dado, for possivel obter uma familia enumerdvel Cy,Cs, ... de retangulos fechados contidos em R™
tal que

X C [j C; e ivol(@-) <e.
i=1

=1

Naturalmente todo subconjunto de um conjunto de medida nula também tem medida nula. Um
conjunto finito X = {z1,z2,...,2x} tem medida nula. De fato, para cada i = 1,...,k podemos
definir retangulos fechados C; tais que x; € C; e vol(C;) = 5. Assim o os retangulos Ci, ..., Cy
cobrem X e a soma dos volumes de tais retangulos é igual a £. Mais geralmente, vale o seguinte

5
teoremas:

Teorema A.6. Seja X = {x1,22,...} CR"™ um conjunto enumerdvel. Entao X tem medida nula.

Demonstragao. Seja dado e > 0. Para cada ¢ € N escolha um retangulo fechado C; contendo z;

e tal que vol(C;) < 5. Com esta escolha obtemos um familia de retangulos fechados que cobre X

e étal que Y7 vol(Cy) < Y%, & =e. [ |
A demonstracdo do teorema acima nos fornece imediatamente o seguinte resultado.

Corolario A.7. Uma unido enumerdvel de conjuntos de medida nula € um conjunto de medida
nula.

Dado um retangulo B = [ay,b1] X - -+ X [an, by] C R™, se tivermos b; > a; para todoi=1,...,n,
entao B nao pode ter medida zero. De fato, se C1,Co,... é uma cobertura de B por retangulos
fechados, deve-se ter Y=, vol(C;) = vol(B). De uma maneira mais geral todo conjunto de medida
nula deve ter interior vazio. O leitor esta convidado a mostrar que a reciproca nao é verdadeira.

O préximo resultado é um teorema que foi utilizado na demonstragdo do Lema de Sard.

Teorema A.8. Todo conjunto aberto em R™ pode ser escrito como uma unido enumerdvel de cubos

fechados que se interceptam somente e possivelmente na fronteira.

Demonstragao. Seja Ky o conjunto de todos os cubos fechados de lado unitario cujos vértices
sao pontos de coordenadas inteiras. Podemos dividir cada cubo de Ky em 2™ subcubos fechados
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dividindo a aresta do cubo original ao meio. Denotemos por K7 o conjunto de todos esses subcubos.
Prosseguindo com este raciocinio obteremos uma sequéncia de conjuntos Ky, K1, ... onde cada K;
contém cubos de aresta % Naturalmente cada K; é um conjunto enumeravel. Dado um aberto
Q C R™ seja Sy o conjunto de todos os cubos de Ky que estao contidos em (2. Construa agora Sp
como sendo o conjunto de todos os cubos de K; que estdo contidos em €2 mas com a propriedade
de que nenhum cubo de S; é subcubo de algum cubo de Sy. Prosseguindo dessa maneira obtemos
um sequéncia de conjuntos Sy, S1, ... de cubos fechados cuja uniao é o conjunto 2. De fato, dado
x € (2, existe uma vizinhanca V,, de x totalmente contida em 2. Tendo em vista que podemos tomar
cubos tao pequenos quanto se queira existe um cubo contendo z e que esta contido na vizinhanga
V;. Como uma uniao enumeravel de conjuntos finitos é enumeravel o teorema estd demonstrado.
]

A.2 Extensao de Fungoes Continuas

O seguinte teorema é uma ferramenta 1til na demonstragdo de diversos resultado de Anélise.

Teorema A.9. Seja A CR" compacto e f: A — R" continua. Entdo existe uma fungdao continua
f:R™ = R” tal que f(z) = f(z) para z € A.

Demonstragao. Seja {a',a?,---} C A enumerdvel e denso em A. Um tal conjunto pode ser

construido da seguinte maneira. Sabemos que A C |J Bi(x), que é uma cobertura por abertos
z€A
de A. Como A é compacto existe subcobertura finita. Logo, apds uma reordenagdo, temos A C

Bi(z}) U...U By(z}, ). Defina entdo By = {«f,...,z;, }. Considere agora a cobertura A C

U Bi(z) e construa, como acima, By = {x2,..., 22, }. Fazendo o raio da cobertura ser +, em que
3 2 n

z€A
n percorre os naturais, vamos obter uma quantidade enumerdvel de conjuntos finitos B,,. O leitor

néo tera dificulade em mostrar que B = |J B,, é enumeravel e denso em A.

n
Uma vez provado a existéncia de {a',a?,---} C A enumerével e denso em A defina, para cada
1eN _
, |z — a’|
i(r) =max{2— —=, 0 ara r & A.
i) { e ¢

Com isto temos que ¢; é continua em R™"\A e 0 < p;(z) < 2 para todo z € R"\ A. Vamos agora

verificar que
-1

h(z) = Z 27 pi(x)

define uma fungéo h : R"\A — R continua. Para tanto, basta mostrar que, se z € R™\ A, entdo
exsite j € N tal que ¢;(x) > 0. Note inicialmente que, como A é compacto, existe a, € A tal
que o(x, A) = |z — a;|. Como o conjunto {a',a?,---} é denso em A podemos obter j € N tal que
laz — a’| < o(z, A). Para este j temos

2_\$—aj| > 2_<|x_%|+|ax—aj>

o(x,a) oz, a)
—a’l
= 1- M >0,
o(z, a)
isto é, @;(x) > 0. Com base nisto vamos definir
f(z) ,sex €A

h()Y 27%i(x)f(a’) ,sex g A

i>1
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Naturalmente f é uma extensao de f. Vamos mostrar que, fixado ¢ € R", entao f é continua em
Tg. Vamos dividir nosso trabalho em trés casos distintos.

Caso 1. xg € intA.

Neste caso, como o interior de A é aberto, existe v > 0 tal que B, (x¢) C intA C A. Assim a
funcao f coincide com f nesta bola. Como f é continua em z( e a continuidade é uma caracteristica
local concluimos que f é também continua em xy.

Caso 2. 29 € R"\ A.
Como A é fechado, o seu complementar é aberto. Logo existe § > 0 tal que B = Bjs(xo) C R™"\ A
e portanto

f@)=h(2)Y 27" pi(2) f(a'), x€B.

i>1

Como h é continua em B o resultado segue se mostrarmos que Z 27 () f(a") é continua em B.
i>1

Denotemos f = (f1,..., fn) e fixemos j € {1,...,n}. Precisamos somente mostrar que a fungao
22’i<pi(m)fj(ai) é contfnua em B. Note inicialmente que 27 %p;(x)f;(a’) é continua para todo
i>1

i. Lembrando que o limite uniforme de fungées continuas é continuo ( cf. [1] ) precisamos apenas
varificar que esta tltima série converge uniformemente. Fazendo M; = max fj(z) temos

IS

—i i f'(ai)
S 2 ele)fa) < 2) B0
i>1 i>1
1
< 2MJZ§:2MJ
i1

Como h(x) j4 é continua concluimos, pelo teste de Weierstrass, que cada fun¢do coordenada f] é
continua. Deste fato segue a continuidade de f ( cf. [2] ).

Caso 3. zg € 0A.

Dado € > 0 existe < 0 tal que |f(z) — f(zo)| < € sempre que |z — xo| < 2. Considere entdo
B = Bys(x) e B = Bs(xo). Vamos mostrar que para todo = € B vale |f(z) — f(zo)| < e. O caso
em que z € BN A segue imediatamente da definicao de f e da continuidade de f. Analisemos entao
o caso em que z € BN (R™\A). Para um tal z temos

f@) = f@o)| = |p@) | Y2 e@)f(a") | = flao)

i>1

h(x) Y27 () [f(a') — f(z0)]|-

i>1
Seja agora i € N tal que a’ ¢ B, isto é, |v — a?| > 25. Temos

i), ke, B,

2_ = - T | =
o(z, A) |x — o] )

ou seja, p;(x) = 0 sempre que a’ ¢ B. Desta forma os termos da tltima série se anulam sempre
que a* ¢ B. Para os outros indices temos a* € B e portanto |f(a*) — f(x¢)| < €. Levando em conta
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esta observagao e a ultima expressao podemos escrever

F@) = fao)| < hi@) > 2 (@) | fla) ~ fwo)]

i>1

< e-h(z) Z 27 pi(x) = €.

i>1

Desta forma temos

f(z) = f(xo)’ <e sempre que |x — xg| < 0,

isto é, f é continua em xg. |

A.3 Grau e Indice de Rotacao

Seja I' C C uma curva fechada e a € C um ponto que nao pertence a I'. Vamos estudar a integral

Ia:/ dz
Z—a

r

O trago de uma curva fechada divide o plano complexo em componentes conexas. Se o ponto
a estiver na componente conexa ilimitada podemos concluir, usando o Teorema de Cauchy, que
a integral acima é zero ( ver [7] ). Assim vamos considerar somente o caso em que o ponto a se
localiza em alguma componente conexa limitada de C\ T.

Defina f(z) = z 4+ a e note que I' = f(T), em que I' é uma translacio de I' por —a. Assim, o
Teorema de Mudanca de Varidveis nos permite escrever:

I—/ dz _/ dz _ %
@) z—a z—a z

r £ r

Esta observagao nos permite considerar somente o caso a = (0,0). Afim de fixar idéias suponha que
I' é uma circunferéncia centrada na origem, isto é, I' ¢ dada por z() = €™’ 0 < 6 < 27. Neste
caso temos 2/(0) = ine™? e portanto

2m

21
/ s inf
/@:/z(e)d(}:/mg do = 2min.
z 2(9) emé
T 0

0

Observe que, com esta parametrizagao, a curva I' executa n voltas em torno da origem. Se [ é uma
curva fechada qualquer que da n voltas em torno da origem podemos “deformar” I na circunferéncia
I". Assim é natural pensarmos que o valor da integral I, é 2w¢ multiplicado pelo niimero de voltas
que a curva executa em torno de a. Com base no que foi dito é natural a seguinte defini¢ao

Definicao A.10. Seja I' C C uma curva fechada e a ¢ I'. O indice de rotacao de I' com respeito

ao ponto a € o niumero
1 dz
w(l,a) = —/

21 ) z2—a’
r
Pode-se mostrar que w(I',a) é sempre um nimero inteiro. Além disso o indice é invariante por
homotopia, isto é, duas curvas homotépicas tém o mesmo indice com respeito a um mesmo ponto.
Tais demonstragoes, bem como outros resultados sobre o indice, podem ser encontradas em [7].
Sejay : [0,1] — C uma curva fechada continua. Podemos olhar para 7 como sendo uma aplicagao
continua f que tem como dominio S = dB;(0). De fato, lembrando que existe um homeomorfismo
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h entre (0,1) e S — (1,0) basta que definamos f(z) = v(h=1(2)) e f(1,0) = v(1). Desta maneira,
se a & ’y([O 1]) = f(S), podemos estender continuamente a fungdo f para toda a bola fechada, e
sabemos que d(f, B1(0),a) é independente dessa extensdo. Nosso objetivo é mostar que

d(f7 Bl(o)aa) = w(f(S),a)

A esta altura ja podemos supor que f € ' (B1(0)) e que a é valor regular de f com f~!(a) =

{z1,22,...,2™}. Portanto é suficiente mostrarmos que
1 dz - &
— = sgnJy(z
2w z—a Z gnts (")
(%) h=t

Para tanto seja § tal que Uy = Bs(z") sdo disjuntos, sgn.J;(z¥) é constante em Uy, e f restrita a
Uy, é um homeomorfismo de Uy, em f(Uy). Denotanto por Si = 90Uy temos que, como f restrita a
Uy, é injetiva, f(Sk) é uma curva de Jordan que possui a em sua regiao interior. Observe também
que f(Sk) mantém ou inverte a orientacao de Sy conforme seja Jy(z) > 0 ou Jy(z) < 0.

Considere agora G = B;(0) \ |JUx. Como o complementar de G é uma unido de abertos e G
é limitado, temos que G é compacto. Uma vez que f(z) # a em G e a fungdo |f(z) — a| assume
minimo em G, existe a > 0 tal que |f(z) —a|] > o em G. Vamos utilizar agora a continuidade

uniforme de f em G para dividir G em retdngulos tais que |f(2) — f(2)| < % em cada retangulo R.

Se denotarmos por I'r = (RN G) veremos que f(I'g) é uma curva fechada que ndo dé nenhuma
volta em torno de a, o que indica que w(f(I'g),a) = 0.
Com uma orientagdo conveniente das nossas curvas podemos somar sobre todos sobre todos os

retangulos R e obter
/ z—a Z / i—a

f(5) =1f(sn)

Como Sy tem orientacio anti-hordria e a orientacdo de f(Sy) é determinada por sgnJ;(z*) obtemos

que
d
/ G- —sgnJs(2F)2mi.

Z—aQ
f(Sk)

Desta ultima expressao segue que

dz = &
/ P ) g sgnJy(z"7),

1(9) h=t

o que conclui a demonstragao. |
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