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RESUMO

No presente trabalho, apresentamos uma versão de um teorema do tipo Ponto de Sela que nos

fornece pontos crı́ticos para uma classe de funcionais definidos em espaços de Hilbert. O teorema

baseia-se em um resultado de Lazer & Solimini e utiliza fundamentalmente Teoria de Morse em

dimens̃ao infinita. O resultado abstratoé aplicado na obtenção de multiplicidade de solução para

um problema elı́ptico semilinear com dupla ressonância. Obtemos também alguns resultados de

exist̂encia para problemas relacionados.
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ABSTRACT

In this work, we present a version of a Saddle Point theorem that provide us with critical points

for a class of functionals defined in Hilbert spaces. The theorem is based in a result of Lazer &

Solimini and uses mainly Morse Theory in infinite dimension. The abstract result is applied to

obtain multiplicity of solution for a semilinear elliptic problem at double resonance. We have also

obtained some existences results for related problems.
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CAPÍTULO 1

Introduç ão

Neste trabalho obtemos uma generalização de um resultado de Lazer & Solimini, o Teorema 1.1

em [11], que assegura a multiplicidade de pontos crı́ticos para o funcionalI : H → R definido em

um espaço de HilbertH, sob as hiṕoteses do Teorema do Ponto de Sela devido a Rabinowitz [15].

Essa generalização permite obter novos resultados de multiplicidade de solução para os problemas

eĺıpticos semilineares duplamente ressonantes em que estamos interessados. Estudamos também

o problema de existência de soluç̃ao para problemas do mesmo tipo.

A exist̂encia de pontos crı́ticos est́a usualmente relacionada a alguma condição de compacidade

satisfeita pelo funcionalI, como as bem conhecidas condições de Palais-Smale (PS) e de Cerami

(Ce). Usamos aqui aquela utilizada por Silva em [18], a condição de Cerami Forte (SCe) (ver

Definição 3.0.1), que exige mais do que a condição (Ce), maśe mais geral do que (PS).

Denotando porm(I, 0) [m(I, 0)] o ı́ndice de Morse [ı́ndice de Morse aumentado] de um fun-

cionalI ∈ C2(H,R) no ponto 0, podemos enunciar o resultado principal como se segue

Teorema A. SejaH = V ⊕ W um espaço de Hilbert comW = V ⊥ e V de dimens̃ao finita.

Suponha queI ∈ C2(H,R) satisfaz(SCe), 0 é um ponto cŕıtico isolado deI, I ′′(0) é um operador

de Fredholm edim V < m(I, 0) oum(I, 0) < dim V . Se, aĺem disso,

(I1) Existeβ ∈ R tal que

I(v) ≤ β, ∀ v ∈ V,

(I2) Existeγ ∈ R tal que

I(w) ≥ γ, ∀w ∈ W,

1
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ent̃ao I possui pelo menos um ponto crı́tico não nulo.

Este resultado generaliza o de Lazer & Solimini [11], desde que a condição (I1) não implica

na anticoercividade do funcionalI emV , e a condiç̃ao (SCe)́e mais geral do que a condição (PS),

exigida em [11].

A demonstraç̃ao do TeoremaA baseia-se no estudo da estrutura topológica dos conjuntos de

ńıvel do funcionalI, feito por meio dos grupos de homologia. A falta de anticoercividade emV

é compensada por um lema de deformação , devido a Silva [18], que levaV ∩ ∂B(0, R), paraR

suficientemente grande, para baixo do nı́vel γ, dado por(I2), preservando a estrutura de enlace

entreV ∩ ∂B(0, R) e o espaçoW (cf. [17]).

O resultado abstratóe aplicado ao problema elı́ptico

(P )

{
−∆u = f(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

em queΩ ⊂ RN , N ≥ 1, é um doḿınio limitado com fronteira∂Ω suave, ef ∈ C1(Ω × R,R)

satisfazf(x, 0) = 0 e

(f1) Existe2 < σ < 2N
N−2

(2 < σ < ∞, seN = 1 ou2) e constantesa1, a2 > 0 tais que

|fs(x, s)| ≤ a1|s|σ−2 + a2, ∀x ∈ Ω, s ∈ R.

Observamos que essa regularidadeé necesśaria devido ao uso da Teoria de Morse. Além

disso, como estamos interessados em multiplicidade de solução , e tendo em vista que(P ) possui

a soluç̃ao trivial u ≡ 0, necessitamos de estimativas doı́ndice de Morse da solução trivial, e

assumimos que

(f2) fs(x, 0) 6≤ λj ou λj+1 6≤ fs(x, 0),

ondeλj é oj-ésimo autovalor de(−∆, H1
0 (Ω)), e usamos a notaçãofs(x, 0) 6≤ λj para indicar que

fs(x, 0) ≤ λj para todox ∈ Ω, com desigualdade estrita ocorrendo em um conjunto de medida

positiva.

O problema(P ) é dito ressonante (resp. duplamente ressonante) se

lim
|s|→∞

f(x, s)

s
= λj

[
resp.λj ≤ lim inf

|s|→∞
f(x, s)

s
≤ lim sup

|s|→∞

f(x, s)

s
≤ λj+1

]
,

uniformemente para q.t.p.x ∈ Ω. Problemas ressonantes foram inicialmente tratados por Landes-

man & Lazer [10], que consideraram a ressonância no primeiro autovalor. A partir deste trabalho,
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surgiram uma śerie de outros resultados que consideravam vários tipos de ressonância, e nos quais

a t́ecnica fundamental era a Teoria do Grau.

A partir de um resultado de Ahmad, Lazer & Paul [1], que estudam o caso em quef(x, s) =

λja(x)s + g(x, s) e
∫ s

0
g(x, t) dt → ∞, quando|s| → ∞, Rabinowitz [15] obteve existência

de soluç̃ao para o problema(P ) essencialmente com as mesmas hipótese em [1], mas por meio

do Teorema do Ponto de Sela, demonstrado por ele no mesmo artigo, e que se mostrouútil em

uma classe extremamente variada de problemas de equações diferenciais. Este celebrado artigo

impulsionou uma śerie de trabalhos, em que problemas ressonantes são abordados via ḿetodos

variacionais.

Os primeiros autores a tratar problemas de dupla ressonância foram Figueiredo & Berestycki

[7]. Em 1988, Costa & Oliveira [4] introduziram uma condição de dupla ressonância associada

ao potencialF (x, s) =
∫ s

0
f(x, t) dt, semelhantèa que usamos neste trabalho, impondo condições

nos limites

L(x) = lim inf
|s|→∞

2F (x, s)

s2
e K(x) = lim sup

|s|→∞

2F (x, s)

s2
, (1.0.1)

que s̃ao tomados aqui no sentido pontual:

(F1) λj ≤ L(x) ≤ K(x) ≤ λj+1, q.t.p. emΩ. SeL(x) ≡ λj, existeD+ ∈ L1(Ω) tal que

F (x, s) ≥ λj

2
s2 −D+(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

Em [4] foi considerada apenas a primeira parte da hipótese acima, ñao permitindo queL(x) ≡
λj. Além disto, aqueles autores consideram os limites em (1.0.1) de maneira uniforme emΩ,

e exigem tamb́em uma condiç̃ao de resson̂ancia do mesmo tipo para a função f(x, s). Aqui, a

uniformidade em (1.0.1),́e substitúıda pela condiç̃ao de crescimento

(F2) ExistemA ∈ L
N
2 (Ω) eB ∈ L1(Ω) tais que

|F (x, s)| ≤ A(x)s2 + B(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

As condiç̃oes(F1) e (F2) est̃ao essencialmente relacionadasà geometria do funcional asso-

ciado ao problema(P ). No que diz respeitòa condiç̃ao de compacidade (SCe), motivados pelo

trabalho de Costa & Magalhães [3], consideramos uma condição de ñao-quadraticidade local, que

envolve a funç̃aof(x, s) e o potencialF (x, s). Mais especificamente, admitimos a existência de

um subconjuntoΩ0 ⊂ Ω e uma funç̃aoC+ ∈ L1(Ω) tais que

(NQ)+





lim
|s|→∞

[f(x, s)s− 2F (x, s)] = +∞, q.t.p. emΩ0,

f(x, s)s− 2F (x, s) ≥ −C+(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.
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Como conseqûencia do TeoremaA, demonstramos o seguinte resultado:

Teorema B.Existe0 < α < |Ω| tal que, sef ∈ C1(Ω × R,R) satisfazf(x, 0) = 0, (f1), (f2),

(F1), (F2) e (NQ)+ com |Ω0| > α, ent̃ao o problema(P ) possui pelo menos uma solução ñao

trivial.

Tratamos tamb́em o problema(P ) com condiç̃oes de ñao-quadraticidade e ressonância duais

às condiç̃oes(NQ)+ e (F1). Considerando então a exist̂encia de um subconjuntoΩ0 ⊂ Ω e uma

funçãoC− ∈ L1(Ω) tais que

(NQ)−





lim
|s|→∞

[f(x, s)s− 2F (x, s)] = −∞, q.t.p. emΩ0,

f(x, s)s− 2F (x, s) ≤ C−(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

e

(F̂1) λj ≤ L(x) ≤ K(x) ≤ λj+1, q.t.p. emΩ. SeK(x) ≡ λj+1, existeD− ∈ L1(Ω) tal que

F (x, s) ≤ λj+1

2
s2 + D−(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ,

provamos o seguinte resultado

Teorema B’. Existe0 < α < |Ω| tal que, sef ∈ C1(Ω × R,R) satisfazf(x, 0) = 0, (f1), (f2),

(F̂1), (F2) e (NQ)− com |Ω0| > α, ent̃ao o problema(P ) possui pelo menos uma solução ñao

trivial.

Como última aplicaç̃ao do TeoremaA, estudamos o caso em que a ressonância ocorre no

primeiro autovalor. Nesta situação , substitúımos a condiç̃ao(F2) por

(F̂2) ExistemA ∈ L
N
2 (Ω) eB ∈ L1(Ω) tais que

F (x, s) ≤ A(x)s2 + B(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ,

estabelecendo o seguinte resultado

Teorema C.Sef ∈ C1(Ω × R,R) satisfazf(x, 0) = 0, (f1), (F̂2), K(x) ≤ λ1, λ1 6≤ fs(x, 0) e

(NQ)+ com|Ω0| > 0, ent̃ao o problema(P ) possui pelo menos uma solução ñao trivial.

Observe que, no resultado acima, exigimos somente que|Ω0| > 0. Poŕem, aparentemente, as

hipóteses que temos não s̃ao suficientes para tratar o problema de ressonância no primeiro autovalor

com a condiç̃ao(NQ)−.

Finalmente, observamos que os argumentos utilizados para demonstrar os resultados acima

nos permitem obter solução para(P ) mesmo quando ñao se conhece, a priori, nenhuma solução
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de (P ). De fato, utilizando um teorema de Ponto de Sela, devido a Silva [18], estabelecemos a

exist̂encia de uma solução para(P ), e supondo apenas quef ∈ C(Ω× R,R) e satisfaz

(f̂1) Existe1 < σ < 2N
N−2

(1 < σ < ∞, seN = 1 ou2) e constantesa3, a4 > 0 tais que

|f(x, s)| ≤ a3|s|σ−1 + a4, ∀x ∈ Ω, s ∈ R,

obtemos os seguintes resultados

Teorema D.Existe0 < α < |Ω| tal que, sef ∈ C(Ω × R,R) satisfaz(f̂1), (F1), (F2) e (NQ)+

com|Ω0| > α, ent̃ao o problema(P ) possui pelo menos uma solução .

Teorema D’. Existe0 < α < |Ω| tal que, sef ∈ C(Ω × R,R) satisfaz(f̂1), (F̂1), (F2) e (NQ)−
com|Ω0| > α, ent̃ao o problema(P ) possui pelo menos uma solução .

Teorema E.Sef ∈ C(Ω × R,R) satisfaz(f̂1), (F̂2), K(x) ≤ λ1, λ1 6≤ fs(x, 0) e (NQ)+ com

|Ω0| > 0, ent̃ao o problema(P ) possui pelo menos uma solução .

Estes tr̂es ultimos teoremas generalizam o trabalho de Costa & Magalhães [3], desde que estes

autores consideram limites uniformes em (1.0.1) e as condições(NQ)± comΩ0 = Ω. A condiç̃ao

de ñao-quadraticidade local também complementa o resultado de Gonçalves, Pádua & Carrĩao [8].
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Resultados Preliminares

Este caṕıtulo é dividido em tr̂es seç̃oes. Na primeira, apresentamos dois lemas de deformação.

A segunda trata da Teoria de Morse, bem como de sua relação com a teoria de pontos crı́ticos.

Finalmente, na terceira, apresentamos um resultado de aproximação que permite trabalhar com

pontos cŕıticos degenerados.

Primeiramente, fixamos as notações que serão utilizadas em todo o trabalho. Espaços de

Banach s̃ao denotados porE, enquantoH denota um espaço de Hilbert. Dado um funcional

I ∈ C1(E,R) eγ, β, c ∈ R, definimos

Iβ = {u ∈ E | I(u) ≤ β},
Iγ = {u ∈ E | I(u) ≥ γ},
K = {u ∈ E | I ′(u) = 0},
Kc = {u ∈ K | I(u) = c}.

Dadou ∈ E, A ⊂ E ed > 0, denotamos por‖u− A‖ a dist̂ancia deu at́e o conjuntoA,

‖u− A‖ = inf
v∈A

‖u− v‖ ,

e por(A)d ad-vizinhança deA,

(A)d = {u ∈ E | ‖u− A‖ < d}

Denotamos por〈·, ·〉 a relaç̃ao de dualidade entreE e E ′ e, no caso de espaço de Hilbert, esta

notaç̃ao indica o produto interno. Finalmente, seI ∈ C2(H,R), denotamos porI ′′(u) o único

operador linear limitadoT : H → H tal queD2I(u)(v)(w) = 〈Tv, w〉, parau, v, w ∈ H.

6
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2.1 Lemas de Deformaç̃ao

O objetivo desta seção é estudar a variação , em relaç̃ao a deformaç̃oes cont́ınuas, da estrutura

topológica dos conjuntos de nı́vel de um funcionalI : E → R. Com o intuito de realizar

deformaç̃oes destes conjuntos, vamos introduzir o seguinte conceito.

Definição 2.1.1.SejaI : E → R um funcional diferenciável a Fŕechet emu ∈ E. Um vetorv ∈ E

é chamado umvetor pseudo-gradientepara I emu se

‖v‖ ≤ 2 ‖I ′(u)‖ , (2.1.2)

〈I ′(u), v〉 ≥ ‖I ′(u)‖2
. (2.1.3)

Naturalmente, seu ∈ E é um ponto cŕıtico deI, ent̃ao o vetor nulóe um vetor pseudo-gradiente

paraI emu. Caso sejaI ′(u) 6= 0 ent̃ao, por definiç̃ao , existew ∈ E tal que‖w‖ = 1 e

〈I ′(u), w〉 >
2

3
‖I ′(u)‖ .

Definindo ent̃aov =
3

2
‖I ′(u)‖w, temos as condiç̃oes (2.1.2) e (2.1.3) trivialmente satisfeitas. Se

a escolha dew puder ser feita de modo que a funçãow = w(u) seja localmente Lipschitz, obtemos

um campo pseudo-gradiente, conforme a definição a seguir.

Definição 2.1.4.SejaI ∈ C1(E,R) e Ẽ = {u ∈ E | I ′(u) 6= 0}. Um campo pseudo-gradiente

para I é uma aplicaç̃ao V : Ẽ → E localmente Lipscthitz tal que, para todou ∈ Ẽ, V (u) é um

vetor pseudo-gradiente paraI emu.

O seguinte lema, cuja demonstração pode ser encontrada em [16], nos será útil no futuro.

Lema 2.1.5.Suponha queI ∈ C1(E,R). Ent̃ao existe um campo pseudo-gradiente paraI.

Necessitamos ainda do conceito de retrato de deformação forte, conforme abaixo.

Definição 2.1.6.SejamA eA′ dois conjuntos tais queA′ ⊂ A ⊂ E. Dizemos queA′ é retrato de

deformaç̃ao fortedeA, se existe uma função cont́ınuaη : [0, 1]× A → A tal que

1. η(0, u) = u, ∀u ∈ A,

2. η(t, u) = u, ∀u ∈ A′, ∀ t ∈ [0, 1],

3. η(1, u) ∈ A′, ∀ u ∈ A.
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Dado um funcionalI ∈ C1(E,R), sejaV um campo pseudo-gradiente paraI, dado pelo Lema

2.1.5. ComoV é localmente Lipchitz, a equação diferencial ordińaria

{
σ̇(t) = −V (σ(t)),

σ(0) = u ∈ Ẽ.

possui soluç̃ao única. SeI não possui pontos crı́ticos ao longo do fluxoσ, ent̃ao a funç̃ao t 7→
I(σ(t)) é decrescente. De fato, temos

d

dt
I(σ(t)) = 〈I ′(σ(t)), σ̇(t)〉 = −〈I ′(σ(t)), V (σ(t))〉 ≤ −‖I ′(σ(t))‖2

< 0,

em que usamos, na penúltima desigualdade, a propriedade (2.1.3) da definição de pseudo-

gradiente.

Vamos utilizar este fato para para mostrar que, sob certas condições ,Ia é retrato de deformação

forte deIb. A idéia é realizar a deformação ao longo de um fluxo parecido com aquele definido

acima. A primeira dificuldade surge devido ao caráter local da definiç̃ao de fluxo pseudo-gradiente.

Afim de superar esta dificuldade, vamos exigir que o funcionalI satisfaça uma condição de com-

pacidade, conhecida como a condição de Palais-Smale Generalizada – (GPS) . Explicitamos essa

condiç̃ao a seguir, em queΛ é a faḿılia das funç̃oesφ : [0,∞) → (0,∞) que s̃ao ñao-crescentes,

localmente Lipschitz e satisfazem
∫∞
0

φ(τ) dτ = ∞.

Definição 2.1.7.O funcionalI ∈ C1(E,R) satisfaz(GPS)c com respeito aφ ∈ Λ e c ∈ R, se

toda seqûencia(un) ⊂ E tal queI(un) → c e ‖I′(un)‖
φ(‖un‖) → 0 possui subsequência convergente. Se

I satisfaz(GPS)c para todoc ∈ [a, b] ou todoc ∈ R, dizemos simplesmente queI satisfaz(GPS)

em[a, b] ou (GPS), respectivamente.

Afim de simplificar a redaç̃ao , sempre que dissermos queI satisfaz (GPS)c, estaremos assu-

mindo que tal condiç̃aoé satisfeita para algumaφ ∈ Λ.

Observaç̃ao 2.1.8.Note que, quandoφ(t) ≡ 1 e φ(t) = (1 + t)−1 temos, respectivamente, a

condiç̃ao usual de Palais-Smale e a de Cerami, que vamos denotar, nesta ordem, por (PS) e (Ce).

Observaç̃ao 2.1.9.Se I satisfaz (GPS)c, ent̃ao Kc é compacto. De fato, para toda sequência

(un) ⊂ Kc, temosI(un) = c e I ′(un) = 0. Desta forma, por (GPS)c, (un) possui subsequência

convergente, o que mostra queKc é sequencialmente compacto ou, equivalentemente, compacto.

O lema seguinte, apesar de simples, será importante para a demonstração do nosso primeiro

resultado de deformação .
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Lema 2.1.10.Suponha queI ∈ C1(E,R) satisfaz(GPS)em[a, b] eK ∩ I−1([a, b]) = ∅. Ent̃ao,

existem constantesδ, α > 0 tais que

‖I ′(u)‖
φ(‖u‖) ≥ α, ∀u ∈ I−1([a− δ, b + δ]).

Demonstraç̃ao. Suponha, por absurdo, que não existam tais constantes. Então existe(un) ⊂ E

tal queun ∈ I−1
([

a− 1
n
, b + 1

n

])
e
‖I ′(un)‖
φ(‖un‖) → 0. ComoI satisfaz (GPS) em[a, b] e a seqûencia

(I(un)) é limitada, existe uma subsequência(unj
) tal queunj

→ u ∈ I−1([a, b]). Uma vez queI é

de classeC1 eφ é cont́ınua,
I ′(u)

φ(‖u‖) = 0. Desta forma, concluı́mos queu ∈ K ∩ I−1([a, b]) = ∅,

o queé um absurdo.

De maneira semelhante demonstra-se o lema abaixo,

Lema 2.1.11.Suponha queI ∈ C1(E,R) satisfaz(GPS)em[a, b] eK ∩ I−1((a, b)) = ∅. Ent̃ao,

dadod > 0, existeα > 0 tal que

‖I ′(u)‖
φ(‖u‖) ≥ α, ∀ u ∈ I−1([a, b]) \ (Ka ∪Kb)d .

Estamos prontos para enunciar e provar nosso primeiro lema de deformação .

Lema 2.1.12.Suponha queI ∈ C1(E,R) satisfaz(GPS)c para algumφ ∈ Λ e todoc ∈ [a, b]. Se

K ∩ I−1([a, b]) = ∅, ent̃ao Ia é retrato de deformaç̃ao forte deIb.

Demonstraç̃ao. SejaV um campo pseudo-gradiente associado aI. Defina, parau ∈ Ẽ, Φ(u) =
V (u)

‖V (u)‖2 . A definiç̃ao de pseudo-gradiente e um cálculo simples mostram que

‖Φ(u)‖ ≤ 1

‖I ′(u)‖ , ∀u ∈ Ẽ, (2.1.13)

〈I ′(u), Φ(u)〉 ≥ 1

4
, ∀u ∈ Ẽ. (2.1.14)

Com essa notação , o problema de Cauchy





σ̇(t, u) = −Φ(σ(t, u))φ(‖σ(t, u)‖),
σ(0, u) = u ∈ I−1 ((a− δ, b + δ)) ,

(2.1.15)
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em queδ > 0 é dado pelo Lema 2.1.10, possui solução únicaσ(·, u), definida em um intervalo

maximal(T−
u , T+

u ). Vamos definir, parau ∈ Ib \ Ia, o tempo de chegadaTu por

Tu =

{
sup {t ∈ (T−

u , T+
u ) | I(σ(t, u)) > a} , seu ∈ Ib \ Ia,

0, seI(u) = a.

Vamos mostrar queTu é finito e quelim
t↗Tu

I(σ(t)) = a, em quet ↗ Tu significa quet tende aTu

pela esquerda.

O caso em queI(u) = a é trivial pois, nesta situação , temosTu = 0 e I(σ(0, u)) = I(u) = a.

Para o caso geral, utilizamos (2.1.15), (2.1.13) e o Lema 2.1.10 para obter

‖σ̇(t, u)‖ ≤ 1

α
, ∀ t ∈ [0, Tu),

donde segue que

‖σ(t, u)‖ ≤ ‖u‖+
t

α
, ∀ t ∈ [0, Tu).

Utilizando (2.1.14), a expressão acima e o fato deφ ser ñao-crescente obtemos

I(σ(t, u))− I(u) =

∫ t

0

d

dτ
I(σ(τ, u)) dτ

= −
∫ t

0

〈I ′(σ(τ, u)), Φ(σ(τ, u))φ(‖σ(τ, u)‖)〉 dτ

≤ −1

4

∫ t

0

φ
(
‖u‖+

τ

α

)
dτ, ∀ t ∈ [0, Tu).

A definição deTu nos permite reescrever a desigualdade acima como

∫ t

0

φ
(
‖u‖+

τ

α

)
dτ ≤ 4 (I(u)− a) , ∀ t ∈ [0, Tu),

e portantoTu < ∞, visto que
∫∞

0
φ(τ) dτ = ∞.

Considere agora uma sequênciatn ↗ Tu. Utilizando (2.1.13) e novamente o Lema 2.1.10,

obtemos

‖σ(tk, u)− σ(tj, u)‖ ≤
∫ tk

tj

‖σ̇(τ, u)‖ dτ

≤
∫ tk

tj

φ(‖σ(τ, u)‖)
‖I ′(σ(τ, u))‖ dτ ≤ |tk − tj|

α
,

o que mostra que(σ(tn, u)) é uma seqûencia de Cauchy emE, e portanto converge. Como a

seqûencia(tn) foi escolhida de maneira arbitrária, conclúımos que existeσ∗u = lim
t↗Tu

σ(t, u). Além
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disso,σ∗u ∈ Ia. De fato, seI(σ∗u) > a, ent̃ao, comoTu é finito, podeŕıamos prolongar o fluxo

σ(·, u) além deTu, permanecendo acima do nı́vel a, contrariando assim a maximalidade deTu.

Obtemos ent̃ao, para cadau ∈ I−1([a, b]) fixado, um fluxoσ(t, u) definido em um intervalo

maximal(T−
u , T+

u ) e um tempo de chegada finitoTu. Um argumento semelhante ao utilizado no

final do paŕagrafo anterior nos permite concluir queTu < T+
u . Defina

O = {(t, u) | u ∈ I−1 ((a− δ, b + δ)) e t ∈ (T−
u , T+

u )}.

A teoria das equaç̃oes diferencias ordińarias nos garante queO é aberto emR × E. Afim de

mostrar a continuidade deTu, vamos definirψ : O → R porψ(t, u) = I(σ(t, u)). Observe queTu

é soluç̃ao da equaç̃aoψ(t, u) = a e que

ψt(Tu, u) = 〈I ′(σ(Tu, u)), σ̇(Tu, u)〉 ≤ −1

4
φ(‖σ(Tu, u)‖) < 0.

Podemos então aplicar o Teorema da Função Impĺıcita para concluir queTu é uma funç̃ao cont́ınua

deu.

Vamos finalmente definir uma deformaçãoη : [0, 1]× Ib → Ib como segue:

η(t, u) =

{
u, seu ∈ Ia,

σ (tTu, u) , seu ∈ Ib \ Ia.

Observe que, seu ∈ Ia ∩ Ib \ Ia = I−1({a}), ent̃ao, por definiç̃ao , temosTu = 0, o que mostra

queη est́a bem definida. Naturalmente, temos

η(0, ·) = id,

η(1, Ib) ⊂ Ia,

η(t, ·)|Ia = id|Ia , ∀ t ∈ [0, 1],

e resta somente verificar a continuidade deη. Para tanto, observe queη = id em [0, 1] × Ia e,

no conjunto[0, 1] × Ib \ Ia, a continuidade segue da teoria das equações difereciais ordińarias.

Assim,η é cont́ınua nestes dois conjuntos fechados e coincide na interseção dos dois conjuntos,

queé exatamenteI−1({a}). Isto estabelece a continuidade deη.

O próximo resultado será útil na demonstraç̃ao do teorema central desta seção .

Lema 2.1.16 (Lema de Separaç̃ao). SejaK um espaço ḿetrico compacto eF1, F2 dois subcon-

juntos compactos deK. Ent̃ao uma das situaç̃oes abaixo ocorre:

(1) Existe uma componente conexa deK interceptandoF1 eF2,
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(2) Podemos separarF1 eF2, istoé, existem compactos disjuntosK1 eK2 tais queK1∪K2 = K

eFi ⊂ Ki, i = 1, 2.

Demonstraç̃ao. Suponha, por absurdo, que (1) e (2) não ocorrem. ConsidereB a faḿılia de todos

os subconjuntos compactos deK que interceptamF1 e F2. Podemos introduzir emB uma ordem

parcial da seguinte maneira: dados dois subconjuntosB1, B2 ∈ B, dizemos queB1 é maior que

B2 seB2 ⊃ B1. Estaé a dual da ordem natural de inclusão.

Uma vez que (1) ñao se verifica, devemos terK desconexo. Desta forma, existem subconjuntos

não-vaziosJ1, J̃1 ⊂ K abertos e fechados emK (e portanto compactos) tais que

K = J1 ∪ J̃1.

Como F1 ⊂ K podemos supor, sem perda de generalidade, queJ1 ∩ F1 6= ∅. Se tivermos

J1 ∩ F2 = ∅ ent̃ao J̃1 ∩ F2 6= ∅ e J̃1 ∩ F1 6= ∅. De fato, se tiv́essemos̃J1 ∩ F1 = ∅, teŕıamos

separadoF1 eF2 pelos compactosJ1 e J̃1. Assim, uma das situações abaixo ocorre

[ J1 ∩ F1 6= ∅ e J1 ∩ F2 6= ∅ ] ou [ J̃1 ∩ F1 6= ∅ e J̃1 ∩ F2 6= ∅ ].

InvertendoJ1 e J̃1 se necesśario, podemos supor que ocorre a primeira opção . Como (1)́e falso,J1

não pode ser conexo, e portanto existem subconjuntos não-vaziosJ2, J̃2 ⊂ J1 abertos e fechados

emJ1 (e portanto compactos) tais que

J1 = J2 ∪ J̃2.

Novamente, podemos supor queJ2 ∩ F1 6= ∅ e J2 ∩ F2 6= ∅ pois, caso contrário, podeŕıamos

separarF1 e F2 pelos compactosJ2 e J̃2 ∪ J̃1. Continuando este processo, obtemos um conjunto

de compactosC ⊂ B que, por construç̃ao ,é totalmente ordenada segundo a relação de ordem de

B. O prinćıpio do ḿaximo (cf. [14], ṕag. 69) nos garante que existe um subconjunto maximal

D ⊂ B totalmente ordenado contendoC. Considere agora

J =
⋂

D∈D
D,

queé um compacto ñao vazio que interceptaF1 eF2. Como (1) ñao ocorre,J não pode ser conexo

e portanto, usando o mesmo raciocı́nio anterior, existe um compacto não-vazioJ̃ propriamente

contido emJ , tal queJ̃ ∩ F1 6= ∅ e J̃ ∩ F2 6= ∅. Desta formaD ∪ J̃ é totalmente ordenado e

cont́emC, o que contraria a maximalidade deD, visto queJ̃ 6∈ D.

O teorema seguintée uma vers̃ao, para a condiç̃ao (GPS), de um lema de deformação devido a

Chang [2]. A demonstração apresentada aquié uma variaç̃ao da original, e foi inspirada em [19].
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Teorema 2.1.17.Suponha queI ∈ C1(E,R) satisfaz(GPS)c para algumφ ∈ Λ e todoc ∈ [a, b].

Suponha ainda quea é o único valor cŕıtico deI em[a, b) e que as componentes conexas deKa

são pontuais. Ent̃ao Ia é retrato de deformaç̃ao forte deIb \Kb.

Demonstraç̃ao. Com as mesmas notações do Lema anterior, considere o problema de Cauchy




σ̇(t, u) = −Φ(σ(t, u))φ(‖σ(t, u)‖),
σ(0, u) = u ∈ I−1([a, b]) \ (Ka ∪Kb) .

(2.1.18)

Para cadau ∈ I−1([a, b]) \ (Ka ∪Kb) fixado, temos uma soluçãoσ(·, u) definida em um intervalo

maximal(T−
u , T+

u ) e um tempo de chegadaTu. O mesmo racioćınio feito no lema anterior mostra

queTu < ∞.

A definição deTu e o fato da funç̃aot 7→ I(σ(t, u)) ser decrescente, nos permite concluir que

lim
t↗Tu

I(σ(t, u)) = ã ∈ [a, b). Suponha quẽa ∈ (a, b). Ent̃ao, comoI satisfaz (GPS) em[a, b] e

K ∩ I−1
([

ã, b+ã
2

])
= ∅, da demonstraç̃ao do lema anterior obtemos que existeσ∗u = lim

t↗Tu

σ(t, u)

e queI(σ∗u) = ã > a. Considerando um problema de Cauchy análogo a (2.1.18), com condição

inicial σ(0, u) = σ∗u, conclúımos queσ(·, u) est́a definido em[0, s], s > Tu e I(σ(t, u)) > a, para

todot ∈ [0, s], contrariando a definiç̃ao deTu. Desta forma,lim
t↗Tu

I(σ(t, u)) = a.

Vamos mostrar queσ∗u = lim
t↗Tu

σ(t, u) existe, e portantoI(σ∗u) = a. A condiç̃ao (GPS)a nos

garante queKa é compacto. Logo, faz sentido denotar por‖u−Ka‖ a dist̂ancia deu ∈ E at́e o

conjuntoKa, isto é,

‖u−Ka‖ = inf
v∈Ka

‖u− v‖ .

Temos dois casos distintos a considerar:

Caso 1. inf
t∈[0,Tu)

‖σ(t, u)−Ka‖ > 0. Neste caso, podemos utilizar o Lema 2.1.11 para obterα > 0

tal que

inf
t∈[0,Tu)

‖I ′(σ(t, u))‖
φ(‖σ(t, u)‖) ≥ α.

Desta forma temos, parat1, t2 ∈ [0, Tu),

‖σ(t2, u)− σ(t1, u)‖ ≤
∫ t2

t1

‖σ̇(τ, u)‖ dτ ≤
∫ t2

t1

φ ‖σ(τ, u)‖
‖I ′(σ(τ, u))‖ dτ ≤ |t2 − t1|

α
.

A desigualdade acima e o fato deTu ser finito, nos permite concluir que existelim
t↗Tu

σ(t, u).

Caso 2. inf
t∈[0,Tu)

‖σ(t, u)−Ka‖ = 0. O que vamos fazeŕe mostrar que, neste caso mais delicado,

temos lim
t↗Tu

σ(t, u) = σ∗u ∈ Ka. O primeiro passóe verificar que

lim
t↗Tu

‖σ(t, u)−Ka‖ = 0. (2.1.19)
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Se ñao fosse assim, terı́amos uma sequênciatn ↗ Tu ed > 0 tais que

‖σ(tn, u)−Ka‖ ≥ d. (2.1.20)

Poŕem, a hiṕotese do caso 2 implica que existe uma outra sequênciasn ↗ Tu tal que

lim
n→∞

‖σ(sn, u)−Ka‖ = 0. (2.1.21)

A continuidade do fluxoσ e a exist̂encia das sequências(tn) e(sn) satisfazendo (2.1.20) e (2.1.21),

respectivamente, nos permite construir duas novas sequências(s′n) e(t′n), convergindo paraTu pela

esquerda, tais ques′n < t′n e que cumprem

‖σ(s′n, u)−Ka‖ =
d

2
, (2.1.22)

‖σ(t′n, u)−Ka‖ = d, (2.1.23)

e ainda

σ(t, u) ∈ (Ka)d \ (Ka) d
2
, ∀ t ∈ [s′n, t

′
n], (2.1.24)

As express̃oes (2.1.22) e (2.1.23) nos permitem escrever

‖σ(t′n, u)− σ(s′n, u)‖ ≥ ‖σ(t′n, u)−Ka‖ − ‖σ(s′n, u)−Ka‖ =
d

2
. (2.1.25)

Diminuindod se necesśario, podemos supor qued <
1

2
dist(Ka, Kb). Esta observaç̃ao , (2.1.24) e

o Lema 2.1.11 nos forneceα > 0 tal que

inf
t∈[s′n,t′n]

‖I ′(σ(t, u))‖
φ(‖σ(t, u)‖) ≥ α, ∀n ∈ N.

A express̃ao acima e (2.1.25) implicam em que

d

2
≤ ‖σ(t′n, u)− σ(s′n, u)‖ ≤

∫ t′n

s′n

‖σ̇(τ, u)‖ dτ ≤ |t′n − s′n|
α

→ 0, (2.1.26)

o queé um absurdo. Desta forma temoslim
t↗Tu

‖σ(t, u)−Ka‖ = 0.

A veracidade de (2.1.19) e a compacidade deKa nos permite concluir que

lim
t↗Tu

I ′(σ(t, u)) = 0.

Vamos mostrar que a expressão acima e (2.1.19) implicam em que, para cada sequênciatn ↗ Tu,

existe uma subseqência(tnj
) tal queσ(tnj

, u) é convergente. Para tanto, basta mostrar que existe

M > 0 tal que sup
t∈[0,Tu)

‖σ(t, u)‖ ≤ M pois, neste caso, teremosI(σ(tn, u)) → a e

0 ≤ ‖I ′(σ(tn, u))‖
φ(‖σ(tn, u)‖) ≤

1

φ(M)
‖I ′(σ(tn, u))‖ → 0,
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e portanto podemos nos valer de (GPS)a para extrair a subsequência desejada. Vamos então veri-

ficar que existeM satisfazendo a propriedade acima mencionada. Dadoε > 0, podemos utilizar

(2.1.19) para obterδ > 0 tal que

‖σ(t, u)−Ka‖ < ε, ∀ t ∈ [Tu − δ, Tu).

ComoKa é compacto, existeM1 > 0 tal queKa ⊂ B(0,M1). Existe tamb́em, para cadat ∈
[Tu − δ, Tu), vt ∈ Ka tal que‖σ(t, u)− vt‖ < ε. Desta forma,

‖σ(t, u)‖ ≤ ‖σ(t, u)− vt‖+ ‖vt‖ < ε + M1, ∀ t ∈ [Tu − δ, Tu). (2.1.27)

A funçãot 7→ ‖σ(t, u)‖ é cont́ınua no compacto[0, Tu − δ]. Logo, existeM2 > 0 tal que

‖σ(t, u)‖ ≤ M2, ∀ t ∈ [0, Tu − δ].

Tendo em vista a expressão acima e (2.1.27), basta fazermosM = max{ε + M1, M2} para obter

a limitaç̃ao daórbita.

Lembre que estamos interessados em mostrar quelim
t↗Tu

σ(t, u) = σ∗u ∈ Ka. Seja ent̃aoA o

conjunto limite daórbita {σ(t, u) | t ∈ [0, Tu)} que, por (2.1.19),́e um subconjunto ñao vazio

de Ka. Se conseguirmos mostrar queA é conexo, então podemos utilizar a hipótese sobre as

componentes conexas deKa para concluir queA é composto por uḿunico pontoσ∗u. Suponha

ent̃ao, por absurdo, queA nãoé conexo. Ent̃ao existemA′, A′′ ⊂ A abertos e fechados emA, tais

que

A′ 6= ∅, A′′ 6= ∅, A′ ∩ A′′ = ∅ e A = A′ ∪ A′′.

Sejamz′ ∈ A′ ez′′ ∈ A′′. Existem seqûencias(t′n) e (t′′n) convergindo paraTu pela esquerda e tais

queσ(t′n, u) → z′ e σ(t′′n, u) → z′′. Podemos supor quet′n < t′′n. Paran suficientemente grande

temos

σ(t′n, u) ∈ A′, σ(t′′n, u) ∈ A′′.

Como A′ e A′′ são compactos (porque são fechados emA, que é compacto) disjuntos, temos

d (A′, A′′) = δ > 0. Isto, a continuidade do fluxo e a expressão acima, nos permite construir uma

seqûencia(t̃n) tal quet̃n ∈ (t′n, t
′′
n) e

∥∥σ(t̃n, u)− A′∥∥ ≥ δ

2
e

∥∥σ(t̃n, u)− A′′∥∥ ≥ δ

2
. (2.1.28)

Como I ′(σ(t̃n, u)) → 0 e I satisfaz (GPS)a podemos supor, sem perda de generalidade, que

σ(t̃n, u) → z̃ ∈ A, o que contraria (2.1.28) e mostra queA é conexo. Conforme explicado

anteriormente, isto implica que existe umúnicoσ∗u ∈ Ka tal que lim
t↗Tu

σ(t, u) = σ∗u.
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O próximo passo será provar a continuidade deTu. Seσ∗u0
6∈ Ka, a continuidade deTu emu0

segue de um argumento semelhante ao utilizado no Lema 2.1.12. Vamos então considerar o caso

em queσ∗u0
∈ Ka. SeTu nãoé cont́ınua emu0, ent̃ao existeun → u0 eγ > 0 tal que

|Tun − Tu0| ≥ γ.

A express̃ao acima nos permite extrair uma subsequência, que vamos denotar ainda por(un), tal

que

Tun ≤ Tu0 − γ ou Tun ≥ Tu0 + γ.

Vamos mostrar que nenhuma das opções acima pode ocorrer.

Suponha queTun ≤ Tu0−γ. Uma vez queI
(
σ

(
Tu0 − γ

2
, u0

))
> a eσ

(
Tu0 − γ

2
, ·) é cont́ınua

emu0, temos que, paran suficientemente grande,T+
un
≥ Tu0 − γ

2
e

I
(
σ

(
Tu0 −

γ

2
, un

))
> a.

A express̃ao acima e a definição deTu nos permite concluir queTun ≥ Tu0 − γ
2
, o queé um

absurdo.

Suponha agora queTun ≥ Tu0 +γ. Afim de obter uma contradição , basta verificar que existem

0 < γ̃ < γ eM3 > 0 tais que

‖σ(t, un)‖ ≤ M3, ∀ t ∈ [0, Tu0 + γ̃), ∀n ∈ N. (2.1.29)

De fato, caso isso ocorra, dado0 < ε < Tu0 + γ̃ temos, para todo0 ≤ t ≤ Tu0 + γ̃ − ε,

I(σ(Tu0 + γ̃ − ε, un))− I(σ(t, un)) =

∫ Tu0+γ̃−ε

t

d

dτ
I(σ(τ, un)) dτ

≤ −1

4

∫ Tu0+γ̃−ε

t

φ(‖σ(τ, un)‖) dτ

≤ −φ(M3)

4
(Tu0 + γ̃ − ε− t),

em que usamos, náultima desigualdade, a expressão (2.1.29) e o fato deφ ser ñao-crescente. Uma

vez queTun ≥ Tu0 + γ̃, temosI(σ(Tu0 + γ̃ − ε, un)) ≥ a. Desta forma, podemos reescrever a

express̃ao acima da seguinte maneira

I(σ(t, un)) ≥ a +
φ(M3)

4
(Tu0 + γ̃ − ε− t), ∀ t ∈ [0, Tu0 + γ̃ − ε], ∀n ∈ N.

Tomando o limite quandoε → 0, temos

I(σ(t, un)) ≥ a +
φ(M3)

4
(Tu0 + γ̃ − t), ∀ t ∈ [0, Tu0 + γ̃), ∀n ∈ N. (2.1.30)
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Fixadoδ > 0, a depend̂encia cont́ınua em relaç̃ao aos dados iniciais nos fornece

‖σ(Tu0 − δ, un)− σ(Tu0 − δ, u0)‖ → 0 quandon →∞.

Utilizando isto e (2.1.30), obtemos

I(σ(Tu0 − δ, u0)) = lim
n→∞

I(σ(Tu0 − δ, un)) ≥ lim
n→∞

[
a +

φ(M3)

4
(γ̃ + δ)

]
,

isto é,

I(σ(Tu0 − δ, u0)) ≥ a +
φ(M3)

4
(γ̃ + δ).

Tomando o limite quandoδ → 0, obtemosa ≥ a +
φ(M3)

4
γ̃, o queé absurdo.

Portanto, para concluir queTu é cont́ınua, basta mostrar que existem0 < γ̃ < γ e M3 > 0

satisfazendo (2.1.29). Seja então 0 < γ̃ < γ, a ser escolhido posteriormente. Suponha, por

absurdo, que (2.1.29) não se verifica para nenhuma constanteM3 > 0. Ent̃ao, para cadaj ∈ N,

existenj ∈ N e τj ∈ [0, Tu0 + γ̃) tais que

∥∥σ(τj, unj
)
∥∥ > j. (2.1.31)

ComoKa é compacto, existeR > 0 tal queKa ⊂ B(R, 0). Uma vez queσ(t, u0) → σ∗u0
quando

t ↗ Tu0, existej suficientemente grande tal que

j > max {‖σ(t, u0)‖ | 0 ≤ t < Tu0} . (2.1.32)

Podemos assumir quej > R e utilizar (2.1.31) para obter

∥∥σ(τj, unj
)−Ka

∥∥ ≥ j −R.

Considere então

0 < d < min

{
j −R

2
,

1

2
dist(Ka, Kb)

}
.

Considerando esta escolha ded, temos

∥∥σ(τj, unj
)−Ka

∥∥ ≥ d. (2.1.33)

Comounj
→ u0, a depend̂encia cont́ınua em relaç̃ao aos dados iniciais nos fornece0 < δ <

Tu0 tal que ∥∥σ(t, unj
)
∥∥ < j, ∀ t ∈ [0, Tu0 − δ).
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A express̃ao acima e (2.1.31) permitem concluir queτj > Tu0 − δ. Além disso, diminuindoδ se

necesśario, podemos supor que

∥∥σ(Tu0 − δ, unj
)−Ka

∥∥ ≤ d

2
.

A continuidade do fluxo, (2.1.33) e a expressão acima implicam na existência desj e tj tais

queTu0 − δ ≤ sj < tj < τj < Tu0 + γ̃,

∥∥σ(sj, unj
)−Ka

∥∥ =
d

2
, (2.1.34)

e ∥∥σ(tj, unj
)−Ka

∥∥ = d. (2.1.35)

Al ém disso, a escolha ded e o Lema 2.1.11 nos forneceα > 0 tal que

‖I ′(u)‖
φ(‖u‖) ≥ α ∀u ∈ (Ka)d \ (Ka) d

2
.

Utilizando (2.1.34), (2.1.35) e a expressão acima, conclúımos que

d

2
≤

∥∥σ(tj, unj
)− σ(sj, unj

)
∥∥ ≤ tj − sj

α
,

donde segue que
dα

2
≤ tj − sj ≤ δ + γ̃.

Escolhendõγ <
dα

4
, obtemos uma contradição , desde queδ é arbitrariamente pequeno. Esta

contradiç̃ao conclui a demonstração da continuidade deu 7→ Tu.

Definindoη : [0, 1]× (Ib \Kb) → (Ib \Kb) por

η(t, u) =





u, se(t, u) ∈ [0, 1]× Ia,

σ(tTu, u), se(t, u) ∈ [0, 1)× (Ib \ (Ia ∪Kb)),

lim
t↗Tu

σ(t, u), se(t, u) ∈ {1} × (Ib \ (Ia ∪Kb)),

da mesma forma que no Lema 2.1.12, temos

η(0, ·) = id,

η
(
1,

(
Ib \Kb

)) ⊂ Ia,

η(t, ·)|Ia = id|Ia ∀ t ∈ [0, 1].

Para estabelecer a continuidade deη, devemos considerar as seguintes possibilidades:
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(1) (t, u) ∈ [0, 1]× int(Ia),

(2) (t, u) ∈ [0, 1)× (I−1((a, b]) \Kb),

(3) (t, u) ∈ {1} × (I−1((a, b]) \Kb),

(4) (t, u) ∈ [0, 1]× I−1({a}).

Os casos (1) e (2) utilizam o mesmo argumento do Lema 2.1.12. As demonstrações de (3) e (4)

são semelhantes, de maneira que vamos tratar somente o caso (3).

Para provar a continuidade deη em(1, u), podemos assumir queσ∗u ∈ Ka pois, caso contrário,

temosTu < T+
u e a continuidade segue da teoria de equações diferenciais ordińarias. Suponha

ent̃ao queη é descontı́nua em(1, u). Ent̃ao, existeε > 0, tn ↗ Tu eun → u tais que

‖σ(tn, un)− σ∗u‖ ≥ ε. (2.1.36)

Vamos considerar dois casos distintos.

Caso 1.inf
n
‖σ(tn, un)−Ka‖ = 0. Neste caso, denotando porA o conjunto dos pontos limites de

σ(tn, un), temosF2 = A∩Ka 6= ∅ eF2 compacto, visto queA é fechado. Como as componentes

conexas deKa são pontuais, podemos utilizar o Lema de Separação comF1 = {σ∗u} e obter

subconjuntos compactosK1, K2 ⊂ Ka tais que

K1 ∩K2 = ∅, K1 ∪K2 = Ka, F1 ⊂ K1, F2 ⊂ K2.

Afirmamos que existed0 > 0 en0 ∈ N tal que

σ(tn, un) 6∈ (K1)d0 , ∀n ≥ n0. (2.1.37)

Se ñao fosse assim, poderı́amos escolher, para cadak ∈ N, umı́ndicenk > k satisfazendo

‖σ(tnk
, unk

)−K1‖ <
1

k
.

Fazendonk → ∞ na express̃ao acima e lembrando queK1 é compacto, concluirı́amos que(A ∩
Ka) ∩K1 6= ∅, o queé absurdo visto que(A ∩Ka) ⊂ K2 e K1 ∩K2 = ∅. As hipóteses sobre

K1 eK2 implicam que dist(K1, K2) > 0. Defina ent̃ao

d = min

{
d0,

1

2
dist(K1, K2)

}
.
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ComoTu é cont́ınua temos que, paran suficientemente grande,Tu − 1
k

< Tun , para umk ∈ N
fixado. A continuidade em relação aos dados iniciais nos assegura que

σ

(
Tu − 1

k
, un

)
→ σ

(
Tu − 1

k
, u

)
, quandon →∞. (2.1.38)

Uma vez quelim
k→∞

σ

(
Tu − 1

k
, u

)
= σ∗u ∈ K1, existek1 ∈ N tal que

σ

(
Tu − 1

k
, u

)
∈ (K1) d

4
, ∀ k ≥ k1.

A express̃ao acima e (2.1.38) nos permite construir, por meio de um processo diagonal, uma

seqûenciask = Tu − 1
k

tal quesk ↗ Tu e

σ(sk, unk
) ∈ (K1) d

2
.

Isto, (2.1.37) e uma mudança deı́ndice apropriada nos permite obter duas sequências(tnk
), (snk

)

satisfazendo 



snk
, tnk

↗ Tu0

σ(snk
, unk

) ∈ (K1) d
2

σ(tnk
, unk

) 6∈ (K1)d.

Podemos assumir quesnk
< tnk

. As informaç̃oes acima nos permitem obter duas novas sequências

(s′nk
), (t′nk

) tais quesnk
≤ s′nk

< t′nk
≤ tnk

e que cumprem




∥∥σ(s′nk
, unk

)−K1

∥∥ =
d

2
,

∥∥σ(t′nk
, unk

)−K1

∥∥ = d,

σ(t, unk
) ∈ (K1)d \ (K1) d

2
, ∀ t ∈ [s′nk

, t′nk
].

(2.1.39)

ComoK1 ∪K2 = Ka ed ≤ 1
2
dist(K1, K2), o Lema 2.1.11 nos forneceα > 0 tal que

‖I ′(v)‖
φ(‖v‖) > α ∀ v ∈ I−1([a, b]) ∩

(
(K1)d \ (K1) d

2

)
.

A informaç̃ao acima e (2.1.39) nos conduz a uma contradição , bastando para que isso que argu-

mentemos como em (2.1.26).

Caso 2.inf
n
‖σ(tn, un)−Ka‖ = d > 0. Uma vez queσ∗u ∈ Ka, existeγ > 0 tal que

‖σ(t, u)−Ka‖ ≤ d

4
, ∀ t ∈ [Tu − γ, Tu). (2.1.40)
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A continuidade deTu nos fornecen0 ∈ N tal que

Tun ≥ Tu − γ

2
, ∀n ≥ n0. (2.1.41)

Por continuidade em relação aos dados iniciais temos

σ(Tu − γ, un) → σ(Tu − γ, u), quandon →∞. (2.1.42)

Diminuindod se necesśario e utilizando a hiṕotese do caso 2, (2.1.40), (2.1.41) e (2.1.42), podemos

construir duas sequências(s′n), (t′n) tais queTu − γ < s′n < t′n < Tun e que cumprem, paran

suficientemente grande, as condições (2.1.22), (2.1.23) e (2.1.24). O Lema 2.1.11 nos fornece

α > 0 tal que
‖I ′(u)‖
φ(‖u‖) ≥ α, ∀u ∈ Ã =

(
I−1([a, b]) \Kb

) \ (K) d
2
.

A express̃ao acima e o fato deσ ser soluç̃ao de (2.1.18), nos permite concluir que, para todou ∈ Ã,

temos

‖σ̇(t, u)‖ ≤ 1

α
, ∀ t ∈ [s′n, t′n].

Utilizando isto e (2.1.25), obtemos, paran suficientemente grande

d

2
≤ ‖σ(t′n, un)− σ(s′n, un)‖ ≤ 1

α
(t′n − s′n),

e portanto
αd

2
≤ (t′n − s′n) ≤ Tun − Tu + γ,

Tomando o limite quandon → ∞, e utilizando a continuidade deTu, conclúımos queαd
2
≤ γ, o

queé absurdo visto queγ pode ser tomado arbitrariamente pequeno. Esta contradição mostra que

η é cont́ınua em(1, u), e portantoIa é retrato de deformação forte deIb \Kb.

Observaç̃ao 2.1.43.Podemos terb = ∞ no Teorema 2.1.17. Em outras palavras, seI não possui

valores cŕıticos acima do ńıvel a, ent̃aoIa é retrato de deformação forte deE.

2.2 Teoria de Morse

O objetivo desta seçãoé apresentar alguns resultados da Teoria de Morse, que serãoúteis no estudo

de pontos cŕıticos de certos funcionais. Temos dois aspectos básicos a considerar: um global, que

trata do estudo da estrutura topológica dos conjuntos de nı́vel via grupos de homologia e, outro
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local, que se concentra no estudo do comportamento do funcional nas proximidades de um ponto

cŕıtico isolado. Estéultimo seŕa feito por meio dos grupos crı́ticos do funcional.

A exposiç̃ao est́a dividida em duas subseções . A primeira traz uma exposição axioḿatica

acerca dos grupos de homologia, bem como algumas de suas principais propriedades. Para um

estudo mais detalhado, ver [9]. A segunda parte trata dos grupos crı́ticos, cujas propriedades,

juntamente com os teoremas de deformação da seç̃ao anterior, nos permitirão demonstrar alguns

resultados que serão utilizados no Capı́tulo 2.

2.2.1 Homologia Relativa

SejaB um subespaço de um espaço topológicoA. Para cadan ∈ N, denotamos porHn(A,B) o

n-ésimo grupo de homologia singularsobre um corpoF . Uma aplicaç̃aoI : (A,B) → (A′, B′) é

uma funç̃ao cont́ınuaI : A → A′ tal queI(B) ⊂ B′. Denotamos porR(I) a imagem deI, isto é,

R(I) = {I(u) | u ∈ A}.

Para cada aplicaçãoI nessas condiç̃oes , existe um homomorfismo

In∗ : Hn(A,B) → Hn(A′, B′)

chamadohomomorfismo induzido. Dado um subespaçoC ⊂ B, existe um homomorfismo

∂n : Hn(A,B) → Hn−1(B,C)

chamadohomomorfismo de fronteira. Afim de ñao carregar a notação vamos omitir, sempre que

posśıvel, os sub-́ındices e escrever apenasI∗ e ∂. Pode-se mostrar (cf. [9]) que os grupos de

homologia singular satisfazem osaxiomas de Eilenberg-Steenrod. São eles

(A1) id∗ = id.

(A2) (J ◦ I)∗ = J∗ ◦ I∗.

(A3) O diagrama

Hn(A,B)
I∗−→ Hn(A′, B′)

∂ ↓ ↓ ∂

Hn−1(A,B)
(I|B)∗−→ Hn−1(B

′, C ′).

é comutativo.
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(A4) (Exatidão) Sejami : (B,C) → (A,C) e j : (A,C) → (A, B) as funç̃oes de inclus̃ao. A

seqûencia de homologias

· · · → Hn+1(A, B)
∂→ Hn(B, C)

i∗→ Hn(A,C)
j∗→ Hn(A,B) → · · · (2.2.1)

é exata, istóe, a imagem de um homomorfismoé igual ao ńucleo do pŕoximo homomorfismo.

(A5) (Invari ância por Homotopia) SeI e J são homot́opicos, istoé, I = G(0, ·), J = G(1, ·),
para alguma funç̃ao cont́ınuaG : [0, 1]×A → A′ tal queG([0, 1]×B) ⊂ B′, ent̃aoI∗ = J∗.

(A6) (Excisão) Suponha queC é um subconjunto aberto deA tal que o fecho deC est́a contido

no interior deB. Sejai : (A \ C,B \ C) → (A, B) a funç̃ao de inclus̃ao. Ent̃ao i∗ é um

isomorfismo.

(A7) Seu ∈ A, ent̃aoHn({u},∅) = δn,0F , ondeδn,0 é o śımbolo de Kronecker.

Usaremos tamb́em os seguintes resultados, cujas demonstrações podem ser encontradas em

[9].

Teorema 2.2.2 (Teorema de Decomposição). Se(A,B) =

j⋃
i=1

(Ai, Bi), onde osAi são fechados

e disjuntos, ent̃ao

Hn(A,B) =

j⊕
i=1

Hn(Ai, Bi).

Teorema 2.2.3 (Seqûencia de Mayer-Vietoris). Suponha queX1, X2 são abertos emX = X1 ∪
X2 e queY1 ⊂ X1, Y2 ⊂ X2 são abertos emY = Y1 ∪ Y2. SeX1 ∩ X2 6= ∅. Ent̃ao existe uma

seqûencia exata

· · · → Hn(X1, Y1)⊕Hn(X2, Y2) → Hn(X, Y ) → Hn−1(X1 ∩X2, Y1 ∩ Y2)

→ Hn−1(X1, Y1)⊕Hn−1(X2, Y2) → · · · ,

chamada seqûencia de Mayer-Vietoris do par{(X1, Y1), (X2, Y2)}.

O resultado seguinte relaciona o conceito de homologia com o de retrato de deformação forte,

definido na seç̃ao anterior.

Lema 2.2.4.SejamC ⊂ A′ ⊂ A espaços topológicos. SeA′ é retrato de deformaç̃ao forte deA,

ent̃aoHn(A,C) é isomorfo aHn(A′, C).
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Demonstraç̃ao. Sejaη ∈ C([0, 1]×A,A) conforme a Definiç̃ao 2.1.6,r : (A,C) → (A′, C) dada

por

r(u) = η(1, u)

e

i : (A′, C) → (A, C)

a inclus̃ao deA′ emA. Naturalmente,η é uma homotopia entre as funções id ei ◦ r. Assim,

i∗ ◦ r∗ = (i ◦ r)∗ = id∗ = id,

em que usamos, na segunda igualdade, a propriedade de invariância por homotopia (A5). Por outro

lado, pela definiç̃ao der, temos

r∗ ◦ i∗ = (r ◦ i)∗ = id∗ = id.

Conclúımos assim quer∗ possui inversàa esquerda èa direita, istoé, r∗ é um isomorfismo entre

Hn(A,C) eHn(A′, C).

O lema a seguir nos permitirá calcular a homologia da esfera.

Lema 2.2.5.SejaA um subconjunto deRp contendo0 eBk a bola unit́aria fechada deRk. Ent̃ao,

parak ≥ 1,

Hn

(
A×Bk,

(
A×Bk

) \ {0}) ∼= Hn−k(A,A \ {0}). (2.2.6)

Demonstraç̃ao. Considere incialmente o casok = 1. FazendoC = A × ([−1, 1
2

) ∪ (
1
2
, 1

])
e

utilizando a propriedade de excisão (A6), obtemos

Hn (A× [−1, 1], (A× [−1, 1]) \ {0}) ∼= Hn

(
A×

[
−1

2
,
1

2

]
,

(
A×

[
−1

2
,
1

2

])
\ {0}

)
.

Identificando o par de conjuntos(A× {−1}, A× {1}) com o par de pontos(w−, w+) obtemos,

via topologia quociente, a suspensão deA, que vamos denotar porΣA. Novamente por excisão,

temos

Hn (ΣA, ΣA \ {0}) ∼= Hn

(
A×

[
−1

2
,
1

2

]
,

(
A×

[
−1

2
,
1

2

])
\ {0}

)
.

e portanto

Hn (A× [−1, 1], (A× [−1, 1]) \ {0}) ∼= Hn (ΣA, ΣA \ {0}) .

Definindo os conjuntos

X+ = ΣA \ {w−}, X− = ΣA \ {w+},
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Y+ = X+ \ ({0} × (−1, 0]) e Y− = X− \ ({0} × [0, 1)) ,

temos

X+ ∪X− = ΣA, X+ ∩X− = A× (−1, 1),

Y+ ∪ Y− = ΣA \ {0} e Y+ ∩ Y− = (A \ {0})× (−1, 1).

Uma vez queX+ eY+ (resp.X− eY−) são contŕateis aw+ (resp.w−), temos, por (A5),

Hn (X±, Y±) ∼= Hn (w±, w±) .

A exatid̃ao da seqûencia

Hn+1 (w±, w±) → Hn(w±) → Hn (w±, w±) → Hn−1(w±)

e (A7) implicam em queHn (w±, w±) ∼= {0}, e portanto

Hn (X±, Y±) ∼= {0}.

Utilizando o Teorema 2.2.3 para o par{(X+, Y+), (X−, Y−)}, obtemos

Hn (X+ ∪X−, Y+ ∪ Y−) ∼= Hn−1 (X+ ∩X−, Y+ ∩ Y−) ,

isto é,

Hn (ΣA, ΣA \ {0}) ∼= Hn−1 (A× (−1, 1), (A \ {0})× (−1, 1)) ∼= Hn−1 (A,A \ {0}) ,

e portanto o lema vale parak = 1.

Sek ≥ 2, ent̃ao, comoBk é retrato de deformação forte de[−1, 1]×Bk−1, temos

Hn

(
A×Bk,

(
A×Bk

) \ {0}) ∼= Hn

(
A× [−1, 1]×Bk−1,

(
A× [−1, 1]×Bk−1

) \ {0}) .

Este fato, e um argumento semelhante ao utilizado para o casok = 1, nos permite escrever

Hn

(
A×Bk,

(
A×Bk

) \ {0}) ∼= Hn−1

(
A×Bk−1,

(
A×Bk−1

) \ {0}) .

Repetindo-se o raciocı́nio acima outrask − 1 vezes obtemos

Hn

(
A×Bk,

(
A×Bk

) \ {0}) ∼= Hn−k (A,A \ {0}) ,

o que finaliza a demonstração do lema.
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Corolário 2.2.7. Sob as mesmas hipóteses do Lema 2.2.5, temos

Hn

(
Bk, Sk−1

)
= δn,kF,

em queSk−1 = ∂Bk é a esfera unit́aria.

Demonstraç̃ao. Utilizando o Lema 2.2.5 comA = {0} obtemos

Hn

({0} × Bk,
({0} ×Bk

) \ {0}) ∼= Hn−k ({0},∅) = δn−k,0F = δn,kF. (2.2.8)

Como{0} × Bk é homeomorfo aBk eSk−1 é retrato de deformação forte deBk \ {0}, obtemos

Hn

({0} × Bk,
({0} × Bk

) \ {0}) ∼= Hn

(
Bk, Bk \ {0}) ∼= Hn(Bk, Sk−1).

A express̃ao acima e (2.2.8) nos fornecem o resultado desejado.

Nosso objetivo agoráe utilizar estéultimo resultado para calcular a homologia da esferaSk−1.

Para o cason ≥ 1 considere a sequência exata

Hn+1(B
k)

j∗−→ Hn+1(B
k, Sk−1)

∂−→ Hn(Sk−1)
i∗−→ Hn(Bk) −→ · · · −→ {0}. (2.2.9)

Comon ≥ 1 eBk é homot́opico a um ponto, temosHn+1(B
k) ∼= Hn(Bk) ∼= {0}. Desta forma, o

Coroĺario 2.2.7 nos permite reescrever a sequência (2.2.9) como

{0} j∗−→ δn,k−1F
∂−→ Hn(Sk−1)

i∗−→ {0},

isto é, 


{0} j∗−→ {0} ∂−→ Hn(Sk−1)

i∗−→ {0} sen 6= k − 1,

{0} j∗−→ F
∂−→ Hn(Sk−1)

i∗−→ {0} sen = k − 1.

No primeiro caso, temos{0} = R(∂) = ker i∗ = Hn(Sk−1). No segundo caso

{0} = R(j∗) = ker ∂ e R(∂) = ker i∗ = Hn(Sk−1).

Desta forma, paran ≥ 1,

Hn(Sk−1) =

{
0, sen 6= k − 1,

F, sen = k − 1.

Vamos agora tratar o cason = 0. Sek ≥ 2, ent̃ao a seqûencia (2.2.9) se escreve como

{0} j1∗−→ {0} ∂1−→ H0(S
k−1)

i1∗−→ F
j0∗−→ {0},
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o que implica queH0(S
k−1) ∼= F . Resta ent̃ao calcularH0(S

0). Para tanto observe que, pelo

Teorema 2.2.2 e por (A7), temos

H0(S
0) = H0({−1})⊕H0({1}) = F ⊕ F.

Sumarizando as observações feitas aṕos o Coroĺario 2.2.7, temos o seguinte

Teorema 2.2.10 (Homologia da Esfera).SejaBk ⊂ Rk a bola unit́aria fechada eSk−1 = ∂Bk a

esfera unit́aria. Ent̃ao

Hn(Sk−1) =





0, se[n ≥ 1, k ≥ 2, n 6= k − 1],

F, se[k − 1 = n, n ≥ 1] ou [n = 0, k ≥ 2],

F ⊕ F, se[n = 0, k = 1].

2.2.2 Grupos Cŕıticos

Nesta subseção definimos o conceito de grupo crı́tico de um funcionalI, e verificamos que este

conceito nos permite avaliar o comportamento do funcional próximo a um ponto crı́tico isolado.

Introduzimos tamb́em a noç̃ao deı́ndice de Morse, que será importante no resultado abstrato do

Caṕıtulo 2.

Definição 2.2.11.Sejau um ponto cŕıtico isolado deI ∈ C1(E,R). O n-ésimo grupo cŕıtico

(sobre um corpo F) deI emu é definido por

Cn(I, u) = Hn (Ic ∩ U, (Ic \ {u}) ∩ U) , n = 0, 1, . . . ,

ondec = I(u) eU é uma vizinhança fechada e suficientemente pequena deu.

Pela propriedade de excisão, o grupo cŕıtico independe da escolha da vizinhançaU . Vamos

destacar aqui um caso trivial, porém importante, quée aquele em queu é um ponto de ḿınimo

isolado. Ent̃ao existe uma vizinhança fechadaU deu tal que

I(v) > c = I(u), ∀ v ∈ U \ {u}.

Neste caso temos

Cn(I, u) = Hn({u},∅) = δn,0F, n = 0, 1, . . . .

Vamos agora fixar um intervalo[a, b] ⊂ R e supor que os pontos crı́ticos deI em I−1([a, b])

são todos isolados. Vamos supor também queI satisfaz (GPS) em[a, b]. Sob estas condições
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, I−1([a, b]) cont́em no ḿaximo um ńumero finito de pontos crı́ticos. De fato, suponha queI

possui infinitos pontos crı́ticos emI−1([a, b]). Podeŕıamos ent̃ao construir uma sequência(vn) ⊂
I−1([a, b]) tal queI ′(vn) = 0 e dáı, por (GPS), extrair uma subsequênciavnk

→ v ∈ I−1([a, b]).

ComoI ∈ C1, deveŕıamos terI ′(v) = 0, o queé absurdo, visto que os pontos crı́ticos deI em

I−1([a, b]) são isolados. Uma vez que temos um número finitou1, . . . , um de pontos cŕıticos, faz

sentido definir onúmero de Morsedo par(Ib, Ia) por

Mn(Ib, Ia) =
m∑

i=1

dim Cn(I, ui). n = 0, 1, . . . .

Como na seç̃ao anterior supomos queF é um corpo, os grupos de homologiaHn(Ib, Ia) são

espaços vetoriais. O próximo resultado utiliza os lemas de deformação para relacionar os números

de Morse com a dimensão dos espaços vetoriaisHn(Ib, Ia).

Teorema 2.2.12.SejaI ∈ C1(E,R) satisfazendo(GPS). Se os pontos crı́ticos deI emI−1([a, b])

são isolados e correspondem a um mesmo valor crı́tico c ∈ (a, b), ent̃ao

Mn(Ib, Ia) = dim Hn(Ib, Ia), n = 0, 1, . . . . (2.2.13)

Demonstraç̃ao. Utilizando o Teorema 2.1.17 concluı́mos queIc e Ia são retratos de deformação

forte deIb e Ic \Kc, respectivamente. Desta forma

Hn(Ib, Ia) ∼= Hn(Ic, Ia) ∼= Hn(Ic, Ic \Kc). (2.2.14)

DenotemosKc = {u1, . . . , um} e sejamU1, . . . , Um vizinhanças disjuntas e fechadas de

u1, . . . , um tais que

U =
m⋃

i=1

Ui ⊂ I−1 ([a, b]) .

Uma vez queC = Ic \ U é aberto emIc eC est́a contido no interior deIc \Kc, podemos utilizar

a propriedade de excisão para concluir que

Hn (Ic, Ic \Kc) ∼= Hn (Ic \ C, (Ic \Kc) \ C) = Hn (Ic ∩ U, (Ic \Kc) ∩ U) (2.2.15)

Como as vizinhançasUi são fechadas, disjuntas e sua união é o conjuntoU , podemos aplicar o

Teorema 2.2.2 para obter

Hn (Ic ∩ U, (Ic \Kc) ∩ U) =
m⊕

i=1

Hn (Ic ∩ Ui, (I
c ∩ Ui) \ {ui})

=
m⊕

i=1

Cn (I, ui) .
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Daqui e de (2.2.15) e (2.2.14), obtemos

Hn(Ib, Ia) ∼= Hn (Ic, Ic \Kc) ∼=
m⊕

i=1

Cn (I, ui) ,

e portanto,

dim Hn(Ib, Ia) =
m∑

i=1

dim Cn (I, ui) = Mn(Ib, Ia),

conforme afirmamos.

Este nos parece o momento oportuno para introduzir o conceito deı́ndice de Morse.

Definição 2.2.16.Sejau ∈ H um ponto cŕıtico deI ∈ C2(H,R). O ı́ndice de Morse [ı́ndice

de Morse aumentado]de I em u, denotado porm(I, u) [m(I, u)], é o supremo dos valores

dim V ∈ N ∪ {0,∞} considerando-se os subespaçosV ⊂ H nos quaisI ′′(u) é negativa definida

[seminegativa definida].

O nosso objetivo agoráe calcular efetivamente os grupos crı́ticos deI em um ponto cŕıtico u

e relaciońa-los com óındice de Morse deste ponto. O lema seguinte será útil para estudarmos o

comportamento de um funcionalI próximo a um ponto crı́tico não degenerado.

Lema 2.2.17.Suponha queI ∈ C2(H,R) e u0 é um ponto cŕıtico não degenerado deI. Ent̃ao

existem vizinhanças abertasV0 eUu0, de 0 eu0, respectivamente, e um homeomorfismoψ : V0 →
Uu0 tal queψ(0) = u0 e

I(ψ(u)) = I(u0) +
1

2
〈I ′′(u0)u, u〉 , ∀ u ∈ V0.

Demonstraç̃ao. Vamos supor, sem perda de generalidade, queu0 = 0 e I(u0) = 0. Seja ent̃ao

T = I ′′(0) e considere, para cadau ∈ H, o seguinte problema de Cauchy





σ̇(t, u) = − Tσ(t, u)

‖Tσ(t, u))‖ ,

σ(0, u) = u.

Uma vez que

‖σ(t, u)− u‖ =

∥∥∥∥
∫ t

0

σ̇(s, u) ds

∥∥∥∥ ≤ |t|, (2.2.18)

devemos ter

‖σ(t, u)‖ ≥ ‖u‖ − |t|. (2.2.19)
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Como 0é ponto cŕıtico não degenerado,T é um isomorfismo. Assim, a expressão (2.2.19) mostra

que‖Tσ(t, u)‖ 6= 0 sempre que|t| < ‖u‖ e portanto o fluxoσ est́a bem definido para tais valores

det. Tamb́em, do fato deT ser um isomorfismo, existeC > 0 tal que

‖Tσ(t, u)‖ ≥ C ‖σ(t, u)‖ . (2.2.20)

Seja ent̃ao0 < ε < C
2

um número fixado. DefinindoJ(u) = 1
2
〈Tu, u〉, podemos utlilizar a

Fórmula de Taylor e o fato de 0 ser ponto crı́tico deI para obterδ1 > 0 tal que

|I(u)− J(u)| < ε ‖u‖2 , ∀u ∈ B(0, δ1). (2.2.21)

Daqui para frente vamos sempre consideraru ∈ B(0, δ1). Temos

|J(σ(t, u))− J(u)| =

∣∣∣∣
∫ t

0

d

dτ
J(σ(τ, u)) dτ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ t

0

〈J ′(σ(τ, u)), σ̇(τ, u)〉 dτ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ t

0

−‖Tσ(τ, u)‖ dτ

∣∣∣∣ .

Estaúltima express̃ao, juntamente com (2.2.19) e (2.2.20) implicam em que

|J(σ(t, u))− J(u)| ≥ C

(
‖u‖ |t| − t2

2

)
. (2.2.22)

Uma vez quet0(u) =

(
1−

√
1− 2ε

C

)
‖u‖ é soluç̃ao da equaç̃ao

C

(
‖u‖ |t| − t2

2

)
= ε ‖u‖2 ,

temos, por (2.2.22),

|J(σ(t0(u), u))− J(u)| ≥ ε ‖u‖2 e |J(σ(−t0(u), u))− J(u)| ≥ ε ‖u‖2 .

Estas desigualdades, (2.2.21) e o fato de quet 7→ J(σ(t, u)) ser decrescente, implicam em que

J(σ(t0(u), u)) < I(u) < J(σ(−t0(u), u)).

A express̃ao acima e o Teorema do Valor Intermediário nos garante que existet̃(u), com

|t̃(u)| <
(

1−
√

1− 2ε

C

)
‖u‖ , (2.2.23)
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e tal queJ(σ(t̃(u), u)) = I(u), isto é,

I(u) =
1

2

〈
I ′′(0)σ(t̃(u), u), σ(t̃(u), u)

〉
. (2.2.24)

O fato deJ(σ(t, u)), como funç̃ao det, ser decrescente em(−‖u‖ , ‖u‖) nos garante a unicidade

de t̃(u). Podemos então definirΘ : B(0, δ1) → H por

Θ(u) =

{
0, seu = 0,

σ(t̃(u), u), seu 6= 0.

Vamos verificar queΘ é continua. A continuidade em0 segue de (2.2.18) e (2.2.23). Para

u 6= 0 basta observar que

∂

∂t
J(σ(t̃(u), u)) = −

∥∥Tσ(t̃(u), u)
∥∥ 6= 0,

e portanto a continuidade segue do Teorema da Função Impĺıcita. Obtemos assim uma função

cont́ınuaΘ : B(0, δ1) → H que satisfaz

I(u) =
1

2
〈I ′′(0)Θ(u), Θ(u)〉 , ∀u ∈ B(0, δ1). (2.2.25)

Para cadau ∈ H fixado, a funç̃aoη : [−t̃(u), 0] → H definida porη(t) = σ(−t, u) é soluç̃ao

de 



η̇(t, u) =
Tη(t, u)

‖Tη(t, u))‖ ,

η(−t̃(u), u) = σ(t̃(u), u).

Podemos então, repetindo o raciocı́nio anterior, obterδ2 > 0 e uma funç̃ao cont́ınua

ψ : B(0, δ2) → H que satisfazem

I(ψ(u)) =
1

2
〈I ′′(0)u, u〉 , ∀u ∈ B(0, δ2). (2.2.26)

DefinindoB = B(0, δ1)∩B(0, δ2), U = Θ−1(B)∩ψ−1(B)∩B eV0 = ψ−1(U)∩B, obtemos

três conjuntos abertos contendo a origem. A demonstração estaŕa conclúıda se mostrarmos que

V0 ⊂ Θ(U). De fato, sendo isto verdade, podemos definirU0 = Θ−1(V0) e utilizar as expressões

(2.2.25) e (2.2.26), bem como a continuidade deψ eΘ, para concluir queψ : V0 → U0 satisfaz as

condiç̃oes requeridas pelo lema. Provemos então queV0 ⊂ Θ(U). Dadou ∈ V0, podemos utilizar

o fato de queψ(u) ∈ U , (2.2.25),u ∈ B e (2.2.26), para obter

1

2
〈I ′′(0)Θ(ψ(u)), Θ(ψ(u))〉 = I(ψ(u)) =

1

2
〈I ′′(0)u, u〉 .

A express̃ao acima e a maneira como foram contruı́das as funç̃oesΘ e ψ, nos permitem concluir

queΘ(ψ(u)) = u, isto é,u ∈ Θ(U), o que finaliza a demonstração .
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Observaç̃ao 2.2.27.Pode-se mostrar que a funçãoψ definida acimáe de fato um difeomorfismo

local (cf. [2]). Este resultadóe conhecido como Lema de Morse.

O teorema seguinte mostra que os grupos crı́ticos em um ponto crı́tico não degenerado depen-

dem somente do seuı́ndice de Morse.

Teorema 2.2.28.Seja I ∈ C2(H,R) e u0 um ponto cŕıtico não degenerado deI, tal que

m(I, u0) = k < ∞. Ent̃ao

Cn(I, u0) = δn,kF, n = 0, 1, . . . . (2.2.29)

Demonstraç̃ao. Novamente, podemos supor queu0 = 0 e I(u0) = 0. Utilizando a mudança de

variáveis dada pelo lema anterior, podemos supor que

I(u) =
1

2
〈Tu, u〉 , ∀u ∈ V0,

em queT = I ′′(0).

Uma vez queT é inverśıvel podemos escreverH = H−⊕H+, em queH− eH+ são subespaços

fechados, ortogonais eI é negativa (resp. positiva) definida emH− (resp. H+). Considerando

u = u− + u+ a correspondente decomposição de cada elementou ∈ H, temos

I(u) =
1

2

〈
Tu+, u+

〉− 1

2

〈−Tu−, u−
〉

=
∥∥u+

∥∥2

T
−

∥∥u−
∥∥2

T
, ∀u ∈ V0,

em que estamos utilizando o fato da aplicação(u, v) 7→ 〈Tu, v〉 ser bilinear, siḿetrica e coerciva,

e portanto definir uma norma‖·‖T emH. Como esta aplicação bilinearé coerciva, a norma‖·‖T é

equivalentèa norma do espaçoH. Isto, e o fato deψ ser um homeomorfismo, nos permite concluir

que, para uma bola fechadaB = B(0, ε) ⊂ V0, temos

B ∩ I0 = {u ∈ H | ‖u‖ ≤ ε, ‖u+‖ ≤ ‖u−‖}.

A express̃ao acima e a aplicação

η(t, u) = u− + (1− t)u+ ∀ (t, u) ∈ [0, 1]× (B ∩ I0),

nos permite concluir queE− ∩B é retrato de deformação forte deI0 ∩B e que(E− \ {0})∩B é

retrato de deformação forte de(I0 \ {0}) ∩B. Utilizando isto e o fato de quedim E− = k, temos

Cn(I, 0) = Hn(I0 ∩B, (I0 \ {0}) ∩B) ∼= Hn(E− ∩B, (E− \ {0}) ∩B) ∼= Hn(Bk, Sk−1).

O resultado segue então do Coroĺario 2.2.7 e do fato de queHn({0},∅) = δn,0F .
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Observaç̃ao 2.2.30.Se um funcionalI ∈ C2(H,R) satisfaz as hiṕoteses do Teorema 2.2.12 e

todos os pontos crı́ticos deI em I−1([a, b]) são ñao degenerados, então as expressões (2.2.13) e

(2.2.29) mostram que a dimensão deHn(Ib, Ia) é igual ao ńumero de pontos crı́ticos deI com

ı́ndice de Morsen emI−1([a, b]).

2.3 Método da Pertubaç̃ao de Marino-Prodi

Nesta seç̃ao , sob certas hiṕoteses e em uma vizinhança de um ponto crı́tico possivelmente de-

generado, apresentamos um resultado que nos permite aproximar o funcional dado por um outro

que ñao possui pontos crı́ticos degenerados naquela vizinhança. Os resultados são baseados no

trabalho de Marino & Prodi [12] (cf. também [21]). Primeiro um resultado preliminar, que será

útil adiante.

Lema 2.3.1. SejaA ⊂ E compacto. Dadoµ > 0, existe uma funç̃ao ϕ ∈ C∞(E, [0, 1]), com

todas as derivadas limitadas, satisfazendo

ϕ(u) = 1, ∀u ∈ (A)µ, (2.3.2)

ϕ(u) = 0, ∀ u ∈ E \ (A)2µ. (2.3.3)

Demonstraç̃ao. Naturalmente, temosA ⊂ ⋃
u∈A

B
(
u, µ

2

)
. A compacidade deA nos permite extrair

um subconjunto{u1, . . . , um} ⊂ A tal que

A ⊂
m⋃

i=1

B
(
ui,

µ

2

)
. (2.3.4)

Sejaα : R→ [0, 1] uma funç̃ao de classeC∞, com todas as derivadas limitadas, e tal que

α(s) = 1, ses ≤ 9
4
, (2.3.5)

α(s) = 0, ses ≥ 4. (2.3.6)

Para cadai = 1, 2, . . . ,m definaϕi : E → R por

ϕi(u) = α

(
‖u− ui‖2

µ2

)
.

Uma vez queα e ‖·‖2 são de classeC∞, temos queϕi é infinitamente diferenciável. Mais ainda,

valem as seguintes igualdades

ϕi(u) = 1, seu ∈ B
(
ui,

3
2
µ
)
, (2.3.7)

ϕi(u) = 0, seu 6∈ B (ui, 2µ) . (2.3.8)
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De fato, dadou ∈ B
(
ui,

3
2
µ
)

temos‖u− ui‖ < 3
2
µ, donde segue que‖u−ui‖2

µ2 < 9
4

e portanto,

por (2.3.5),ϕi(u) = 1. Para verificar (2.3.8), considereu 6∈ B(ui, 2µ). Como‖u− ui‖ ≥ 2µ,

temos que‖u−ui‖2
µ2 ≥ 4 e, por (2.3.6),ϕi(u) = 0. Observando agora que suppϕi ⊂ B(ui, 2µ),

conclúımos queϕi possui todas as derivadas limitadas.

Seja agoraβ : R→ [0, 1] de classeC∞, com todas as derivadas limitadas, e tal que

β(s) = 1, ses ≥ 1, (2.3.9)

β(s) = 0, ses ≤ 0, (2.3.10)

e definaϕ : E → [0, 1] por

ϕ(u) = β

(
m∑

i=1

ϕi(u)

)
.

Naturalmente,ϕ é de classeC∞ e possui todas as derivadas limitadas. Resta então mostrar que

ϕ satisfaz (2.3.2) e (2.3.3). Dadou ∈ (A)µ, precisamos encontrari ∈ {1, 2, . . . , m} tal que

ϕi(u) = 1. Sejav ∈ A tal que‖u− v‖ < µ. De acordo com (2.3.4), existeui ∈ {u1, u2, . . . , um}
tal que‖v − ui‖ < µ

2
. Desta forma

‖u− ui‖ ≤ ‖u− v‖+ ‖v − ui‖ < µ +
µ

2
=

3

2
µ,

e portantou ∈ B
(
ui,

3
2
µ
)
. Logo, por (2.3.7), conclúımos queϕi(u) = 1, o que prova a validade de

(2.3.2). Dado agorau ∈ E \ (A)2µ, temos‖u− v‖ ≥ 2µ qualquer que sejav ∈ A. Em particular,

para todoi, ‖u− ui‖ ≥ 2µ, isto é,u 6∈ B(ui, 2µ). Assim, por (2.3.8), temos queϕi(u) = 0 para

todo i = 1, 2, . . . , m, o que nos mostra queϕ(u) = β(0) = 0 e portanto a condiç̃ao (2.3.3)é

satisfeita.

Antes de demonstrar os principais resultados desta seção vamos introduzir o conceito de oper-

ador de Fredholm e tecer alguns comentários sobre tais operadores.

Definição 2.3.11.SejamE eF espaços de Banach eT : E → F um operador linear e contı́nuo.

Dizemos queT é umoperador de Fredholmse

1. ker T tem dimens̃ao finita,

2. R(T ) é fechado emF e possui codimensão finita.

Observaç̃ao 2.3.12.No caso em queT : H → H, H é espaço de Hilbert eT é auto-adjunto, o

fecho da imagem deT é o complemento ortogonal do núcleo deT . ComoR(T ) é fechado, temos

H = H0 ⊕ H1, ondeH0 e H1 denotam o ńucleo e a imagem deT , respectivamente. Como a
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restriç̃ao deT a H1 é uma bijeç̃ao cont́ınua, o Teorema da Aplicação Aberta nos garante que a

inversa deT restrita aH1 é tamb́em cont́ınua, e portanto existeα > 0 tal que

‖Tu‖ ≥ α ‖u‖ , ∀u ∈ H1,

donde segue que 0 não pode ser ponto de acumulação do espectro deT . Utilizando a teoria

espectral para operador auto-adjuntos, obtemosb > 0 e subespaços fechadosH+ e H− tais que

H+ eH− são ortogonais e invariantes porT , H1 = H+ ⊕H− e ainda

〈Tu, u〉 ≥ b ‖u‖2 , ∀u ∈ H+ e 〈Tu, u〉 ≤ −b ‖u‖2 , ∀u ∈ H−.

Teorema 2.3.13.SejamI ∈ C2(H,R) e A ⊂ Kc é um conjunto compacto. Suponha que, para

cadau ∈ A, I ′′(u) é um operador de Fredholm. Então, para todoε, µ > 0, existeJ ∈ C2(H,R)

tal que

‖J − I‖C2 ≤ ε, (2.3.14)

J(u) = I(u), ∀u ∈ H \ (A)2µ. (2.3.15)

Além disso, os eventuais pontos crı́ticos deJ em(A)µ são ñao degenerados e em número finito.

Demonstraç̃ao. ComoA é compacto, o Lema 2.3.1 nos forneceϕ ∈ C∞(H, [0, 1]) e uma con-

stanteM1 > 0 tais que ∥∥ϕ(j)(u)
∥∥ ≤ M1, ∀ u ∈ E, j = 0, 1, 2,

em queϕ(j) é aj-ésima diferencial deϕ.

Parav ∈ E, considereJ ∈ C2(H,R) definido por

J(u) = I(u) + ϕ(u) 〈u, v〉 . (2.3.16)

Uma vez queϕ satisfaz (2.3.3), a condição (2.3.15)́e trivialmente satisfeita. Vamos verificar que,

com uma escolha apropriada dev, temos

‖J(u)− I(u)‖+ ‖J ′(u)− I ′(u)‖+ ‖J ′′(u)− I ′′(u)‖ ≤ ε, ∀u ∈ H,

e portantoJ satisfaz (2.3.14).

Naturalmente, basta considerar o caso em queu ∈ (A)2µ. A compacidade deA nos fornece

M2 > 0 tal que‖u‖ ≤ M2, para todou ∈ (A)2µ. Dadou em(A)2µ, a definiç̃ao deJ nos permite

escrever

‖J(u)− I(u)‖ = ‖ϕ(u) 〈u, v〉‖ ≤ |ϕ(u)| ‖u‖ ‖v‖ ≤ M1M2 ‖v‖ . (2.3.17)
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Para a estimativa da primeira derivada observe que, de acordo com (2.3.16), temos

J ′(u)(h) = I ′(u)(h) + ϕ(1)(u)(h) 〈u, v〉+ ϕ(u) 〈h, v〉 , ∀h ∈ E.

A express̃ao acima nos permite concluir que, seu ∈ (A)2µ, ent̃ao

‖J ′(u)− I ′(u)‖ ≤
∥∥ϕ(1)(u)

∥∥ ‖u‖ ‖v‖+ |ϕ(u)| ‖v‖ ≤ M1(M2 + 1) ‖v‖ . (2.3.18)

De maneira ańaloga obtemos, parau ∈ (A)2µ,

‖J ′′(u)− I ′′(u)‖ ≤ M1(M2 + 2) ‖v‖ .

Esta estimativa, juntamente com (2.3.17) e (2.3.18), nos mostra queJ satisfaz (2.3.15), desde

que escolhamosv tal que

‖v‖ <
ε

3M1(M2 + 2)
. (2.3.19)

Vamos agora estudar os eventuais pontos crı́ticos deJ em (A)µ. Observe inicialmente que,

neste conjunto, temosϕ ≡ 1, e portanto

∇J = ∇I + v e ∇2J = ∇2I.

Desta forma, se−v for valor regular de∇I, os pontos cŕıticos deJ em (A)µ são ñao degenera-

dos. Neste caso, tais pontos serão em ńumero finito, visto que(A)µ é limitado e pontos crı́ticos

não degenerados são sempre isolados. Precisamos então escolherv de maneira que−v seja valor

regular de∇I e a condiç̃ao (2.3.19) seja satisfeita. Mas isso segue do Teorema de Sard-Smale (cf.

[20]), uma vez que o conjunto dos valores crı́ticos de∇I é de primeira categoria.

O próximo resultado seráútil para mostrar que, sob certas condições , a pertubação do funcional

I preserva propriedades de compacidade. Antes porém, lembremos que uma aplicação entre dois

espaços topológicosé ditaprópria se a imagem inversa de compactoé compacta.

Lema 2.3.20.Sob as hiṕoteses do Teorema 2.3.13, existe uma vizinhançaN deA eε > 0 tais que,

para todo funcionalJ satisfazendo‖J − I‖C2 ≤ ε, tem-se∇J própria emN .

Demonstraç̃ao. Dadosε > 0 e x ∈ A, denotemos porT a aplicaç̃ao∇2I(x). Utilizando a

Fórmula de Taylor e o fato dex ∈ Kc, podemos obterδx > 0 tal que a aplicaç̃ao∇I − T é

de Lipschitz emNx = B(x, δx), com constante de Lipschitz menor ou igual aε. Dado ent̃ao

um funcionalJ satisfazendo‖J − I‖C2 ≤ ε, definimosr(x) = ∇J(x) − Tx e obtemos, para
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x, y ∈ Nx,

‖r(x)− r(y)‖ = ‖∇J(x)−∇J(y) + Ty − Tx‖
≤ ‖(∇J(x)−∇I(x))− (∇J(y)−∇I(y))‖+

‖(∇I(x)− Tx)− (∇I(y)− Ty)‖
≤ ε ‖x− y‖+ ε ‖x− y‖ = 2ε ‖x− y‖ ,

em que usamos a desigualdade do valor médio, a proximidade de∇I e∇J e o fato de∇I − T ser

de Lipschitz. A express̃ao acima nos permite concluir quer é de Lipschitz emNx, com constante

de Lipschitz menor ou igual a2ε.

ComoT é um operador de Fredholm, temos a decomposição H = H0 ⊕ H1, conforme a

observaç̃ao 2.3.12. A injetividade deT emH1 nos permite obterαx > 0 tal que

‖Tu‖ ≥ αx ‖u‖ , ∀u ∈ H1.

Considere agora(un) ⊂ Nx tal que∇J(un) seja convergente. Vamos verificar que(un) possui

subseqûencia convergente. De fato, temosun = u0
n + u1

n, comu0
n ∈ H0 e u1

n ∈ H1. Uma vez

queNx é limitado eH0 tem dimens̃ao finita podemos supor, passando a uma subsequência se

necesśario, que(u0
n) é convergente. Temos então

‖u1
n − u1

m‖ ≤ α−1
x ‖Tu1

n − Tu1
m‖

≤ α−1
x (‖r(un)− r(um)‖+ ‖∇J(un)−∇J(um)‖)

≤ 2εα−1
x (‖u0

n − u0
m‖+ ‖u1

n − u1
m‖) + α−1

x ‖∇J(un)−∇J(um)‖ ,

donde segue que
(

1− 2ε

αx

) ∥∥u1
n − u1

m

∥∥ ≤ 2εα−1
x

∥∥u0
n − u0

m

∥∥ + α−1
x ‖∇J(un)−∇J(um)‖ .

Escolhendo agoraε <
αx

2
, como(u0

n) e(∇J(un)) são seqûencias de Cauchy, concluı́mos que(u1
n)

é seqûencia de Cauchy e portanto converge (porqueNx é fechado). Desta forma,∇J é pŕopria em

Nx.

Observe agora que, comoA é compacto, existemx1, . . . , xm ∈ A tais que

A ⊂
m⋃

i=1

B

(
xi,

δxi

2

)
= N.

Seja agora(un) ⊂ N uma seqûencia tal que∇J(un) é convergente. ComoN é uma unĩao finita

de bolas podemos supor, sem perda de generalidade, que(un) ⊂ B

(
xi,

δxi

2

)
para algumi ∈
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{1, . . . , m}. A primeira parte da demonstração nos permite concluir que, se‖J − I‖C2 <
αxi

2
,

ent̃ao(un) possui subsequência convergente. Tomando então

ε < min
{αx1

2
, . . . ,

αxm

2

}

conclúımos que∇J é pŕopria emN .

Observaç̃ao 2.3.21.Suponha que as hipóteses do Teorema 2.3.13 sejam satisfeitas e queI satis-

faça (GPS). Então, paraε, µ > 0 suficientemente pequenos, oúltimo resultado nos garante que

o funcionalJ , dado pelo Teorema 2.3.13, também satisfaz esta propriedade. De fato, considere

(un) ⊂ E tal que

J(un) → c e
‖J ′(un)‖
φ(‖un‖) → 0.

Tendo em vista (2.3.15) e o fato deI satisfazer (GPS), podemos supor que(un) ⊂ (A)2µ. Natural-

mente, podemos tomarµ pequeno de forma que(A)2µ ⊂ N , em queN é a vizinhança deA dada

pelo Lema 2.3.20. Temos então

0 ≤ ‖J ′(un)‖
φ(0)

≤ ‖J ′(un)‖
φ(‖un‖) → 0,

e portantoJ ′(un) → 0. Como∇J é pŕopria em(A)2µ, conclúımos que(un) possui subsequência

convergente, istóe,J tamb́em satisfaz (GPS).

O teorema seguintée um caso particular das situações tratadas anteriormente e será utilizado

no Caṕıtulo 2.

Teorema 2.3.22.SejaI ∈ C2(H,R) e u0 ∈ E um ponto cŕıtico isolado deI tal queI ′′(u0) é um

operador de Fredholm. Então, dadoε > 0, existeJ ∈ C2(H,R) satisfazendo

‖J − I‖C2 ≤ ε,

J(u) = I(u), ∀u ∈ H \B(u0, ε).

Além disso, os eventuais pontos crı́ticos deJ em B(u0, ε) são ñao degenerados e em número

finito e, seI satisfaz(GPS), ent̃ao J pode ser constrúıdo de maneira a satisfazer esta mesma

propriedade.



CAPÍTULO 3

Um Teorema de Ponto de Sela

Neste caṕıtulo utilizamos a teoria desenvolvida no Capı́tulo 2 para obter um teorema abstrato que

nos permite, sob certas hipóteses, obter pontos crı́ticos ñao nulos para funcionais definidos em

espaços de Hilbert. O resultado baseia-se no Teorema do Ponto de Sela de Lazer-Solimini [11],

onde acrescentamos um lema de deformação devido a Silva [18].

Antes de enunciar o resultado principal vamos introduzir uma nova condição de compacidade.

Definição 3.0.1.Dizemos queI ∈ C1(E,R) satisfaz acondiç̃ao de Cerami Forteno ńıvel c ∈ R,

denotada por(SCe)c, se toda seqûencia (un) ⊂ E tal que I(un) → c e I ′(un) → 0, quando

n →∞, satisfaz as condiç̃oes abaixo

(i) se(un) é limitada, ent̃ao (un) possui uma subsequência convergente

(ii) se(unj
) ⊂ (un) é tal que

∥∥unj

∥∥ →∞, ent̃ao lim
∥∥I ′(unj

)
∥∥ ∥∥unj

∥∥ = ∞.

SeI satisfaz(SCe)c para todoc ∈ [a, b] ou todoc ∈ R, dizemos simplesmente queI satisfaz(SCe)

em[a, b] ou (SCe), respectivamente.

Observe que esta condição de compacidade situa-se entre (PS) e (Ce). O resultado principal

deste trabalhóe o

Teorema 3.0.2.SejaH = V ⊕W um espaço de Hilbert comW = V ⊥ e V de dimens̃ao finita.

Suponha queI ∈ C2(H,R) satisfaz(SCe), 0 é um ponto cŕıtico isolado deI, I ′′(0) é um operador

de Fredholm edim V < m(I, 0) oum(I, 0) < dim V . Se, aĺem disso,

39
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(I1) Existeβ ∈ R tal que

I(v) ≤ β, ∀ v ∈ V,

(I2) Existeγ ∈ R tal que

I(w) ≥ γ, ∀w ∈ W,

ent̃ao,I possui pelo menos um ponto crı́tico não nulo.

Para demonstrar o teorema acima, usamos alguns resultados preliminares. O primeiroé um

lema de deformaç̃ao , devido a Silva [18].

Lema 3.0.3.SejaH = V ⊕W um espaço de Hilbert comW = V ⊥. SeI ∈ C1(H,R) satisfaz

(I1), (I2) e (SCe)em [γ, β] ent̃ao, dadoε > 0, existeε ∈ (0, ε), R > 0 e uma funç̃ao cont́ınua

η : [0, 1]×H → H tal que

(η1) η(t, u) = u, para todou ∈ W ,

(η2) η(t, ·) : H → H é um homeomorfismo, para todot ∈ [0, 1],

(η3) η(1, u) ∈ Iγ−ε, para todou ∈ V ∩ ∂B(0, R),

(η4) I(η(t, u)) ≤ I(u), para todou ∈ H, t ∈ [0, 1].

Demonstraç̃ao. Tomandoc >
8

ln(3/2)
(β − γ + 1), afirmamos que existem constantesε1 > 0 e

R1 > 0 tais que

‖I ′(u)‖ ‖u‖ ≥ c > 0, ∀u ∈ (
Iβ+ε1 ∩ Iγ−ε1

) \B(0, R1). (3.0.4)

De fato, se ñao fosse assim, existiria uma sequência (un) ⊂ H tal que ‖un‖ → ∞,

‖I ′(un)‖ ‖un‖ < c, I ′(un) → 0 e I(un) → b ∈ [γ, β], o queé um absurdo, visto queI satis-

faz (SCe) em[γ, β].

Sem perda de generalidade, podemos suporε1 < min{1, ε}. Considerando agora0 < ε < ε1,

definimos os seguintes conjuntos

A = Iβ+ε1 ∪ Iγ−ε1 , B = Iβ+ε ∩ Iγ−ε,

C = {u = v + w | v ∈ V, w ∈ W, ‖v‖ ≤ R1} ,

e

D = H \ {u = v + w | v ∈ V, w ∈ W, ‖v‖ < R1 + 1} .
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Uma vez queA eB são fechados e disjuntos, a funçãog : H → R definida por

g(u) =
‖u− A‖

‖u− A‖+ ‖u−B‖
é de Lipchitz e satisfazg|A ≡ 0, g|B ≡ 1 e0 ≤ g ≤ 1. De maneira ańaloga, definimosf : H → R
de Lipschitz, satisfazendof |C ≡ 0, f |D ≡ 1 e 0 ≤ f ≤ 1. SejaV um campo vetorial pseudo-

gradiente associado aI, eΦ(u) = V (u)

‖V (u)‖2 , parau ∈ H̃. ConsidereX : H → H dado por

X(u) =

{
−f(u)g(u)Φ(u), seu ∈ H̃,

0, seu 6∈ H̃.

Naturalmente,X é um campo vetorial localmente Lipschitz. As definições def eg, e as expressões

(2.1.13) e (3.0.4), nos fornece

‖X(u)‖ ≤ ‖u‖
c

, ∀u ∈ H. (3.0.5)

Considere agora o problema de Cauchy




η̇1(t, u) = X(η1(t, u)),

η1(0, u) = u ∈ H,
(3.0.6)

que possui soluç̃aoúnica, definida em um intervalo maximal(T−
u , T+

u ). Afirmamos queT+
u = ∞.

De fato, dadou ∈ H, considereϕ(t) = ‖η1(t, u)‖2. Ent̃ao, utilizando (3.0.5), obtemos

ϕ′(t) = 2 〈η1(t, u), η̇1(t, u)〉 ≤ 2

c
ϕ(t), ∀ t ∈ (T−

u , T+
u ),

e multiplicando essa desigualdade pore−2c−1t e integrando em[0, s] ⊂ [0, T+
u ), segue que

ϕ(s) ≤ ‖u‖2 e2c−1s. (3.0.7)

Suponha, por absurdo, queT+
u < ∞. A express̃ao acima e (3.0.5) nos mostra que‖X(η1(t, u))‖ ≤

Mu, para alguma constanteMu e para todot ∈ [0, T+
u ). Desta forma, para(tn) ⊂ [0, T+

u ) tal que

tn → T+
u , temos

‖η1(tn+1, u)− η1(tn, u)‖ ≤ Mu|tn+1 − tn|,
o que mostra que(η1(tn, u)) é uma seqûencia de Cauchy e, consequentemente,η1(tn, u) → u ∈ H,

quandotn → T+
u . A soluç̃ao de (3.0.6) com valor inicialu nos fornece uma continuação deη1(t, u)

para valorest > T+
u , contrariando a maximalidade deT+

u . Esta contradiç̃ao conclui a verificaç̃ao

de queT+
u = ∞.
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A continuidade das soluções de (3.0.6) com relação aos dados iniciais e o fato de queT+
u = ∞

implicam queη1 ∈ C ([0,∞)×H, H). ConsiderandoT > 0 tal que

4(β − γ + ε) < T < 8(β − γ + 1),

definimosη(t, u) = η1(tT, u), para0 ≤ t ≤ 1. Uma vez quef |C ≡ 0, temos queX(u) = 0 para

todou ∈ W , e portanto(η1) se verifica. A condiç̃ao(η2) é conseqûencia imediata das propriedades

das soluç̃oes de (3.0.6).

No caso em queX(u) = 0, a condiç̃ao(η4) é imediata. SeX(u) 6= 0, ent̃aou ∈ H̃ e podemos

utilizar (3.0.6), (2.1.14) e a definição def eg para escrever

d

dt
I(η1(t, u)) = 〈I ′(η1),−f(η1)g(η1)Φ(η1)〉 ≤ −1

4
f(η1)g(η1) ≤ 0, (3.0.8)

o que prova a veracidade de(η4) .

Finalizaremos a demonstração verificando que(η3) ocorre paraR > 2(R1 +1). Tomeu ∈ V ∩
∂B(0, R) e definaΨ(t) = ‖η1(t, u)‖, queé uma funç̃ao deriv́avel, visto quef |C ≡ 0. Utilizando

(3.0.5) e (3.0.6), obtemosΨ′(t) ≤ 1
c
Ψ(t), para todot ≥ 0, donde segue que

0 < Ψ(t) ≤ ‖u‖ ec−1t, ∀ t ≥ 0. (3.0.9)

ConsidereP : H → V a projeç̃ao ortogonal eη2(t, u) = Pη1(t, u). Naturalmente‖η2(s, u)‖ 6=
0, para todos ∈ [0, T ]. Utilizando isto, o fato deV e W serem ortogonais, (3.0.5) e (3.0.9),

obtemos
∣∣∣∣
d

dt
‖η2(t, u)‖

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
〈η2(t, u), η̇2(t, u)〉

‖η2(t, u)‖

∣∣∣∣ ≤ ‖η̇1(t, u)‖ ≤ 1

c
‖u‖ ec−1t, ∀ t ∈ [0, T ].

Comou ∈ V , η2(0, u) = u. Deste fato e da desigualdade acima segue que, para todot ∈ [0, T ],

vale

|‖η2(t, u)‖ − ‖u‖| =
∣∣∣∣
∫ t

0

d

dτ
‖η2(τ, u)‖ dτ

∣∣∣∣ ≤
1

c
‖u‖

∫ t

0

ec−1τ dτ = ‖u‖ (ec−1t − 1). (3.0.10)

Utilizando (3.0.10) comt = T , o fato de quec−1T < ln(3/2) eR > 2(R1 + 1), obtemos

‖η2(t, u)‖ ≥ ‖u‖
(
2− ec−1T

)
≥ 1

2
‖u‖ ≥ R1 + 1, ∀ t ∈ [0, T ],

e portantof(η1(t, u)) = 1, para todot ∈ [0, T ]. Afirmamos queη1(T, u) ∈ Iγ−ε. De fato, se ñao

fosse assim, por(I1) e (η4) podeŕıamos assumir queη1(t, u) ∈ Iβ ∩ Iγ−ε, para todot ∈ [0, T ].
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Desta forma,g(η1(t, u)) = 1 em [0, T ], e portantoX(η1(t, u)) 6= 0 neste intervalo. Integrando a

express̃ao (3.0.8) entre 0 eT , utilizandoI(u) ≤ β e a escolha deT , obtemos

I(η1(T, u)) ≤ β − 1

4
T < γ − ε,

contrariandoη1(T, u) ∈ Iγ−ε. Isto finaliza a demonstração do lema.

Observaç̃ao 3.0.11.Observe que, no lema anterior, não estamos supondodim V < ∞.

A proposiç̃ao seguinteé peça fundamental da demonstração do Teorema 3.0.2. Sua

demonstraç̃ao baseia-se na de Lazer & Solimini [11], onde vamos utilizar o lema anterior para

compensar a falta de anticoercividade do funcional emV .

Proposiç̃ao 3.0.12.SejaH = V ⊕W um espaço de Hilbert comW = V ⊥ eV de dimens̃ao finita.

Suponha queI ∈ C2(H,R) satisfaz(I1), (I2) e (SCe). Suponha ainda queI possui somente um

número finito de pontos crı́ticos, todos ñao degenerados. Então I possui um ponto crı́tico u ∈ H

tal quem(I, u) = dim V .

Demonstraç̃ao. Sejak = dim V . Sek = 0, a condiç̃ao(I2) implica queI é limitado inferiormente

e portanto, por (SCe),I assume ḿınimo em um pontou ∈ H. Comou é ponto cŕıtico não

degenerado, podemos utilizar o Lema 2.2.17 para concluir quem(I, u) = 0.

Vamos ent̃ao considerark ≥ 1. Uma vez queI possui somente um número finito de pontos

cŕıticos, podemos escolherd0 ∈ R tal qued0 < γ e I não possui nenhum ponto crı́tico emId0.

ComoI satisfaz a condiç̃ao (I2) com γ substitúıdo pord0, podemos utilizar o Lema 3.0.3 para

obterε ∈ (0, 1), R > 0 eη ∈ C([0, 1]×H, H) satisfazendo(η1), (η2) e

η(1, u) ∈ Id0−ε, ∀ u ∈ Sk−1 = V ∩ ∂B(0, R).

A express̃ao acima e a escolha ded0 nos permite escrever

S̃k−1 ⊂ Id0 ⊂ H \W,

em queS̃k−1 = η(1, Sk−1).

Considerei : S̃k−1 → H \W e l : Sk−1 → H \W as aplicaç̃oes de inclus̃ao. ComoSk−1 é

retrato de deformação forte deH\W eη(1, ·) é um homeomorfismo tal queη (1, H \W ) = H\W ,

podemos utilizar o Lema 2.2.4 e as propriedades (A1) e (A2) dos grupos de homologia, para

concluir que

i∗ : H
(
S̃k−1

)
→ H (H \W )
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é um isomorfismo. Este argumento está ilustrado no diagrama de isomorfismos abaixo, onde

ψ = η(1, ·)
H

(
S̃k−1

)
i∗−→ H (H \W )

ψ−1
∗ ↓ ↑ ψ∗

H
(
Sk−1

) l∗−→ H (H \W ) .

Sejamj : S̃k−1 → Id0 eh : Id0 → H \W as aplicaç̃oes de inclus̃ao. A propriadade (A2) dos

grupos de homologia nos fornecei∗ = h∗ ◦ j∗. Comoi∗ é isomorfismo, temos que

h∗ : H(Id0) → H(H \W )

é um homomorfismo sobrejetor, donde segue que

dim H(Id0) = dim H(H \W ) + dim ker h∗ ≥ dim H(H \W ).

ComoH(H \W ) é isomorfo aH(Sk−1), a express̃ao acima e o Teorema 2.2.10 nos fornecem

dim Hk−1(I
d0) ≥ dim Hk−1(S

k−1) =

{
1, sek > 1,

2, sek = 1.
(3.0.13)

Sejam

c1 < c2 < · · · < cm

os posśıveis ńıveis cŕıticos deI e considered1, . . . , dm números reais escolhidos de forma que

dj−1 < cj < dj, paraj = 1, . . . , m. CasoI não possua valores crı́ticos, tomed1 = dm > d0.

Suponha, por absurdo, queI não possui ponto crı́tico comı́ndice de Morse igual ak. Sendo assim,

a observaç̃ao 2.2.30 nos fornece

dim Hk(I
dj , Idj−1) = 0, ∀ j = 1, . . . , m. (3.0.14)

Como a seqûencia

H
(
Idj−1 , Idj−2

) s∗−→ H
(
Idj , Idj−2

) t∗−→ H
(
Idj , Idj−1

)

é exata, em ques e t são as aplicaç̃oes de inclus̃ao, temos

dim H
(
Idj , Idj−2

)
= dimR(t∗) + dim ker t∗ ≤ dim H

(
Idj , Idj−1

)
+ dimR(s∗)

≤ dim H
(
Idj , Idj−1

)
+ dim H

(
Idj−1 , Idj−2

)
,
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desde queker t∗ = R(s∗). Podemos aplicar esse argumentom vezes para obter, via (3.0.14),

dim Hk(I
dm , Id0) ≤

m∑
j=1

dim Hk(I
dj , Idj−1) = 0.

Considerando a sequência exata

Hk(I
dm , Id0) −→ Hk−1(I

d0) −→ Hk−1(I
dm),

obtemos

dim Hk−1(I
d0) ≤ dim Hk(I

dm , Id0) + dim Hk−1(I
dm),

e portanto

dim Hk−1(I
d0) ≤ dim Hk−1(I

dm). (3.0.15)

ComoI não possui ponto crı́tico emIdm , a observaç̃ao 2.1.43 nos garante queIdm é retrato de

deformaç̃ao forte deH. Naturalmente, seu ∈ H, ent̃ao{u} é retrato de deformação forte deH.

Utilizando (3.0.15) e estas considerações , conclúımos que

dim Hk−1(I
d0) ≤ dim Hk−1(I

dm) = dim Hk−1({u}) =

{
0, sek > 1,

1, sek = 1,
(3.0.16)

o que contraria (3.0.13). A contradição proveio do fato de termos negado a existência de um ponto

cŕıtico deI comı́ndice de Morsek, e portanto tal ponto existe.

Vamos utilizar a Proposição 3.0.12 e o ḿetodo da pertubação de Marino-Prodi, desenvolvido

na seç̃ao 2.3, para demonstrar o Teorema 3.0.2

Demonstraç̃ao do Teorema 3.0.2. SejamH0, H−, H+ e b > 0 conforme mencionados na

observaç̃ao 2.3.12. ComoI ∈ C2(H,R), podemos escolherε tal que0 < ε < b
3

e

‖I ′′(u)− I ′′(0)‖ <
b

3
, ∀u ∈ B(0, ε).

O Teorema 2.3.22 nos permite obterJ ∈ C2(H,R) tal queI(u) = J(u) para‖u‖ ≥ ε, J possui

um número finito de pontos crı́ticos emB(0, ε), todos ñao degenerados, e‖I ′′(u)− J ′′(u)‖ ≤ ε,

para todou ∈ H. Um argumento semelhante ao utilizado na obervação 2.3.21 nos permite assumir

queJ tamb́em satisfaz (SCe). De fato, basta observar que para sequências limitadas a condição

(SCe)é equivalentèa (PS), e portanto a argumentação feita na observação 2.3.21 permanece válida.

A definição deJ , dada em (2.3.16), nos permite concluir que existem constantesβ1, γ1 > 0, tais

queJ satisfaz(I1) e (I2) comβ1 eγ1 substitúıdos porβ eγ, respectivamente.
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ComoI e J coincidem no complementar deB(0, ε), é suficiente provarmos queJ possui um

ponto cŕıtico u1, com‖u1‖ ≥ ε. Se tal ponto cŕıtico não existisse, os pontos crı́ticos deJ seriam

em ńumero finito e todos ñao degenerados. Assim, pela Proposição 3.0.12, existiria um ponto

cŕıtico deJ comı́ndice de Morse igual adim V . Denotandok = dim V , vamos mostrar que, seu

é um ponto cŕıtico deJ com‖u‖ < ε, ent̃aom(J, u) 6= k.

Seja ent̃aou ∈ B(0, ε) um ponto cŕıtico deJ . Uma vez que

‖J ′′(u)− I ′′(0)‖ ≤ ‖J ′′(u)− I ′′(u)‖+ ‖I ′′(u)− I ′′(0)‖ < ε +
b

3
<

2b

3
,

temos

−2b

3
‖u‖2 + 〈I ′′(0)u, u〉 ≤ 〈J ′′(u)u, u〉 ≤ 2b

3
‖u‖2 + 〈I ′′(0)u, u〉 .

A express̃ao acima e a decomposição espectral do espaçoH nos fornece

〈J ′′(u)u, u〉 ≤ − b

3
‖u‖2 , ∀ u ∈ H−,

e

〈J ′′(u)u, u〉 ≥ b

3
‖u‖2 , ∀u ∈ H+,

Das desigualdades acima segue que

dim H− ≤ m(J, u) ≤ dim
(
H0 ⊕H−)

. (3.0.17)

De acordo com a definição déındice de Morse éındice de Morse aumentado temos

m(I, 0) = dim H− e m(I, 0) = dim H0 ⊕H−.

Esta observaç̃ao e as hiṕoteses do teorema implicam em que

k < dim H− ou dim
(
H0 ⊕H−)

< k.

Estaúltima express̃ao e (3.0.17) nos permite concluir quem(J, u) 6= k, o que conclui a demons-

traç̃ao do teorema.

Corolário 3.0.18. Suponha as mesmas hipótese do Teorema 3.0.2 e que{uj}m
j=1 são pontos

crı́ticos isolados deI tais queI ′′(uj) é operador de Fredholm paraj = 1, . . . , m. Suponha

ainda que, paraj = 1, . . . , m, tem-sedim V < m(I, uj) ou m(I, uj) < dim V . Ent̃ao existe um

ponto cŕıtico u0 deI comu0 6= uj, j = 1, . . . , m.

Demonstraç̃ao. Basta repetir a demonstração do Teorema aplicando repetidas vezes o Corolário

2.3.22.



CAPÍTULO 4

Aplicações

Neste caṕıtulo aplicamos o Teorema 3.0.2, obtendo multiplicidade de solução para um problema

eĺıptico semilinear duplamente ressonante, com uma condição de ñao-quadraticidade local, semel-

hanteà utilizada em Costa & Magalhães [3]. Obtemos também alguns resultados de existência de

soluç̃ao para problemas da mesma natureza.

Considere o seguinte problema elı́ptico semilinear

(P )

{
−∆u = f(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

em queΩ ⊂ RN , N ≥ 1, é um doḿınio limitado com fronteira∂Ω suave ef ∈ C1(Ω × R,R)

satisfaz

(f1) Existe2 < σ < 2N
N−2

(2 < σ < ∞, seN = 1 ou2) e constantesa1, a2 > 0 tais que

|fs(x, s)| ≤ a1|s|σ−2 + a2, ∀ x ∈ Ω, s ∈ R.

Como estamos interessados em multiplicidade de solução no caso em que(P ) possui soluç̃ao

trivial, impomos a seguinte condição

(f2) fs(x, 0) 6≤ λj ou λj+1 6≤ fs(x, 0),

ondeλj é o j-ésimo autovalor de(−∆, H1
0 (Ω)). Esta condiç̃ao nos permite fazer estimativas do

ı́ndice de Morse da solução trivial.

Observe que(f1) implica em quef possui crescimento subcrı́tico, istoé,

47
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(f̂1) Existe1 < σ < 2N
N−2

(1 < σ < ∞, seN = 1 ou2) e constantesa3, a4 > 0 tais que

|f(x, s)| ≤ a3|s|σ−1 + a4, ∀x ∈ Ω, s ∈ R.

Denotando porH o espaço de HilbertH1
0 (Ω), com a norma‖·‖ induzida pelo produto interno

〈u, v〉 =

∫

Ω

∇u · ∇v dx, ∀u, v ∈ H,

associamos ao problema(P ) o funcionalI definido por

I(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫

Ω

F (x, u) dx, ∀ u ∈ H, (4.0.1)

ondeF (x, s) =
∫ s

0
f(x, t) dt. A condiç̃ao (f1) implica em queI ∈ C2(H,R) (cf. [5]), com as

derivadas emu ∈ H dadas por

I ′(u)ϕ =

∫

Ω

∇u · ∇ϕ dx−
∫

Ω

f(x, u)ϕdx, ∀ϕ ∈ H, (4.0.2)

e

I ′′(u)(ϕ, ψ) =

∫

Ω

∇ϕ · ∇ψ dx−
∫

Ω

fs(x, u)ϕψ dx, ∀ϕ, ψ ∈ H. (4.0.3)

Da express̃ao (4.0.2) segue que as soluções fracas de(P ) em H são os pontos crı́ticos do

funcionalI. Note que, pela regularidade def , tais soluç̃oes fracas s̃ao de fato soluç̃oes cĺassicas.

Parap ≥ 1, indicamos por|u|p a norma de uma funçãou ∈ Lp(Ω),

|u|p =

(∫

Ω

|u(x)|p dx

) 1
p

, ∀u ∈ Lp(Ω).

Agora, observamos que o problema de autovalores

{
−∆u = λu, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

possui uma sequência de autovalores (contando multiplicidade)

0 < λ1 < λ2 ≤ . . . ≤ λk ≤ . . . ,

com λk → ∞, quandok → ∞. Além disso, as autofunções associadas{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk, . . .}
formam uma base ortonormal dos espaçosH e L2(Ω). Para cadak ∈ N, denotamos porEk o

espaço gerado por{ϕ1, . . . , ϕk}.
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A caracterizaç̃ao variacional dos autovalores nos fornece as seguintes desigualdades (cf. [6])
{
‖u‖2 ≤ λk|u|22, ∀u ∈ Ek,

‖u‖2 ≥ λk+1|u|22, ∀u ∈ E⊥
k .

(4.0.4)

Em particular, temos a desigualdade de Poincaré

‖u‖2 ≥ λ1|u|22, ∀u ∈ H. (4.0.5)

Para o casoN ≥ 3, denotamos porS a melhor constante da imersão de SobolevH1
0 (Ω) ↪→

L2∗(Ω), onde2∗ = 2N
N−2

. Como estamos com a imersão no caso crı́tico, a constanteS só depende

da dimens̃aoN e é dada pela seguinte expressão (cf. [22])

S = S(N) = inf
u∈H, u6≡0

∫

Ω

|∇|2 dx

(∫

Ω

|u|2∗ dx

) 2
2∗

> 0.

Sejam

L(x) = lim inf
|s|→∞

2F (x, s)

s2
e K(x) = lim sup

|s|→∞

2F (x, s)

s2
, (4.0.6)

onde os limites s̃ao tomados no sentido pontual. Consideramos o caso em que(P ) é um problema

de dupla reson̂ancia, no seguinte sentido

(F1) λj ≤ L(x) ≤ K(x) ≤ λj+1, q.t.p. emΩ. SeL(x) ≡ λj, existeD+ ∈ L1(Ω) tal que

F (x, s) ≥ λj

2
s2 −D+(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

Como ñao estamos supondo que os limites em (4.0.6) são uniformes, impomos a condição de

crescimento

(F2) ExistemA ∈ L
N
2 (Ω) eB ∈ L1(Ω) tais que

|F (x, s)| ≤ A(x)s2 + B(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

Relacionada com a condição (SCe), supomos também uma condiç̃ao de ñao-quadraticidade

local emf , a saber

(NQ)+





lim
|s|→∞

[f(x, s)s− 2F (x, s)] = +∞, q.t.p. emΩ0,

f(x, s)s− 2F (x, s) ≥ −C+(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ,

para algum subconjuntoΩ0 ⊂ Ω e C+ ∈ L1(Ω). De fato, com uma restrição sobre a medida do

conjuntoΩ0, temos o
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Lema 4.0.7.Existe0 < α < |Ω| tal que, sef ∈ C(Ω× R,R) satisfaz(f̂1), (F2), K(x) ≤ λj+1 e

(NQ)+ com|Ω0| > α, ent̃ao o funcionalI satisfaz(SCe).

Demonstraç̃ao. Seja(un) ⊂ H tal queI(un) → c ∈ R e I ′(un) → 0. A condiç̃ao (f̂1) implica

em queI ′(u) = u − T (u), comT : H → H compacto. Assim, se(un) é limitada, a exist̂encia

de subseqûencia convergentée conseqûencia direta do fato de queI ′(un) → 0, e portanto (i) da

Definição 3.0.1 se verifica.

Afirmamos que, se(un) não é limitada, ent̃ao ocorre (ii) da Definiç̃ao 3.0.1. De fato, se não

fosse assim, existiria uma subsequência, que vamos denotar ainda por(un), tal que‖un‖ → ∞
e ‖I ′(un)‖ ‖un‖ é limitado. Consideremos primeiro o caso em queN ≥ 3. As hipóteses sobre a

seqûencia(un) nos fornecemM ∈ R tal que

lim inf

∫

Ω

[f(x, un)un − 2F (x, un)] dx = lim inf [2I(un)− I ′(un)un] ≤ M. (4.0.8)

Por outro lado, dadoε > 0, podemos utilizarK(x) ≤ λj+1 e o Teorema de Egorov para

Gn(x) = sup
{

2F (x,s)
s2 | |s| ≥ n

}
, obtendo assim̃Ω ⊂ Ω tal que|Ω \ Ω̃| < ε e

lim sup
|s|→∞

2F (x, s)

s2
≤ λj+1, unif. para q.t.p. em̃Ω.

A express̃ao acima nos forneceM1 = M1(ε) > 0 tal que

F (x, s) ≤ 1

2
(ε + λj+1)s

2 + M1, ∀ s ∈ R, q.t.p emΩ̃. (4.0.9)

Uma vez queI(un) → c, paran suficientemente grande, temos

1

2
‖un‖2 ≤ (ε + c) +

∫

Ω

F (x, un) dx.

Utilizando isto, (4.0.9), Ḧolder,(F2) e a imers̃ao de Sobolev, obtemos

1
2
‖un‖2 ≤ (c + ε) + 1

2
(ε + λj+1)|un|22 + M1|Ω|+

∫

Ω\Ω̃

[
Au2

n + B
]

dx

≤ (c + ε) + 1
2
(ε + λj+1)|un|22 + M1|Ω|+ S−1|A|

L
N
2 (Ω\Ω̃)

‖un‖2 + |B|1,

Da express̃ao acima segue que
(

1

2
− S−1|A|

L
N
2 (Ω\Ω̃)

)
‖un‖2 ≤ 1

2
(ε + λj+1)|un|22 + (c + ε + M1|Ω|+ |B|1) . (4.0.10)

Uma vez que|Ω \ Ω̃| < ε, temos que|A|
L

N
2 (Ω\Ω̃)

→ 0, quandoε → 0. Considerando

ũn =
un

‖un‖ podemos supor, sem perda de generalidade, queũn ⇀ ũ fracamente emH, ũn → ũ
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fortemente emL2(Ω) e q.t.p. emΩ. Assim, dividindo a expressão (4.0.10) por‖un‖2, fazendo

n →∞, ε → 0, conclúımos que

1 ≤ λj+1|ũ|22. (4.0.11)

Para obter uma contradição , basta que verifiquemos a seguinte afirmação

∃Ω1 ⊂ Ω0 tal que|Ω1| > 0 e ũ(x) 6= 0 q.t.p. emΩ1. (4.0.12)

De fato, caso a expressão acima se verifique, podemos utilizá-la juntamente com(NQ)+ para

concluir que

f(x, un(x))un(x)− 2F (x, un(x)) ≥ −C+(x), q.t.p. emΩ,

lim[f(x, un(x))un(x)− 2F (x, un(x))] = ∞, q.t.p. emΩ1.

Aplicando o lema de Fatou paraQn(x) = f(x, un(x))un(x) − 2F (x, un(x)) e considerando as

express̃oes acima, obtemos

lim inf

∫

Ω

Qn(x) dx ≥
∫

Ω

[lim inf Qn(x)] dx = ∞,

o que contraria (4.0.8) e prova queI satisfaz (SCe)c.

Afirmamos ent̃ao que (4.0.12) se verifica, desde que

|Ω \ Ω0| <
(

S

λj+1

)N
2

. (4.0.13)

De fato, se (4.0.12) fosse falso, então deveŕıamos teru ≡ 0 emΩ0, e portanto, utilizando (4.0.11),

a desigualdade de Ḧolder, a imers̃ao de Sobolev,‖ũ‖ ≤ 1 e (4.0.13), obterı́amos

1 ≤ λj+1

∫

Ω

|ũ(x)|2 dx ≤ λj+1

[∫

Ω\Ω0

|ũ(x)|2∗ dx

] 2
2∗

|Ω \ Ω0| 2
N

≤ λj+1S
−1 ‖ũ‖2 |Ω \ Ω0| 2

N ≤ λj+1S
−1|Ω \ Ω0| 2

N < 1,

o queé um absurdo.

Para que (4.0.13) ocorra,é suficiente que tenhamos|Ω0| > α, em queα é definido como segue

α = |Ω| −
(

S

λj+1

)N
2

.

Note que

1 = λ1

∫

Ω

|ϕ1|2 dx ≤ λ1S
−1 ‖ϕ1‖2 |Ω| 2

N .
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A express̃ao acima, o fato de que‖ϕ1‖ = 1 e a caracterização dos autovalores de(−∆, H1
0 (Ω)),

nos mostra que (
S

λj+1

)N
2

<

(
S

λ1

)N
2

≤ |Ω|,

e portanto temos0 < α < |Ω|, o que conclui a demonstração do casoN ≥ 3.

Para o caso em queN = 1 ou2, basta considerar a constante de Sobolev da imersãoH1
0 (Ω) ↪→

Lq(Ω), comq > σ suficientemente grande, e argumentar como acima.

Observaç̃ao 4.0.14.Comoλj →∞ quandoj →∞, temos queα → |Ω|, quandoj →∞.

Estamos prontos para enunciar o nosso primeiro resultado de existência.

Teorema 4.0.15.Sef ∈ C1(Ω × R,R) satisfazf(x, 0) = 0, (f1), (f2), (F1), (F2) e (NQ)+ com

|Ω0| > α, em queα > 0 é dado pelo Lema 4.0.7, então o problema(P ) possui pelo menos uma

soluç̃ao ñao trivial.

A demonstraç̃ao seŕa feita em v́arias passos, onde vamos obter resultados que nos permitem

verificar as hiṕotese do Teorema 3.0.2.

Lema 4.0.16.Sef satisfaz(NQ)+ eK(x) ≤ λj+1, ent̃ao

F (x, s)− 1

2
K(x)s2 ≤ C+(x)

2
, ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

Demonstraç̃ao. Definindo

g(x, s) = f(x, s)−K(x)s e G(x, s) = F (x, s)− 1

2
K(x)s2,

temosg(x, s)s− 2G(x, s) = f(x, s)s− 2F (x, s). Supondos > 0 e utilizando(NQ)+, obtemos

d

ds

[
G(x, s)

s2

]
=

g(x, s)s− 2G(x, s)

s3
≥ −C+(x)

s3
. (4.0.17)

Integrando a expressão acima sobre[s, t] ⊂ (0,∞), segue que

G(x, s)

s2
≤ G(x, t)

t2
+

C+(x)

2

[
1

s2
− 1

t2

]
,

Uma vez queK(x) ≤ λj+1, temoslim sup
t→∞

t−2G(x, t) ≤ 0, e portanto

G(x, s) ≤ C+(x)

2
, ∀ s > 0, q.t.p. emΩ.
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O caso em ques < 0 é similar.

Apresentamos agora dois resultados auxiliares, que serão úteis na verificaç̃ao das hiṕoteses

(I1), (I2), bem como para as estimativas doı́ndice de Morse do funcionalI. As idéias do lema

abaixo foram extráıdas de [13].

Lema 4.0.18.Existem constantesδ1, δ2 > 0 tais que

(a) Seλj 6≤ L(x), ent̃ao

µ(u) = ‖u‖2 −
∫

Ω

L(x)u2 dx ≤ −δ1 ‖u‖2 , ∀u ∈ Ej,

(b) SeK(x) 6≤ λj+1, ent̃ao

ν(u) = ‖u‖2 −
∫

Ω

K(x)u2 dx ≥ δ2 ‖u‖2 , ∀u ∈ E⊥
j .

Demonstraç̃ao. De acordo com (4.0.4), temos‖u‖2 ≤ λj|u|22, para todou ∈ Ej. Assim

µ(u) ≤
∫

Ω

[λj − L(x)] u2 dx ≤ 0, ∀u ∈ Ej. (4.0.19)

Sejau ∈ Ej, tal queµ(u) = 0. Afirmamos queu = 0. De fato, temos

0 = µ(u) = ‖u‖2 −
∫

Ω

L(x)u2 dx ≤ ‖u‖2 − λj|u|22 ≤ 0,

e portanto‖u‖2 = λj|u|22. Utilizando a express̃ao (4.0.19), conclúımos queu = 0 em todo o

conjuntoΩ1 = {x ∈ Ω | λj < L(x)}. Desta forma,u é umaλj-autofunç̃ao que se anula em um

conjunto de medida positivaΩ1. O prinćıpio de continuaç̃aoúnica nos garante queu = 0.

Suponha, por contradição , que (a) ñao ocorra. Ent̃ao existe uma sequência(un) ⊂ Ej tal que

‖un‖ = 1 e µ(un) → 0. Sem perda de generalidade, podemos supor queun → u ∈ Ej emH,

visto queEj tem dimens̃ao finita. Tendo em vista (4.0.5),un → u emL2(Ω), donde segue que

0 = lim
n→∞

µ(un) = lim
n→∞

[
‖un‖2 −

∫

Ω

L(x)u2
n dx

]
= ‖u‖2 −

∫

Ω

L(x)u2 dx = µ(v).

Conforme observaç̃oes anteriores, devemos teru = 0. Uma vez queun → 0 emL2(Ω), devemos

ter
∫

Ω

L(x)u2
n dx → 0, e portanto

µ(un) = 1−
∫

Ω

L(x)u2
n dx → 1,
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o que contrariaµ(un) → 0 e estabelece a veracidade de (a).

Afim de provar (b) observe que, de acordo com (4.0.4), temos‖u‖2 ≥ λj+1|u|22, para todo

u ∈ E⊥
j . Assim

ν(u) ≥
∫

Ω

[λj+1 −K(x)] u2 dx ≥ 0, ∀ u ∈ E⊥
j . (4.0.20)

De maneira ańaloga ao caso (a), temos queν(u) = 0 implica u = 0. Suponha agora que (b)

não ocorre. Ent̃ao existe uma sequência(un) ⊂ E⊥
j tal que‖un‖ = 1 e ν(un) → 0. Passando

a uma subsequência se necessário, podemos supor queun ⇀ u ∈ E⊥
j fracamente emH e forte-

mente emL2(Ω). O fato deH estar imerso compactamente emL2(Ω) e da norma ser fracamente

semicont́ınua inferiormente implica queν é fracamente semicontı́nuo inferiormente, donde segue

que

ν(u) ≤ lim inf ν(un) = 0.

Esta express̃ao e (4.0.20) nos permite concluir queν(u) = 0, e portantou = 0. Desta maneira

un → 0 emL2(Ω), e o resultado segue de um raciocı́nio semelhante ao do caso (a).

Corolário 4.0.21. Existem constantesδ1, δ2, ε > 0 tais que, para todo subconjuntõΩ ⊂ Ω tal que

|Ω \ Ω̃| < ε, temos

(a) Seλj 6≤ L(x), ent̃ao

‖u‖2 −
∫

Ω̃

L(x)u2 dx ≤ −δ1

2
‖u‖2 , ∀u ∈ Ej, (4.0.22)

(b) SeK(x) 6≤ λj+1, ent̃ao

‖u‖2 −
∫

Ω̃

K(x)u2 dx ≥ δ2

2
‖u‖2 , ∀u ∈ E⊥

j . (4.0.23)

Demonstraç̃ao. Considereδ1, δ2 > 0 dados pelo lema anterior. Dadou ∈ Ej, considerẽu = u
‖u‖

e Ω̃ ⊂ Ω. SupondoN ≥ 3, utilizamos o lema anterior, Ḧolder e a imers̃ao de Sobolev, para obter

‖u‖2 −
∫

Ω̃

L(x)u2 dx = ‖u‖2 −
∫

Ω

L(x)u2 dx +

∫

Ω\Ω̃
L(x)u2 dx

≤ −δ1 ‖u‖2 + |L|∞S−1|Ω \ Ω̃| 2
N ‖u‖2

= ‖u‖2
(
−δ1 + |L|∞S−1|Ω \ Ω̃| 2

N

)
,

em que|L|∞ = sup{|L(x)| | x ∈ Ω}. Basta ent̃ao tomarmosε > 0 tal queε <

(
δ1S

2|L|∞

)N
2

. Se

tivermosN = 1 ou 2, basta considerar a imersãoH1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), comq > σ suficientemente

grande, e proceder como acima. Fica então estabelecida a veracidade de (a).
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Afim de verificar (b), basta notar que, parau ∈ E⊥
j temos

‖u‖2 −
∫

Ω̃

K(x)u2 dx ≥ ‖u‖2 −
∫

Ω

K(x)u2 dx ≥ δ2 ‖u‖2 >
δ2

2

∥∥u2
∥∥ ,

o que prova (b) e conclui a demonstração do coroĺario.

Demonstraç̃ao do Teorema 4.0.15. Podemos supor que 0é ponto cŕıtico isolado deI pois, caso

contŕario, a exist̂encia de soluç̃ao ñao trivial para o problema(P ) é imediata. A id́eia é verificar

que, sob as hiṕoteses do Teorema 4.0.15, o Teorema 3.0.2 se aplica comV = Ej eW = E⊥
j .

Uma vez quef satisfaz(f1), I ′′(0) é da forma id+ T , comT compacto. Assim,I ′′(0) é um

operador de Fredholm.

UtilizandoK(x) ≤ λj+1, (4.0.4) e o Lema 4.0.16, obtemos

I(w) =
1

2

(
‖w‖2 −

∫

Ω

K(x)w2 dx

)
−

∫

Ω

[
F (x,w)− K(x)

2
w2

]
dx ≥ −|C+|1

2
, ∀w ∈ W,

o que mostra queI satisfaz(I2).

Vamos verificar queI satisfaz(I1). Se tivermosL(x) ≡ λj em(F1), ent̃ao

I(v) =
1

2
‖v‖2 −

∫

Ω

F (x, v) dx ≤ 1

2

(‖v‖2 − λj|v|22
)

+ |D+|1 ≤ |D+|1,

em que usamos a estimativa da funçãoF dada em(F1) e (4.0.4). A express̃ao acima mostra que,

neste caso mais simples,I é limitado superiormente emV .

Vamos agora considerar a situação em queL(x) 6≤ λj. Supondo inicialmente queN ≥ 3,

considereδ1, ε > 0 dados pelo Corolário 4.0.18. Podemos utilizar(F1) e o Teorema de Egorov

para obter̃Ω ⊂ Ω tal que|Ω \ Ω̃| < ε e

λj ≤ L(x) = lim inf
|s|→∞

2F (x, s)

s2
, unif. q.t.p. emΩ̃.

A express̃ao acima nos forneceM1 = M1(ε) > 0 tal que

2F (x, s) ≥ (L(x)− ε)s2 −M1, ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ̃.

Isto, (4.0.22), (4.0.5),(F2), Hölder e a imers̃ao de Sobolev, nos fornece, para todov ∈ V ,

2I(v) ≤ ‖v‖2 −
∫

Ω̃

L(x)v2 dx + ε|v|22 + M1|Ω|+ 2

∫

Ω\Ω̃

[
Av2 + B

]
dx

≤
(
−δ1

2
+

ε

λ1

+ 2S−1|A|
L

N
2 (Ω\Ω̃)

)
‖v‖2 + M1|Ω|+ 2|B|1.

(4.0.24)
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Observando agora que|A|
L

N
2 (Ω\Ω̃)

→ 0, quandoε → 0, e que a expressão (4.0.22) permanece

válida se diminuirmosε, obtemos, paraε suficientemente pequeno,
(
−δ1

2
+

ε

λ1

+ 2S−1|A|
L

N
2 (Ω\Ω̃)

)
< 0.

A express̃ao acima e (4.0.24) nos fornecemI(v) → −∞ quando‖v‖ → ∞. Uma vez queI é

fracamente semicontı́nuo inferiormente, temossup
v∈V

I(v) < ∞, e portantoI satisfaz(I1) seN ≥ 3.

Como de costume, o casoN = 1 ou 2 é tratado de maneira análoga, considerando a imersão

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), comq > σ suficientemente grande.

A última coisa que resta verificaré que(f2) implica quem(I, 0) < dim V oudim V < m(I, 0).

Suponha então quefs(x, 0) 6≤ λj. De acordo com (4.0.3), temos

I ′′(0)(u, u) = ‖u‖2 −
∫

Ω

fs(x, 0)u2 dx, ∀u ∈ H.

Argumentando como no Lema 4.0.18(b), obtemosδ > 0 tal que

I ′′(0)(u, u) ≥ δ ‖u‖2 > 0, ∀ u ∈ E⊥
j−1,

donde segue queI ′′(0) é positiva definida emE⊥
j−1. Assim,

m(I, 0) ≤ j − 1 < j = dim V.

De maneira ańaloga,λj+1 6≤ fs(x, 0) implica que

dim V = j < j + 1 ≤ m(I, 0).

Aplicamos agora o Teorema 3.0.2 para obter um ponto crı́tico não nulo para o funcionalI, o

que conclui a demonstração do teorema.

Observamos, ainda, que podemos tratar o problema(P ) com condiç̃oes de ñao-quadraticidade

e resson̂ancia duais̀as condiç̃oes(NQ)+ e(F1). Suponha então que existe um subconjuntoΩ0 ⊂ Ω

e uma funç̃aoC− ∈ L1(Ω) tais que

(NQ)−





lim
|s|→∞

[f(x, s)s− 2F (x, s)] = −∞, q.t.p. emΩ0,

f(x, s)s− 2F (x, s) ≤ C−(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

e

(F̂1) λj ≤ L(x) ≤ K(x) ≤ λj+1, q.t.p. emΩ. SeK(x) ≡ λj+1, existeD− ∈ L1(Ω) tal que

F (x, s) ≤ λj+1

2
s2 + D−(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

Os dois lemas seguintes têm demonstraç̃oes ańalogasàs dos Lemas 4.0.7 e 4.0.16, respectiva-

mente.
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Lema 4.0.25.Existe0 < α < |Ω| tal que, sef ∈ C(Ω × R,R) satisfaz(f̂1), (F2), K(x) ≤ λj+1

e (NQ)− com|Ω0| > α, ent̃ao o funcionalI satisfaz(SCe).

Lema 4.0.26.Sef satisfaz(NQ)− eλj ≤ L(x), ent̃ao

F (x, s)− 1

2
L(x)s2 ≥ −C−(x)

2
, ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

Utilizando argumentos análogos aos da demonstração do Teorema 4.0.15, com os dois lemas

acima no lugar dos Lemas 4.0.7 e 4.0.16, respectivamente, obtemos

Teorema 4.0.27.Sef ∈ C1(Ω × R,R) satisfazf(x, 0) = 0, (f1), (f2), (F̂1), (F2) e (NQ)− com

|Ω0| > α, em queα > 0 é dado pelo Lema 4.0.25, então o problema(P ) possui pelo menos uma

soluç̃ao ñao trivial.

Vamos considerar agora o caso em que a ressonância em(P ) ocorre no primeiro autovalor.

Nesta situaç̃ao , utilizamos uma hiṕotese um pouco mais geral que(F2), a saber

(F̂2) ExistemA ∈ L
N
2 (Ω) eB ∈ L1(Ω) tais que

F (x, s) ≤ A(x)s2 + B(x), ∀ s ∈ R, q.t.p. emΩ.

As idéias desenvolvidas até aqui e uma adaptação da demonstração do Lema 4.0.7 nos fornece

o seguinte resultado.

Teorema 4.0.28.Sef ∈ C1(Ω×R,R) satisfazf(x, 0) = 0, (f1), (F̂2), K(x) ≤ λ1, λ1 6≤ fs(x, 0)

e (NQ)+ com|Ω0| > 0, ent̃ao o problema(P ) possui pelo menos uma solução ñao trivial.

Demonstraç̃ao. Novamente podemos supor que0 é ponto cŕıtico isolado deI. A condiç̃ao (f1)

nos garante queI ′′(0) é um operador de Fredholm. Da mesma forma que na demonstração do

Teorema 4.0.15, denotamosV = {0}, W = H e vamos checar as hipóteses do Teorema 3.0.2.

ComoK(x) ≤ λ1, podemos utilizar (4.0.5) e o Lema 4.0.16 para obter

I(w) =
1

2

(
‖w‖2 −

∫

Ω

K(x)w2 dx

)
−

∫

Ω

[
F (x,w)− K(x)

2
w2

]
dx ≥ −|C+|1

2
, ∀w ∈ W,

e portanto a condiç̃ao(I2) é satisfeita. A condiç̃ao(I1) é trivial e, comoλ1 6≤ fs(x, 0), temos

m(I, 0) ≥ 1 > 0 = dim V.

Resta mostrar que, se|Ω0| > 0, ent̃aoI satisfaz (SCe). Como(f1) implica em(f̂1), podemos

proceder como no Lema 4.0.7, necessitando somente verificar que, se(un) é ilimitada, ocorre
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(ii) da Definiç̃ao 3.0.1. Supondo, por contradição , que(un) não é limitada e (ii) ñao se verifica,

obtemos uma subsequência, que vamos denotar ainda por(un), tal que‖un‖ → ∞ e‖I ′(un)‖ ‖un‖
é limitado. ConsiderandoN ≥ 3, existeM > 0 tal que

lim inf

∫

Ω

[f(x, un)un − 2F (x, un)] dx = lim inf [2I(un)− I ′(un)un] ≤ M.

Definindo ũn =
un

‖un‖ podemos supor, sem perda de generalidade, queũn ⇀ ũ fracamente

emH, ũn → ũ fortemente emL2(Ω) e q.t.p. emΩ. Observando que o argumento utilizado na

primeira parte da demonstração do Lema 4.0.7 permanece válido com a condiç̃ao(F2) substitúıda

por (F̂2), obtemos

1 ≤ λ1|ũ|22,

donde segue que

1 ≤ λ1|ũ|22 ≤ ‖ũ‖2 ≤ 1,

e portantõu é umaλ1-autofunç̃ao . Como|Ω0| > 0, o prinćıpio de continuaç̃aoúnica nos garante

que ũ(x) 6= 0 q.t.p. emΩ0, e portando|un(x)| → ∞ q.t.p. emΩ0. Utilizando isto e(NQ)+,

obtemos

f(x, un(x))un(x)− 2F (x, un(x)) ≥ −C+(x), q.t.p. emΩ,

lim[f(x, un(x))un(x)− 2F (x, un(x))] = ∞, q.t.p. emΩ0.

A express̃ao acima e o Lema de Fatou nos leva a uma contradição . O caso em queN =1 ou 2

é ańalogo.

4.1 Outros Resultados

Até este ponto estamos interessados em obter multiplicidade de solução no caso em que se sabe que

0 é soluç̃ao de(P ). Poŕem, a geometria do nosso funcional e a condição de ñao-quadraticidade lo-

cal nos permitem obter solução para(P ) mesmo no caso em que não se conhece, a priori, nenhuma

outra soluç̃ao . Afim de obter tal soluç̃ao , lançamos m̃ao do seguinte resultado, cuja demonstração

segue os mesmos passos daquela utilizada no Teorema 2.13 em [18].

Teorema 4.1.1.SejaH = V ⊕W um espaço de Hilbert comW = V ⊥ e V de dimens̃ao finita.

SeI ∈ C1(H,R) satisfaz(I1), (I2) e (SCe)b para todob ≥ γ, ent̃ao I possui um valor cŕıtico

b ∈ [γ, β].
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Utilizando o teorema acima, os Lemas 4.0.7, 4.0.16, 4.0.25 e 4.0.26, o Corolário 4.0.21 e os

mesmos argumentos utilizados na demonstração dos Teoremas 4.0.15, 4.0.27 e 4.0.28, obtemos os

seguintes resultados

Teorema 4.1.2.Sef ∈ C(Ω × R,R) satisfaz(f̂1), (F1), (F2) e (NQ)+ com |Ω0| > α, em que

α > 0 é dado pelo Lema 4.0.7, então o problema(P ) possui pelo menos uma solução .

Teorema 4.1.3.Sef ∈ C(Ω × R,R) satisfaz(f̂1), (F̂1), (F2) e (NQ)− com |Ω0| > α, em que

α > 0 é dado pelo Lema 4.0.25, então o problema(P ) possui pelo menos uma solução .

Teorema 4.1.4.Sef ∈ C(Ω×R,R) satisfaz(f̂1), (F̂2), K(x) ≤ λ1, λ1 6≤ fs(x, 0) e (NQ)+ com

|Ω0| > 0, ent̃ao o problema(P ) possui pelo menos uma solução .

Os resultados acima generalizam o trabalho de Costa & Magalhães [3], onde os autores con-

sideram limites uniformes em (4.0.6) e as condições (NQ)± com Ω0 = Ω. A condiç̃ao de

não-quadraticidade local utilizada neste trabalho também complementa o resultado de Gonçalves,

Pádua & Carrĩao [8].
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[5] D.G. Figueiredo –The Ekeland variational principle with applications and detours, Springer-

Verlag, New York, 1989.

[6] D.G. Figueiredo –Positive solutions of semilinear elliptic problems, Lectures Notes in Math-

ematics,957, pp. 34-87.

[7] H. Berestycky & D.G. Figueiredo –Double resonance and semilinear elliptic problems,

Comm. PDE,6 (1981), pp. 91-120.
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