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RESUMO

No presente trabalho, apresentamos umaaeede um teorema do tipo Ponto de Sela que nos
fornece pontos @icos para uma classe de funcionais definidos em espacos de Hilbert. O teorema
baseia-se em um resultado de Lazer & Solimini e utiliza fundamentalmente Teoria de Morse em
dimengo infinita. O resultado abstraoaplicado na obte@p de multiplicidade de sol&g para

um problema éptico semilinear com dupla ressimtia. Obtemos tan@mn alguns resultados de
exiséncia para problemas relacionados.



ABSTRACT

In this work, we present a version of a Saddle Point theorem that provide us with critical points
for a class of functionals defined in Hilbert spaces. The theorem is based in a result of Lazer &
Solimini and uses mainly Morse Theory in infinite dimension. The abstract result is applied to
obtain multiplicity of solution for a semilinear elliptic problem at double resonance. We have also
obtained some existences results for related problems.
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CAPITULO 1

Introduc ao

Neste trabalho obtemos uma generali@ade um resultado de Lazer & Solimini, o0 Teorema 1.1

em [11], que assegura a multiplicidade de pontatscos para o funcional : H — R definido em

um espaco de Hilbertl, sob as hipteses do Teorema do Ponto de Sela devido a Rabinowitz [15].
Essa generalizap permite obter novos resultados de multiplicidade de &aolpara os problemas
elipticos semilineares duplamente ressonantes em que estamos interessados. Estud&mos tamb
o problema de exiéhcia de solugo para problemas do mesmo tipo.

A existencia de pontos @ticos esh usualmente relacionada a alguma cofwlige compacidade
satisfeita pelo funcional, como as bem conhecidas coriBg de Palais-Smale (PS) e de Cerami
(Ce). Usamos aqui aquela utilizada por Silva em [18], a c@udole Cerami Forte (SCe) (ver
Definicao 3.0.1), que exige mais do que a coadi¢Ce), mag mais geral do que (PS).

Denotando porn(1,0) [m(I,0)] o indice de Morseipdice de Morse aumentado] de um fun-
cionalI € C?(H,R) no ponto 0, podemos enunciar o resultado principal como se segue

Teorema A.SejaH = V @ W um espaco de Hilbert coi’ = V* e V de dimengo finita.
Suponha qué € C?(H,R) satisfazZSCe) 0 & um ponto dtico isolado del, 1"(0) & um operador
de Fredholm elim V' < m(I,0) oum(/,0) < dim V. Se, aém disso,

(I,) Existes € R tal que
I(v) < B, YveV,

(I;) Existey € R tal que
I(w) >y, YweW,



entio [ possui pelo menos um pontdtao ndo nulo.

Este resultado generaliza o de Lazer & Solimini [11], desde que a &mdig) nao implica
na anticoercividade do funcionalemV’, e a condiéo (SCek mais geral do que a condig (PS),
exigida em [11].

A demonstrago do Teorem# baseia-se no estudo da estrutura togma dos conjuntos de
nivel do funcionall, feito por meio dos grupos de homologia. A falta de anticoercividad® em
& compensada por um lema de deformagdevido a Silva [18], que levd N 9B(0, R), paraR
suficientemente grande, para baixo deeh~, dado por(/;), preservando a estrutura de enlace
entreV N 0B(0, R) e o espacdV (cf. [17]).

O resultado abstrat® aplicado ao problemaiptico

(P)

—Au = f(z,u), ©€Q,
u = 0, x € 01,

em que2 ¢ RY, N > 1, & um doninio limitado com fronteira)f) suave, ef € C*(Q x R,R)
satisfazf(z,0) =0e

(f1) Existe2 < o < 22 (2 < 0 < 00, SeN = 1 0u2) e constantes,, a, > 0 tais que
]fs(x,s)\ §a1|5|g_2+a27 \V/IEQ, s € R.

Observamos que essa regularidé&daecesaria devido ao uso da Teoria de Morse. el
disso, como estamos interessados em multiplicidade dezso|gtendo em vista qyé”) possuli
a solu@o trivial u = 0, necessitamos de estimativas itolice de Morse da sol@g trivial, e
assumimos que

(fQ) fS(I70) ﬁ /\j ou >‘j+1 g fS(ZE,O),

onde)\; & 0j-ésimo autovalor de-A, H;(€2)), e usamos a notag f;(z,0) £ \; para indicar que
fs(z,0) < \; para todar € 2, com desigualdade estrita ocorrendo em um conjunto de medida
positiva.
O problema P) é dito ressonante (resp. duplamente ressonante) se
f(z, ) f(z,s) f(z,s)
S

lim =), [resp.)\; <liminf < lim sup

lso0 S [ 500

S )\jJrl )

uniformemente para q.t.p. € (). Problemas ressonantes foram inicialmente tratados por Landes-
man & Lazer [10], que consideraram a resaocia no primeiro autovalor. A partir deste trabalho,
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surgiram umaérie de outros resultados que consideravanog tipos de ressancia, e nos quais
a tecnica fundamental era a Teoria do Grau.

A partir de um resultado de Ahmad, Lazer & Paul [1], que estudam o caso eff{gue =
Aja(z)s + g(xz,s) e [, g(x,t)dt — oo, quando|s| — oo, Rabinowitz [15] obteve exighcia
de solu@o para o probleméP) essencialmente com as mesmastépe em [1], mas por meio
do Teorema do Ponto de Sela, demonstrado por ele no mesmo artigo, e que se tibsnou
uma classe extremamente variada de problemas de @egidiferenciais. Este celebrado artigo
impulsionou uma &rie de trabalhos, em que problemas ressonaaesisordados via @todos
variacionais.

Os primeiros autores a tratar problemas de dupla réseiem foram Figueiredo & Berestycki
[7]. Em 1988, Costa & Oliveira [4] introduziram uma cond@iizde dupla ress@mncia associada
ao potenciaF(z, s) fo z,t) dt, semelhant@ que usamos neste trabalho, impondo cdietic
nos limites

L(z) = liminf 2@ s) e K(x)=limsup 2z, s)

|s|—o0 52 |s|—00 s

: (1.0.1)
gue €0 tomados aqui no sentido pontual:
(F1) \; < L(z) < K(x) < \j+1, q.t.p. emQ. SeL(x) = \;, existeD, € L'(2) tal que

F(z,s) > %52 —Dy(z), VseR, q.tp. emQ.

Em [4] foi considerada apenas a primeira parte dateige acima, o permitindo qué.(z) =
A;. Além disto, aqueles autores consideram os limites em (1.0.1) de maneira uniforfae em
e exigem tamém uma condigo de ressdmcia do mesmo tipo para a fl@g;f(z, s). Aqui, a
uniformidade em (1.0.1§ substitida pela condigo de crescimento

(F,) ExistemA € L= (Q) e B € L*(Q) tais que
|F(z,5)] < A(x)s* + B(z), Vs€R, qtp. emQ.

As condi@es(F}) e (F,) esto essencialmente relacionadageometria do funcional asso-
ciado ao problem@P). No que diz respeita condi@¢o de compacidade (SCe), motivados pelo
trabalho de Costa & Magadles [3], consideramos uma cortificde @o-quadraticidade local, que
envolve a fungo f(z, s) e o potencialF'(z, s). Mais especificamente, admitimos a e&istia de
um subconjunt@, C 2 e uma fungoC, € L'(Q) tais que

lim [f(z,s)s — 2F(x,s)] = 400,  (.t.p. em€d,

(NQ)+ Is|—o00
f(z,s)s —2F(z,s) > —Cy(z), VseR, q.tp.em.



Como consegeéncia do TeoremA, demonstramos 0 seguinte resultado:

Teorema B.Existe0 < o < || tal que, sef € C*(Q x R, R) satisfazf(x,0) = 0, (f1), (f2),
(F1), (Fy) e (NQ);+ com|Qg| > «, entio 0 problema P) possui pelo menos uma soig; rao
trivial.

Tratamos tamém o problemd P) com condi@es de ao-quadraticidade e ressortia duais
as condifes(NQ), e (Fy). Considerando eab a exigkncia de um subconjunte, C 2 e uma
fungdoC_ € L'() tais que

lim [f(z,s)s —2F(x,s)] = —oc0, Q.t.p. emey,

(NQ)- i
flz,s)s —2F(xz,s) < C_(z), VseR, q.tp. em.

e

(F) A\ < L(z) < K(z) < M\, q.t.p. emQ. SeK (z) = )4, existeD_ € L'(Q) tal que
F(z,s) < %32 +D_(z), VseR, q.tp. emQ,

provamos o seguinte resultado

Teorema B'. Existe0 < o < || tal que, sef € C'(Q x R, R) satisfazf(z,0) = 0, (f1), (f2),
(FY), (Fy) e (NQ)_ com|Q| > «, enfio o problema P) possui pelo menos uma scf;réio
trivial.

Como Ultima aplica@o do Teorema, estudamos 0 caso em que a reSsmia ocorre no
primeiro autovalor. Nesta situag , substitimos a condigo (F3) por

(Fy) ExistemA € L= (Q) e B € L*(Q) tais que
F(z,s) < A(x)s* + B(z), Vs€cR,q.tp.em,
estabelecendo o seguinte resultado

Teorema C.Sef € C'(Q x R, R) satisfazf(x,0) = 0, (f1), (Fy), K(z) < M\, M\ £ fo(z,0) e
(NQ@)+ com|€| > 0, enfio o problemg P) possui pelo menos uma sofig;réo trivial.

Observe que, no resultado acima, exigimos somenté(eyle> 0. Poeém, aparentemente, as
hipbteses que temo$n si0 suficientes para tratar o problema de redsoia no primeiro autovalor
com a condigo (NQ@)-.

Finalmente, observamos que os argumentos utilizados para demonstrar os resultados acim
nos permitem obter soléo para( ) mesmo quandodo se conhece, a priori, nenhuma sakig¢
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de (P). De fato, utilizando um teorema de Ponto de Sela, devido a Silva [18], estabelecemos a
exiséncia de uma sol@p para P), e supondo apenas qiec C(Q x R, R) e satisfaz

(f1) Existel < o < 2N (1 < 0 < oo, seN = 10u2) e constantess, as > 0 tais que

|f(xa3)| §a3|s|0—1_‘_a4’ vaQ)'SER)

obtemos os seguintes resultados

Teorema D.Existe0 < o < || tal que, sef € C(Q x R,R) satisfaz(f,), (F), (F») e (NQ),
com|Qy| > «, enfio o problemg P) possui pelo menos uma Sofie.

Teorema D'. Existe0 < o < |Q] tal que, sef € C(Q x R,R) satisfaz(f,), (F1), (Fy) e (NQ)_
com|€)| > «, ento o problemg P) possui pelo menos uma Soi.

Teorema E.Sef € C(Q x R, R) satisfaz(f), (F»), K(z) < A, A1 £ f(z,0) e (NQ), com
|€20| > 0, enBo o problemg P) possui pelo menos uma sofug.

Estes tés ultimos teoremas generalizam o trabalho de Costa & Magsall3], desde que estes
autores consideram limites uniformes em (1.0.1) e as coadi¢gv Q). com, = 2. A condi@o
de rio-quadraticidade local taraim complementa o resultado de GongalvésiuRa & Carrdo [8].



CAPITULO 2

Resultados Preliminares

Este captulo é dividido em tés sefes. Na primeira, apresentamos dois lemas de def@unac
A segunda trata da Teoria de Morse, bem como de suaaelegm a teoria de pontositicos.
Finalmente, na terceira, apresentamos um resultado de apré@dmae permite trabalhar com
pontos citicos degenerados.

Primeiramente, fixamos as nofss que s@o utilizadas em todo o trabalho. Espacos de
Banach ao denotados poF, enquantoH denota um espaco de Hilbert. Dado um funcional
I € CY(E,R) e, 3, c € R, definimos

I°={ucE|Iu)<p3},
L={uc E|I(u)>n},
K={ueFE|Iu) =0},

K. ={ue K|I(u) = c}.
Dadou € F, A C E ed > 0, denotamos pdfu — A|| a diséncia deu até 0 conjuntaA,

lu — Al = inf flu — o,
vEA

e por(A), ad-vizinhanca de4,
(A)a={uve E| |lu—All <d}

Denotamos pof-, -) a rela@o de dualidade entt® e E’ e, no caso de espaco de Hilbert, esta
notag@o indica o produto interno. Finalmente, ke= C?(H,R), denotamos pof”(u) o Unico
operador linear limitad@ : H — H tal queD?*I(u)(v)(w) = (Tv, w), parau, v, w € H.

6
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2.1 Lemas de Deformago

O objetivo desta sé&p € estudar a vari@p , em relago a deformafes corinuas, da estrutura
topologica dos conjuntos deivel de um funcionall : £ — R. Com o intuito de realizar
deforma@es destes conjuntos, vamos introduzir o seguinte conceito.

Definicdo 2.1.1.Sejal : £ — R um funcional diferené@vel a Fléchetem: € E. Um vetorw € E
€ chamado umetor pseudo-gradienfgara / emu se

lofl < 21 °(w)]] (2.1.2)
(I'(u),0) = |1 ()| (2.1.3)

Naturalmente, se € F & um ponto dtico de/, enfio o vetor nul@ um vetor pseudo-gradiente
paral emu. Caso sejd’(u) # 0 en@o, por definigo , existev € F tal que||w|| =1e

(F(w),w) > 2 7w

Definindo enfiov = g |II'(u)|| w, temos as cond@es (2.1.2) e (2.1.3) trivialmente satisfeitas. Se
a escolha de puder ser feita de modo que a féwgy = w(u) seja localmente Lipschitz, obtemos
um campo pseudo-gradiente, conforme a dedimig seguir.

Definigio 2.1.4.Sejal € C'(E,R)e E = {u € E | I'(u) # 0}. Umcampo pseudo-gradiente
para & uma aplicago V : £ — E localmente Lipscthitz tal que, para todoe E, V(u) & um
vetor pseudo-gradiente pafaemu.

O seguinte lema, cuja demonstagode ser encontrada em [16], nosageil no futuro.
Lema 2.1.5.Suponha qué € C''(E,R). Enfio existe um campo pseudo-gradiente para
Necessitamos ainda do conceito de retrato de def@onfagte, conforme abaixo.

Definicao 2.1.6.SejamA e A’ dois conjuntos tais qud’ ¢ A C E. Dizemos quel’ éretrato de
deformaéuo fortede A, se existe uma fug contnuan : [0,1] x A — A tal que

1. n(0,u) =u, Yuc€ A,
2. n(t,u) =u, Yue A', Yt €[0,1],

3. n(l,u) € A', Yue A
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Dado um funcional € C'(E,R), sejal’ um campo pseudo-gradiente pdralado pelo Lema
2.1.5. Comod/ & localmente Lipchitz, a equag diferencial ordiéria

o(t) = V(o))
o(0) = uek.

possui solugo Gnica. Sel nao possui pontos tticos ao longo do fluxer, enfo a fun@ot —
I(o(t)) & decrescente. De fato, temos

d

S 1(0@) = I'(a(1),6(t)) = = (I'(a(1)), V(o (1)) < — I ()" <o,

em que usamos, na pdtima desigualdade, a propriedade (2.1.3) da défmide pseudo-
gradiente.

Vamos utilizar este fato para para mostrar que, sob certas éasdi¢’ € retrato de deformag
forte del®. A idéiaé realizar a deform@p ao longo de um fluxo parecido com aquele definido
acima. A primeira dificuldade surge devido acatar local da defin&o de fluxo pseudo-gradiente.
Afim de superar esta dificuldade, vamos exigir que o funciérsatisfaca uma condd@ de com-
pacidade, conhecida como a cor@tigde Palais-Smale Generalizada — (GPS) . Explicitamos essa
condi@o a seguir, em qué € a fanilia das fun@es¢ : [0, 00) — (0, 00) que &0 rio-crescentes,
localmente Lipschitz e satisfazeffi” ¢(7) dr = oc.

Defini¢do 2.1.7.0 funcionall € C'(E,R) satisfaz(GPS) com respeito @ € A ec € R, se
toda seqéncia(u,) C F tal quel(u,) — ce ‘L’(”(Z:‘)")‘ — () possui subsed@ncia convergente. Se
I satisfaz(GPS) para todoc € [a, b] ou todoc € R, dizemos simplesmente glisatisfaz(GPS)

emla, b] ou (GPS) respectivamente.

Afim de simplificar a redego , sempre que dissermos gusatisfaz (GPS) estaremos assu-
mindo que tal cond@oé satisfeita para algumac A.

Observag@o 2.1.8.Note que, quanda(t) = 1 e ¢(t) = (1 + t)~! temos, respectivamente, a
condi@o usual de Palais-Smale e a de Cerami, que vamos denotar, nesta ordem, por (PS) e (Ce).

Observago 2.1.9.Se [ satisfaz (GPS) enfio K. € compacto. De fato, para toda séqguaia
(un) C K., temos!(u,) = ceI'(u,) = 0. Desta forma, por (GPS)(u,) possui subseduncia
convergente, o que mostra gife € sequencialmente compacto ou, equivalentemente, compacto.

O lema seguinte, apesar de simplesaseiportante para a demonstaacdo nosso primeiro
resultado de deformao .
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Lema 2.1.10.Suponha qué € C'(FE, R) satisfaZGPS)em|a,b] e K N I~*([a,b]) = @. Enfo,
existem constantes o > 0 tais que

()]
¢(fJull)

>a, Yuel Y a—24§b+d)).

Demonstra@o. Suponha, por absurdo, quamexistam tais constantes. Botexiste(u,) C F
11" (ua) |
L | O (]|unl)) ,
(I(uy)) & limitada, existe uma subse&ncia(u,,) tal queu,, — u € I-'([a,b]). Uma vez qud &

I'(u)

de class&’! e ¢ € contnua,———~
o([[ull)

0 queé um absurdo. n

tal queu, € 1! ([a— 1,0+ 1])e — 0. Comol satisfaz (GPS) e, b] e a seqaéncia

= 0. Desta forma, conclmos quew € K N I~'([a,b]) = &,

De maneira semelhante demonstra-se o lema abaixo,

Lema 2.1.11.Suponha qué € C''(E, R) satisfazGPS)em|a,b] e K N I7'((a,b)) = @. Enfo,
dadod > 0, existen > 0 tal que

| (w)] y
ola) 2@ Ve (@) \ (K UK,

Estamos prontos para enunciar e provar nosso primeiro lema de dedmrmac

Lema 2.1.12.Suponha qué € C'(E,R) satisfaZ(GPS) para algum¢ € A e todoc € [a, b]. Se
Kn1I7([a,b]) = @, entio I* & retrato de deforméip forte del®.

Demonstragio. Sejal’ um campo pseudo-gradiente associado Befina, para: € E, O(u) =
V(u)

A definicao de pseudo-gradiente e ualaulo simples mostram que

O
1 -
D(u VueFE 2.1.13
umm@w»zi,vueé. (2.1.14)

Com essa not@p , o problema de Cauchy

{d(t,u) = —®(a(t,u))o(||o(t,w)|), (2.1.15)

o(0,u) = uel ' ((a—25b+10)),
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em qued > 0 & dado pelo Lema 2.1.10, possui s@aginicac (-, u), definida em um intervalo
maximal(7,, T."). Vamos definir, para € I* \ I*, otempo de chegadg, por

u U

T { sup{t € (T, T.)) | I(o(t,u)) > a}, seuelI’\I,
¢ 0, sel(u) = a.
Vamos mostrar qué, é finito e quetl}r% I(o(t)) = a, em quet " T, significa quet tende &7,
pela esquerda.
O caso em qué(u) = a € trivial pois, nesta situ@p , temos/,, = 0e(c(0,u)) = I(u) = a.
Para o caso geral, utilizamos (2.1.15), (2.1.13) e o Lema 2.1.10 para obter

1o, w)ll <

Q|+

, Vtel0,T,),

donde segue que .
lot, wll < flull + =, vt €[0,T).

Utilizando (2.1.14), a exprede acima e o fato de ser rao-crescente obtemos

Ho(tu) — I(u) = /0 %I(U(T,u))dT

_ / (I'(o(r,w)), B0 (7, u))([lo (T, u)])) dr

I T
< = — T,).
< —1 [ o(+I) e viepm)

A definicao deT,, nos permite reescrever a desigualdade acima como

/Otcb (||u|| + %) dr <4(I(u) —a), Ytel0,T,),

e portantdl, < oo, Visto que[, ¢(7) dr = oc.
Considere agora uma sdmciat,, ' T,. Utilizando (2.1.13) e novamente o Lema 2.1.10,
obtemos

lo(tk,u) = ot u)ll - < /tk||<'7(7',u)|| dr

J

“olllolrwl) , _ Ikt
/ o) &

0 que mostra quéo(t,,u)) € uma seqgéncia de Cauchy ent, e portanto converge. Como a
seq@ncia(t,,) foi escolhida de maneira arléiia, conclimos que existe; = tl}r:rpl o(t,u). Além
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disso,o; € I°. De fato, sel(c}) > a, enBo, comoT, é finito, poderamos prolongar o fluxo

o(-,u) alem deT,,, permanecendo acima doval a, contrariando assim a maximalidade’Be
Obtemos erd#to, para cada € I~'([a,b]) fixado, um fluxoo (¢, u) definido em um intervalo

maximal (7,7, 7,F) e um tempo de chegada finif{g. Um argumento semelhante ao utilizado no

final do paagrafo anterior nos permite concluir qlig < 7. Defina

O={(tu)|uecI((a—05b+06)) etec (T,,T,)}

urTu

A teoria das equdies diferencias ordarias nos garante qu@ & aberto enR x E. Afim de
mostrar a continuidade d&,, vamos definir) : O — R porv(t,u) = I(o(t,u)). Observe qué,
é solu@o da equeipy(t,u) = a € que

Gl w) = (10T ), 6Ty ) < (0 (To w)) <0

Podemos e aplicar o Teorema da FuingImpicita para concluir qué;, & uma fun@o contnua
deuw.
Vamos finalmente definir uma deforn@ay; : [0, 1] x I° — I® como segue:

, seu € 1%,
77(?5>U) = T\ Ta
o(tT,,u), seue b\ I

Observe que, se € I°N 1"\ I* = ["'({a}), enfio, por definido , temos;, = 0, 0 que mostra
quen esh bem definida. Naturalmente, temos

77(07 ) = |d7

n(1,1°) C I,

T](t, ')|[a = id|]a, Vit e [0, 1]7
e resta somente verificar a continuidadendePara tanto, observe que= id em|[0,1] x I e,
no conjunto|0, 1] x I*\ I¢, a continuidade segue da teoria das e§eagifereciais ordérias.

Assim, n € contnua nestes dois conjuntos fechados e coincide na intershgs dois conjuntos,
queé exatamenté—'({a}). Isto estabelece a continuidadesde ]

O proximo resultado sérltil na demonstrego do teorema central desta dec

Lema 2.1.16 (Lema de Separap). SejaK um espaco gtrico compacto &, F; dois subcon-
juntos compactos d&’. Entio uma das situdies abaixo ocorre:

(1) Existe uma componente conexaldenterceptandar; e Fs,
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(2) Podemos separafr; e I, istoé, existem compactos disjuntes e K tais quek UK, = K
eF, C K;,1=1,2.

Demonstra@o. Suponha, por absurdo, que (1) e (Aprocorrem. Considet# a fanilia de todos
0s subconjuntos compactos #leque interceptant; e F>. Podemos introduzir el uma ordem
parcial da seguinte maneira: dados dois subconjuBtos3, € B, dizemos qué&3; € maior que
B, se B, D B;. Estaé a dual da ordem natural de inchas

Uma vez que (1) &o se verifica, devemos t&r desconexo. Desta forma, existem subconjuntos
ndo-vazios/;, J; C K abertos e fechados efi (e portanto compactos) tais que

K=J,UJ.

Como F; C K podemos supor, sem perda de generalidade, Jgue F; # &. Se tivermos
JiNF,=woenBoJ, NF # e NF # . De fato, se tiessemos/, N F; = &, teiamos
separadd’ e F; pelos compactog,; e Jy. Assim, uma das situaes abaixo ocorre

[JlﬂFl#erlﬂFg#Q] ou [jlﬂFl#erlﬂFQ#Q]

Invertendo/; e J; se neceswio, podemos supor que ocorre a primeiragapgComo (1 falso,/;
n&o pode ser conexo, e portanto existem subconjuritosvazios’,, .J, C .J; abertos e fechados
em.J; (e portanto compactos) tais que

Jl = JQUJQ.

Novamente, podemos supor quien F; # @ e J, N Fy # & pois, caso conérrio, poderamos
separarf; e F, pelos compactos; e Jo U J;. Continuando este processo, obtemos um conjunto
de compacto€ C B que, por constriip , é totalmente ordenada segundo a r@age ordem de

B. O prindpio do maximo (cf. [14], fag. 69) nos garante que existe um subconjunto maximal
D C B totalmente ordenado contendoConsidere agora

J=()D,
DeD
gueé um compactodwo vazio que interceptd, e F». Como (1) o ocorre,J nao pode ser conexo
e portanto, usando 0 mesmo radito anterior, existe um compact@aorvazioJ propriamente

contido emJ, tal queJ N F, # @ e J N F, # . Desta formaD U J & totalmente ordenado e
conémc(, o que contraria a maximalidade @ visto queJ ¢ D. u

O teorema seguinte uma vergo, para a condap (GPS), de um lema de deforraagdevido a
Chang [2]. A demonstra&@p apresentada ageiuma variago da original, e foi inspirada em [19].
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Teorema 2.1.17.Suponha qué € C'(E,R) satisfaz(GPS) para algum¢ € A e todoc € [a, b].
Suponha ainda que € o Unico valor ciitico de’ em|a,b) e que as componentes conexadde
s30 pontuais. Eréto /* € retrato de deforméip forte del® \ K.

Demonstragao. Com as mesmas nofags do Lema anterior, considere o problema de Cauchy

o(t,u) = —0(o(t,u)o(lo(t u)l),
o(0,u) = ue I Yab])\ (K, UK.

(2.1.18)

Para cada € I~*([a,b]) \ (K, U K,) fixado, temos uma sol@go (-, u) definida em um intervalo
maximal(7,,T,") e um tempo de chegada. O mesmo racidaio feito no lema anterior mostra
que’;, < oo.

A definicdo deT, e o fato da fungot — I(o(t,u)) ser decrescente, nos permite concluir que
tl}r% I(o(t,u)) = a € [a,b). Suponha qué € (a,b). Eno, comol satisfaz (GPS) erfu, b e
KNI ([a,*%%]) = o, da demonstrdp do lema anterior obtemos que existe= tl}% o(t,u)

e quel(o}) = a > a. Considerando um problema de Cauchg@lago a (2.1.18), com condig
inicial o(0,u) = ¢, conclimos quer (-, u) est definido em0, s], s > T,, e I(o(t,u)) > a, para
todot € [0, s|, contrariando a defingp deT,,. Desta format,l}% I(o(t,u)) = a.

Vamos mostrar que; = tl}nicr(t,u) existe, e portantd(s;) = a. A condi@ao (GPS) nos
garante qué¥, € compacto. Logo, faz sentido denotar jar— K, || a distncia deu € F ate o
conjuntoX,, istoé,

— K,|| = inf [ju—v].
lu— Kl = inf flu—w|
Temos dois casos distintos a considerar:

Caso 1. 1[£1ifp : |lo(t,u) — K,|| > 0. Neste caso, podemos utilizar o Lema 2.1.11 para abter0
tel0,Ty

tal que
/
P AR
w0.1.) (||lo (¢, u)l)
Desta forma temos, pata ¢, € [0,7,),

to to B
||0(t2,U)—U(t1,u)||§/ 16(r. )| drg/ ollo(r )l _ Jtz = ti]

f o H'lemu)l " =«

A desigualdade acima e o fato @g ser finito, nos permite concluir que exislien o (t, u).

t,/ Ty
Caso 2. 1[n:fr : |lo(t,u) — K,|| = 0. O que vamos faze¥ mostrar que, neste caso mais delicado,
tel0,Ty
temostl}r%l o(t,u) = o, € K,. O primeiro passé verificar que
lim ||o(t,u) — K,|| = 0. (2.1.19)

t /T,
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Se rao fosse assim, teamos uma sednciat,, ' T, ed > 0 tais que
o (tn, u) — K|l > d. (2.1.20)
Poem, a hiptese do caso 2 implica que existe uma outra&edias, " T, tal que

lim ||o(sy,u) — K,|| = 0. (2.1.21)

A continuidade do fluxe e a exiséncia das se@ncias(t,,) e (s,) satisfazendo (2.1.20) e (2.1.21),
respectivamente, nos permite construir duas novagses s, ) e (t,,), convergindo pard;, pela
esquerda, tais qug, < ¢/ e que cumprem

(st u) — Kl = &, (2.1.22)
o (t,u) — K,|| = d, (2.1.23)
e ainda
o(t,u) € (Ko \ (Ka)a, Vi€ [s, ], (2.1.24)
As expres8es (2.1.22) e (2.1.23) nos permitem escrever
lo(ty, u) — o(sp, u)ll = llo(t,, u) = Kall = lo(s),, u) — K| = g- (2.1.25)

. , . 1. -
Diminuindod se neces®io, podemos supor que< EdISt(Ka, K,). Esta observap , (2.1.24) e
o Lema 2.1.11 nos forneece> 0 tal que

/
n M >a, VneN.
telsptn] G([lo(t, w)ll)

A expresfo acima e (2.1.25) implicam em que

d ¢, v
5 < llo(th,w) —ols, u)l| < / 6(r ) dr < 2=

n

0 queé um absurdo. Desta forma terrlh)afl |o(t,u) — K|l = 0.

=0, (2.1.26)

A veracidade de (2.1.19) e a compacidaddsgenos permite concluir que
lim [’ =0.
Jim I'(o(t,u) =0
Vamos mostrar que a expr@ssacima e (2.1.19) implicam em que, para cada&egiat,, ~ 7T,,,
existe uma subséqcia(t,,) tal queo(t,,,u) & convergente. Para tanto, basta mostrar que existe

J

M > 0talque sup |lo(t,u)|| < M pois, neste caso, teremdgr(t,,, u)) — a e
t€0,Tw)

NN TR [

= oot w)]) = (M) 11 (0(tn, u))|| — 0,
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e portanto podemos nos valer de (GPgra extrair a subseguocia desejada. Vamos antveri-
ficar que existeVl satisfazendo a propriedade acima mencionada. Dadd), podemos utilizar
(2.1.19) para obtef > 0 tal que

lo(t,u) — K.l <e, Vte[l,—6T,).

Como K, é compacto, existd/; > 0 tal que K, C B(0, M;). Existe tamem, para cada €
T, —6,T,), v € K, tal que||o(t,u) — || < e. Desta forma,

lo(t,w)|| < |lo(t,u) — v + |Joe]] < e+ My, Vite[T,—9,T,). (2.1.27)
A funcaot — ||o(t,u)|| & contnua no compact@®, T, — §]. Logo, existeM, > 0 tal que
|lo(t,u)|| < My, Vte[0,T,— 4.

Tendo em vista a exprégs acima e (2.1.27), basta fazermids= max{e + M;, M,} para obter
a limitacao dadrbita.

Lembre que estamos interessados em mostrag%ey(t,u) = o, € K,. Sejaerdo.A o
conjunto limite daodrbita {o(t,u) | t € [0,T,)} que, por (2.1.19)é um subconjuntod@o vazio
de K,. Se conseguirmos mostrar queé conexo, efdfo podemos utilizar a higese sobre as
componentes conexas @&, para concluir que4 & composto por unanico pontos;. Suponha
enfio, por absurdo, qud naoé conexo. Er&to existemd’, A” C A abertos e fechados er tais
que

A+4a A+o, AnNA'=2 e A=A UA".

Sejamz’ € A’ ez” € A”. Existem seqg@ncias(t),) e (¢!) convergindo pard, pela esquerda e tais
queo(t,,u) — 2’ ec(t!!,u) — z”. Podemos supor qué < t¢. Paran suficientemente grande
temos

o(t,,u) € A", o(th u)e A"

Como A’ e A” sao compactos (porqueéds fechados er, que & compacto) disjuntos, temos
d (A, A") =6 > 0. Isto, a continuidade do fluxo e a exprf@ssicima, nos permite construir uma
seq@ncia(t,) tal quet, € (t',t") e

nr’n

- ) - J
o (tn,u) — A'|| > 5 € o (tn, u) — A"|| > 3 (2.1.28)

Como I'(o(t,,u)) — 0 e I satisfaz (GPS)podemos supor, sem perda de generalidade, que
o(t,,u) — Z € A, o que contraria (2.1.28) e mostra qdeé conexo. Conforme explicado
anteriormente, isto implica que existe wmicoo’ € K, tal quetl}r%l o(t,u) =o.
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O proximo passo seérprovar a continuidade de,. Seo;, ¢ K,, a continuidade d&, emu
segue de um argumento semelhante ao utilizado no Lema 2.1.12. Varaosensiderar o caso
em queo; < K,. SeT, naoé contnua emu,, enfio existeu,, — uo €y > 0 tal que

|Tun - Tu0| Z 7

A expres80 acima nos permite extrair uma subgamtia, que vamos denotar ainda poy,), tal
que
T, <T,, —v ou T, >T, +.

Vamos mostrar que nenhuma das @gsg acima pode ocorrer.
Suponha qué’,, < T, —~. Umavez qud (o (T, — 3,u0)) > aeo (T, — %,-) & contnua
emuyg, temos que, para suficientemente grandé,” > Tu ;e

I <0 (TuO — %,un>> > a.

A expres&io acima e a defineip deT; nos permite concluir qué,, > T, — %, 0 queé um
absurdo.

Suponha agora que,, > T, +~. Afim de obter uma contradip , basta verificar que existem
0 <4 <~eMs;>0tais que

lo(t,un)|| < Ms, Vte[0,Tu +7), ¥n €N (2.1.29)

De fato, caso isso ocorra, dade< ¢ < T, + 7 temos, paratodo <t < T, +7 —¢

Tuy+7y—¢
Ho(Ty+7—2w) = oltw)) = [ Lot

1 Tug+7—¢
< -1/ ellotruiar

o(My)
4

em que usamos, ndtima desigualdade, a expréss(2.1.29) e o fato de ser rao-crescente. Uma
vez queT,, > T,, + 7, temos!(c(T,, + 7 — €,u,)) > a. Desta forma, podemos reescrever a

< (Tuo—i_’?_é‘_t%

expresao acima da seguinte maneira

Ms
I(o(t,u,)) > a +¢(4 )(Tuo—i—’y—e—t), Vte |0, Ty, +7—c¢], VneN.

Tomando o limite quande — 0, temos

I(o(t,un)) = a+ gb(i\f‘f)

(Twy +7—1t), Vtel0,Ty, +7),VneN. (2.1.30)
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Fixadoo > 0, a depenéncia corihua em relago aos dados iniciais nos fornece
|lo(Tuy — 0,up) — (T, — 6,up)|| — 0 quandon — oco.
Utilizando isto e (2.1.30), obtemos
I(o(Tyy — d,up)) = lim I(o(Ty, — 6,uy,)) > lim |a+ %

n—oo n—oo

(¥ +0)|,

istoe,
I(o(Ty, — 6,up)) > a+ @(7 +9).

Tomando o limite quand® — 0, obtemos: > a + %&, 0 queé absurdo.

Portanto, para concluir quE, & coninua, basta mostrar que exist®m< 5y < ye Mz > 0
satisfazendo (2.1.29). Seja @at0 < 5 < ~, a ser escolhido posteriormente. Suponha, por
absurdo, que (2.1.29%0 se verifica para nenhuma constahte > 0. En@o, para cada € N,

existen; € Ner; € [0,T,, + 7) tais que
|0 (75, un,) || > 3. (2.1.31)

Como K, & compacto, exist& > 0 tal queK, C B(R,0). Uma vez quer(t, uy) — o, quando
t /' T.,,, existej suficientemente grande tal que

Jj > max{||o(t,ug)|| |0<t<Ty,}. (2.1.32)
Podemos assumir qye> R e utilizar (2.1.31) para obter
||0'(7‘j,unj) — Ka” >j—R.

Considere efdto
. [7—R 1,
0 <d < min — §dISt(Ka7 Ky) ¢
Considerando esta escolhadjégemos
| (75, un,) — K| = d. (2.1.33)

Comou,,; — uo, a depenéncia corinua em relago aos dados iniciais nos fornete< ¢ <
T, tal que
|o(t,un))|| <4, Vte0,Ty, —9).
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A expres&o acima e (2.1.31) permitem concluir quye> T,,, — . Além disso, diminuindé se
necesario, podemos supor que

(T — 6,1n,) — Ko <

N Q.

A continuidade do fluxo, (2.1.33) e a exprassacima implicam na ex@shcia des; e ¢; tais
queTuO —0< §; <t; <7 <Tuo+’71

(s, un,) — Kal| = g, (2.1.34)

o (t), un,) — K| = d. (2.1.35)

Além disso, a escolha dee 0 Lema 2.1.11 nos forneee> 0 tal que

I
o(fal) = °

Utilizando (2.1.34), (2.1.35) e a expré@ssacima, conclimos que

Vu € (Ka)d \ (Ka)

[SlIoH

tj—Sj
)

d
3 < lottisun) = ol un))]| < 2

donde segue que

da -
o Sti—s<0+7.

d ; o
Escolhendoy < Ia, obtemos uma contradio , desde qué é arbitrariamente pequeno. Esta
contradi@o conclui a demonstrag da continuidade de+— T,.
Definindon : [0,1] x (I°\ K;) — (I°\ Kj) por

u, se(t,u) € [0,1] x I,
n(t,u) = ¢ o(tTy,u), se(t,u) € [0,1) x (I"\ (I* U K3)),
Jim o(t,u),  se(t,u) € {1} x (I°\ (I" U Ky)),
da mesma forma que no Lema 2.1.12, temos
77(07 ) = |d7
0 (L (I"\Ky)) € I
n(t, )|« =id|;« YVt €0,1].

Para estabelecer a continuidade)ddevemos considerar as seguintes possibilidades:
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(1) (t,u) € [0,1] x int(1°),
(2) (t,u) €10,1) x (I7H((a, b)) \ Ky),
(3) (t,u) € {1} x (I7((a, b)) \ Kb),
(@) (t,u) €[0,1] x I7'({a}).

Os casos (1) e (2) utilizam o mesmo argumento do Lema 2.1.12. As demosstae (3) e (4)
sao semelhantes, de maneira que vamos tratar somente o caso (3).

Para provar a continuidade gem (1, v), podemos assumir que < K, pois, caso condrio,
temosT, < T, e a continuidade segue da teoria de egeagiferenciais ordarias. Suponha
en@o quey é descorihua em(1, u). Ento, existes > 0, ¢, " T, eu, — u tais que

lo(tn, un) — o] > €. (2.1.36)

Vamos considerar dois casos distintos.

Caso l.inf ||o(t,,u,) — K,|| = 0. Neste caso, denotando pdro conjunto dos pontos limites de
o(tn, un),ntemost = ANK, # @ e F, compacto, visto quel & fechado. Como as componentes
conexas dei(, so pontuais, podemos utilizar o Lema de SefwagomF; = {0} e obter
subconjuntos compactds,, K, C K, tais que

KiNKy=02, KUKy, =K,, FiCK,, F,CK>.
Afirmamos que existé, > 0 eny € N tal que
o(tn,un) € (K1)ay, V1> ng. (2.1.37)

Se rao fosse assim, podamos escolher, para cadla& N, umindicen, > k satisfazendo

1
0 (b ) = K]l < -

Fazendm; — oo na expresso acima e lembrando qué€, & compacto, concluamos queg.A N
K,) N K; # @, 0 queé absurdo visto qued N K,) C Ky e K1 N Ky, = &. As hipdteses sobre
K, e K, implicam que distik;, K,) > 0. Defina erfio

1.
d = min {dg, §d|st<K17 KQ)} .
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ComoT, & contnua temos que, parasuficientemente grandé, — % <T,,  paraumk € N
fixado. A continuidade em relag aos dados iniciais nos assegura que

1 1
o (Tu — E,un) — 0 (Tu — %,u) , quandon — oo. (2.1.38)

1 .
Uma vez quej;lim o <Tu — E’u> = o, € K, existek; € N tal que

o (Tu — %,u) € (Ky)

A expresfio acima e (2.1.38) nos permite construir, por meio de um processo diagonal, uma
seqéncias, =T, — 1 tal ques;, /' T, e

. Yk> k.

e

0 (Sks U, ) € (Kl)g-

Isto, (2.1.37) e uma mudanca thelice apropriada nos permite obter duas éegias(t,, ), (s, )
satisfazendo

Sngs tny, /" T

0 (Spys Un, ) € (Kl)g

0 (tny,, Uny,) € (K1)a-

Podemos assumir qug, < t,,. Asinforma@es acima nos permitem obter duas novaséecjas

(s,,), (t,,) tais ques,, <, <t <t, €quecumprem

ng’

d
o5 tm) — F| = 5.

ot un,) — Ki|| = d, (2.1.39)

ng?

o(t ) € (K)a\ (K1)a, VtE[s), 1]

ng? "ng

ComoK UKy, =K,ed< %dist(Kl, K,),0Lema 2.1.11 nos forneece> 0 tal que

17 ()]

o([lv]])
A informagao acima e (2.1.39) nos conduz a uma cont@alichastando para que iSso que argu-
mentemos como em (2.1.26).

>a voe I ([ab) 0 ((Ka\ (K)g)

Caso 2.inf ||o(t,, u,) — K,|| = d > 0. Uma vez quer’ € K,, existey > 0 tal que

lo(t,u) — K <, Ve [T, —vT). (2.1.40)

1.
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A continuidade d€, nos fornece: € N tal que

T, >T,— =, VYn2>no. (2.1.41)

b2

Por continuidade em relag aos dados iniciais temos
o(T, —v,u,) — o(T, —v,u), quandon — oo. (2.1.42)

Diminuindod se neceswio e utilizando a hiptese do caso 2, (2.1.40), (2.1.41) e (2.1.42), podemos
construir duas se@ncias(s/,), (t)) tais queT,, — v < s/, < t!. < T,, € que cumprem, para
suficientemente grande, as coriis (2.1.22), (2.1.23) e (2.1.24). O Lema 2.1.11 nos fornece
a > 0tal que

11w N |
o 2@ VA= (TN K)\ (K)y.

A expres&o acima e o fato de ser soludo de (2.1.18), nos permite concluir que, para todo A,
temos

n»’n

1
|lo(t,u)]| < o Vte s, t].
Utilizando isto e (2.1.25), obtemos, parauficientemente grande

d 1
3 < llo(th,un) = o(sp, un) | < = (8 = 53),
(0%

e portanto
ad

b < (t/n_S;L> < Ty, —Tu+,
Tomando o limite quanda — oo, e utilizando a continuidade dg,, conclimos que%l <70
gueé absurdo visto que pode ser tomado arbitrariamente pequeno. Esta cori@dipstra que
n €& contnua em(1, u), e portanta/® é retrato de deformag forte del® \ K. u

Observago 2.1.43.Podemos teb = oo no Teorema 2.1.17. Em outras palavras] 80 possui
valores citicos acima do tvel a, enfio [* é retrato de deforma@g forte deF.

2.2 Teoria de Morse

O objetivo desta s@&pé apresentar alguns resultados da Teoria de Morse, amseis no estudo
de pontos dticos de certos funcionais. Temos dois aspecéssdos a considerar: um global, que
trata do estudo da estrutura topgica dos conjuntos devel via grupos de homologia e, outro
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local, que se concentra no estudo do comportamento do funcional nas proximidades de um pontc
critico isolado. Estéltimo se& feito por meio dos grupositicos do funcional.

A exposi@o esh dividida em duas subsggs . A primeira traz uma expoaig axionatica
acerca dos grupos de homologia, bem como algumas de suas principais propriedades. Para u
estudo mais detalhado, ver [9]. A segunda parte trata dos grufim®sr cujas propriedades,
juntamente com os teoremas de deforamada sego anterior, nos permiio demonstrar alguns
resultados que s&o utilizados no Cdfulo 2.

2.2.1 Homologia Relativa

SejaB um subespaco de um espaco t@gito A. Para cada € N, denotamos pofi,, (A, B) 0
n-ésimo grupo de homologia singulaobre um corpd’. Uma aplicago! : (A, B) — (A’,B’) é
uma fun@o contnual : A — A’ tal quel(B) C B’. Denotamos poR (/) aimagem dd, istoé,

R(I) ={I(u)|ue A}
Para cada aplicap I nessas condags , existe um homomorfismo
I : Hy(A, B) — H, (A", B')
chamaddomomorfismo induzidd®ado um subespago C B, existe um homomorfismo
O, : H,(A,B) — H, 1(B,C)

chamaddchomomorfismo de fronteiraAfim de rao carregar a notag vamos omitir, sempre que
possvel, os submndices e escrever apenase 0. Pode-se mostrar (cf. [9]) que os grupos de
homologia singular satisfazem agsiomas de Eilenberg-Steentdsho eles

(A1) id, = id.
(A2) (JoI),=J, ol,.

(A3) O diagrama

H,(A,B) =  H,(A B

0| 1o

(I1)=
—

H, 1(A,B) H, (B, C").

€ comutativo.
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(A4) (Exatidao) Sejami : (B,C) — (A,C)ej: (A,C) — (A, B) as fun@es de inclugo. A
sequncia de homologias

o= Hy1(A,B) 2 Hy(B,C) 5 Ho(A,C) 5 Hy(A,B) — - - (2.2.1)
€ exata, ist@, aimagem de um homomorfisradggual ao ficleo do poximo homomorfismo.

(A5) (Invari ancia por Homotopia) Se/ e J sdo homobpicos, istee, I = G(0,-), J = G(1,-),
para alguma furgp contnuaG : [0,1] x A — A’ tal queG([0,1] x B) C B’, enfol, = J,.
(A6) (Excisao) Suponha qué&’ & um subconjunto aberto detal que o fecho dé€' esé contido

no interior deB. Sejai : (A\ C,B\ C) — (A, B) a fun@o de inclugo. En&oi, & um
isomorfismo.

(A7) Seu € A,enBoH,({u},d) = d,0F, onded,, o € o Smbolo de Kronecker.

Usaremos tanim os seguintes resultados, cujas demori@dmpodem ser encontradas em
[9].
j
Teorema 2.2.2 (Teorema de Decompos$iQ). Se(A, B) = U(Ai’ B;), onde 0s4; sao fechados

=1
e disjuntos, edo

J
H,(A, B) = @5 H.(A;, By).
=1

Teorema 2.2.3 (Segéncia de Mayer-Vietoris). Suponha que;, X, sdo abertos enX = X; U
XsequeY; C Xy, Y, C X, 540 abertos enY = Y] U Y, SeX; N X, # @. Enfo existe uma
seg&ncia exata

e — Hn(Xb}/I) S¥) Hn(X27}/2) — Hn(X; Y) — n—l(Xl N X27}/1 N YQ)
— nfl(XhY’l)@anl(Xz?Yé) — e
chamada secdgncia de Mayer-Vietoris do par( Xy, Y:), (X2, Ya)}.

O resultado seguinte relaciona o conceito de homologia com o de retrato de dé&oforde,
definido na se®o anterior.

Lema 2.2.4.SejamC C A’ C A espacos topdigicos. Sed’ é retrato de deformaip forte deA,
ento H,(A, C) éisomorfo aH,,(A’, C).



SECAO 2.2 « TEORIA DE MORSE 24

Demonstrago. Sejan € C([0,1] x A, A) conforme a Definigo 2.1.6y : (A,C) — (A4’,C) dada
por

r(u) = n(1,u)

i:(A,C0)— (A Q)
ainclusio deA’ em A. Naturalmentey € uma homotopia entre as fuies id e o r. Assim,
isor,=(1or), =id, =id,

em que usamos, na segunda igualdade, a propriedade damwiamor homotopia (A5). Por outro
lado, pela definigo der, temos

ry0i, = (roi), =id, =id.
Conclimos assim que, possui inversa esquerda a direita, istog, r, € um isomorfismo entre
H,(A,C)eH, (A, C). m

O lema a seguir nos perméiicalcular a homologia da esfera.

Lema 2.2.5.SejaA um subconjunto dB? contendd e B* a bola unifrria fechada déR*. Enfio,
parak > 1,
H, (A x B* (Ax B*)\ {0}) @ H, (A4, A\ {0}). (2.2.6)

Demonstragio. Considere incialmente o cago= 1. FazendaC' = A x ([-1,3)U (3,1]) e
utilizando a propriedade de exais (A6), obtemos

Hy (A x [—1,1], (A x [~1,1])\ {0}) = H, (A < [—% %] | (A < [—% %D \{0}) |

Identificando o par de conjuntdst x {—1}, A x {1}) com o par de pontogv_,w, ) obtemos,
via topologia quociente, a susp@osdeA, que vamos denotar parA. Novamente por exc®,

temos
H, (DA, SA\ {0}) = H, (A < {—% ﬂ | (A < [—% %D \{0}) |

e portanto
Hy (A x[-1,1], (A x [-1,1])\ {0}) = H, (84, SA\ {0}).

Definindo os conjuntos

Xy =SA\{w_}, X_=3A\ {u),
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YVi=Xp\({0} x (=1,0) e Yo =X \({0} x[0,1)),

temos
X+UX,:EA, X+mX,:AX(—1,1),

Y.UY. =¥A\{0} e Y.nY_ = (A4\{0})x(~L,1).

Uma vez queX, eY, (resp.X_ eY_ ) sdo contateis aw, (resp.w_), temos, por (A5),
H, (X4, Yy) = H, (wy,wy).
A exaticBo da segéncia
Hy (we,we) — Hy(wy) — Hy (we,we) — Hy g (wy)
e (A7) implicam em qué{,, (ws,w+) = {0}, e portanto
H, (X4,Yy) = {0}.
Utilizando o Teorema 2.2.3 para o paX ., Y, ), (X_,Y_)}, obtemos
H,(X;UX_ YUY )= H, (X;NnX_Y.NY.),
istoé,
Hy (BA,XANA{0}) = Hq (A x (=1,1), (A\{0}) x (=1,1)) = H, 1 (4, A\ {0}),

e portanto o lema vale pata= 1.
Sek > 2, enfio, comoB* é retrato de deformag forte dg—1, 1] x B*~!, temos

H, (Ax B* (Ax B\ {0}) 2 H, (A x [-1,1] x B¥" (A x [-1,1] x B*") \ {0}).
Este fato, e um argumento semelhante ao utilizado para dkcash nos permite escrever
H, (Ax B* (Ax B*)\ {0}) 2 H,_1 (Ax B*', (A x B"")\ {0}).
Repetindo-se o raciomio acima outrag — 1 vezes obtemos
H, (Ax B* (Ax B\ {0}) @ H,_; (A, A\ {0}),

o que finaliza a demonstrag do lema.
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Corolario 2.2.7. Sob as mesmas lifeses do Lema 2.2.5, temos
H, (Bka Sk_l) = 5n,kF7
em queS*~! = 9B* & a esfera undria.

Demonstrago. Utilizando o Lema 2.2.5 com = {0} obtemos

Como{0} x B* & homeomorfo &3* e S*~! & retrato de deformag forte deB* \ {0}, obtemos
H, ({0} x B*, ({0} x B¥) \ {0}) = H, (B*, B"*\ {0}) = H,(B*,5"").

A expresfo acima e (2.2.8) nos fornecem o resultado desejado. m

Nosso objetivo agora utilizar estdiltimo resultado para calcular a homologia da esféra.
Para o casa > 1 considere a se@ncia exata

Hor(BY) 25 Ho(BY $471) =5 H,(S57Y) =5 H(BY) — - — {0}, (2.2.9)

Comon > 1 e B* & homobpico a um ponto, temoK,,, ; (B*) & H,(B*) = {0}. Desta forma, o
Corolario 2.2.7 nos permite reescrever a gatgia (2.2.9) como

{0} =5 Gnp1 F =5 Ha(S¥1) = {0},
istoé, 4 '
{0} 25 {0} = H, (1) 5 {0} sen# k-1,
{0} 25 F -2 H,(SF1) = {0} sen =k — 1.
No primeiro caso, temof)} = R(9) = keri, = H,(S*!). No segundo caso

{0} =R(j,) =kerd e  R(9)=keri, = H,(S*").

Desta forma, para > 1,
0, sen#k-—1,

F, sen=Fk—1.

Hn(sk—l) — {

Vamos agora tratar o caso= 0. Sek > 2, enfio a segéncia (2.2.9) se escreve como

{0} 25 {0} 25 Hy(SF) 25 F 2% {0},
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0 que implica queH,(S*~1) = F. Resta eréto calcularH,(S°). Para tanto observe que, pelo
Teorema 2.2.2 e por (A7), temos

Hy(S%) = Ho({-1}) ® Hy({1}) = F & F.
Sumarizando as obsend®s feitas aps o Coroério 2.2.7, temos o seguinte

Teorema 2.2.10 (Homologia da Esfera)SejaB* c R* a bola unifria fechada es*~! = 9B* a
esfera uniaria. Entao

0, sen>1,k>2n+#k—1]
H,(S* =< F selk—1=n,n>1oun=0,k>2|,
FaF sen=0,kLk=1].

2.2.2 Grupos Ciiticos

Nesta subsép definimos o conceito de grupdtao de um funcional, e verificamos que este
conceito nos permite avaliar o comportamento do funcion@ipro a um ponto ético isolado.
Introduzimos tamém a noéo deindice de Morse, que seimportante no resultado abstrato do
Capgtulo 2.

Definicao 2.2.11.Sejau um ponto citico isolado del € C'(E,R). O n-ésimo grupo dtico
(sobre um corpo F) dé emu & definido por

Colyu)=H,(I°NnU,(I°'\{u})NU), n=0,1,...,
ondec = I(u) e U &€ uma vizinhanga fechada e suficientemente pequena de

Pela propriedade de exas, o grupo dtico independe da escolha da vizinhaia Vamos
destacar aqui um caso trivial, @n importante, qué aquele em que € um ponto de fimimo
isolado. Endo existe uma vizinhanca fechadale  tal que

I(v) >c=1(u), VvelUN\{u}.

Neste caso temos
Cn(l,u) = H,({u}, @) = 0,0F, n=0,1,....

Vamos agora fixar um intervala, ] C R e supor que os pontositicos de/ em I~!([a, b])
sao todos isolados. Vamos supor témbque! satisfaz (GPS) enu,b]. Sob estas condigs
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, I7*([a, b]) coném no néximo um rimero finito de pontos tticos. De fato, suponha que
possui infinitos pontos @ticos em/~!([a, b]). Podefamos er#io construir uma se@uacia(v,) C
I7%([a,d]) tal quel’(v,) = 0 e dd, por (GPS), extrair uma subseémciav,, — v € I~!([a,b]).
Comol e C', devefamos terl’(v) = 0, 0 queé absurdo, visto que os pontodticos del em
I7*(Ja,b]) sAo isolados. Uma vez que temos utmero finitou,, . . ., u,, de pontos dticos, faz
sentido definir mimero de Morsélo par(1°, 1¢) por

M, (I',1%) = > " dim Cp(I,u;). n=0,1,....
=1

Como na Ssefo anterior supomos qué & um corpo, os grupos de homolodig (1°, I*) sdo
espacos vetoriais. O @imo resultado utiliza os lemas de deforrdagara relacionar osimeros
de Morse com a dime&s dos espacos vetoridig, (1°, 1?).

Teorema 2.2.12.Sejal € C'(E,R) satisfazendg¢GPS) Se os pontos @icos del em7~*([a, b])
s40 isolados e correspondem a um mesmo valiicere € (a, b), enéio

M, (1%, 1*) = dim H,(I°,1*), n=0,1,.... (2.2.13)

Demonstrag@o. Utilizando o Teorema 2.1.17 conatoos quel/ e [ sao retratos de deformag
forte del® e I\ K., respectivamente. Desta forma

H,(I°,1%) = H,(I°,1") = H,(I°,I°\ K,). (2.2.14)

DenotemosK,. = {uy,...,u,} € sejamUy,..., U, vizinhancas disjuntas e fechadas de
U, . .., Uy, tais que

U= OUi c I (a,b]).

Uma vez queC’ = ¢\ U & aberto eni© e C esh contido no interior dé° \ K., podemos utilizar
a propriedade de ex@se para concluir que

H, (I°,I°\ K,) = H, (I°\ C, (I°\ K)\ C) = H, (I° N U,(I°\ K,)"U)  (2.2.15)

Como as vizinhangaB; sao fechadas, disjuntas e suaaemé o conjuntol/, podemos aplicar o
Teorema 2.2.2 para obter

H,I°NU,(I°\K.,)NnU) = éHn (LN U;, (15N U) \ {ui})

i=1
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Daqui e de (2.2.15) e (2.2.14), obtemos

H,(I"\1*) = H, (I°. I\ K.) = @ C (I, u) ,

=1
€ portanto,

dim H,(I°,1°) =Y dim C,, (I,u;) = M, (1", 1),
=1

conforme afirmamos. ]

Este nos parece o0 momento oportuno para introduzir o conceitale de Morse.

Defini¢do 2.2.16.Sejau € H um ponto citico de/ € C?(H,R). O indice de Morseipdice
de Morse aumentadale / em u, denotado porm(I,u) [m(I,u)], € o supremo dos valores
dimV € NU {0, 00} considerando-se os subespafds- H nos quais/”(u) & negativa definida
[seminegativa definida

O nosso objetivo agor@ calcular efetivamente os grupo#ticos de/ em um ponto dtico «
e relaciom-los com dindice de Morse deste ponto. O lema seguinté &8k para estudarmos o
comportamento de um funcionaproximo a um ponto dtico nao degenerado.

Lema 2.2.17.Suponha qud € C*(H,R) euy € um ponto dtico ndo degenerado dé. Enfo
existem vizinhancas abert&d§ e U,,,, de O eu,, respectivamente, e um homeomorfismol, —
U, tal quey(0) = ug

1) = (o) + 5 (" ().}, V€ Vo

Demonstra@o. Vamos supor, sem perda de generalidade,.gue 0 e I(uy) = 0. Seja eréo
T = I"(0) e considere, para cadac H, o seguinte problema de Cauchy

To(t,u)

) = T aln )]
o(0,u) = wu.

Uma vez que

Ha(t,u)—uH—H/O o (s,u) ds|| < Itl, (2.2.18)

devemos ter
ot w)|| = full — [¢]. (2.2.19)
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Como 0€ ponto citico nao degeneradd, &€ um isomorfismo. Assim, a expréss(2.2.19) mostra
que||To(t,u)|| # 0 sempre quét| < ||u|| e portanto o fluxar esk bem definido para tais valores
det. Tamkem, do fato d€” ser um isomorfismo, existé > 0 tal que

I To(t,w)| > Cllot,u). (2.2.20)

Seja erdo0 < £ < £ um rimero fixado. Definindd/(u) = 1 (T, u), podemos utlilizar a
Férmula de Taylor e o fato de 0 ser pontdtico de/ para obtep; > 0 tal que

|I(u) — J(u)| < e|ull*, VYue B(0,d). (2.2.21)
Daqui para frente vamos sempre considerar B(0, 6;). Temos

(ot u)) — ()| = /OdiTJ(U(T,u))dT _ /0 (T (o(r,u)), 6(r,u)) dr

t
| - Irotw) ar
0

Estalltima expres&o, juntamente com (2.2.19) e (2.2.20) implicam em que

|J(o(t,u)) — J(u)| > C (Hu” |t] — g) . (2.2.22)

Uma vez quey(u) = (1 —4/1— 2—08) ||u|| € solu@o da equap

temos, por (2.2.22),
[ T(o(to(u), ) = J(w)| Z e lull” e [J(o(~to(u),u)) = J(u)| = & |ul*.
Estas desigualdades, (2.2.21) e o fato detque.J (o (t, u)) ser decrescente, implicam em que
J(o(to(u),u)) < I(u) < J(o(—to(u),u)).

A expres8o acima e o Teorema do Valor Interméiio nos garante que exist@:), com

i(u)| < (1 1 %) lul, (2.2.23)



CAP. 2 ¢ RESULTADOS PRELIMINARES 31

e tal queJ (o (t(u),u)) = I(u), istoé,
() = 5 {I"(O)o(E(u) u), o(F(u), ). (2.2.24)
O fato deJ(o(t,u)), como fun@o det, ser decrescente efw ||ul|, ||u||) nos garante a unicidade

det(u). Podemos eab definir® : B(0,6,) — H por

@(u)_{o,~ seu =0,
o(t(u),u), seu#0.

Vamos verificar qued & continua. A continuidade emsegue de (2.2.18) e (2.2.23). Para

u # 0 basta observar que
0 - .
e portanto a continuidade segue do Teorema dad&uhpplcita. Obtemos assim uma fuig
confnua® : B(0,9,) — H que satisfaz
1
I(u) = 3 (I"(0)0(u),0(u)), Yue B(0,0). (2.2.25)
Para cada ¢ H fixado, a fun@on : [—#(u),0] — H definida porm(t) = o(—t,u) & solu@o

de
Tn(t, u)

| Tn(t, w))ll”
Podemos e@db, repetindo o racidoio anterior, obters, > 0 e uma fun&o contnua
Y : B(0,02) — H que satisfazem

0t u)

1
I(Y(u)) = 3 (I"(0)u,u), Vue B(0,0d). (2.2.26)
DefinindoB = B(0,46,) N B(0,4,),U = O~ B)Ny~Y(B)NnBeV, =4 ' (U)N B, obtemos
trés conjuntos abertos contendo a origem. A demor@irastas conclida se mostrarmos que
Vo € ©(U). De fato, sendo isto verdade, podemos defigi= ©~!(1}) e utilizar as expreges
(2.2.25) e (2.2.26), bem como a continuidade/d=O, para concluir que : V, — U, satisfaz as
condigdes requeridas pelo lema. Provemosierquel, C ©(U). Dadou € V;, podemos utilizar
o fato de que)(u) € U, (2.2.25),u € B e (2.2.26), para obter
1 1 1 1
5 (00 (w), O (w) = 1Y) = 5 {I"(0)u,u).
A expresfio acima e a maneira como foram coidas as funges© e v, nos permitem concluir

queO (¢ (u)) = u, istoé,u € ©(U), o que finaliza a demonstiag . u
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Observa@o 2.2.27.Pode-se mostrar que a fuw) definida acima de fato um difeomorfismo
local (cf. [2]). Este resultadé conhecido como Lema de Morse.

O teorema seguinte mostra que 0s grup@gcos em um ponto @ico nao degenerado depen-
dem somente do séndice de Morse.

Teorema 2.2.28.Sejal € C?*(H,R) e u, um ponto citico ndo degenerado dd, tal que
m(l,up) =k < oo. Eno

On([, UQ) = 5n,kF7 n = O, 1, cee (2229)

Demonstragio. Novamente, podemos supor que= 0 e I(up) = 0. Utilizando a mudanca de
variaveis dada pelo lema anterior, podemos supor que

1
I(u) = §<Tu,u), YueV,

em quel’ = 1(0).

Umavez quéd’ é inverdvel podemos escrevéf = H-$H ', emqueHd ~ e H' sao subespacos
fechados, ortogonais E&é negativa (resp. positiva) definida g (resp. H*). Considerando
uw=u" +u" acorrespondente decompdsigde cada elementoc H, temos

10) = 340w = S (-Tw ) = = ol Vet

em que estamos utilizando o fato da apl@agu, v) — (T'u,v) ser bilinear, siratrica e coerciva,

e portanto definir uma normjg|| em H. Como esta aplic&p bilinearé coerciva, a normg || . &
equivalentéa norma do espachi. Isto, e o fato de) ser um homeomorfismo, nos permite concluir
que, para uma bola fechadb= B(0,¢) c Vj, temos

BNI"={u€ H| |ull <e, [lus] < [lu]l}.
A expresfo acima e a aplicap
n(t,u) =u + (1 —t)ut V(tu)€[0,1] x (BNI°),

nos permite concluir qu&~— N B é retrato de deforméap forte de/® N B e que(E~ \ {0}) N B €
retrato de deformdp forte dg(1° \ {0}) N B. Utilizando isto e o fato de quém E~ = k, temos

Co(1,0) = H,(I°N B, (I°\{0}))NB) =2 H,(E- N B,(E~\ {0})N B) = H,(B* s*1).

O resultado segue €t do Cordhrio 2.2.7 e do fato de qui,, ({0}, &) = 6,0 F. ]
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Observag@o 2.2.30.Se um funcional € C?*(H,R) satisfaz as hipteses do Teorema 2.2.12 e
todos os pontos @icos de/ em I~!([a,b]) sAo r&o degenerados, &t as expreges (2.2.13) e
(2.2.29) mostram que a dimémsdeH,, (1°, I*) € igual ao imero de pontos t@icos del com
indice de Morser emI~'([a, 0]).

2.3 Metodo da Pertuba@o de Marino-Prodi

Nesta sego , sob certas hijfeses e em uma vizinhanca de um ponitioor possivelmente de-
generado, apresentamos um resultado que nos permite aproximar o funcional dado por um outro
gue rao possui pontos tticos degenerados naquela vizinhanca. Os resultémbaseados no
trabalho de Marino & Prodi [12] (cf. tan@n [21]). Primeiro um resultado preliminar, que&er

atil adiante.

Lema 2.3.1.SejaA C E compacto. Dadq: > 0, existe uma furip ¢ € C*(F, [0, 1]), com
todas as derivadas limitadas, satisfazendo

ou) =1, VYue(A),, (2.3.2)
o(u) =0, Yue E\ (A). (2.3.3)
Demonstra@o. Naturalmente, temas C |J B (u, g) A compacidade dél nos permite extrair
um subconjuntduy, .. .,u,} C Atal queueA
AcHB(%§) (2.3.4)
Sejaa : R — [0, 1] uma fun@o de class€'>, com todas as derivadas limitadas, e tal que
a(s)=1, ses<?, (2.3.5)
a(s) =0, ses>4. (2.3.6)
Paracada=1,2,...,m definap; : E — R por

4L:@|W—WW
pi(u) (—M2 )

Uma vez que e ||-||* sio de class€™, temos quep; & infinitamente diferenaivel. Mais ainda,
valem as seguintes igualdades

seu € B (ui, %u) ) (2.3.7)

sz(u) 17
0, seu¢ B(u;,2u). (2.3.8)

wi(u)
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—u;?

De fato, dada: € B (u;, 311) temos|lu — u;|| < 3p, donde segue que—z"~ < 7 e portanto,
por (2.3.5),p;(u) = 1. Para verificar (2.3.8), considete¢ B(u;,2u). Como||lu — u;|| > 2pu,
temos qué'“;%”Q > 4 e, por (2.3.6);(u) = 0. Observando agora que suppC B(u;, 2p),
conclumos quep; possui todas as derivadas limitadas.

Sejaagora : R — [0, 1] de class&'>°, com todas as derivadas limitadas, e tal que

B(s) =1, ses>1, (2.3.9)
B(s) =0, ses<O0, (2.3.10)

e definap : £ — [0, 1] por
wmzﬂ(gymm>.

Naturalmentey & de class€'> e possui todas as derivadas limitadas. Restaocemostrar que
¢ satisfaz (2.3.2) e (2.3.3). Dado € (A),, precisamos encontrare {1,2,...,m} tal que
@i(u) = 1. Sejav € A tal que|lu — v|| < pu. De acordo com (2.3.4), existe € {uy, ua, ..., Up}
tal que||v — u;|| < §. Desta forma

w3
o= wll < u ol + o —wll < et 5 =2

e portanta; € B (ui, %M) Logo, por (2.3.7), concimos quep;(u) = 1, 0 que prova a validade de
(2.3.2). Dado agora € I\ (A),, temos||u — v|| > 2; qualquer que sejac A. Em particular,
para toda, ||u — u;|| > 2u, istoé,u & B(u;,2u). Assim, por (2.3.8), temos que(u) = 0 para
todo: = 1,2,...,m, 0 que nos mostra que(u) = ((0) = 0 e portanto a condap (2.3.3)é
satisfeita. m

Antes de demonstrar os principais resultados destosegmos introduzir o conceito de oper-
ador de Fredholm e tecer alguns conaeitis sobre tais operadores.

Definicao 2.3.11.SejamFE e F' espacos de Banach’e: £ — F um operador linear e coirtuo.
Dizemos qué’ € umoperador de Fredholise

1. ker T' tem dimen&o finita,
2. R(T) é fechado ent’ e possui codime@d® finita.

Observago 2.3.12.No caso em quéd’ : H — H, H € espaco de Hilbert € & auto-adjunto, o
fecho da imagem d& & o complemento ortogonal daicleo de7’. ComoR(7") é fechado, temos
H = H° @ H', ondeH" e H' denotam o fAicleo e a imagem d#, respectivamente. Como a
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restrigio de7 a H' &€ uma bijeé@o coninua, o Teorema da Aplicap Aberta nos garante que a
inversa del” restrita aH! & tami&m contnua, e portanto existe > 0 tal que

[ Tull > aljul, YueH,

donde segue que (Ao pode ser ponto de acumwacdo espectro dé. Utilizando a teoria
espectral para operador auto-adjuntos, obtetnes) e subespacos fechadés™ e H~ tais que
H* e H~ sAo ortogonais e invariantes pbr H! = H™ @& H~ e ainda

(Tu,u) >b|ul*, YVue H* e (Tu,u) < —b|ul>, Yue H.

Teorema 2.3.13.Sejam/ € C?(H,R) e A C K, & um conjunto compacto. Suponha que, para
cadau € A, I"(u) € um operador de Fredholm. B, para todee, 1 > 0, existeJ € C?*(H,R)
tal que
[J =12 <, (2.3.14)
J(u) =1(u), VueH)\/(A)s. (2.3.15)

Além disso, os eventuais pontogticos deJ em(A), sdo réo degenerados e endimero finito.

Demonstraggo. Como A & compacto, o Lema 2.3.1 nos forneees C*°(H, [0, 1]) e uma con-
stanteM; > 0 tais que

eV ()| <My, VueE, j=0,1,2,

em quep) & aj-ésima diferencial de.
Parav € E, considere/ € C?(H,R) definido por

J(u) = I(u) + p(u) (u,v) . (2.3.16)

Uma vez quep satisfaz (2.3.3), a condi@ (2.3.15¢ trivialmente satisfeita. Vamos verificar que,
com uma escolha apropriadadgemos

1 (u) = L(u) || + (1" (u) = I'()[| + () = I"(u)| <&, VueH,

e portanto/ satisfaz (2.3.14).

Naturalmente, basta considerar o caso emwuge(A),,. A compacidade del nos fornece
M, > 0 tal que||u|| < M;, paratodou € (A),,. Dadou em(A),,, a defini¢o deJ nos permite
escrever

17(w) = I(w)]| = [lpur) w, v)[| < fspu)| [full 0] < My My [Jo]] (2.3.17)
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Para a estimativa da primeira derivada observe que, de acordo com (2.3.16), temos
J(u)(h) = I'(w)(h) + ¢ () () {u,v) + @(u) (h,v), VheE.
A expres&o acima nos permite concluir que,s€ (A),,, ento
17 () = ' ()| < [|® @)[] ull 1ol + o) o]l < Mi(Ms+1) [[o]]. (2.3.18)
De maneira a@loga obtemos, parac (A),,,
177 (w) = I"(w)|| < Mi(M2+2) [Jo].

Esta estimativa, juntamente com (2.3.17) e (2.3.18), nos mostrd gqaesfaz (2.3.15), desde
gue escolhamostal que

(2.3.19)

Vamos agora estudar os eventuais pontiticos deJ em (A),. Observe inicialmente que,
neste conjunto, temas = 1, e portanto

VI]=VI+v e V>J=V.

Desta forma, se-v for valor regular deVI, os pontos dticos deJ em (A), sido rio degenera-

dos. Neste caso, tais pontos@eem fimero finito, visto qué¢A), & limitado e pontos d@icos

nao degenerado&s sempre isolados. Precisamosaerdscolher de maneira que-v seja valor
regular deV I e a condi@o (2.3.19) seja satisfeita. Mas isso segue do Teorema de Sard-Smale (cf.
[20]), uma vez que o conjunto dos valoredicos deV [ & de primeira categoria. ]

O proximo resultado sértil para mostrar que, sob certas corigig , a pertub&p do funcional
I preserva propriedades de compacidade. Antesmpolembremos que uma apliéacentre dois
espacos topobicose ditapropria se a imagem inversa de compaétoompacta.

Lema 2.3.20.Sob as hipteses do Teorema 2.3.13, existe uma vizinhangae A e > 0 tais que,
para todo funcional/ satisfazendd.J — I|| .. < ¢, tem-seV.J propria emN.

Demonstragio. Dadose > 0 e7 € A, denotemos pof” a aplicago VZI(z). Utilizando a
Férmula de Taylor e o fato de € K., podemos obted; > 0 tal que a aplicago VI — T €

de Lipschitz emN; = B(Z, dz), com constante de Lipschitz menor ou iguat.aDado endo
um funcionalJ satisfazendd|.J — I||.. < ¢, definimosr(z) = VJ(z) — Tz e obtemos, para
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x, Yy € Ng,

lr(z) —=r@)l = [[VJ(x) = VJ(y) + Ty — Tx|
(VI (x) = VI(z)) = (VJI(y) = VIy)] +
I(VI(x) = Tx) = (VI(y) = Ty)||

IN

< elle—yl+elle -yl =2z —yll,

em que usamos a desigualdade do valedio, a proximidade d&'/ e V.J e o fato deVI — T ser
de Lipschitz. A expre$i acima nos permite concluir queé de Lipschitz emVz, com constante
de Lipschitz menor ou igual 2.

ComoT & um operador de Fredholm, temos a decompamsi¢ = H° @ H', conforme a
observago 2.3.12. A injetividade d& em H' nos permite obtesi; > 0 tal que

ITull = az[|ull,  VYue H.

Considere agoréu,,) C Nz tal queV.J(u,) seja convergente. Vamos verificar qug) possui
subseg@éncia convergente. De fato, temas = u® + !, comu? € H’ eu! € H'. Uma vez
que N; é limitado e H° tem dimen&o finita podemos supor, passando a uma sulgseip se
necesario, que(u’) & convergente. Temos &at

A

oz [Ty, — Ty, |
oz (7 (un) = 7 (um) || + VT (1) = VI () )

2eaz (lup — vl + [y, — up, 1) + oz VT (un) = VI ()]

[, — |

IA

IN

donde segue que

(1 B 23) e = | < 2205 |ty — || + @ZH IV () = VT ()]

Qz

Escolhendo agora < ag, como(u?) e (V.J(u,)) sdo segéncias de Cauchy, conéfoos qugu))
é seqgéncia de Cauchy e portanto converge (porjied fechado). Desta form&;.J & propria em
Nz.

Observe agora que, combé compacto, existemy, ..., z,, € A tais que

i=1

Seja agordu,,) C N uma segéncia tal quév.J(u,) € convergente. Com&' & uma urgo finita

de bolas podemos supor, sem perda de generalidaddugue- B (@, %) para algum €
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{1,...,m}. A primeira parte da demonsti@g nos permite concluir que, §& — I{|. < 042@,
en®o (u,) possui subsedncia convergente. Tomando &ot
6<min{0@1,...,a§m}
2 2
conclumos queVJ & pidpria emN. u

Observa@o 2.3.21.Suponha que as hipeses do Teorema 2.3.13 sejam satisfeitas € cpadis-
faca (GPS). Efo, paras, ;1 > 0 suficientemente pequenosjtiimo resultado nos garante que
o funcional /, dado pelo Teorema 2.3.13, ta@mb satisfaz esta propriedade. De fato, considere
(u,) C E tal que

1" (un) |
O(lluall)
Tendo em vista (2.3.15) e o fato desatisfazer (GPS), podemos supor gug) C (A),. Natural-
mente, podemos tomarpequeno de forma quel),, C N, em queN € a vizinhanga del dada

pelo Lema 2.3.20. Temos &t

J(up) — ¢ — 0.

1) ()]
50 = o(lunl)

e portanta/'(u,) — 0. ComoVJ & piopria em(A),,,, conclimos queu,,) possui subse@ncia
convergente, isté, J tamkem satisfaz (GPS).

0<

— 0,

O teorema seguinte um caso particular das situees tratadas anteriormente edsatilizado
no Cajptulo 2.

Teorema 2.3.22.Sejal € C*(H,R) euy € E um ponto citico isolado def tal que”(uy) € um
operador de Fredholm. E&b, dados > 0, existeJ € C?*(H, R) satisfazendo

H‘]_ ]HCZ < €,

J(u) =1(u), Vue H\ B(ug,e).

Além disso, os eventuais pontosticos de.J em B(ug,c) sdo rdo degenerados e enumero
finito e, sel satisfaz(GPS) engo J pode ser constfido de maneira a satisfazer esta mesma
propriedade.



CAPITULO 3

Um Teorema de Ponto de Sela

Neste cafiulo utilizamos a teoria desenvolvida no @Gafp 2 para obter um teorema abstrato que
nos permite, sob certas ldigeses, obter pontositicos rio nulos para funcionais definidos em
espacos de Hilbert. O resultado baseia-se no Teorema do Ponto de Sela de Lazer-Solimini [11],
onde acrescentamos um lema de defo@madevido a Silva [18].

Antes de enunciar o resultado principal vamos introduzir uma nova camdig compacidade.

Definicao 3.0.1.Dizemos qud € C*(E,R) satisfaz acondi@o de Cerami Fortao rivelc € R,
denotada por(SCe), se toda sedgncia (u,) C E tal que(u,) — c e I'(u,) — 0, quando
n — oo, satisfaz as condags abaixo

() se(u,) é limitada, enfio (u,,) possui uma subse§nocia convergente
(i) se(un,) C (u,) & tal quel|u,,| — oo, enBOlim ||’ (un, )| ||un, || = oo

Sel satisfazZSCe) para todoc € [a, b] ou todoc € R, dizemos simplesmente glsatisfazZSCe)
em|a, b] ou (SCe) respectivamente.

Observe que esta condig de compacidade situa-se entre (PS) e (Ce). O resultado principal
deste trabalhé o

Teorema 3.0.2.SejaH = V @& W um espaco de Hilbert coi’ = V+ eV de dimen&o finita.
Suponha qué € C?(H,R) satisfaZSCe) 0 & um ponto dtico isolado del, I”(0) & um operador
de Fredholm elim V' < m(7,0) oum(/,0) < dim V. Se, aém disso,

39
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(I,) Existeg € R tal que
I(v) <3, YvelV,

(I;) Existey € R tal que
I(w) >y, YweW,

engo, [ possui pelo menos um pontdta@o nao nulo.

Para demonstrar o teorema acima, usamos alguns resultados preliminares. O @riamiro
lema de deformaip , devido a Silva [18].

Lema 3.0.3.SejaH = V & W um espago de Hilbert co’ = V. Sel € C'(H,R) satisfaz
(1), (I2) e (SCe)em|[v, 5] ento, dadoz > 0, existes € (0,2), R > 0 e uma fun@o contnua
n:1[0,1] x H — H tal que

(m) n(t,u) = u, paratodou € W,
(n2) n(t,-) : H— H &um homeomorfismo, para tode [0, 1],
(n3) n(1,u) € "¢, paratodou € V N B(0, R),

(ns) I(n(t,u)) < I(u), paratodou € H,t € [0, 1].

Demonstragao. Tomandoc > (6 — v + 1), afirmamos que existem constantes> 0 e

8
In(3/2)

R; > 0 tais que
1@l ul > e>0, Yue (I nL_.)\ BO,Ry). (3.0.4)

De fato, se Ao fosse assim, existiia uma séquia (u,) C H tal que ||u,| — oo,
' (wn) || lun] < ¢, I'(w,) — 0el(u,) — b € [v,5], 0 queé um absurdo, visto qué satis-

faz (SCe) enty, 3].
Sem perda de generalidade, podemos super min{1,£}. Considerando agofa< ¢ < ¢,
definimos os seguintes conjuntos

A=1Ig U=, B=1""nN1L__,

C={u=v+w|lveV,weW, |v| <R},

D=H\{u=v+wlveV,weW, ||v| <R +1}.
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Uma vez qued e B sao fechados e disjuntos, a féoy : H — R definida por

[u — A
ju— Al +[Ju— B

g(u) = |

é de Lipchitz e satisfaz|, = 0, g|p = 1 €0 < g < 1. De maneira a@oga, definimog : H — R
de Lipschitz, satisfazendplc = 0, f|p = 1e0 < f < 1. SejalV um campo vetorial pseudo-

gradiente associadolae ®(u) = ”‘Y((:))”Q, parau € H. ConsidereX : H — H dado por
Xy = { @9, seued.
u) = ~
0, seu ¢ H.

NaturalmenteX & um campo vetorial localmente Lipschitz. As deftrgs def e g, e as expreses
(2.1.13) e (3.0.4), nos fornece

| X (w)] < @, Yu € H. (3.0.5)
Considere agora o problema de Cauchy

ﬁl(tvu) = X(nl(tvu))v
m(0,u) = wé€ H,

(3.0.6)

que possui sol@p nica, definida em um intervalo maxim@l, , 7.."). Afirmamos quel)| = co.

u U

De fato, dada: € H, consideres(t) = ||n: (¢, v)||>. Engio, utilizando (3.0.5), obtemos
F(0) =2 m(t,w) st ) < Splt), Vi€ (T, 1))
e multiplicando essa desigualdade pot® 't e integrando en0, s| C [0,7"), segue que
p(s) < Jul* e . (3.0.7)

Suponha, por absurdo, qiig < co. A expres&o acima e (3.0.5) nos mostra que (n; (¢, u))|| <
M,, para alguma constanfe, e para toda € [0,7."). Desta forma, paré,) C [0,7;") tal que
t, — T.F, temos

71 (g1, w) — M, w)[| < Multngr —tal,

0 que mostra quey, (t,, v)) € uma segencia de Cauchy e, consequentementg,,, u) — u € H,
quanda,, — T,. A soluggo de (3.0.6) com valor inicial nos fornece uma continuag den; (¢, u)
para valores > T, contrariando a maximalidade d& . Esta contrad@o conclui a verifica&o
de queT, = oo.
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A continuidade das soldes de (3.0.6) com relag aos dados iniciais e o fato de dije = oo
implicam quen; € C ([0,00) x H, H). Considerand@” > 0 tal que

AB—v+e) <T <8(B—v+1),

definimosn(t,u) = n, (tT,u), para0 < ¢t < 1. Uma vez quef|c = 0, temos queX (u) = 0 para
todou € W, e portantdn, ) se verifica. A condigo(7,) & consegéncia imediata das propriedades
das soluges de (3.0.6).

No caso em qué& (u) = 0, a condio (1) & imediata. S& (u) # 0, enfiou € H e podemos
utilizar (3.0.6), (2.1.14) e a defirap def e g para escrever

d

It ) = ('0n), —F()alm)B0n)) < 1 Fn)g(m) <0, (308)

0 que prova a veracidade ¢e,) .

Finalizaremos a demonsti@gverificando quéns) ocorre parak > 2(R;+1). Tomeu € VN
0B(0, R) e definal (t) = ||n (¢, u)||, gueé uma fun@o deriavel, visto quef|- = 0. Utilizando
(3.0.5) e (3.0.6), obtemoE'(t) < 2W(t), para toda > 0, donde segue que

0<U(t) < |ulle ™, Vt>o. (3.0.9)

ConsidereP : H — V aproje@o ortogonal @y (¢, u) = Pny(t, u). Naturalmenté{ny (s, u)|| #
0, para todos € [0,7]. Utilizando isto, o fato dé” e W serem ortogonais, (3.0.5) e (3.0.9),
obtemos

<7]2 (ta u)’ ﬁQ(t7 u))
1m2(t, u)]

d , 1
el | < bl < e, vee .1

Comou € V, 75(0,u) = u. Deste fato e da desigualdade acima segue que, para todo, 7,
vale

1 ' c iz ¢t
st )] = ]| = §EHuH/Oe dr = Ilul| (¢ — 1), (3.0.10)

b d
| 2t ol d-

Utilizando (3.0.10) com = T, o fato de que T < In(3/2) e R > 2(R; + 1), obtemos

-1 1
et )| = flull (2= ") = S llull = Ru+1, ¥ee0,7],

e portantof (n,(¢,u)) = 1, para toda € [0, 7). Afirmamos quep, (T, u) € I"=. De fato, se o
fosse assim, pofl;) e (1) podefamos assumir que (t,u) € I° N I,_., para todo € [0,77].
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Desta formag(n,(t,u)) = 1 em[0, 7], e portantaX (n, (¢, u)) # 0 neste intervalo. Integrando a
expres8o (3.0.8) entre 0 &, utilizando/(u) < (5 e a escolha d&', obtemos

Ion(Tw) < 6~ 3T <7~

contrariandoy, (T, u) € I,_.. Isto finaliza a demonstrag do lema. n

Observag@o 3.0.11.0bserve que, no lema anteriogmestamos supondom V' < oc.

A proposi@o seguinteé peca fundamental da demons&acdo Teorema 3.0.2. Sua
demonstrag@o baseia-se na de Lazer & Solimini [11], onde vamos utilizar o lema anterior para
compensar a falta de anticoercividade do funcionalem

Proposicdo 3.0.12.Sejal = V @ W um espaco de Hilbert col’ = V+ eV de dimenao finita.
Suponha qué € C?(H,R) satisfaz(I,), (1) e (SCe) Suponha ainda qué possui somente um
nimero finito de pontos @rcos, todos &o degenerados. E&@b / possui um ponto ¢icou € H
tal quem (I, u) = dim V.

Demonstra@o. Sejak = dim V. Sek = 0, a condi@o( /) implica quel & limitado inferiormente
e portanto, por (SCe)] assume rfmimo em um pontax € H. Comowu €& ponto cttico nao
degenerado, podemos utilizar o Lema 2.2.17 para concluirrdudeu) = 0.

Vamos erdo considerak > 1. Uma vez que possui somente umimero finito de pontos
criticos, podemos escolhéj € R tal qued, < ~ e I ndo possui nenhum pontoitico em /%,
Como ] satisfaz a cond#p (/;) com ~ substitido pord,, podemos utilizar o Lema 3.0.3 para
obtere € (0,1), R > 0en € C([0,1] x H, H) satisfazenddn, ), (1) e

n(l,u) € I VYue S*'=VnaoB(,R).
A expres8o acima e a escolha dg nos permite escrever
Sklc oy c H\W,

em queS* ! = p(1, 551,
Considere : S*' — H\ W el: S*!' — H\ W as aplicades de inclu&o. ComoS*~! &
retrato de deformap forte deff \ IV en(1, -) @ um homeomorfismo tal qugl, H \ W) = H\WV,
podemos utilizar o Lema 2.2.4 e as propriedades (Al) e (A2) dos grupos de homologia, para
concluir que
i H (Sk—l) S H(H\W)
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€ um isomorfismo. Este argumento&dustrado no diagrama de isomorfismos abaixo, onde
@ZJ = 77(1’ ) '
H(gk*) e H(H\W)

Yot T ¢
H(SEY) L HH\W).

Sejamj : S¥1 — [P eh : [% — H\ W as aplicades de inclu&o. A propriadade (A2) dos
grupos de homologia nos fornege= h, o j,. Comoi, & isomorfismo, temos que

hy : H(I™) — H(H\ W)
€ um homomorfismo sobrejetor, donde segue que
dim H(I%) = dim H(H \ W) + dim ker h, > dim H(H \ W).

ComoH (H \ W) & isomorfo aH (S*~!), a expresdo acima e o Teorema 2.2.10 nos fornecem

1, sek>1,
dim Hy,_;(I%) > dim H,_,(S*!) = (3.0.13)
2, sek=1.
Sejam
1 < Cop << Cy
0S possreis riveis citicos del e considerely, . . ., d,, numeros reais escolhidos de forma que

dj_1 <c; <dj, paraj = 1,...,m. Casol nao possua valoresiticos, tomed, = d,, > dp.
Suponha, por absurdo, qli®ao possui ponto @ico comindice de Morse igual . Sendo assim,
a observago 2.2.30 nos fornece

dim Hy(I%, %) =0, Vji=1,...,m. (3.0.14)
Como a segéncia
H (11, 1%-2) 2% | (1%, 19-2) 25 7 (1%, 1%-)
€ exata, em queet sao as aplicages de inclugo, temos

dim H (I%,1%-2) = dimR(t.) + dimkert, < dim H (1%, [%-1) 4+ dim R(s.)
< dim H (I%, [%) + dim H (1%, 1%-2) ,
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desde quéert, = R(s.). Podemos aplicar esse argument@ezes para obter, via (3.0.14),

dim H,(I%, 1%) <> " dim Hy(I%, I%) = 0.

Jj=1

Considerando a seguocia exata
Hy (1%, I%) — Hy 1 (I"™) — Hy_(1%),

obtemos
dim Hy,_;(I1%) < dim H, (1%, I%) + dim H,_, (I*"),

€ portanto
dim H,_;(I%) < dim Hy,_; (1%). (3.0.15)

Como ] nao possui ponto @ico em/, , a observa@o 2.1.43 nos garante qué- é retrato de
deformago forte deH. Naturalmente, se € H, enfio{u} & retrato de deformao forte deH.
Utilizando (3.0.15) e estas considebas , conclimos que
0, sek>1,
dim Hj,_;(1%) < dim Hy_ (1) = dim Hy_;({u}) = (3.0.16)
1, sek=1,
o0 que contraria (3.0.13). A contradig proveio do fato de termos negado a @&xista de um ponto
critico del comindice de Morsé;, e portanto tal ponto existe. n

Vamos utilizar a Propos#p 3.0.12 e o etodo da pertub@p de Marino-Prodi, desenvolvido
na se@o 2.3, para demonstrar o Teorema 3.0.2

Demonstrago do Teorema 3.0.2 SejamH°, H—, H* e b > 0 conforme mencionados na
observago 2.3.12. Comd € C?(H,R), podemos escolhertal quel < ¢ < g e

b
11" (u) — I"(0)]] < 3 Vu e B(0,¢).

O Teorema 2.3.22 nos permite obtee C?(H,R) tal quel (u) = J(u) paral|u|| > ¢, J possui
um nimero finito de pontos @icos emB(0, ), todos @o degenerados,|d”(u) — J"(u)]| < e,
paratoda: € H. Um argumento semelhante ao utilizado na obéw&;3.21 nos permite assumir
que J tamtem satisfaz (SCe). De fato, basta observar que par@&segs limitadas a condio
(SCe)é equivalenta (PS), e portanto a argumertiadeita na observap 2.3.21 permanecéhda.

A definicao deJ, dada em (2.3.16), nos permite concluir que existem constgntes > 0, tais
queJ satisfaz(I,) e (I,) com 3, e~; substitidos pors e v, respectivamente.
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Comol e J coincidem no complementar d&0, ¢), & suficiente provarmos quEpossui um
ponto citico u;, com|ju,|| > . Se tal ponto dtico ndao existisse, os pontositicos de.J seriam
em rumero finito e todos @ degenerados. Assim, pela Propasi@.0.12, existiria um ponto
critico deJ comindice de Morse igual dim V. Denotandd: = dim V', vamos mostrar que, e
€ um ponto dtico deJ com|u|| < e, enBom(J,u) # k.

Seja erdiow € B(0,¢) um ponto citico deJ. Uma vez que

b 2b
17" @) = L") < |I/"(@) = I"@)|| + |1"(@) — "0}l < e+ 3 < =,
temos
20 2 " 1"(— 2b 2 "
=5 lull” + {7 (O)w, w) < (S @u, w) < 2 luf]” + {7 (O)u, w) .
A expresfo acima e a decompoaig espectral do espa¢b nos fornece
J"(@)u,u g—é ul|*, Yue H,
< 3
© b
(J"(W)u, u) > 3 lul|>, YueHT,
Das desigualdades acima segue que
dim H~ < m(J,u) < dim (H°® H") . (3.0.17)

De acordo com a defirdp deindice de Morse endice de Morse aumentado temos
m(I,0) =dimH~ e m(l,0) =dimH*® H".
Esta observap e as hipteses do teorema implicam em que
k<dmH™ ou dim(H'®H ) <k

Estalltima expresdo e (3.0.17) nos permite concluir queé.J, w) # k, 0 que conclui a demons-
tracao do teorema. n

Corolario 3.0.18. Suponha as mesmas bipse do Teorema 3.0.2 e qg{ie;}T", sao pontos
criticos isolados de tais quel”(u;) & operador de Fredholm parg = 1,...,m. Suponha
ainda que, pargy = 1,...,m, tem-selim V' < m(/,u;) oum(I,u;) < dim V. Ento existe um
ponto ciitico u, del comug # u;, j =1,...,m.

Demonstragio. Basta repetir a demonstég do Teorema aplicando repetidas vezes o @Gaml
2.3.22. m




CAPITULO 4

Aplicacoes

Neste cafiulo aplicamos o Teorema 3.0.2, obtendo multiplicidade de &olgpg@ra um problema
eliptico semilinear duplamente ressonante, com uma caadie @o-quadraticidade local, semel-
hantea utilizada em Costa & Magades [3]. Obtemos tan@in alguns resultados de edstia de
solu@o para problemas da mesma natureza.

Considere o seguinte problemépgico semilinear

{—Au = f(z,u), z€Q,

(P)
u = 0, x € 010,

em que2 ¢ RV, N > 1, & um doninio limitado com fronteiradS) suave ef € C*(Q x R, R)

satisfaz

(f1) Existe2 < o < 255 (2 < 0 < o0, sSeN = 1 ou2) e constantes,, a, > 0 tais que
‘fs(xvs)’ SCL1’3‘072+CL2, v{L'EQ,SER.

Como estamos interessados em multiplicidade de &olng caso em qug’) possui solugo
trivial, impomos a seguinte condig

(f2) fS('r? 0) ﬁ )‘j ou >‘j+1 ﬁ fS(SU,O),

onde)\; € o0 j-ésimo autovalor dé—A, H;(12)). Esta condi@o nos permite fazer estimativas do
indice de Morse da sol@g trivial.
Observe quéf,) implica em quef possui crescimento subitico, istoé,

a7
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(f1) Existel < o < 2% (1 <0 < o0, seN = 1 0u2) e constantess, a, > 0 tais que
|f(z,8)| <asls|”t +as, Ve scR.
Denotando po# o espago de Hilbert;($2), com a normd-|| induzida pelo produto interno
(u,v) = /QVU-Vde, Yu,v € H,
associamos ao probleni&) o funcionall definido por
I(u) = % ull? —/QF(x,u) dr, VueH, (4.0.1)

ondeF'(z,s) fo x,t)dt. A condi@o (f;) implica em quel € C?*(H,R) (cf. [5]), com as
derivadas em, € H dadas por

]’(u)cp:/QVU-Vgadx—/Qf(:p,u)gpd:v, Vo€ H, (4.0.2)

o) = [ Vo Vido— [ fewgvds, Ve ved @03

Da expresdo (4.0.2) segue que as sdheg fracas déP) em H sao os pontos @icos do
funcionall. Note que, pela regularidade detais soluges fracas@o de fato soluges chssicas.
Parap > 1, indicamos pofu|, a norma de uma fudpu € LP(),

lul, = (/Q|u(:1:)|pda:);, Yue LP(Q).

Agora, observamos que o problema de autovalores

—Au = du, €,
u = 0, x€odf,
possui uma sed@ncia de autovalores (contando multiplicidade)
0</\1</\2§...§/\k§...,

com )\, — oo, quandok — oo. Além disso, as autofudes associadaSe:, pa, ..., Yk, - - -}
formam uma base ortonormal dos espatbe L?(2). Para cad& € N, denotamos pof; o

espaco gerado pdtpy, ..., vk}
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A caracterizago variacional dos autovalores nos fornece as seguintes desigualdades (cf. [6])

< Mul? YueE
||u||2 — k|u|27 , U ]jj (4.0.4)
Jull = Apgalulz,  Vue Ep.
Em particular, temos a desigualdade de Poiacar
ull* > Mlul3, Vue H. (4.0.5)

Para o casdV > 3, denotamos pof a melhor constante da imés de Sobolev} () —
L¥(Q), onde2* = 2. Como estamos com a imésno caso ¢tico, a constanté sd depende
da dimen&o N e é dada pela seguinte exprasgcf. [22])

/|V|2da:
S=5(N)= mf

P ey’

L(x) = liminf 2k (2, 5) e K(z)=limsup 2k (2, 5)

|s|—o0 S |s|—00 s

2
5%

Sejam

: (4.0.6)

onde os limites&o tomados no sentido pontual. Consideramos o caso erffjweum problema
de dupla resdncia, no seguinte sentido

(F1) \j < L(z) < K(z) < A\j41, g.t.p. emQ. SeL(z) = \;, existeD, € L'(Q2) tal que
F(zx,s) > %52 —Dy(z), VseR, q.tp. em.

Como rao estamos supondo que os limites em (4.080) wniformes, impomos a condig de
crescimento

(F,) ExistemA € L® (Q) e B € L*(Q) tais que
|F(z,s)] < A(r)s* + B(x), Vs€R, qtp. emQ.

Relacionada com a cond@ig (SCe), supomos taraim uma condigo de do-quadraticidade
local emf, a saber
lim [f(z,s)s — 2F(x,s)] = 400,  (.t.p. em€d,
(NQ)+ =0
f(z,s)s —2F(z,s) > —Cy(z), VseR, q.tp.em,
para algum subconjunt@, ¢ Q eC, € L'(Q). De fato, com uma rest@p sobre a medida do
conjuntof(),, temos o
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Lema 4.0.7.Existe0 < o < || tal que, sef € C(Q x R, R) satisfaz(f,), (Fy), K(z) < A\j4 €
(NQ); com|€y| > «, endo o funcionall satisfaz(SCe)

Demonstrago. Seja(u,) C H tal quel(u,) — ¢ € ReI'(u,) — 0. A condigo (f,) implica
em quel’(u) = u — T(u), comT : H — H compacto. Assim, séu,) & limitada, a exi€ncia
de subseggncia convergenté consegéncia direta do fato de qué(u,,) — 0, e portanto (i) da
Definicao 3.0.1 se verifica.

Afirmamos que, s€u,,) nao é limitada, erfio ocorre (ii) da Definigo 3.0.1. De fato, seao

fosse assim, existiria uma subséquia, que vamos denotar ainda foy,), tal que|ju,|| — oo
e ||I'(un)|l ||un]| € limitado. Consideremos primeiro o caso em @que> 3. As hipdteses sobre a
seqencia(u,,) nos fornecem\/ € R tal que

lim inf/ [f (@, un)uy — 2F (2, uy,)] de = liminf (21 (u,) — I' (uy)u,] < M. (4.0.8)
Q

Por outro lado, dade > 0, podemos utilizark'(x) < \;;; e 0 Teorema de Egorov para
Gn(x) = sup {2F 29 | |s| > n} obtendo assir C Q tal que|Q\ Q| < ce

F
lim sup (z,9)

2
|s|—o0 §

< Aj11, unif. para g.t.p. enf.
A expresfio acima nos forneckl; = M;(¢) > 0 tal que
1 ~
F(z,s) < 5(5 +Aj1)s® + My, Vs€eR,q.tpem. (4.0.9)

Uma vez qud (u,) — ¢, paran suficientemente grande, temos

1

“un|® < (e +¢) + / F(x,u,)dz.

2 Q
Utilizando isto, (4.0.9), ilder, (F3) e a imer&o de Sobolev, obtemos

Hual? < (c+s)+§(5+Aj+1)|un|§+MlyQ|+/ [Aul + B] du

OO
< (et o)+ 3(e+ A)lunl3 + M|+ STHA y o o lual® + B,
Da expresd0 acima segue que
1 1 )
(5 -5 |A\LJQV(Q\Q)) [un||” < 5(5 + A1) |unl3 + (¢ + e+ Mq|Q| + |BJy) . (4.0.10)

Uma vez queQ \ Q| < &, temos qudA| — 0, quandos — 0. Considerando

3 (\Q)
podemos supor, sem perda de generalidadengue « fracamente entf, u,, — @

N

n
1 n”
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fortemente em’2(2) e q.t.p. em. Assim, dividindo a expre&® (4.0.10) pot|u,||*, fazendo
n — oo, e — 0, conclumos que
1< \jal3 (4.0.11)

Para obter uma contradig , basta que verifiguemos a seguinte afidoac
30 C Qo tal que|Q;| > 0 ea(z) # 0q.t.p. eme;. (4.0.12)

De fato, caso a expre&s acima se verifique, podemos udlila juntamente coniN (@), para
concluir que
f (@, un(2))un(x) = 2F (2, un(2)) 2 =Ci(2), q.t.p. emed,

Hm[f(z, u,(2))u,(z) — 2F (2, u,(z))] = 00, Q.t.p. em.

Aplicando o lema de Fatou pat@,(z) = f(z,u,(z))u,(x) — 2F(z,u,(z)) € considerando as
expresdes acima, obtemos

lim inf / On(x)dz > / liminf Q, (2] dz = oo,
Q Q

0 que contraria (4.0.8) e prova gilisatisfaz (SCe)
Afirmamos erdo que (4.0.12) se verifica, desde que

N

|Q\QO|<< & ) (4.0.13)

Aj+1

De fato, se (4.0.12) fosse falso, @atdevelamos ten, = 0 em (2, e portanto, utilizando (4.0.11),
a desigualdade dedtter, a imer&o de Soboley|a| < 1 e (4.0.13), obtéamos

—
IA

2
2% 2
AjH/ (2) 2 dz < Ay [/ () dx} 0\ Q|
Q MN\Qo
< N ST R\ Qo ¥ < A ST Qof ¥ < 1,

0 queé um absurdo.
Para que (4.0.13) ocorra suficiente que tenham@s,| > «, em quex & definido como segue

S
«=19= <m)
J

1= /\1/ o1 da < M7 lepn | |2
0

vl

Note que
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A expres8o acima, o fato de qugp;|| = 1 e a caracterizép dos autovalores de-A, H(Q)),
nos mostra que

N

<|— < |9,
(/\j+1> <>\1> <l

e portanto temo8 < « < |€2|, 0 que conclui a demonstrag do casaV > 3.
Para o caso em qu€ = 1 ou2, basta considerar a constante de Sobolev da &néfg(2) —
L(2), comg > o suficientemente grande, e argumentar como acima. n

Observago 4.0.14.Como); — oo quandoj — oo, temos quex — [€2|, quandoj — oo.
Estamos prontos para enunciar 0 nosso primeiro resultado dérexést

Teorema 4.0.15.Sef € C'(Q x R, R) satisfazf(z,0) = 0, (f1), (f2), (F1), (F») e (NQ), com
|| > «, em quex > 0 & dado pelo Lema 4.0.7, éut o problema P) possui pelo menos uma
solu@o rao trivial.

A demonstrago sea feita em \arias passos, onde vamos obter resultados que nos permitem
verificar as hiptese do Teorema 3.0.2.

Lema 4.0.16.Sef satisfaz( NQ)+ e K (z) < Aj11, en&io

1
F(x,s) — §K(.CB)82 < C’+2(x)7 Vs e R, g.t.p. ent.

Demonstra@o. Definindo

g(x,s) = f(z,s) — K(x)s e G(z,s) = F(x,s) — %K(m)sQ,

temosy(z, s)s — 2G(z,s) = f(x,s)s — 2F(z, s). Supondos > 0 e utilizando(N @), obtemos
d [Gu,s)] _glws)s—2G(@,s) _ Ci(a)

ds 52 53 53

. (4.0.17)

Integrando a expred@e acima sobrés, t] C (0, c0), segue que

G(z, s) < G(z,t) N Ci(z) [1 1 |
52 12 2 sz 2

Uma vez queX (z) < Ajyq, temoslimsupt 2G(z,t) < 0, e portanto

t—o00

Ci(z)

<
G(z,s) < 5

Vs >0, q.t.p. em.
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O caso em que < 0 & similar. u

Apresentamos agora dois resultados auxiliares, quio $ekeis na verificago das hipteses
(I1), (I2), bem como para as estimativas itolice de Morse do funciondl. As idéias do lema
abaixo foram extraas de [13].

Lema 4.0.18.Existem constantes, J, > 0 tais que

(a) Se); £ L(z), enBo

o) = ol = [ Lade <~ Jul®, Ve B,
Q

(b) SeK(z) £ A\j+1, entio

) =l - [ Klepldo = b ul?®, Vue B},
Q

Demonstragio. De acordo com (4.0.4), temds||” < \,|ul3, para toda: € E;. Assim

pu) < / [\, — L(z)]u*dx <0, YuckE;. (4.0.19)
Q
Sejau € E;, tal queu(u) = 0. Afirmamos que: = 0. De fato, temos
0= p(w) = full = [ Loy do < ful = \fufy <0,
Q

e portanto||u||® = \;]u|?. Utilizando a expres® (4.0.19), concimos queu = 0 em todo o
conjunto; = {x € Q| \; < L(z)}. Desta formay &€ umal;-autofun@o que se anula em um
conjunto de medida positiv,;. O prindpio de continuago Unica nos garante que= 0.
Suponha, por contradi@ , que (a) &o ocorra. Eréto existe uma se@uacia(u,,) C E; tal que
|lun|| = 1 e pu(u,) — 0. Sem perda de generalidade, podemos supougue v € E; emH,
visto queFE; tem dimen@o finita. Tendo em vista (4.0.5),, — u em L*(2), donde segue que

0= tim ) = Jim (ol [ Llopae] =l = [ Lo do = o)

n—oo

Conforme observdigs anteriores, devemos tee= 0. Uma vez ques,, — 0 em L?(f2), devemos
ter/ L(z)u? dz — 0, e portanto
Q

) =1~ [ Lapido 1
Q
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0 que contraria(u,) — 0 e estabelece a veracidade de (a).
Afim de provar (b) observe que, de acordo com (4.0.4), tejngd > Aji1|u
u € Ej-. Assim

2, para todo

v(u) > / N1 — K(2)]u’de >0, VueE;. (4.0.20)
Q

De maneira aaloga ao caso (a), temos quéu) = 0 implicauw = 0. Suponha agora que (b)
nao ocorre. Erito existe uma se@ucia(u,) C E; tal quelu,| = 1 ev(u,) — 0. Passando
a uma subseduncia se necedso, podemos supor qug, — u € E]l fracamente ent{ e forte-
mente emL?(Q2). O fato deH estar imerso compactamente &d{(2) e da norma ser fracamente
semiconinua inferiormente implica que & fracamente semicdnuo inferiormente, donde segue
que

v(u) < liminf v(u,) = 0.
Esta expres® e (4.0.20) nos permite concluir qué:) = 0, e portantou = 0. Desta maneira
u, — 0 emL?(Q), e o resultado segue de um radiwo semelhante ao do caso (a). n

Coroléario 4.0.21. Existem constantek, d,, ¢ > 0 tais que, para todo subconjunfd C ) tal que
10\ Q| < ¢, temos

(a) Se\; £ L(x), entio
5
ull? —/QL(az)uz dr <% ull®, Ve, (4.0.22)
(b) SeK(z) £ A\j;1, entio

ul* — /@K(x)tﬂ dx > % |ul®, Yue E;. (4.0.23)

Demonstrago. Considere);, J, > 0 dados pelo lema anterior. Dados E;, considere: = =

[l

e ¢ Q. SupondaV > 3, utilizamos o lema anterior, dider e a imer&o de Sobolev, para obter
lull? - / L)tde = |ul? - / L(z)u? do +/ L(xpd da
Q Q OO

< =8 fJull” + LIS\ QU Jlu?

= Jlul®* (=01 + LS R\ QIR

vl

1S
em que|L|. = sup{|L(z)| | = € Q}. Basta erdio tomarmos > 0 tal ques < (—2|z| ) . Se

tivermos N = 1 ou 2, basta considerar a imaesH, (2) — L4(Q2), comq > o suficientemente
grande, e proceder como acima. Ficeaengstabelecida a veracidade de (a).
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Afim de verificar (b), basta notar que, para& Ej temos

9

full = [ Ko de > Jul? = [ Koy de > 6 Jul? > 2 [
Q Q
o que prova (b) e conclui a demonstiagio cordrio. |

Demonstra@o do Teorema 4.0.15 Podemos supor queddponto citico isolado del pois, caso
contiario, a exiséncia de soluio rao trivial para o probleméP) é imediata. A i&iaé verificar
que, sob as hipteses do Teorema 4.0.15, o Teorema 3.0.2 se aplicdcent; e W = Ej

Uma vez quef satisfaz(f,), I”(0) & da forma idt- 7', comT" compacto. Assim/”(0) & um
operador de Fredholm.

Utilizando K (z) < A;44, (4.0.4) e 0 Lema 4.0.16, obtemos

1) =5 (1ol = [ Kewrar) = [ rw - 50| a= -Gh vwew

2 )
0 que mostra qué satisfaz(1s).
Vamos verificar qud satisfaz(l;). Se tivermod.(z) = \; em(F}), enfio

(Ilol* = Ajlvl3) + D41 < D+,

N

1) =50l = [ Flevdo <

em que usamos a estimativa da fan¢’ dada em(F}) e (4.0.4). A expre$® acima mostra que,
neste caso mais simplesé limitado superiormente ein.

Vamos agora considerar a sitéacem queL(xz) £ A;. Supondo inicialmente qu& > 3,
considere;, ¢ > 0 dados pelo Cordlio 4.0.18. Podemos utilizd#;) e o Teorema de Egorov
para obtef) c Q tal que|Q\ Q| < ce

A; < L(z) = liminf 2 (2, 5)

- |s]—o0 52 ’

unif. q.t.p. em.
A expres@io acima nos forneckfl; = M, (¢) > 0 tal que
2F (z,s) > (L(z) —e)s* — My, Vs eR, q.t.p. emQ.
Isto, (4.0.22), (4.0.5),F»), Holder e a imerdo de Sobolev, nos fornece, para tede V/,

2I(v) < HUHZ—[L(m)v2dx+6|v\§+M1|Q|—|—2/ [Av* + B] du
. e (4.0.24)

o € ) ,
<_5 + A\ +25 |A|L%(Q\Q)) [|v]|” + M1 || + 2| B|;.
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Observando agora qwﬁ\L%(Q\m — 0, quandce — 0, e que a expreés (4.0.22) permanece

valida se diminuirmos, obtemos, para suficientemente pequeno,

(_E + /\—1 + 25 ’A|L%(Q\Q)> < 0.
A expresfio acima e (4.0.24) nos fornecedity) — —oo quandol||v|| — co. Uma vez qued é

fracamente semicomuo inferiormente, temasip /(v) < oo, € portantd satisfaz(/,) seN > 3.
veV
Como de costume, 0 casé = 1 ou 2 é tratado de maneira aloga, considerando a imérs

H}(Q2) — Li(2), comq > o suficientemente grande.
A Ultima coisa que resta verificaque( f2) implica quem(/,0) < dim V oudim V' < m(I,0).
Suponha ef@io quef,(z,0) £ A;. De acordo com (4.0.3), temos
10w, w) = |Jufl? /Q fu(z, 00 dz, Vue H.
Argumentando como no Lema 4.0.18(b), obtemos 0 tal que
I"(0)(u,u) > 6 |lul|* >0, Yue E,

donde segue quE'(0) é positiva definida erﬂj_l. Assim,

m(I,0)<j—1<j=dimV.
De maneira a@loga,\;+1 £ fs(x,0) implica que

dimV =j < j+1<m(I,0).

Aplicamos agora o Teorema 3.0.2 para obter um poritwaemao nulo para o funcional, o
gue conclui a demonstrag do teorema. |

Observamos, ainda, que podemos tratar o problgmaom condi@es de Ao-quadraticidade
e ressoancia duaiss condifes(N Q). e(F}). Suponha eido que existe um subconjuritly C 2
e uma fun@oC_ € L'(Q) tais que
lim [f(x,s)s —2F(x,s)] = —oc0, Q.t.p. eme)y,

(NQ)- i
flz,s)s —2F(z,s) < C_(z), VseR,qg.tp. em.

e
(F) A\ < L(z) < K(z) < M\, q.t.p. emQ. SeK (z) = )4, existeD_ € L'(Q) tal que
A
F(z,s) < ]THSZ +D_(z), VseR, q.tp.em.

Os dois lemas seguintesnh demonstrdies aalogasas dos Lemas 4.0.7 e 4.0.16, respectiva-
mente.
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Lema 4.0.25.Existe0 < o < |Q2] tal que, sef € C(Q x R, R) satisfaz(f,), (F2), K(z) < Aj11
e (NQ)- com|Qy| > a, ento o funcional/ satisfaz(SCe)

Lema 4.0.26.Sef satisfaz(NQ)_ e \; < L(z), enio

1 C_(z)

F(ZL’, S) — 5.[/(1')52 > — 9

Vs eR, q.t.p. em).

Utilizando argumentos @togos aos da demonstéa;do Teorema 4.0.15, com os dois lemas
acima no lugar dos Lemas 4.0.7 e 4.0.16, respectivamente, obtemos

Teorema 4.0.27.Sef € C'(Q x R, R) satisfazf (x,0) = 0, (f1), (f2), (F1), (F») e (NQ)_ com
12| > «, em quex > 0 & dado pelo Lema 4.0.25, @&ato problema P) possui pelo menos uma
solu@o rao trivial.

Vamos considerar agora 0 caso em que a résspa em(P) ocorre no primeiro autovalor.
Nesta situago , utilizamos uma hitese um pouco mais geral qu8,), a saber

(Fy) ExistemA € L* (Q) e B € L'(Q) tais que
F(z,s) < A(z)s* + B(z), VseER, q.t.p. em.

As idéias desenvolvidas@tqui e uma adaptag da demonstrap do Lema 4.0.7 nos fornece
0 seguinte resultado.

Teorema 4.0.28.Sef € C'(Q x R, R) satisfazf(x,0) = 0, (f1), (F2), K(z) < M\, A £ f(z,0)
e (NQ). com|Q| > 0, entio o problemg P) possui pelo menos uma Sodecréo trivial.

Demonstra@o. Novamente podemos supor qué ponto citico isolado del/. A condigo (f;)

nos garante qué”(0) & um operador de Fredholm. Da mesma forma que na demdistdac

Teorema 4.0.15, denotamb’s= {0}, W = H e vamos checar as lifeses do Teorema 3.0.2.
ComoK (z) < A, podemos utilizar (4.0.5) e o Lema 4.0.16 para obter

I(w) = % (||w||2 — /QK(:B)"LU2 d:)s) —/Q {F(x,w) — @uﬂ dx > —@7 Vw e W,

e portanto a cond#p (/,) é satisfeita. A cond&o (/) & trivial e, como\; £ f,(z,0), temos

m(l,0)>1>0=dimV.

Resta mostrar que, $&,| > 0, enfio I satisfaz (SCe). Comgyf;) implica em(f,), podemos
proceder como no Lema 4.0.7, necessitando somente verificar q(e,)se ilimitada, ocorre
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(i) da Definiggo 3.0.1. Supondo, por contrade, que(u,) naoé limitada e (ii) rdo se verifica,
obtemos uma subse@ucia, que vamos denotar ainda poy), tal que||u, || — oo e ||’ (u,)|| ||wn||
é limitado. Considerandd&y > 3, existeM > 0 tal que

lim inf/ [f(, un)uy — 2F (2, uy,)] de = liminf [21 (u,) — I'(ug)u,] < M.
Q

Definindou,, = “u—”” podemos supor, sem perda de generalidadeugue: « fracamente
U,
em H, u, — u fortemente en.?(Q2) e q.t.p. em2. Observando que o argumento utilizado na

primeira parte da demonsté&gdo Lema 4.0.7 permanecalido com a condigo (F») substitada
por (F}), obtemos
1 S )\1’&‘37

donde segue que
1< nlal; < flal® <1,

e portantoz &€ umal; -autofun@o . Comog€)y| > 0, o prindpio de continuago Gnica nos garante
qued(z) # 0 q.t.p. emSy, e portandgu,(z)| — oo g.t.p. emS,. Utilizando isto e(NQ),
obtemos

f (@, un(2))un(z) = 2F (2, un(z)) 2 =Cy(x), q.t.p. em,

Hm[f (z, u,(2))un(z) — 2F (2, u,(2))] = 00, Q.t.p. emy.

A expres&o acima e o Lema de Fatou nos leva a uma coniadi© caso em qu& =1 ou 2
é aralogo. -

4.1 Outros Resultados

Até este ponto estamos interessados em obter multiplicidade dasolicaso em que se sabe que
0 & solu@o de( P). Poiem, a geometria do nosso funcional e a coadige @o-quadraticidade lo-
cal nos permitem obter soléig parg P) mesmo no caso em quamse conhece, a priori, nenhuma
outra soluéo . Afim de obter tal sol@p , lancamos @o do seguinte resultado, cuja demonsgtoac
segue 0s mesmos passos daquela utilizada no Teorema 2.13 em [18].

Teorema 4.1.1.SejaH = V @& W um espaco de Hilbert co’ = V+ eV de dimen&o finita.
Sel € C'(H,R) satisfaz(I,), (I,) e (SCe) para todob > ~, enio I possui um valor dtico

be [y,
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Utilizando o teorema acima, os Lemas 4.0.7, 4.0.16, 4.0.25 e 4.0.26, ca€ol0.21 e 0s
mesmos argumentos utilizados na demonatalps Teoremas 4.0.15, 4.0.27 e 4.0.28, obtemos os
seguintes resultados

Teorema 4.1.2.Sef € C(Q x R, R) satisfaz(f,), (F}), (F») e (NQ), com|Q| > o, em que
a > 0 & dado pelo Lema 4.0.7, éat o problemg P) possui pelo menos uma Soid;.

Teorema 4.1.3.Sef € C(Q x R, R) satisfaz(f,), (F}), (Fy) e (NQ)_ com|Q| > o, em que
a > 0 é dado pelo Lema 4.0.25, @&ato problemg P) possui pelo menos uma sofie;.

Teorema 4.1.4.Sef € C(Q x R, R) satisfaz( f,), (Fy), K(z) < A, A\ £ f+(z,0) e (NQ), com
1€20| > 0, en®o o problemg P) possui pelo menos uma soli.

Os resultados acima generalizam o trabalho de Costa & Magsll3], onde os autores con-
sideram limites uniformes em (4.0.6) e as coddg(NQ). com Q, = Q. A condi@o de
nao-quadraticidade local utilizada neste trabalho tambbomplementa o resultado de Goncalves,
Padua & Carrao [8].
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