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CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Problema de autovalor

Nessa secao vamos estudar o problema de autovalor

—Au = MAu, em (),
(PA)

u = 0, em OS2,

onde 2 C R" é uma aberto limitado. Vamos usar em Hj(f2) a seguinte norma

Jull? = / V.
Q

Note que a formulagao fraca do problema acima é: encontrar u € HJ(2) \ {0}
tal que
(u,v) = / Vu - Vv = )\/ wv, Vv € Hy(Q).
Q Q
Lembre que estamos interessados em solugoes u # 0, visto que autovetores sao

sempre vetores nao nulos. Fazendo v = u na expressao acima obtemos

/|Vu\2:)\/u2,
0 0

de onde se conclui que A > 0.
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Para resolver o problema note que, para cada u € H{ (), fixado a aplicagao

T,: HY(Q) —R
v T,(v) ::/uvdx
Q

¢ um funcional linear e continuo em Hj(€). Logo, existe Tu € H(Q) tal que
(Tw,v) = [,uv para todo v € Hj(£). Variando u, podemos construir uma aplicacao

T : H(Q) — HYQ) tal que
(T'u,v) :/uv, Vu,v e Hy(Q). (1.1)
Q
Dado uy,ug, v € Hj () e a € R, temos que

(T'(uq + Aug),v) = /(u1 + Aug)v = (T'ug + aTug, v),
Q

(Tu,v) = / uv = / vu = (Tw,u) = (u, Tv),
Q Q
e portanto 7" ¢é linear e autoadjunto. Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e

Poincaré para obtemos,
|ITu))* = (Tu, Tu) = /QuTu < Jull2l|Tullz < erlful[[[Tul],

ou ainda

ITull < eillull, Vu € Hy(Q),

o que mostra que 71" é continuo.
Seja agora (u,,) C H(Q) uma sequéncia limitada. A compacidade da imersao

H}(Q) < L?(Q) implica que, a menos de subsequéncia,
Uy — u  em L2(Q).
Assim, procedendo como acima, obtemos
1Tt — Turl]® = (T (i — un), (i — ur)) < c2lltim — upll2l|T (m — ui)l,

ou ainda,

T wp, — Tug|| < col|tm — ugl|o-
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Como u,, — u em L*(€)) a expressiao acima mostra que (Tu,,) é uma sequéncia de
Cauchy em H}(Q). Logo, possui subsequéncia convergente. Isso mostra que T' ¢
compacto.

Observe agora que, se u # 0 é solugao fraca de (PA), entao

(u,v) = )\/qu = T, v),

ou ainda

(Tu,v) = %(u,v}, Yo e Hy(Q).

Segue da expressao acima que A > 0 é autovalor de (PA) com autovetor associado

u # 0 se, e somente se,

T 1
U= —u.
A

Temos entao o seguinte resultado.

Teorema 1.1. Se ) C R™ ¢ um aberto limitado entdo o problema de autovalor

—Au = du, em (),
(PA)

u = 0, em OS2,

possui uma sequéncia de autovalores
D<A <A< A< <N <

tal que A\, — oo quando k — oo. Além disso, as autofuncoes associadas formam

uma base ortogonal de H}(Q).

Demonstragao. Seja T o operador definido em (1.1). Sabemos que A > 0 é
autovalor do problema (PA) se, e somente se, 1/ é autovalor de T'. De acordo com

o Teorema 77, exatamente uma das alternativas abaixo ocorre
(i) o(T)\ {0} = 0p(T') \ {0} ¢ finito ;
(i) 0,(T)\ {0} é uma sequéncia (fim)men tal que fi, — 07.

Uma vez que HJ () é separdvel e T' é compacto e autoadjunto, os autovetores

de T formam uma base ortogonal de H}(Q2) (cf. [9, Teorema VI.11]). Usando a
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Alternativa de Fredholm temos que, se u é um autovalor de 7', entao a dimensao de
ker(T' — p1d) é finita. Logo, todos os autoespagos tem dimensao finita. Uma vez
que H}(Q) tem dimensao infinita concluimos que a alternativa (i) acima nao pode

ocorrer. Desse modo

o(T)\{0} = op(T) \ {0} = (1),

com i, — 0. Os autovalores correspondentes de (PA) sdo da forma

Logo, eles formam um sequéncia

O< A< S -- <A, <
tal que lim,, o A\, = +00. Mostraremos posteriormente que o primeiro autovalor
A1 € simples, isto é, A1 < . ]

Vale observar que, na notacao do teorema acima, se
A1 < A = = Agjc1 < Ay
entao A = \,, é um autovalor com multiplicade j, isto é,
dimker(T" — A1d) = j.

Outro ponto importante é que o resultado acima permanece valido para o operador

n

Lu=— Z (a7 (2)ug,), + c()u,

t,j=1
se L for simétrico, uniformemente eliptico, os coeficientes forem limitados e ¢ for
nao negativa.

A parte final do teorema nos diz que

Hol(Q) = span{®1, Y2, .-, P, - - -}

onde ¢,, é uma autofuncao associada ao autovalor \,,. As autofungoes p; sao orto-

gonais em H}(Q2). Contudo, usando a formulacao fraca do problema (AP), ¢ facil
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ver que elas sio também ortogonais em L?(2). Isso nos permite obter algumas
desigualdades interessantes para fungoes de H}(2) em termos dos autoespagos (cf.
Exercicio 77).

No que segue vamos extrair propriedades importante do primeiro autovalor A;.
Comecamos recordando o seguinte resultado de Anélise Funcional (cf. [9, Proposic¢ao

VL.9])

Lema 1.2. Seja H um espaco de Hilbert e T': H — H um operador linear, continuo
e autoadjunto. Defina
m:= inf (Tu,uyy e M:= sup (Tu,u)y.
lull =1 lullz=1

Entao m, M € o(T) e o(T) C [m, M].

Vamos aplicar o resultado acima para o operador T relacionado com o problema
(PA). Para fazer isso, observe inicialmente que o menor autovalor A; do problema

(PA) é exatamente o inverso do maior autovalor do operador T' definido em (1.1).

1 u u
— = sup (T'u,u) = sup <T (—) ,—> :
A=t u0 lull )"l

Segue da expressao acima que, se u # 0, entao
1 < ( u ) u > 1 1 / )
—>(T , = (Tu,uy = —— [ u*,
At full /7 [lwll [[ul[? [ull* Jo

Al/u2§/|Vu|2, Vu € Hy(Q).
Q Q

As consideragbes acima provam o seguinte resultado.

Assim,

e portanto

Proposigao 1.3. O primeiro autovalor A\; > 0 do problema de autovalor (PA) é

M = inf Q(u).

onde Q : HY}(Q) \ {0} — R € definido por
JAC
Qw = Lo —

o2

J,
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Vamos estudar melhor a funcao () acima. Observe inicialmente que o infimo de
(@ é na verdade um minimo. De fato, se ¢ é uma autofuncao associada a A{, entao

—Ap; = A1 em 2, donde se conclui que
/|V<P1\2 =M\ / 01,
Q

A= Q1)

isto é,

Desse modo, toda autofuncao associada ao primeiro autovalor A\; é um ponto de
minimo de Q).

Vamos mostrar que a reciproca da conclusao acima ¢é verdadeira, isto é, se ¢ €
HL(Q) \ {0} é tal que Q(p) = A, entdao ¢ é uma Aj-autofungao. De fato, dada
vE HYN) et €R, temos que \; < Q(p + tv), isto &,

/Q|V(90+tv)|2 > )\1/9(<p+tv)2.

Desenvolvendo os dois lados da desigualdade acima e lembrando que \; fQ 0? =

Jo, IV¢|? obtemos

2t/V<p-Vv+t2/\Vv\222t)\1/g0v+t2>\1/v2.
0 0 0 0

Dividindo a expressao acima por 2t > 0 e fazendo t — 01 concluimos que

/V@-VUZ)\l/(pv.
Q Q

Analogamente, fazendo t — 0, obtemos a desigualdade reversa. Logo

/VQD-VU:)\l/gov, Yo e Hy(Q),
Q Q

o que mostra que ¢ é uma solugao fraca do problema (AP) com A = A;.

Estamos prontos para provar o

Teorema 1.4. Suponha que Q2 C R™ é um dominio limitado, Ay é o primeiro auto-

valor do problema (AP) e vy € uma autofun¢ao associada a esse autovalor. Entao

(i) o1 >0 ou p; <0 em .
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(ii) se ) € uma A\i-autofuncao, entao existe a € R tal que 1 = apy.
Demonstracao. Suponha, por contradicao, que ; troca de sinal em 2. Entao
pr =9l — o1,
com ¢, ¢; # 0. Lembremos que ¢, ¢; € H}(Q) e

Vi(x), qt.p. em {xeQ:p(x)>0}
0, q.t.p. em {x € Q: pi(z) <0},

com uma expressao analoga valendo para V;. Fazendo v = ¢ na formulacao

fraca do problema obtemos

/Vsol-vwf =A1/901901+- (1.2)
Q Q

Mas

/V%V@T:/ Vs@f-Vssz/\Vsof g
Q {p1>0} Q

Analogamente [, ¢10% = [,(¢1)?, e portanto segue de (1.2) que

/ Vol [? = A / (o2
Q Q

Logo Q(¢]) = A1 donde se conclui que ] é uma \;-autofuncao. De maneira analoga
mostra-se que ¢; ¢ também \;-autofuncao.

Temos entao que
{—Aﬁ = Mg, emQ,

u = 0, em Of).
Uma vez que as autofuncoes sao regulares e @i > 0 em €2, segue do Principio do
Maximo Forte que ¢ > 0 em €. De fato, se existisse 7y € Q tal que o] (79) = 0
entdao a funcao ¢ terias um ponto de minimo em 2. Daf seguiria que ¢ = 0 em
Q o que é absurdo, visto que estamos supondo ¢; # 0. Desse modo concluimos que
¢t > 0. Mas isso contraria o fato de ¢]¢; = 0 em Q.
A contradi¢ao acima proveio do fato de supormos que ¢, trocava de sinal em (2.

Logo devemos ter ¢ = 0 ou ¢ = 0. Se ¢, = 0 entdao ¢; > 0 em . Aplicando
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o Principio do Maximo novamente concluimos que ¢; > 0 em 2. No caso em que
0] =0 0o mesmo argumento implica que ¢; < 0 em ). Isso estabelce o item (i).
Para provar (ii) vamos supor, por contradi¢ao novamente, que ¢ e ¥ sao line-

armente independentes. Nesse caso,
dimker(—A — A\ Id) > 2.

Uma vez que existe uma base ortogonal de H}(£2) formada por autofungoes, e ¢; e

1) sao linearmente independentes, temos que

Oz(cpl,z/}):/QV%'w:)\l/Q@ﬂ/’-

Mas a expressdao acima nao pode nunca ocorrer visto que, pelo item (i), o produto
©11 tem sinal definido em 2. Obtemos entao uma contradi¢ao, o que mostra que ¥

¢ um multiplo escalar de ;. O

1.2 Funcionais diferenciaveis

Dado um espago de Banach X e um funcional I : X — R, dizemos que [ possui
uma derivada de Fréchet no ponto u € X quanto existe um funcional linear 7' € X’

tal que

lim Iu+v)—I(u) —T(v) _o
v—0 [ollx

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, é unica. Assim, vamos denotéa-la
simplesmente por I'(u). Se A C X é um conjunto aberto, dizemos que I € C1(A,R)
se a derivada de Frechét de I existe em todo ponto u € A e a aplicacao I' : A — X’
é continua.

Observe que o conceito acima é semelhante ao conceito de diferenciabilidade de
uma funcao f : RY — RY. Lembre que nos cursos de Anélise aprendemos também
o conceito de derivada direcional. Um conceito andlogo pode ser introduzido em

espacos de Banach como segue: dizemos que I tem uma derivada de Gateaux no

ponto u € X se existe Ty € X' tal que

lim I(u+tv) — I(u)

t—0

:To’U, Voe X.
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A derivada de Gateaux, quando existe, é também tnica e serd denotada por DI (u).

Pode-se mostrar que, se I é derivavel no sentido de Fréchet, entao I é também
Gateaux-diferencidavel com DJ(u) = I'(u). O contrario ndo é verdade em geral.
Contudo, se I tem derivada de Gateaux em todos os pontos de uma vizinhanca de
u € X e DI é continua no ponto u, entao I'(u) existe e I'(u) = DI(u) (cf. Exercicio
1.7).

Um exemplo simples de funcional diferencidvel é J(u) = |lul|%, onde X é um
espaco de Hilbert. De fato, usando as defini¢coes acima pode-se mostrar que J €

CHX,R) com (cf. Exercicio 1.8)
J(uw)o=2(u,v)x, Yu,veX.

O objetivo dessa secao é apresentar algumas classes de funcionais diferenciaveis
que serao usandos no transcorrer do curso. A exposicao feita aqui esta baseada na-
quela apresentada em [44, Secao 1.2]. A seguinte desigualdade serd usada repetidas

vezes

(Jal +[B))" < 27 (la|" + b]"), Va,beR, 7> 1. (1.3)

Comecamos com as propriedades basicas dos chamados operadores de super-

posicao.

Lema 1.5. Sejam Q um dominio limitado, f € C(AxR,R), r,q>1,a>0eb>0
tais que

|f(z,8)| < a+bls|t, ¥V (z,5) QxR

Entao o operador B : L"(Q2) — L9(Q2) dado por

estd bem definido e € continuo. O mesmo resultado vale se ) € ilimitado e a = 0.

Demonstragao. Vamos verificar inicialmente que, se u € L"(Q2), entdo Bu €

L4(Q2). Para tanto, note que

[f (@, )| < (a+blu7 )T < 207" (af + 0 |ul")
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e portanto [, | f(z,u)|? < co.
Seja (ug) C L"(Q) tal que up — u em L"(Q2). Passando a uma subsequéncia se
necessario podemos supor que, q.t.p. em €, vale ug(x) — u(z) e |u,(x)|, |u(z)| <

¥ (x), para alguma fungao ¢ € L"(Q2). Por hipétese, temos que

(2, un(2)) =z, u(@))|" < ([f (@, un(0)] + | (2, ul@))])?

< 297N(| f (@, un ()] + | f 2, u(2))]9)
< 2q—1{<a+b\un<x)|2> + <a+b\u<x)|2> }
< 2071277 (0 + 0 up(2)[7) + 277 (a? + B u()|")]

< a+aly(),
onde ¢; = 2% 1a% e ¢y = 224717, Como 2 ¢ limitado e ¢ € L"(Q), segue do Teorema

da Convergéncia Dominada que

n—oo n—oo

lim |B(u,) — B(u)|? = hm/Q\B(un)—B(U)\q

= lim [ |f(z,un(x)) — (2, u(2))[" = 0,

n—oo QO

mostrando que B é um operador continuo.
Uma inspecao simples da prova mostra que, se a = 0, nao precisamos da limitacao

de €. O

Dados 11,72, q1,¢2 > 1, sejam
Y=L ()N L2(Q) e Yo =L1(Q)+ L2(Q).
Pode-se mostrar (cf. [1]) que eles sao espacos de Banach com as normas

[ullsr = Julry + [ulr,
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[ulls, = inf{|u]g, + [uzlg, : u= w1+ uz, ur € LT(Q), up € L=(Q)}.
Lema 1.6. Sejam Q um dominio limitado, f € C(Q x R,R) e a,b > 0 tais que
F(@,9)| < als|@ +bls|% , ¥ (2,5) € AxR.

Entao operador B : 31 — Yo definido por

¢ tal que B = By + By, onde B; € uma aplicacao continua de L™ em L%, para

1 =1,2. Em particular, B € uma aplicacao continua de 31 em Y.

Demonstragao. Seja & € C(R,[0,1]) uma funcao corte tal que { =1 em [—1, 1] e

E=0em R\ (—1,1). Sejam g: QxR — Re h:Q xR — R definidas por

g(w,5) = &(5)f(x, ), hlz,s) = (1 =&(s)) [ (2, 5).

Sem perda de generalidade, podemos supor que r1/q; < 19/q2. Como £(s) = 0 se

|s| > 1, temos que

l9(z. )| < 1f(z.)| < als|n +bls]= < (@+B)ls|n, V (r,5) €AxR.
De maneira andloga, como (1 —¢£(s)) = 0 para s| < 1/2, obtemos
h(z,s)| < (@ +b)|s|= ¥ (z,5) € QxR

Definindo as aplicagoes

By : L™(Q) — LT(Q) , Bi(u) = g(x,u(x))

By : L™(Q2) — L=(Q2) , By(u) = h(z,u(x)),

segue do Lema 1.5 que B; e B, sao continuas. O resultado segue do fato de que

fz,u) = g(x,u) + h(x,u). O
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Teorema 1.7. Sejam Q C RY um aberto e f € C(Q x R,R). Suponha que existem

constantes r,q > 0 e a,b > 0 tais que
|f(z,s)] < als|”+bls|?, V(r,s) € QxR

Suponha ainda que o espaco de Banach X seja tal que as imersoes X — L'H(Q) e

X < LYQ) sao continuas. Entdo o funcional J : X — R definido por
Iw = [ Pl
Q
onde F(x,s) = [; f(z,t)dt, € de classe C* em X, com
J (u)v = / flx,w)v, Yu,velX.
Q

Além disso, se as imersoes acima forem compactas, entao J' : X — X' é compacto.

Demonstragao. Como X — L™ (Q) e X — L1T(Q), existem constantes ¢, cy >
0 tais que

ulrt1 < allullx,  [ulgn < eflullx, V welX. (1.4)

Para u,v € X fixos e 7 € [0, 1], podemos usar a hipdtese de crescimento de f e

(1.3), para escrever

[f (@, u+qu)o] < alu+yo["|o] + blu 4 yv[7]v]

IN

cs([ul"o] + o™ + Julf|v] + [v]"T)

Usando a desigualdade de Young com expoentes (r + 1)/r e r 4+ 1 obtemos
|u|r+1

|u|r|v| < m

Vale uma desigualdade analoga com ¢ no lugar de r. Logo, podemos afirmar que
|f (2, u 4+ qv)v] < c4(|u|”+1 + o |v|q+1), q.t.p. em Q.

Note que, por (1.4), o lado direito da expressao acima é uma fungao de L*(£2). Desse

modo, podemos usar o Teorema do Valor Médio, a desigualdade acima e o Teorema
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da Convergeéncia Dominada para obter

lim J(u+tv) — J(u) — lim F(z,u+tv) — F(u)

t—0 t t—0 Jq t

= lim/f(x,u+9tv)v
Q

t—0

= [ st

Seja To(v) = [, f(z,u)v, para v € X. Essa aplicacdo ¢ claramente linear. Além

em que #(x) € [0,1].

disso, usando o crescimento de f, a desiguldade de Holder e (1.4), obtemos

/Q fleup| < / )l

< o ( [l + |u|q|v|)
0

< o5 (Julyalvlra + ulgyvlg)

< o (Julr + ulp) ol
Logo Ty é continua. Isso mostra que J possui derivada de Gateaux no ponto u e
essa ¢ dada por DJ(u)v = [, f(z,u)v.
Se mostrarmos que DJ é continua em X entao teremos que J é diferencidavel no
sentido de Frechét, é de classe C' em X e J'(u)v = DJ(u)v. Seja entao (up) C X

tal que up — v € X. Defina a aplicacao

r+1 g+l

T Q)+ L (Q)

B: L™ (Q)nL™(Q) = L
por, B(u) := f(x,u). Segue do Lema 1.6 que B = By + By, onde

r+1 g+1

By : L'™NQ) = L+ (Q), By: L1THQ) — L (Q)
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sao aplicacoes continuas e limitadas. Note que,

(DI () — D))o = / () — Fla,u))o

- / (Bluy) — B(u))o
Q

< / \By(ug) — Bi(w)|[o] + / |Bay(ug) — Bau)].

Usando (1.4) e a desigualdade de Holder como antes, obtemos da desigualdade acima

que

(DI (ug) = DI ())ol - < |Bi(ur) = Bi(u) |z [vlrr + [Ba(ur) = [Ba(w)] a1 [v]g1

< cr{|Bu(w) = Bi(w)] e + [ Ba(uwe) = Ba(w)lass ol

Lembrando que (1.4) implica que u; — u também em L™ 1(Q) e LI7(Q)), concluimos
que Bi(ur) — Bi(u) ¢ By(uy) — Ba(u) em L+ () e L%(Q), respectivamente.
Logo, segue da expressao acima que DJ(uy) — DJ(u) em X'

Como a derivada de Gateaux é continua em X conclufmos que J é de classe O,
com J'(u)v = DJ(u)v = [, f(x,u)v.

Suponha agora que as imersoes do enunciado sejam compactas. Entao, se (uy) C
X é uma sequéncia limitada, a menos de uma subsequéncia, u,, — u em L™(Q) e

La1(Q). Entao,

r+1 g+1

Bi(u,) — Bi(u) em L+ () e Bsy(u,) — Ba(u) em L a (£2),

e portanto podemos proceder como acima para concluir que J'(ug) — J'(u) em
X', [
Usando as imersoes do espago de Sobolev H} () e as consideragos feitas acima,

podemos provar a seguinte proposicao, que sera largamente usada nos capitulos

seguintes.

Teorema 1.8. Suponha que Q C RY € um dominio limitado e a funcdo f satisfaz
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(fO) f S C<§ X Rv R):'

(f1) existem c1, co >0 e 1 < p < 2* tais que

\f(z,8)| < e +colsP™t, V(z,s) € QxR

Entao o funcional I : H}(Q2) — R definido por

I(u):%/g|Vu|2—/QF(x,u),

com F(x,s) = [ f(t)dt estd bem definido, é de classe C* e

[’(u)v:/QVu-Vv—/ﬂf(x,u)v, Y ou, v e Hy(Q).

Além disso, se p < 2%, entao a derivada I' : X — X' é da forma I' = Id — K, com

Id sendo o operador identidade e K : X — X' compacto.

1.3 Exercicios

1.1. Dado um espaco de Hilbert H e uma sequéncia (ux) C H, dizemos que uy

converge fracamente para u se

klim (ug,v)g = (u,v)y, paratodov € H.
—00

Nesse caso, escrevemos u; — u. Prove os itens abaixo.

a) up — u se, e somente se, T'(ug) — T'(u) para todo T' € H'.
b) Se up — w e limy_yo0 ||uk|| = ||u]|, entdo up — u fortemente em H.

c) Se u — u, entdo (uy) é limitada e ||u|| < liminfy o ||ugl-
Sugestao: veja [9, Proposigao 3.5].

d) Dé um exemplo de uma sequéncia (u;) C L*(RY) que converge fraco para zero
mas nao converge forte em L2?(RY).

Sugestao: tome a mesma sequéncia do Exercicio 8.16.
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1.2. Mostre que a sequéncia de autovalores do problema (PA) obtida na Segao 1.1

contém todos os autovalores do problema.
1.3. Se C' > 0 é tal que

/u2 < C/ |Vul?, para todo u € Hj (),
entdo C' > 1/\;.

1.4. Se A < \; entao

lolh = ( <|vu|2_w>)”2

define uma norma em Hj(§2) que é equivalente & norma usual.

1.5. Seja (A )ren a sequéncia (ordenada) de autovalores de (—A, H3(Q)) e (pr)ren as
autofuncoes associadas. Dado k € N considere V = span{p1,...,por 1} e W = V=,

Prove que valem as seguintes desigualdades

/\VU\Q < )\kl/UQ, VveV,
Q Q

Ak/w2§/|Vw|2 VweW.
Q Q

1.6. (Desigualdade de interpolac¢ao) Se 1 <r < s <t < oo sao tais que

1 a 11—«
s r

A

we L"(Q)N LYQ), entdo u € L*(Q) e vale a seguinte desigualdade

Il @)

Lo(@) = HUH%T(Q)”u”i;(Q :
1.7. Seja X um espaco de Banach e I : X — R um funcional. Mostre que se I'(u)
existe entao existe a derivada de Gateaux em u e DI(u) = I'(u). Supondo agora

que DI existe em uma vizinhanca de u € X e é continua nesse ponto, entao / tem

derivada de Fréchet em w.

1.8. Se X é um espago de Hilbert e J(u) = |lul|%, entdo J é de classe C'! em X com

J'(u)v = 2(u,v)x, para cada u, v € X.

1.9. Demonstre a desigualdade (1.3).



CAPITULO 2

Problemas de minimizacao

Iniciamos esse capitulo considerando o seguinte problema
—Au =M+ |[uPu, x €,

u =0, x € 01,

onde Q € RY ¢ um déminio limitado, 2 < p < 2* e A é um parametro real tal que
A < Ap, onde A denota o primeiro autovalor do problema (PA) estudado na Secao
1.1. Observe que u = 0 é uma solucgao (trivial) do probema, de modo que nosso
objetivo é encontrar uma solucao que nao seja identicamente nula.

Conforme vimos no final da Secao 1.2 as solucoes fracas do problema sao preci-

samente os pontos criticos do funcional I : H}(€2) — R definido por

1 1
Iu:—u2——/up,
(W)= gl = [ 1u
onde
1/2
loll = ( [@vup =2} we mo
Q

De acordo com o Exercicio 1.4, como A < \q, a expressao acima define uma norma

em HJ(Q). Vamos denotar por H o espaco de Hilbert H}(Q) munido da norma
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acima. No que segue vamos denotar

1/p
uly = (/ |u|p)  ue HY(Q).
Q

Para encontrar pontos criticos de I, a primeira ideia que vem a cabeca é tentar
encontrar pontos de minimo ou de maximo do funcional. Note porém que, se u €
Hi () \ {0}, entao

: N A
lim [(tu) = thm EHuH — —ulb) = —o0,
—00 p

t—00

o que mostra que o funcional I nao ¢é limitado inferiormente.
No que segue vamos verificar que I também nao ¢é limitado superiormente. Para
tanto, observamos inicialmente que usando a definicao de I e um célculo simples

podemos verificar que, para cada u € H \ {0}, vale o seguinte (cf. Exercicio 2.1)

_9 2\ p/(p—2)
max [ (tu) = p=2 (lul” (2.1)
£20 2p \ ful

Seja . a autofungao associada ao k-ésimo autovalor Ay do problema (PA). Suponha

ainda que ¢y estd normalizada em L?(12). Defina

e observe que, como A, = [, |[Vy|?, entéo

\Y 2—)\/ i
”2: Hv(pk”2:/§2| x| Q‘Pk_)\k_)\.

e M M M

Logo, a sequéncia (uy) é limitada em H}(Q) e, a menos de subsequéncia, u, — u
fracamente em H e u, — uw em LP(Q). Como uy, é ortogonal a ¢; sempre que j # k,

a convergéncia fraca de u implica que
(.05} = lim (ug, ) =0, V€N,

e portanto u = 0. Logo

0= lim |ug|, = lim el
k—o0

k—o0 \/)\_k:
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e portanto

dim ma I (ty) = Jim =

- 2p/(p—2
. p—2 (HSOkHQ)p/(p 2) . p=2 ( /—)\k) p/(p )_
im —— 1 = 00.

|0kl Sk 2 \enly
Desse modo, I também nao ¢ limitado superiormente.

A ideia entao é usar um argumento de minimizagao com vinculo e usar a homo-
geneidade do lado direito da equacao para resolver o problema. Na préxima secao

apresentamos o resultado abstrato que vai nos ajudar em nossa tarefa.

2.1 Teorema do Multiplicador de Lagrange

Nesta secao vamos mostrar que o Teorema do Multiplicador de Lagrange visto nos
cursos de Analise no RY permanece valido em dimensdo infinita. Mais especifica-

mente, vamos provar o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Seja X um espaco de Banach, F, G € C*(X,R) e xg € X um ea-
tremo local de F restrita ao conjunto M = {x € X : G(x) = G(x¢)}. Se G'(xo)w # 0

para algum w € X entao existe A € R tal que
F'(zo)w = \G'(zo)w, VYweX.
Para provar o teorema vamos usar o seguinte lema.

Lema 2.2. Seja X um espago de Banach e F, G € C1(X,R). Suponha que existem
xg, v, w € X tais que F'(xo)vG' (zo)w # F'(x0)wG' (zo)v. Entdo o ponto xy nao é

extremo local de F' restrita ao conjunto M = {x € X : G(x) = G(x¢)}.

Antes de provar o lema acima vamos ver como usa-lo para obter o Teorema 2.1.
Suponha entao que as hipdteses do teorema sejam satisfeitas e observe que, como
xo € X é um extremo local de F' restrita a M, o lema acima implica que, para cada
v e X, vale

F'(20)vG (z0)w = F'(x0)wG' (z0)v.

Como G'(x¢)w # 0, é suficiente entdo tomarmos

_ F(xo)w
A= G'(zo)w’
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No que segue apresentamos a prova do Lema 2.2.

Demonstragdao do Lema 2.2. Considere v : R? — R? definida por (s, t) =
(f(s,1),9(s,t)) onde

f(s,t) = F(xg + sv+tw), g(s,t)=G(xg+ sv+tv),

para cada (s,t) € R%. Note que a funcio ¢ ¢é de classe C' e que, se [J,(0,0)] denota

a matriz Jacobiana de ¢ no ponto (0,0), entao

F'(zo)v  G'(xg)v
det[J(0,0)] = F’E i G’E ; = F'(20)vG' (xo)w — F'(x0)wG' (zo)v # 0.

Segue entao do Teorema da Funcao Inversa que existem vizinhancas abertas V e W
de (0,0) e ¢(0,0) = (F(x),G(xp)), respectivamente, tais que ¢ : V. — W é um
difeomorfismo.

Dado 0 > 0 qualquer, vamos obter um ponto yo = yo(d) € M N Bs(xg) tal que
F(yo) > F(x0). Desse modo, zy nao pode ser um mdaximo local de F restrita a M.

Para obter y, como acima vamos considerar 6’ > 0 tal que By (0) C V e, além disso,

oyl o 0 (2.2)
vl x + [lw]|x

Com essa escolha temos que ¢ é um difeomorfismo de By (0) em W = (B (0)).
Como W é aberto, podemos tomar e > 0 pequeno de modo que (F(xo)+e,G(x0)) €
W. Seja agora (s0,t0) € By (0) satisfazendo (s, to) = (F(zo) + €, G(x0)), isto é,

F(zo+ sov + tow) = F(xg) +€ > F(xg), G(xg+ sov + tow) = G(xp).

Entao yo = o + sov + tow é tal que F(yo) > F(xg) e yo € M. Além disso, como

(s0,t0) € Bs(0), podemos usar (2.2) para concluir que

190 = ollz2 < [solllv]lx + ltol[lwllx < 2[|(s0, to) lr2([[v]lx + llwllx) <9,

o que mostra que y € Bs(xg). Logo, xy ndo pode ser um maximo local de F restrita
a M. De maneira analoga podemos mostrar que zy nao pode ser ponto de minimo

local da restricao de F' a M. Isso conclui a demonstracgao. O
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2.2 Um problema de minimizacao com vinculo

Nesta se¢ao vamos retomar o problema

—Au = Au+ |[ulf?u, z€Q,

u =0, x € 01,

onde Q € RY é um déminio limitado, 2 < p < 2* e A\ < ;. Vamos considerar um
problema de minimizacao com vinculo e usar a homogeneidade da problema para
obter uma solugao. Mais especificamente, seja J : H — R definido por J(u) = [Ju/|?
e considere

a = inf J(u) = inf |lul?
ueM ueM

M:{ueH:/Q|u|p:1}.

Como J é limitado inferiormente temos que a € R.

onde

Seja (ur) C M uma sequéncia minimizante, isto é, uma sequéncia tal que
|ug||* — . Como (uy) é limitada temos que, a menos de subsequéncia,
U — Ug, fracamente em H,
Up — U, em LP(Q), (2.3)
ug(x) = up(z), q.t.p. em Q.
em que usamos a compacidade da imersao H < LP(£2). A convergeéncia forte em

LP(Q)) implica que |ug|, = lim |ug|, = 1, e portanto ug € M. Como a norma é

fracamente semicontinua inferiormente, pode-se mostrar que (cf. Exercicio 1.1) que
J(ug) = |Juo|* < liminf |lug||* = a.
k—o0

Como uy € M, a expressao acima mostra que J(u) = a, ou seja, ug é um ponto de
minimo de J restrito a M.
Considerando agora G(u) = [, ul’, u € h, temos que G é de classe C' e

G'(up)ug = p [, luol” = p # 0. Logo, estamos entdo nas condigées de aplicar o
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Teorema do Multiplicador de Lagrange (cf. Teorema 2.1) para obter u € R tal que
J' (up)v = pG'(up)v para todo v € H, isto é,

2/(Vu0 - Vo — Augv) = up/ [uo[P*ugv, Vv € H.
Q Q

Fazendo v = ug concluimos que p = 2a/p > 0, e portanto

/(Vuo Vv — Augv) = a/ luo|P2ugv, Vv e H.
Q Q

Observe que a expressao acima é quase a que define o conceito de solucao fraca.
O que esta ”atrapalhando” é o termo a que aparece do lado direito. Vamos usar

a homogeneidade do problema para buscar uma solucao na forma u = a~%ug, para

0

alguma escolha apropriada de ¢ € R. Substituindo uy = a”u na expressao acima

obtemos
ae/(Vu -Vu — Auv) = aae(p_Q)ae/ lu|P"*uv, Yv € H.
Q Q

Como « > 0, é suficiente escolher 6 de tal que modo que 1 + 0(p — 2) = 0, isto é,
0 =1/(2—p). Assim u = /P2y, é uma solugio fraca nao trivial do problema.

Na verdade, vale o seguinte resultado.
Teorema 2.3. Seja Q C RY um dominio limitido e 2 < p < 2*. Entao o problema
—Au =+ |[ulP~?u, z€Q,
u >0, x € Q) (2.4)
u=0, x € 0f,

possui solugdo nao trivial se, e somente se, A < \y.

Demonstracao. Suponha que A < A;. Entao os argumentos apresentados ante-
riormente mostram que existe uma funcao u que satisfaz a equacao do problema
acima no sentido fraco. Precisamos somente mostrar que u > 0. Isso pode ser
feito da seguinte maneira. Ao tomarmos a sequéncia (uy) satisfazendo [Juy|* — «,
vamos substitui-la por (|ug|). Claramente |ugz| € M e, como [, |Vl|u,||* = [, |Vu,|?

(cf. Exercicio 8.12), concluimos que |ug| também é uma sequéncia minimizante. A
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convergéncia pontual em (2.3) implica que o limite fraco wug satisfaz ug > 0 em €.
Lembrando que a > 0 e que u = o'/?~2y obtemos uma solucao fraca nao negativa.

Para mostrar que a condicao A < A; é necesséria, suponha que v € H é uma
solugdo fraca e tome a primeira autofungao de (PA) como funcao teste na formulagao

fraca do problema para obter

(A=) / wp; = / (Vu -V, — duypy) = / |u|p*2ucp1.
Q Q Q

Como podemos supor que ¢; > 0 em ) as integrais nos exremos esquerdo e direito
da expressao acima sao positivas. Portanto devemos ter Ay — A > 0. Isso conclui a
demonstracao. O

Um dos pontos cruciais na solugdo do problema (2.4) foi usar a compacidade da
imersdo H — LP(S2) para garantir que o limite fraco da sequéncia minimizante per-
tencia a M. Assim, seguindo as mesmas ideias podemos provar o seguinte resultado

geral de minimizacao.

Teorema 2.4. Seja X um espaco de Banach reflexivo, M C X um conjunto fraca-
mente fechado e I : M — RU{oo} tal que I(ug) < oo para algum ug € M. Suponha

ainda que I satisfaz

(a) I € coerciva, isto €,

lim I(u) = 4o0;

llullx =00

(b) para toda sequécia (ug) C M tal que ur, — u fracamente em X temos que

I(u) < liminf I (ug).

k—o0
Entao I € limitado inferiormente e o infimo de I € atingido em M.

Demonstracao. Seja

a= inf I(u) < o0
ueM

e considere (uy) C M tal que I(ux) — a. A sequéncia (uy) é limitada pois, caso
contrdrio, existiria uma subsequéncia (u,) C (ux) tal que [lug,|| — oo. Desse modo,

usando a coercividade de I, terfamos I(uy;) — o0 o que contraria a < oo. Como
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(ug) é limitada podemos usar a reflexividade de X para garantir que, a menos de

subsequéncia, uy — u fracamente em X. A hip6tese (b) implica que

I(u) < liminf I(ug) = «a.

k—o0

Como M é fracamente fechado temos que u € M, e portato a < I(u). Logo, segue
da expressao acima que I(u) = «, isto é, o minimo de I em M é atingido no ponto

u. ]

Aplicagao 1. Como primeira aplicacao do resultado acima vamos considerar o

problema
—div(|Vu[P~2Vu) = f(z), = €Q,
(2.5)
u =0, x € 01,
onde Q C RY ¢ um dominio limitado, p > 2 e f € L” (), com %+I% = 1. Por

definicao, uma solucao fraca do problema acima é uma funcao u € I/VO1 P(Q) tal que
/(|Vu\p2Vu Vo — f(z)v) =0, YwveW,PQ).
Q
Vamos definir T : W, ?(Q) — R por

1) =5 [ 19ap = [ @y =iy = [

. oo 1
em que estamos usando o simbolo ||-|| para indicar a norma em W *(2). Procedendo

como na Seciio 1.2, podemos verificar que I € C' (W, (), R) com

I'(u)v = /Q(|Vu\p2Vu -V — f(z)v),

para cada u, v € WyP(Q). Desse modo, para obter uma solucao fraca de (2.5) é
suficiente encontrarmos um ponto critico de I. Vamos fazer isso aplicando o Teorema
2.4.

Note primeiro que, usando a desigualdade de Hélder e a imersao W,7?(Q) <

LP(Q2), obtemos
Lp Lo
TGy 2 Zlell” = Ll lfllp = 2l = el el

- . . . 1
Como p > 2 a expressao acima mostra que I é coercivo em W, " ().
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Seja (uy) € WyP(Q) tal que u, — u fracamente em W, ?(€). Como a imersio
VVO1 P(Q) — LP(Q) é compacta, a menos de subsequéncia, temos que u, — u em
LP(Q2). Logo

up — )| < [[fllpllur = ull, =0,

e portanto fQ fz)up — fQ x)u. Desse modo, lembrando que a norma é fracamente

semicontinua inferiormente, obtemos

hmmf](uk)—hlgnlnf—Huka— hm/f xT)uy > —||u||—/f

k—o0

Segue do Teorema 2.4 que I possui um ponto de minimo em u € Wol’p(Q). Como 1

¢ de classe C' devemos ter I'(u) = 0 e portanto u é solugao fraca do problema.

Aplicagao 2. Considere o problema

—Au = f(u), x€Q,

(2.6)
u =0, x € 00,
em que 2 C RY ¢ como na aplicagio anterior e f € C(R,R) satisfaz
lim J(s) =oa_, lim () = oy, (2.7)
s—H—00 8 s—o0 8
com a_, ay € [0, A).
Dado € > 0, podemos usar os limites acima para obter sy > 0 tal que
[f(s)] < (ate)lsl, ¥ |s| = s,
onde v = max{a_, ay }. Segue entao da continuidade de f que
lf(s)| < (a+e)ls|+c1, VseR. (2.8)

Logo, a funcao f satisfaz a condigao de crescimento subcritico (f;) do Teorema 1.8.
Em particular, se denotarmos por F(s fo t)dt a primitiva de f, o funcional

I : H — R definido por
1
Iw) = el - [ Flu)
Q

é de classe C' em H.
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Integrando a desigualdade (2.8) obtemos

F(s)| < @32 +alsl, VseR,

e portanto podemos usar a desigualdade de Poincaré e a imersao H < L'() para

obter

1 (v +¢) 1 (v +¢)
I(u) = Sflull® = ——ull; = erluly = 541 - lull* = calfull.
2 2 2 A

Escolhendo € > 0 pequeno de modo que oo+ ¢ < Ay vemos que o termo entre chaves
acima ¢ positivo. Logo, o funcional I é coercivo em H.

Seja agora (ux) C H) tal que uy — wu fracamente em H. A compacidade da
imersao H — L*(f)) implica que, a menos de subsequéncia, u, — u em L*(),
up(x) — u(x) qt.p. em Q e |ug(x)] < ¥(z) qt.p. em €, para alguma fungao
ey € L2(R2). Como a imersao em L'(€) também é compacta podemos ainda supor
que |ug(z)] < 9¥1(z) q.t.p. em €, para um funcao ¢, € L*(Q2) Desse modo,

(a+¢)
2

(v +¢)

|F(w(2))] < ;

Jur ()| + 1 ug(2)] < [Y(@)]*+erlvn(@)], qtp. em Q.

Como a fungao do lado direito acima pertence a L'(Q) e F(ui(z)) — F(u(z))
q.t.p. em €2, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para

concluir que

lim QF(uk):/gf*’(u)

k—o0

O mesmo argumento do exemplo anterior mostra que a condigao (b) do Teorema

2.4 é satisfeita por I. Logo o funcional atinge minimo em H.

2.3 Exercicios

2.1. Verifique a igualdade (2.1).

2.2. O objetivo desse exercicio ¢é fazer uma prova diferente do Teorema 2.3 no caso
A < A1. Suponha entdo que I é o funcional associado ao problema (2.4) e considere

N a variedade de Nehari associada a I, isto é,

N ={ue H;(Q) : I'(u)u=0}.
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Resolva os itens a seguir.

a) Verifique que N é uma variedade de classe C! e que existe p > 0 tal que
[ul| > p>0, VueN,

em que [lul = [,(|Vul* — Au?)l/2,

Sugestao: se ¢ (u) = [|ul|* — |ulf entdo N = ~(0) \ {0}.
b) I é limitado inferiormente em N.

c¢) Considerando

= inf [
€T uen (1),

use o Teorema do Multiplicador de Lagrange para mostrar que, se v € N é tal

que I(u) = ¢, entdao I'(u) = 0.

Sugestao: I'(u)v = py)' (u)v para toda v € H} (). Escolha v = u para concluir que p = 0.
d) O infimo é atingido em A e portanto o problema (2.4) possui uma solu¢ao

fraca nao trivial.

Sugestao: imite a prova do Teorema 2.3.

e) Se u € N é um ponto critico de I tal que I(u) < 2¢, entdo u nao muda de
sinal em €). Conclua que o problema (2.4) possui uma solucao fraca nao nula

e nao negativa.

Sugestao: prove que v = max{u,0} e u~ = max{—wu,0} estao em N.
2.3. Com relagao ao problema (2.4), resolva os itens a seguir:

a) Discuta a questao de existéncia de solu¢do, ndao necessariamente nao negativa,

no caso p = 2.
b) Mostre que a condigdo A < A; é necessaria mesmo no caso em que p = 2*.

c) Explique porque a demonstragdo de existéncia de solu¢do nao nula para o

problema nao funciona se p = 2*.
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4 (Identidade de Pohozéiev). Suponha que u € W;2(Q) é uma solucdo fraca de
—Au = f(u), em €, u =0, em 0f),

e que F(u) € L*(2). Mostre que vale a desigualdade de Pohoziev [38]:

N =2 1
N/ < >/|Vu|2:—/ |Vu|2x-n(x)d5$,
Q 2 Joq

em que 7n(z) é o vetor normal exterior no ponto = € JS.

Sugestao: veja [51, Teorema B.1]

2.5. Um dominio €2 é dito estrelado com relacao a origem se toda semi-reta partindo
da origem intercepta a fronteira de {2 em somente um ponto. Nesse caso, temos que
x-n(z) > 0 para todo = € 0f2. Supondo que {2 tem essa propriedade e considerando
o problema

—Au = M+ |[uP"?u, em Q, u =0, em 0,
use a identidade de Pohozaev para provar as seguinte afirmagoes:
a) Se A <0 e p=2* entdo o problema nao possui solugao diferente de zero.
b) Se A =0 e p = 2* entdo o problema nao possui solu¢do nao negativa.
c) Se A =0 e p > 2% entdao o problema nao possui solucao diferente de zero.

d) Se A =0, Q = RY e o problema possui uma solucao diferente de zero, entao

p = 2%
2.6. Suponha que f satisfaz as condi¢oes do Teorema 1.8 e que

2F
lim sup M

2
|s|—o0 S

SO[<>\1.

Mostre que o problema (2.6) tem pelo menos uma solugao fraca em Hg ()
2.7. Se 1 < p < 2, entao o problema
—Au = |[u[f"?u, em Q, u =0, em 00

possui pelo menos uma solugao u # 0.
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Sugestao: denotando por I o funcional associado e dada ¢ € Hg(2) \ {0}, estude o sinal de I(t¢)
para t ~ 0. Em seguida, mostre que o minimo do funcional é atingido em um ponto nao nulo

u € HHQ).
2.8. Seja h: [0,1] — R uma funcdo continua e considere o problema de fronteira

—u” +u® = h(t), te(0,1),

Resolva os itens abaixo.

a) Mostre que o funcional associado é limitado inferiormente. Em seguida obte-

nha uma solucao fraca uy que é um minimo do funcional.

b) Mostre que a solucao fraca ug obtida acima é tnica.

Sugestao: como s — s° é crescente, temos que (a® — b®)(a — b) > 0 sempre que a # b.

c¢) Mostre que se substituirmos o termo nao linear u® por —u?, entao o funcional

associado nao é mais limitado inferiormente.
2.9. Usando um argumento de minimizacao, mostre que o problema

—Au = Asenu+ f(x), =€,
u =0, x € 0f),

possui uma solugao fraca em H} (), qualquer que seja f € L?(Q).



CAPITULO 3

Lema de deformac3do e a condicdo de Palais-Smale

Daqui para frente estamos interessados na obtencao de pontos criticos para funcio-
nais associadas a problemas que nao podem ser resolvidos por minimizacao, ainda
que com vinculos, e podem também nao ser homogeéneos.

A estratégia que vamos adotar esta baseada em trés passos principais:

1. estabeler alguma estrutura de "link” para o funcional;
2. utilizar lemas de deformacao;

3. provar alguma propriedade de compacidade.

Ainda que os passos acima possam parecer um tanto obscuros nesse momento,
vamos tentar entender um pouco o passo 2. Para tanto, vamos considerar X um

espago de Banach e I € C'(X,R) um funcional dado. Para ¢ € R vamos denotar
IF'={ueX :I(u)<c} CX.

Lembremos que o ntimero ¢ é chamado valor critico se existe u € X tal que I(u) = ¢

e I'(u) = 0. Caso contrério, dizemos que ¢ é um valor reqular de I.
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A ideia basica nos argumentos de deformacao é que, se ¢ é um valor regular de
I, entao para £ > 0 pequeno os conjuntos 1°7¢ e I°~¢ tem uma estrutura topoldgica
parecida. Num certo sentido, podemos construir uma aplicagao continua 7 : X — X
tal que n(I°te) C I°7=.

Nao é dificil construir exemplos em que ¢ é um valor critico e os conjuntos I¢*¢ e
I°7¢ tem caracteristicas topolégicas bem distintas. Por exemplo, se I(x,y) = 2> —1?,
para (x,y) € R? entao ¢ = 0 é (o tnico) valor critico de I. Note que, para todo
e > 0, o conjunto I¢ é conexo enquanto ¢ é desconexo (cf. Exercicio 3.1). Outro

exemplo interessante ¢ dado pela fungao I(z,y) = (22 + y*)? — 2(2® + y?). Nesse

caso os valores criticos sdo ¢ =0 e ¢ = —1. Temos que (cf. Exercicio 3.2)
a, se a < —1,
I =< umanel, se —1<a<0,

um disco, se a > 0.

Uma maneira simples de fazer deformacoes dos conjuntos de nivel de um fun-
cional foi utilizada por Cauchy [13] em 1847. Ela consiste em fazer a deformacao
”caminhando” ao longo de um fluxo gradiente. Mais especificamente, se X é um

espaco de Hilbert, consideramos o problema de Cauchy

o(t,u) = —=VI(o(t,u)),
o(0,u) = wu.

Supondo que VI : X — X é localmente Lipschitziana, podemos usar o Teorema 3.5

para garantir que o problema acima tem solucao local. Observe agora que

%T(U(t u)) =I'(o(t,u)o(t,u) = (VI(o(t,u),o(t,u))x = —||VI(o(t,u))lx <0.

Desse modo, para cada u € X fixado, a funcdo ¢t — I(o(t,u)) é ndo crescente.
Mais ainda, ela é estritamente decrescente em (0, s) desde que o(t, u) nao seja ponto
critico de I para t € (0, s).

Na construcao acima usamos o Teorema de Riez para identificar o espaco X

com o seu dual X', via aplicacdo gradiente. Como em um espago sem estrutura
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Hilbertiana essa identificacao nao pode ser feita, vamos utilizar um conceito que, ao

que parece, foi introduzido pelo matematico R.S. Palais.

Definigao 3.1. Seja X um espago de Banach, I € C*(X,R) e
X={ueX:I'u)#0}

o conjunto dos pontos requlares de I. Dizemos que v, € X é um vetor pseudo-

gradiente para I no ponto u € X se
(PGL) [loullx < 2["(w)|lx;
(PG2) I'(wvu = [[I'(w)]%-

Um campo pseudo-gradiente para I é uma aplicagao localmente Lipschitziana v :

X — X tal que, para cada u € )?, o vetor v(u) € um pseudo-gradiente para I em u.

Dado u € X é sempre possivel obter um vetor pseudo-gradiente para [ em u

como segue. Considere w € X tal que |w||x =1 e I'(u)w > 3||I'(u)||x, e defina
3
vu = S (). (3.1)

Um célculo direto mostra que o vetor acima satisfaz (PG1) e (PG2) (cf. Exercicio
3.3). Nao é dificil ver que a construgao acima pode ser ligeiramente modificada de
modo a obter outro vetor pseudo-gradiente. Desse modo, nao temos unicidade para o
vetor pseudo-gradiente. Mais ainda, mostra-se facilmente que qualquer combinacao
convexa de vetores (campos) pseudo-gradiente ainda tem essa mesma propriedade
(cf. Exercicio 3.4).

Se X ¢ um espaco de Hilbert e I'(u) # 0 entao o vetor gradiente VI(u) é um
vetor pseudo-gradiente para I em u (cf. Exercicio 3.5). Contudo, de uma maneira
geral, nao temos como garantir que VI : X — X é localmente Lipschitziana. Logo,
a questao da existéncia de campos pseudo-gradiente ¢ um pouco mais delicada. No

entanto, vale o seguinte resultado.

Lema 3.2. Se X um espaco de Banach, I € CY(X,R) ¢ X = {u € X : I'(u) # 0},
entao existe um campo pseudo-gradiente para I. Além disso, se I é par, o campo

pseudo-gradiente pode ser escolhido de modo a ser impar.
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Demonstragio. Para cada u € X considere w € X tal que ||w|x =1 e I'(w)w >
2||I'(u)|| x+. Conforme observado anteriormente, v, = 3||I'(u)||x é um vetor pseudo-
gradiente para I em u. Mais ainda, como I’ é continua e as desigualdades em (PG1)
e (PG2) sao estritas para essa escolha, esse mesmo vetor v, é um pseudo-gradiente
para I em todo os pontos de uma vizinhanga aberta N, de u. Com esta construcao
obtemos uma cobertura aberta {IV, : u € X } do espago métrico X. Essa coberta
possui um refinamento localmente finito que vamos denotar por {M;};ec,, isto é,
uma nova cobertura por abertos tal que, para cada j € J, existe um aberto N,
tal que M; C Ny, e, além disso, cada elemento u € X possui uma vizinhanca que
intercepta somente um nimero finito de abertos da familia {M,};c;.

Para cada j € J considere a funcio p(u) = dist(u, X \ M;), que é Lipschitziana

e satisfaz p;(u) = 0 se u & M;. Defina agora

Bj(u):M ue X.

pr(u)
keJ

Como cadau € X pertence somente a um ntmero finito de conjuntos My, o denomi-
nador acima é sempre uma soma finita, de modo que g; é localmente Lipschitziana
(cf. Exercicio 3.10). Lembrando que cada M; estd contido em um aberto N,
defina v; = 3||I'(u;)||w;, com w; como no inicio da prova. Deste modo, v; ¢ um

pseudo-gradiente para I em qualquer ponto de M; e podemos finalmente definir

v(u) = Zvjﬁj(u), ue X.
jeJ
Para cada u € )A(:, temos que 0 < fB;(u) <1le E].EJ Bj = 1, de modo que cada vetor
v(u) é uma combinagao convexa de vetores pseudo-gradientes para I em u, tendo
portanto a mesma propriedade. Além disso, como a soma é sempre finita, sabemos
que v é localmente Lipchitziana.
Se I é par entao I’ é impar. Assim, é imediato checar que a parte impar de v,

ou seja,

v(u) = 5 (v(u) = v(=u)),

¢ impar, localmente Lipschitziano e satisfaz as condigoes (PG1) e (PG2). O
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Uma vez resolvida a perda de estrutura Hilbertiana precisamos agora enten-
der quando é possivel resolver a equacao diferencial que vai nos dar o fluxo de

deformacao. Esse é o objetivo da préxima secao.

3.1 EDO’s em espacos de Banach

Dado um espago de Banach X, ug € X e uma funcao W : X — X, vamos estudar
a existéncia de solucao para o problema de Cauchy

d
Do) = W(o(w), o(0) = up

Antes de apresentar o resultado principal vamos ver dois outros que serao tteis na

demonstracao.
Lema 3.3 (Lema de Gronwall). Se A >0, B> 0 ¢ f € C([0,7T],[0,+0)) satisfaz
f(t) < A+B/Otf(s)ds, Vtelo,T],
entio f(t) < Aexp(Bt) para todo t € [0,T].
Demonstragao. Suponha inicialmente que A > 0 e considere
g(t)=A+ B/Ot f(s)ds.

Entao g(0) = A, g(t) > A>0e ¢'(t) = Bf(t) < Bg(t). Logo

9O _ (196 [ B -
1“g<o>‘/o g(5) " S/o Bs = bt

e o resultado segue da definigao de g. Se A = 0 entdo, para todo A’ > 0et € [0, 7],

o argumento inicial implica que f(t) < A’exp(Bt). Basta agora fazer A’ — 01 para

obter que f(t) < 0 para todo ¢ € [0,T]. 0O

Teorema 3.4 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja X um espago de Banach,

D C X um conjunto fechado e H : D — D uma contragao, isto €,

[H(u) = H(v)[[x < aflu-vllx, YVuvelX, (3.2)

para alguma constante o € (0,1). Entdo eziste um unico v* € D tal que H(u*) = u*.
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Demonstragao. Fixado ug € D qualquer, defina a sequéncia uy = H(uy_1), para
k € N. Usando a desigualdade (3.2) repetidas vezes obtemos que

k

g1 — wllx < 1 |lur — wol||lx — 0, quando k — oc.

-«
Portanto (u) é uma sequéncia de Cauchy em X, de modo que uj, — u*. Como (3.2)

implica que H é continua, passando a igualdade uy = H (uy_1) ao limite concluimos

que H(u*) = u*. A unicidade segue diretamente de (3.2). O

Enunciamos e provamos abaixo o principal resultado dessa secao.

Teorema 3.5. Seja X um espago de Banach e W : X — X um campo de vetores

satisfazendo
(W1) W € localmente Lipschitziano;

(W2) ezistem constantes a, b € R tais que

W (u)|lx <a+blullx, YuelX.

Entao para todo ug € X o problema de Cauhy

Got) = W(o(t)),
(PC)

tem solugdo unica definida em [0,00).
Demonstragao. Usando a condigdo (W1) obtemos p, r > 0 tais que
W) = W(uo)llx < pllu—uollx, ¥V ue Br(ug). (3.3)
A desigualdade acima implica que, para todo u € B, (ug), vale
W w)lx < [IW () = W (uo)llx + [[W (uo)llx < pr+ [[W (uo)l|x,

de modo que A = supp, ) [[W][x < o0.

(uo

Seja £ > 0 tal que

ep<1l, eAN<r,



3 EDO’s em espacos de Banach 37

eX=C ([0,¢], X) o espago de Banach todas as curvas continua definidas de [0, ]

em X, munido com a norma

7l = sup [Iv(@)lx
t€[0,e]

Considere o conjunto D = {y € X : |y — Upllg < r}, em que estamos denotando
por U a curva constante uy(t) = ug para todo t € [0, £].
Vamos introduzir agora o operador integral associado ao problema (PC'), a saber

H:X — X definido por
t
HONO =+ [ W)
0
Observe que, se o € X 6 tal que H(o) = o, entao
t
o(t) = ug +/ Wi(o(s))ds, Vte|0,¢],
0

e portanto segue do Teorema Fundamental do Célculo que o é uma solucao de (PC')
definida no intervalo [0,¢]. Logo, basta mostrar que o operador H possui um ponto
fixo.

Observe que, para todo v € D, vale ||v(t) — uo||x < r para t € [0,e]. Assim,

usando a definicao de H e A, obtemos

t
1#0) - @l < [ IWO)xds <<,
0

e portanto H(D) C D. Além disso, se a € D, entao

IH() - Ha)z < supeps / IW (1)) — W (a(s)) [ xds
< / I(s) — as) | xds

< / sup [[7(t) — a(t) | xds

te[0,e]
< eplly —alk

Como ep < 1 concluimos que H : D — D é uma contracao definida no conjunto

fechado D. Segue do Teorema do Ponto Fixo de Banach que existe um tnico o € D
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tal que H(o) = 0. Conforme ja observamos, a curva o é uma solugao solu¢ao para
o problema que estd definida para tempos no intervalo [0, ¢].

Seja agora T o tempo méximo de existéncia da solucao, isto é,
T+ =sup{t € [0,00] : o problema (PC) tem solugao tnica definida em [0, ¢]}.

Vamos mostrar que a limitagdo em (W2) implica que Tt = co. De fato, suponha
por contradigao que T < oo. Nesse caso, como o(t) = ug + fot W (o(s)ds, podemos

usar (W2) para obter
lo(®)llx < lluollx +aT™ +b/0t lo(s)llds, Vit e[0,T7].
Segue do Lema de Gronwall que
le@®)llx < (luollx +aT™) exp(bt) < e1, Vit e[0,T7].
Logo, para quaisquer tempos s, t € [0, 7], com s > ¢, vale
lo(t) = o(s)llx < /t W (o (7, u)) | xdr < aft — s + bea[t — 5.

Considere agora uma sequéncia (t;) C R tal que t, ~ TT. A expressao acima

implica que
lo(te) — o(t))|lx < alty —t;] + ber|ty —t;) = 0, quando j, k — oo.

Desse modo, (o(tx)) C X é uma sequéncia de Cauchy, e portanto o(t;) — u quando

k — oo. Seja agora @ a solucao do problema

d

Zolt) =W(o(t), o(0) =7

definida no intervalo [0, 7], com T.F > 0. Assim, a funcio

o(t), set €0, T7],
u(t) =
gt —T%), sete [T, T+ 1]
é uma solugao do problema (PC'), com dado inicial ug, que esta definida no intervalo

[0, 7" +T.F]. Mas isso contraria a maximalidade de T, de modo que T+ = +o00. [
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Observacao 3.6. Usando um argumento andlogo ao anterior podemos mostrar que
a solugao o também estd definida em (—o0,0). Além disso, como o dado inicial
no Teorema 3.5 € arbitrario, o fluxo obtido acima nos permite definir uma funcao
o:Rx X — X tal que, para cada v € X fizado, o(-,u) é a solugao do problema
(PC) com dado inicial w. Pode-se mostrar, além do mais, que a aplicagio o é

continua de R x X em X.

3.2 O Lema de Deformacao

Nesta secao apresentamos o nosso primeito resultado de deformagao. Ele é devido a
Willem [50] e é uma versao de um resultado de deformagao anterior devido a Clark
[15] (cf. Exercicio 3.20). Conforme veremos posteriormente o resultado de Clark
exige uma propriedade de compacidade para o funcional I. Outras propriedades da
deformagao abaixo (cf. Exercicio 3.12) podem ser encontradas no livro de Willem

(veja [51, Lema 2.3]).

Lema 3.7 (Lema de deformagdo quantitativo). Sejam X wum espa¢o de Banach,
SCX,0>0eS5={ueX :dist(u,S) <d}. Sejam ainda I € C*(X,R), ceR e
e > 0 tais que

4e
5

em que [7Y([c —2e,c+2¢]) = {v € X : ¢c—2 < I(v) <c+2e}. Entio existe

NI (uw)||x > VYu € I ([ec — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sy, (3.4)

n:[0,1] x X — X continua tal que, para todo uw € X et € (0, 1], valem
(1) n(0,u) = u;
(i) n(t,u) = u, seu & I"*([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sos;
(iii) (1,1 N S) C (I°° N S5);
(iv) se I € par, entao n(t,-) € impar para todo t € [0, 1].

Demonstragao. Sejam

A=TY[c—2e,c+2]) NSy, B=IYc—e,c+e])nSs,
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e considere ¥ : X — R dada por
B dist(u, X \ A)
- dist(u, X\ A) + dist(u, B)’

Para verificar que 1 esta bem definida vamos mostrar que o denominador acima

()

é sempre positivo. Suponha, por contradi¢ao, que existe u € X tal que dist(u, X \
A) 4 dist(u, B) = 0. Como dist(u, B) = 0 e B ¢é fechado temos que u € B, e
portanto ¢ — e < I(u) < ¢+ €. Por outro lado, como dist(u, X \ A) = 0, existe
(ug) € X \ A tal que up — u. Uma vez que u € B C S5 devemos ter uy € Sps para
k suficientemente grande. Desse modo, lembrando que u; € X \ A, concluimos que
up, & I7Y([c — 2¢, ¢+ 2¢]) para k grande. Fazendo k — oo e usando a continuidade
de I, concluimos que I(u) < ¢ —2¢ ou I(u) > ¢+ 2¢. Em qualquer um dos casos
obtemos uma contradicao. Logo v estda bem definida.
Observe agoraque 0 < ¢ <1,y =1em Bet =0em X\ A. Além disso, como
a funcao u — dist(u, K) é Lipschitziana para qualquer K C X, concluimos que 1) é
localmente Lipschitziana.
Seja v : X = X um campo pseudo-gradiente para I e defina W : X — X por
—w(u)ﬂ, se u € A,
W(u) = [o(w)]|x (3.5)
0, seu€e X\ A
Desse modo, W é localmente Lipschitziana (cf Exercicio 3.11) e satisfaz |[W (u)||x <

1 para todo u € X. Usando o Teorema 3.5 concluimos que o problema de Cauchy
o(t,u) = Wi(o(t,u)),
o(0,u) = u,
tem solugao tnica o(-,u) definida em R e, além disso, 0 € C(R x X, X).
Vamos definir a deformacao a partir do fluxo acima. Mais especificamente, con-
sidere 1 : [0,1] x X — X dada por

n(t,u) = o(dt, u).

Claramente ¢(0,u) = u para todo u € X. Além disso, como W = 0 no aberto X \ A,

concluimos que o(t,u) = u sempre que u € A. Isso estabelece a veracidade dos itens

(i) e (ii).
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No que segue vamos verificar (iii) mostrando que
o6, NS) C (I°°°NS;).
Note inicialmente que, se t > 0, entao

t
d
/o £0(5, u)ds

e portanto o(t,S) C Ss para todo ¢t € [0,6]. Além disso, se o(t,u) € A, temos que

lo(t,u) —ullx =

< / W (o (s, w) | xds < t

jtf(( w) = I'(o(t,u)o(t,u) = I'(o(t,u))W(o(t,u))

- lohu) "(o(t,u))v(o(t,u
 w(e(tu )Hx[( (t, u))v(o(t, u))
Lot ) ' u) I
< Tt eIk <o

em que usamos, na ultima desigualdade acima, ¥ > 0 e a propriedade (PG2) do
pseudo-gradiente. A desigualdade 41(o(t,u)) < 0 é também satisfeita quando
o(t,u) € A, e portanto a fungao I(o(-,u)) é ndo-crescente.

Considere agora u € I°7* N S. Se I(o(t,u)) < ¢ — € para algum ¢ € [0, ] entao
I(o(0,u)) < ¢ —e. Como o(6,5) C Sy teremos entao n(l,u) = o(d,u) € I°°N S;.

Podemos entao supor que, para todo t € [0, 4],
c—e<I(o(t,u)) <I(o(0,u)) =I(u) <c+e
e portanto o(t,u) € B sempre que t € [0,0]. Desse modo,
é d 1)
I(o(0,u)) = I(u) +/ dt[< o(t,u))dt = I(u) —i—/ I'(o(t,u))o(t,u)dt.
0 0

Como ¢ = 1 em B, podemos usar (PG2), (PG1) e (3.4) para obter

ol — 1) / I'o(tw)o(o(t,w)

[v(o(t,w)lx
/
< - [ OGO,
[v(o(t,w)lx
< __/ 11(o(t, ) ot

4e
< — = —dt =c—
< c+¢ 2/0 5 c—g,
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e portanto o(d,u) € I°° N Ss.
Para o item (iv) basta notar que o campo pseudo-gradiente v pode ser escolhido

impar quando [ é par. O

3.3 A condicao de Palais-Smale

Comecamos essa secao com uma aplicacao simples e interessante do lema de de-

formacao quantitativo.

Lema 3.8 (Principio Variacional de Ekeland). Seja X um espago de Banach, I €

CYX,R) um funcional limitado inferiormente, u € X e e > 0 tais que
I(u) <infl +e.
X
Entao, para todo § > 0 dado, existe v=v(d) € X tal que
(i) I(v) <infx I+ 2¢;
(i) [l — ullx <26
(i) [[1"(v)l|xr < 4e/d.

Demonstracao. Seja A C X o conjunto de todos os elementos de X que verificam
as condicoes (i) e (ii) acima. Como u € A, este conjunto é naturalmente nao vazio.
E suficiente mostra que, para algum elemento v € A a condigao (iii) é satisfeita.
Suponha, por contradigao, que este nao é o caso. Entao podemos definir S = {u},

c=1nfx I e obter

4
1 (u) || x> § Vu e I7Y([e — 26, ¢ + 2¢]) N Bog(w).

Se 1 é a deformacao dada pelo Lema 3.7 entdao n(1,u) € I°¢. mas ¢ é o infimo
de I em X, de modo que ¢ = @. Temos entao uma contradicao e o lema esta

provado. O

O resultado acima foi provado por I. Ekeland [21] em 1974. A prova apresentada
pelo autor nao usa resultados de deformacao. Na verdade, o lema acima e somente

um entre varios outros apresentados em [21].
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Como consequéncia do Principio Variacional de Ekeland vemos que, nas condicoes

do enunciado, se (u) C X é uma sequéncia minimizante, isto é,
I(ug) — c= i%f[,

entao podemos obter uma nova sequéncia (vy) C X cujos elementos estdo préximo
de uy, e satisfazem

[(Uk) — C, [/(Uk) — 0.

Em particular, se I é limitado inferiormente, sempre existe uma sequéncia mini-
mizante formada por ”quase” pontos criticos, no sentido que a derivada do funcional
aplicada na sequéncia converge para zero. Se conseguirmos garantir que a sequéncia
(vg) converge (fortemente) para v em X, entdo a regularidade do funcional implica
que I(v) =infx I e I'(v) = 0. Isso mostra que o minimo de / é atingido em X.

A possibililidade de provar a convergéncia da sequéncia minimizante esta, em
geral, relacionada tanto com a forma do funcional como com o espac¢o no qual ele
esta definido. Nao é dificil apresentar exemplos onde as sequéncias minimizantes
nao convergem. Por exemplo, f: (0,1) — R dada por f(z) = z, ou g(x) = exp(—x)
para x € R.

A discussao acima sobre a convergéncia de sequéncias de “quase” pontos criticos

motiva a seguinte definicao.

Definigao 3.9. Seja X um espa¢o de Banach ¢ I € CY(X,R). Dizemos que [

satisfaz a condigao de Palais-Smale se toda sequéncia (ux) C X tal que
sup |[I(ug)| < oo, lim I'(uy) =0, (3.6)
k k—o0

possui subsequéncia convergente. Se ¢ € R, dizemos que I satisfaz a condigao de

Palais-Smale no nivel ¢ se toda sequéncia tal que

lim I(ug) =¢, lim I'(uy) =0,
k—ro00 k—r00

possui subsequéncia convergente.

Daqui por diante vamos denotar as duas condicoes definidas acima simplesmente

por (PS) e (PS),, respectivamente. Uma sequéncia (ug) C X satisfzendo (3.6) sera
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chamada sequéncia de Palais-Smale. De maneira andloga definimos sequéncia de
Palais-Smale no nivel c.

De acordo com as observacoes que antecedem a definigao, se I € C1(X,R) ¢é
limitado inferiormente e satisfaz (PS). para ¢ = infx I, entao o infimo de I ¢é atingido
em X.

Essencialmente, a condigao (PS) foi introduza por Palais e Smale (cf. [33, 47,
36]) em 1963 e 1964. Ao longo dos anos, muitas varia¢oes dessa condi¢ao foram
aparecendo. Em particular, gostariamos de citar uma condigao introduzida por
Cerami [14], em 1986. A condi¢io de Cerami no nivel ¢ € R é satisfeita pelo
funcional I € C''(X,R) se toda sequéncia (u;) C X tal que

lim 1(ug) = ¢ Jim 1) | (14 | x) = 0

k—00

possui subsequéncia convergente. Observe que a condigao (PS). implica na condigao
acima. Porém, o contréario nao é verdade em geral (cf. Exercicio 3.16). Destacamos
que todos os resultados abstratos que apresentaremos daqui por diante continuam
vélidos se trocarmos a condigao (PS) pela condic¢ao introduzida por Cerami.
Observamos ainda que a condigao (PS). é uma condi¢ao de compacidade no

seguinte sentido: se I € C1(X,R) satisfaz (PS), entao o conjunto
K.={ue X : I(u)=c I'(u) =0}

¢ compacto (cf. Exercicio 3.17).

Suponha que I € C'(X,R) é tal que I’ : X — X’ tem a forma I’ = Id — K, com
Id sendo o operador identidade e K : X — X’ compacto. Nesse caso, a verificacao
da condicao de Palais-Smale é equivalente a mostrar que as sequéncia de Palais-
Smale sao limitadas. De fato, suponha que a derivada de I é como acima e seja
(up) € X uma sequéncia (PS) limitada. Como (uy) ¢ limitada e K é compacto,
para alguma subsequéncia (ug,;) C (ux) temos que K (uy,) — u. Logo

}ggo Uy, = ]lggo (I (uk,) + K (ur,)) = u,

o que mostra que [ satisfaz (PS).
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Lembrando que a imersio HZ(§)) C LP(Q) é compacta sempre que 1 < p < 2*
e ) é limitado, podemos usar o argumento acima e o Teorema 1.8 para obter o

seguinte resultado.

Corolério 3.10. Suponha que Q C RY é um dominio limitado e a funcao f satisfaz
(fo) | C@xRR);

(f1) existem c1, co >0 e 1 < p < 2% tais que

1f(z,8)] < e +colsfP™, V(x,s) € QxR

Se (uy) C H}(Q) é uma sequéncia (PS) limitada do funcional

) =5 [ 194 = [ P

entdo (uy) possui uma subsequéncia convergente.

3.4 Exercicios

Atencgao: Nos exercicios abaixo, a menos que se diga o contrario, X é um espaco

de Banach e I € C'(X,R)

3.1. Se I(z,y) = 2% — y?, para (z,y) € R?, entao ¢ = 0 é o tinico valor critico de [

e, para todo € > 0, o conjunto /¢ é conexo enquanto /~° é desconexo.

3.2. Se I(z,y) = (z* +y*)? — 2(2* + y?), para (z,y) € R? entdao c=0e c= —1 sdo

os unicos valores criticos de I. Além disso, para cada a € R, vale

, se a < —1,
I"=<¢ umanel, se —1<a<0,

um disco, se a > 0.

3.3. Mostre que o vetor vy definido em (3.1) é um vetor pseudo-gradiente para [
em u € X. Modifique levemente a construcao de modo a obter um outro vetor

pseudo-gradiente diferente de vy.
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3.4. Suponha que vy, v9 sao vetores pseudo-gradientes para [ em u € X = {ue X :
I'(u) # 0}. Mostre que, para todo t € [0, 1], o vetor tv; + (1 — t)vy tem essa mesma

propriedade. Enuncie e prove um resultado analogo para campos pseudo-gradiente.

3.5. Se X é um espago de Hilbert, I € C'(X,R) e VI(u) # 0, entdao VI(u) é um

vetor pseudo-gradiente para [ em wu.
3.6. Complete os detalhes da demonstracao do Teorema 3.4.

3.7. Mostre que a hipdtese (W1) é suficiente para garantir a existéncia local de

solugbes para o problema (PC').

3.8. Sejam o, e 0,, as solugoes do problema (PC') com dados iniciais uy e vy,

respectivamente. Usando o Lema de Gronwall, mostre que

i [0 (t) — 00y (V)| x < [Juo — vollx exp(pt), Vi€ [0,T],
te[0,T

em que p > 0 é como em (3.3). Isso mostra que, se os dados iniciais estao préximos,

as solugoes associadas permanecem proximas em intervalos compactos de tempo.
3.9. Se K C X ¢é um conjunto nao vazio entdo a funcao u — dist(u, K) satisfaz
|dist(u, K) — dist(v, K)| < ||lu — || x.

Em particular, a funcao distancia de um ponto a um conjunto é uma funcao Lisp-

chitziana.

3.10. Se f,g : X — R sao Lipschitzianas entao a fun¢ao quociente f/g é localmente

Lipschitziana em {u € X : g(u) # 0}.
3.11. Verifique que o campo W definido em (3.5) é localmente Lipschitziano.

3.12. Mostre que a deformacao n dada pelo Lema 3.7 satisfaz as seguintes proprie-

dades:
a) |In(t,u) — ulx <6 para todo (¢,u) € [0,1] x X;

b) I(n(t,u)) < ¢ para todo t € [0,1], u € I°N S;.
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3.13. Verifique que se X = R e I(x) = exp(—x), entao I nao satisfaz (P.S)y. O que
se pode dizer sobre (PS). para ¢ # 0.

3.14. Suponha que X = R e denote por K o conjunto dos pontos critico de I.

a) O funcional I(z) = x satisfaz (PS) mas K = @.

b) O funcional I = 0 nao satisfaz (PS)y e nao satisfaz (PS), e o conjunto K é

todo o espaco R.

c¢) O funcional I(x) = cos(z) satisfaz (PS). para todo ¢ # £1 e K é um conjunto

infinito e ilimitado.

3.15. Suponha que dim X < co e o funcional I é tal que

lim (JI(w)| + | 7(u)]| ') = oc.

llull =00

Verifique que [ satisfaz (PS).

3.16. Se [ satisfaz (PS)., entdo [ satisfaz a condi¢do de Cerami no nivel c¢. Dé um

exemplo de um funcional que satisfaz Cerami no nivel ¢ mas nao satisfaz (PS)..

3.17. Se I satisfaz (PS). entdo o conjunto K. = {u € X : I(u) = ¢, I'(u) = 0} é

compacto.

3.18. Suponha que [ é tal que I’ = L+ K, com L : X — X’ um operador inversivel
limitado e K : X — X’ é compacto. Se toda sequéncia de Palais-Smale é limitada

entdo [ satisfaz (PS).

3.19. Seja Q um dominio limitado e A € R. Considere I : Hj(2) — R definido por

I(u) :== %/ﬂ (IVul* = Au?) dz

a) Se u € H}(Q) é um ponto critico de I, determine de qual problema u ¢ solugao

fraca.

b) Determine valores de A para os quais o funcional acima tem pontos criticos

nao nulos.
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c¢) Discuta a validade de (PS) para I.

3.20 (Lema de Deformagao de Clark). Sejam X um espago de Banach, ¢ € R e
I € C'(X,R) um funcional satisfazendo (PS).. Se ¢ é valor regular de I entao, para
todo € > 0 pequeno, existe 1 : [0,1] x X — X continua tal que, para todo u € X e

t €10,1], valem
(i) 7(0,u) = u;
(i) n(t,u) = u, se u & I (Jc — 2¢, ¢ + 2¢]);
(i) n(1,1¢ts) C I°5;

(iv) se I é par, entao n(1,-) é impar para todo ¢ € [0, 1].



CAPITULO 4

Teorema do Passo da Montanha

Neste capitulo vamos enunciar e provar nosso primeiro teorema abstract de minimax.

Teorema 4.1 (Teorema do Passo da Montanha). Seja X um espaco de Banach e

I € CYX,R) um funcional tal que I1(0) =0 e
(I1) existem p, a > 0 tais que I|sp,0) > o
(Iy) existe e € X tal que |le|]|x > p e I(e) <O0.

Seja

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t))

onde T' = {y € C([0,1], X) : v(0) = 0, v(1) = e}. Entao, se I satisfaz (PS)., o

nivel ¢ € um nivel critico de I, isto €, existe w € X tal que I(u) =c e I'(u) = 0.

O Teorema do Passo da Montanha foi provado por Ambrosetti e Rabinowitz [4]
em um celebrado artigo de 1973. Ele foi o precursos de muitos outros teoremas do
tipo minimax. Existem na literatura muitas versoes do teorema acima. O leitor
interessado pode encontrar algumas delas no livro de Rabinowitz [41]. Uma genera-

lizagdo bem simples (cf. Exercicio 4.1) é observar que as condigoes geométricas (17)
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e (I3) podem ser substituidas por

max{/(0),I(e)} < aézl,}{()) I.

Antes de apresentar a demonstracao Desse importante teorema observamos que,
como I(0) = 0ec > a > 0, o teorema acima nos fornece um ponto critco nao
nulo de I. Outro ponto importante é que, de uma maneira geral, a condi¢ao de
Palais-Smale é necessaria para garantir que ¢ é valor critico. De fato, a funcao
I(z,y) = 2% + (1 — 2)3y* é tal que I(0) = 0, (I}) e (I,) sao satisfeitas, mas o seu

unico nivel critico é zero. (cf. Exercicio 4.2).

Demonstracao do Teorema 4.1. Vamos mostrar inicialmente que o nimero c
definido no teorema ¢ finito. De fato, se v € I', como y(0) = 0 € B,(0), v(1) =
e & B,(0) e v(]0, 1]) é conexo, temos que ¥([0,1]) N 9B,(0) # @. Logo, usando (1),
concluimos que

I t)) >
max (v(t)) = «a,

donde se conclui que ¢ > a > 0.

Afirmacgao: Dado € > 0, existe u € X tal que
(i) e =2 <I(u) <c+ 2
(i) [11"(w)]} - < 2.

Assumindo a veracidade desta afirmacao a prova segue da seguinte maneira:

escolhendo € = 1/k, k € N, obtemos uma sequéncia (uy) C X satisfazendo
I(ug) = ¢ e I'(ug) — 0.

Como I satisfaz (PS). existe uma subsequéncia (uy;) C (ux) tal que ug, — wu.
Lembrando que I € C'(X,R) concluimos que I(u) = ce I'(u) = 0.
Vamos agora provar a afirmacao usando um argumento de contradigao. Suponha

entao que ela nao vale. Entao existe ¢ > 0 tal que

|1 (u)||x > 2e, VuelYc—2ec+ 2e]).
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As propriedades acima continuam sendo validas com & > 0 no lugar de &, qualquer
que seja o valor de ¢’ < . Desse modo, como ¢ > 0, podemos diminuir € se necessario
para supor que
I(e) < I(0) < ¢ — 2e. (4.1)
Aplicando o Lema 3.7 com § = 2 e S = X obtemos n € C([0,1] x X, X) tal que
(a) n(1,u) = u sempre que u & I ([c — 2¢,c+ 2¢]);
(b) n(1,1¢t¢) C I¢=.

Usando a definicao de ¢ obtemos v € I' tal que

I(v() < c+e.
mmax (v(t) <c+e

Defina agora 7 : [0, 1] — X por 7(t) = n(1,7(t)). Usando o item (a) acima e (4.1)

obtemos

7(0) = n(1,7(0)) = n(1,0) =0, (1) =n(1,7(1)) =n(l,e) =e.

Logo 7 € I' e portanto podemos usar (b) para concluir que ¥(t) = n(1,7v(t)) € 1°°¢

para todo t € [0, 1]. Desse modo

c<max I(Y(t)) < c—e,
t€[0,1]

o que é um absurdo. Isso conclui a prova do teorema. O

Apresentaremos na sequéncia algumas aplicacoes do Teorema do Passo da Mon-

tanha.

4.1 Um problema superlinear

Nessa subsecao vamos aplicar o Teorema 4.1 na obtencao de solucao fraca para o

problema

—Au = f(x,u), =€,
(4.2)
u =0, x € 01,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado e f é uma funcao continua com crescimento

subcritico, isto é, f satisfaz
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(fo) feCQxR,R);
(f1) existem ¢p, ca > 0e 1 <p < 2* tais que

|f(z,8)] < e+ cals]P™h, V(z,s) € QxR

Se denotarmos por H o espaco de Hilbert Hg(Q2) com a norma |ul|® = [, |Vul?, a
consideracoes feitas anteriormente mostram que as solucoes fracas do problema sao

os pontos criticos do funcional

Itw) = glelP - | Plo,w),

onde F(z,s) fo f(z, t)dt.

Uma vez que numero p dado pela condigao (f;) é maior do que dois, o probema
acima ¢ conhecido na literatura como um problema superlinear. Um caso particular
importante é o modelo f(s) = |s|P"?s. Ele foi considerado no capitulo anterior,
quando usamos a homogeneidade da fungao f juntamente com o Teorema do Mul-
tiplicador de Lagrange para obter solucao. Vamos considerar agora situacoes mais
gerais, em que f nao precisa ser uma poténcia pura.

O resultado abaixo foi provado por Ambrosetti e Rabinowitz em [4].

Teorema 4.2. Suponha que 2 C RN ¢ um dominio limitado, f satisfaz (fo) — (f1)

e
(f2) hm f(:” ) — 0, uniformemente para x € §Q;
(f3) existe u > 2 tal que
0 < pF(z,s)<sf(x,s), Vs#0,
em que F(z,s) = [ f(
Entao o problema (4.2) possui pelo menos uma solugao fraca u # 0.

Demonstracao. Vamos mostrar que o funcional associado ao problema satisfaz

todas as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha.
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Dado € > 0, podemos usar (fy) para obter § > 0 tal que
|f(z,s)] <elsl, V]s| <4,

e portanto

[P(z,s)] < Sl ¥ |s| <0
Por outro lado, integrado a desigualdade em (f;) obtemos c¢3 > 0 tal que
|F(z,s)| < cils| 4+ csls|P < (5 +ca)|s]P,  V]s| >,
em que ¢y = maxgsscy|s|' P > 0. Desse modo
|F(z,5)] < %|S|2 teslsl?, VseR.

Dada agora v € H podemos usar a desigualdade acima, Poincaré e a imersao

H — L?(Q) para obter
ol =5 [ fuP=es [ jap

—HHQ—————

A (€2)
_ % (1 _ ﬁ — 206||u||p2) [Jul[ %

2

Escolhendo & = A\;(Q)/2 e p = (8¢g)"/®77), obtemos I(u) > £- = a > 0 sempre que

I(u)

v

v

lull® — collull?

|u|| = p. Logo I satisfaz (1;).

A fim de verificar (/3) note que a condigao (f3) implica que

flxt) _p

Desse modo, integrando a desigualdade acima no intervalor [1, s], obtemos
In F(z,s) —InF(x,1) > plns,

ou ainda,

F(z,s) > F(z,1)s", VYaxeQ, s>1.

Como F é continua em Q x [0, 1], temos que

F(z,s) > F(x,1)s" —¢;, Yax e, s>0,
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para alguma constante ¢; > 0. Quando t < 0, temos a desiguldade reversa em (4.3).
Assim, tomando s < —1, integrando no intervalo [s, —1] e procedendo como acima
vamos obter F(z,s) > F(x,—1)(—s)* para todo = € €, s < —1. Assim, existem

constantes cg, cg > 0 tais que
F(z,s) > cs|s| —cy, Ve seR (4.4)
Fixada agora uma funcao u € C§°(€2) \ {0}, a expressao acima implica que
t? 2 H H
I(tu) < Sllull” = esftl [ ful* + cl€2],
Q

onde || denota a medida de Lebesgue do conjunto 2. Como p > 2, concluimos
que que limy ., I(tu) = —oo quando t — oo. Podemos entao fazer e = tu, como ¢
suficientemente grande, de modo que |le|| > p e I(e) < 0. Isso mostra que I satisfaz
(L2).

Como 1(0) = 0, resta somente verificar que [ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale
no nivel ¢. Seja entdo (ug) C H tal que I(ug) — ¢ e I'(uy) — 0. De acordo com
o Corolario 3.10, é sufciente mostrar que a sequéncia é limitada em H. Denotanto

por ox(1) uma quatidade que se aproxima de zero quando k — oo, temos que
1" (e e < (2" Cuage) | e e[| = 0 (1) ]
Desse modo, podemos usar (f3) para obter

¢+ op(1) + op(1)[Jul] = f(uk)Jr%f'(uk)uk

= (52 ) bl = [ (P - L)

> B T2
= |

Suponha, por contradi¢do, que (u;) nao seja limitada. Entao, a menos de sub-
sequéncia, deverfamos ter |lug]| — oo. Dividindo a expressao acima por [jug|?* e
fazendo k — oo concluirfamos que (@ —2)/2pu < 0, o que nao faz sentido, visto que
i > 2. Desse modo, a sequéncia é limitada e portanto [ satisfaz Palais-Smale no
nivel ¢ do Passo da Montanha. Aplicando entao o Teorema 4.1 obtemos u # 0 tal

que I(u) =ce I'(u) = 0. O teorema esta provado. O
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Observe que u = 0 é uma solugao (trivial) do problema (4.2). O teorema acima
nos fornece uma segunda solugao u # 0. As hipdteses (f2) e (f3) podem ser enfra-

quecidas de diversas maneiras (cf. Exercicio 4.4). Além disso, definindo

Foles) = @9 ses 20,

0, se s < 0.

e considerando o funcional

L) = 5llul? - [ Pofau),

onde F(x,s) = fos fi(z,t)dt, podemos proceder como antes para obter um ponto
critico nao trivial w € H tal que w > 0. Se a fungao f for um pouco mais regular,

por exemplo se ela satisfizer
(fo) f ¢ localmente Lipchitziana em Q x R,

podemos usar resultados de regularidade eliptica para concluir que u € C%(Q)NC(Q)
e dai, usando o Principio do Maximo, podemos provar que @ > 0 em §2 (cf. Exercicio
4.5). Um truncamento andlogo nos permite encontrar ainda uma solugao negativa.
Pode-se mostrar que, além dessas duas solucoes, o problema possui uma terceira
solugao que muda de sinal em Q (cf. [49, 6, 12]). Além disso, se a fungao f é impar,
veremos posteriormente que o problema possui uma infinidade de solugoes.

A condigao (f3) usada acima é conhecida como condic¢ao de superlinearidade de

Ambrosetti e Rabinowitz. Vimos que ela implica que
F(SL’,S) ZCS|S|“_097 VS€R7

com u > 2. Observe que uma condi¢ao mais fraca de superlinearidade seria supor

que

F
lim (z,5)

1 -— = +00, uniformemente para z € €. (4.5)
s|—00 S

No entanto, ainda nao se sabe se é possivel obter solugao para o problema somente
com as hipdteses (fy) — (f2) e a condicdo acima. Existem varios resultados no
sentido de substituir (f3) por algum outro conjunto de hipéteses. Dentre aqueles

que utilizam técnicas variacionais destacamos os resultados de Costa e Magalhaes

[18] (veja Exercicio 4.6), Schechter e Zou [44] e Miyagaki e Souto [32].
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4.2 Um problema de autovalor nao linear

Nessa subsecao vamos considerar o seguinte problema

—Au=Af(u), z€Q,
(4.6)
u =0, x € 01,

onde  C RY é um dominio limitado, f satisfaz (%), (fa) e
(f1) existe r > 0 tal que f(s) > 0em (0,7) e f(r) =0.

Vamos provar um resultado de multiplicidade de solucoes para valores grandes do

parametro A. Mais especificamente, vale o seguinte:

Teorema 4.3. Suponha que Q C RY é um dominio limitado e f satisfaz (j/z), (f2) e
(f1). Entao existe \* > 0 tal que, para cada A > \*, o problema 4.6 tem pelo menos

duas solucoes positivas.

Demonstracao. O primeiro passo é definir o seguinte trucamento da funcao f:

F(s) = f(s), sese]0,r]
0, se s & [0,r].

Essa nova fungao claramente satisfaz (ﬁ]) e (f1) — (f2) de modo que, para cada

A > 0, o funcional I : H — R definido por

1

Bw) = 3l = [ Fa)

onde F(s) = [ f(t)dt pertence a C'(H, R), onde estamos denotando por H o espago
H{(£2) munido com a norma ||ul|* = [, |Vul|®.
Suponha que u € H é um ponto critico nao nulo de 7. Como f(s) =0se s <0,

se definirmos v~ (x) := max{—u(x), 0}, temos que f(u)u~ =0, e portanto

o:&wm-z—w1P+/fmm-=—w1R

A expressiao acima mostra que u > 0 em €. Além disso, a regularidade de f garante

que u € C*(Q)NC(Q) e portanto podemos usar o Principio do Maximo para garantir
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que u > 0 em Q. Definido agora o conjunto Q, = {z € Q : u(x) > r}, podemos
usar a continuidade u para garantir que v = r em 02,.. Lembrando que f(s) = 0 se

s > r, concluimos que, se o conjunto 2, for nao vazio, entao

—Au=0, z €,
u=r, x € 08),.

O Principio do Maximo implica entao que u = r em €,., o que contradiz a definicao
deste conjunto. Assim, qualquer ponto critico u # 0 de I, tem imagem contida
no intervalo (0,7), de modo que f(u) = f(u), isto é, u é uma solugdo positiva do
problema original (4.6).

Suponha que (u;) C H é uma sequéncia tal que Iy(u,,) < M. Como |F(s)| < cyls|
e portando podemos usar a imersao de Sobolev H < L'(€) para obter

M > Iy(us) > g el = Aeslhul,

o que mostra que (u;) é limitada em H. Uma vez que f satisfaz (f), concluimos
que I, satisfaz Palais-Smale. A desigualdade acima também mostra que I é coer-
civo. Como I, leva conjuntos limitados em conjuntos limitados, concluimos que Iy
¢ limitado inferiormente e portanto fica bem definido

¢y = inf I)(u).

ueH

Seja (up) C H um sequéncia tal que Iy (u3) — cx. De acordo com as observagoes
que sucedem o Lema 3.8, podemos supor que I4(u;) — 0. Usando a condicio de
Palais-Smale sabemos que, a menos de subsequéncia, u; — u* fortemente em H.
Usando a regularidade de I, concluimos que I} (u?) = 0 e I, (u") = cy. A esta altura,
ainda pode ocorrer u* = 0, de modo que precisamos trabalhar um pouco mais para
obter solugao nao nula.

Seja entao ¢ € E'\ {0} uma fungao tal que p(z) € [0,r) para todo = € Q. Segue
de (f4) que [ F(p) > 0 e portanto existe A* > 0 tal que

1

I(p) = §||s0||2 — A/F(<p) <0, VA>\.
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Fixado entao A > \*, a desigualdade acima mostra que ¢, < 0. Logo, como visto
anteriomente, existe um ponto critico u* € H\ {0} tal que I} (u) = 0 e I,(u?) = cy.

Como I,(0) = 0, a funcao u*

¢ uma solu¢ao positiva de (4.6).
Vamos obter uma segunda solucao aplicando o Teorema 4.1. Note inicialmente

que podemos usar (f1) — (f2) e 0o mesmo argumento da se¢ao anterior para obter

1 € _ 1/1 _
B 2 5 (1= A5 oy — 2Aealul?™ ) Tl = 5 (5~ 2dcall ) ul?
onde escolhemos € = A\1(€2)/(2)). Assim,
1
1) = Ll ¥l < (83ci) V7. (@7)

Definindo entao

p) = min {(8)\06)1/(2_p) M}
_ )

podemos usar a tltima desigualdade para concluir que I satisfaz (I;) com p = py
e a = p3/8. Além disso, I satisfaz (I5) com e = u*, pois |[u*]] > px e I\(u*) < 0.
Segue do Teorema do Passo da Montanha que existe um ponto critico u* # 0 tal

que I, (@) > 0. Esse ponto critico é uma solucio positiva de (4.6) que é diferente

de u* por ter energia positiva.

4.3 Um problema em RY

Em toda esse secao vamos indicar por H o espaco de Hilbert H'(R"™) munido se

sua norma usual, a saber |[ul| = ([(|Vul? + u?))'/?

. Além disso, para simplificar a
notagao, vamos escrever somente [ f para denotar fRN f.
O objetivo da secao é usar o Teorema do Passo da Montanha para provar o

teorema abaixo:
Teorema 4.4 (Ding e Ni [20]). Suponha que 2 < p < 2* e Q satisfaz
(Qo) Q@ € C(RV,R);

(@) 1= inf Q) = Im Q). Q#1.

zERN
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Entao o problema
—Au+u = Q(z)|ulPu, xeRY,
u € HYRY),

possui pelo uma solucao fraca nao nula.

A demonstracao do teorema acima requer uma série de passos. O primeiro deles

é estudar o problema limite associado, ou seja, o problema para o caso em que () = 1:
—Au+u=|uf2u, uec H'(RY).

Esse problema estd relacionado com a constante da imersao de H em LP(RY). Mais
especificamente, com o problema de minimizacao

Sp:inf{/RN(|Vu|2+u2) ; ueHl(RN),/

lu|P = 1} . (4.9)
RN
Uma vez que H — LP(RY) verifica-se facilmente que S, > 0. Desse modo, podemos
tentar argumentar como no inicio do Capitulo 2 para provar que a constante S, é

atingida. Facamos isso, considerando (ux) C H uma sequéncia minimizante, isto é,

P=1, 1 =5
[ =1 Jim = s,

Como (uy) é limitada temos que uj, — u fracamente em H'(RY). Logo,
|ul|* < liminf [Jug]|* = S,.
k—o0

Se tivéssemos [ |u[’ = 1, entdo o problema estaria resolvida, pois concluirfamos
que a constante S, era atingida em u. Dai, era suficiente usar o Teorema do Mul-
tiplicador de Lagrange como antes para obter uma solugao do problema limite. O
problema aqui ¢ que, como R é ilimitado, nao temos mais a compacidade da imersao
HY(RY) — LP(RY).

O argumento utilizado para mostrar que a constante S, ¢ atingida é um pouco
mais delicado e esta baseado em dois resultados técnicos que apresentamos a seguir.
Destacamos que ambos tém importancia em si mesmos, e sao largamente utilizados

em diversos problemas que envolvem técnicas variacionais.
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Antes de apresentarmos o primeiro resultado vamos lembrar que, se (ug) C LP(S2)
é uma sequencia limitada, podemos supor, a menos de subsequéncia, que up — u

fracamente em LP(§2) e uy(z) — u(z) q.t.p. em €2, para alguma fungao u € LP(12).

/\u\pgliminf/ |ug|?,

com igualdade ocorrendo se, e somente se, a convergéncia de u para u é forte.

Segue do Lema de Fatou que

. L. : . »
Em um artigo de 1983, Brézies e Lieb mostraram que a diferenca |ul, — [ug[}, o) se
comporta exatamente como |u, — ul,, quando k — oco. Mais especificamente eles
mostraram que

July = lim (Jugly — Jux = ul}). (4.10)
De fato, vale um resultado mais geral, que apresentamos abaixo.

Lema 4.5 (Brézis-Lieb [10]). Seja H : R — [0,00) um func¢ao continua tal que
H(0) = 0. Suponha que, para cada € > 0 dado, existe C. > 0 tal que

|H(s+t)— H(s)| <eH(s)+ C.H(t), Vs, teR. (4.11)

Seja (ug) uma sequéncia de fungoes mensurdveis no aberto ) satisfazendo uy(x) —
u(z) g.t.p. em Q, supy, [ H(ux) < o0 e [, H(u) < co. Entdo sup, H(ur — u) < 00
e

lim /Q\H(uk) — H(u) — H(up —u)| = 0.

k—o0

Demonstragao. Observe inicialmente que (4.11) implica que
1
H(up —u) — H(ug) < |H(ug) — H(ug —u)| < §H(uk —u) + CypoH (u).

Logo
H(up —u) <2 (H(uk) + Cl/gH(U)) ,

e portanto M = sup,, [, H(ur — u) < co.

Dado ¢ > 0, considere a funcao

hye = (\H(uk) ~ H(u) — H(uy — )| — H (uy, — u))+, v e Q.
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Observe que, se |H(uy) — H(u) — H(uy — u)| > eH(uy — u), entdo podemos usar
(4.11) para obter

hie = |H(up) — H(u) — H(uy — )| — eH(uy — u)
< |H(ug) — H(ug —w)| + H(u) — H (uy — u)
< eH(uy —u) + C.H(u) + H(u) — e H(uy, — u)
= (14 C.)H(u).

No caso em |H (uy) — H(u) — H(ux — u)| < eH(up — u), temos hy . = 0 e portanto

a desigualdade acima é trivialmente satisfeita. Desse modo, concluimos que
el < (14 Co)H (u).

Como limy_y by (2) = 0 q.t.p. em €, segue do Teorema da Convergéncia Dominada

que limy_, fQ hie = 0.

Observe agora que hy . > |H(uy) — H(u) — H(ux, — u)| — eH (ug — u), ou ainda,
|H(ug) — H(u) — H(ug, — u)| < hge +eH(up —u).
Isso implica que

limsup/Q |H (ug) — H(u) — H(ug, —u)| < Me.

k—o0
e o resultado segue fazendo ¢ — 0. U
Nao é dificil ver que a funcao H(s) = |s|P satisfaz a condi¢ao (4.11) quando

p > 1. Logo, a equacao (4.10) se verifica (cf. Exercicio 4.9). De fato, a condicao
(4.11) se verifica para qualquer funcao convexa.

O segundo resultado que vamos precisar é devido a P.L. Lions.

Lema 4.6 (Lions [29]). Sejam r >0 e 2 < g < 2*. Se (ux) € HY(RY) € limitada e

lim sup/ lug|? | =0,
ko0 \yerN J B, (v)

entio up — 0 em LP(RYN) para todo 2 < p < 2*.
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Demonstragao. Para cada z € RY, s € (¢,2%) e u € H'(R"), podemos usar a de-
sigualdade de interpolagao (cf. Exercicio 1.6) e a imersao H'(B,(z)) — L* (B.(z)),
para obter

[u| s |U|(1 5 |u|
Ls(Br(2)) =X Li4(Br(2)) | 71 L2* (B, (2))

. A2
(1
< 01|U|Lq(3)(z)) (/B ( )(|VU|2 +u2)) )

onde A € (0,1) é dado por

(s—q) 2°
(2r—q) s

Como limg_,, A(s) = 0, limy_,0+ A(s) = 1 e 2/s € (0,1), é possivel escolher s € (g, 2")

A=A(s) =

de maneira que A = 2/s. Para essa escolha, temos que

s (1-X)s
[l < e, [ (P
r(2) Br(z)

(1=N)s/q
< o sup/ |u|? / (|Vul* + u?)
yeRN J B, (y) Br(2)

Considere uma cobertura do RY por bolas de raio r > 0 de modo que cada ponto
z € RY intercepte, no maximo, (N + 1) bolas. Passando para uma subcobertura
enumeravel temos que RY = [J°2; B,(2;), para alguma sequéncia (z;) C RY. Assim,

usando a estimativa acima, obtemos

lul* < lim /
four < S f
(1-XN)s/q m
< ¢ sup/ |u|? lim Z/ (|Vul* + u?).
yERN J B, (y) M I Br(%)

Denotando por xp,(.;) a funcao caracteristica da bola B, (z;), temos que

/ Xin(e (2) (| Vuf? + )

ZXBT(ZJ ) |VU‘2—|—U2) (413)

(4.12)

NE
e
3
=
+
:N
I
uMs

< (N+1)/RN(|Vu|2+u2),
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em que usamos na ultima estimativa o fato de cada ponto z € R interceptar no

méaximo (N + 1) bolas. A expressao acima, (4.12) e (4.13) implicam que

(1-N)s/q
/ |uk|SsC3<N+1><sup / |u|q> / (Varf? + 2),
RN yeRN J B, (y) RN

e portanto segue das hipéteses do lema que uy, — 0 in L*(RY).

Considere agora p € (2, s) e note que, por interpolagdo novamente,
: : l—« «
lim |ugl, < lHm |ugly *ugls =0,
k— o0 k—o00

para algum « € (0,1), em que usamos a limitacao de (uz) em L*(RY). Como (uy)
também ¢ limitada em L?" (RY), um argumento andlogo mostra que uy — 0 em

LP(RY) se p € (s,27). O

Estamos prontos para mostrar que o problema de minimizagao possui solucao.

Proposigao 4.7 (Lions [29]). Seja (u) € H'(RY) uma sequéncia minizante para
o nimero S, definido em (4.9). Entao existe uma sequéncia (yx) C RY tal que a
sequéncia transladada (vi,) := (ug(-+yx)) possui uma subsequéncia convergente. Em
particular, a constante S, € atingida em uma funcao v € H'(RN)NC?*RY) positiva

em RV,

Demonstracao. Como |ug|, = 1, podemos usar o Lema 4.6 para obter r > 0 tal

0 := liminf sup/ luglP ] > 0.
koo \verN JB.(y)

Desse modo, existe uma sequéncia (y,) C RY tal que (cf. Exercicio 4.10)

5
/ P > <. (4.14)
Br(yr) 2

Definindo vg(z) := ug(z +yx), podemos usar a invariancia de RY por translagoes

que

para mostrar que |v,|, = 1 e |[v,|*> = S,, isto é, (vx) € H'(RY) é também uma

sequéncia minimizante para S5,. Além disso

5
/ P = / ul? > 2. (4.15)
»(0) Br(yx)
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Como (vy) é limitada temos que, a menos de subsequéncia,

Vp =, fracamente em H'(RY),

Vg = U, fortemente em L7 (RV),

() = v(z), q.t.p. em RY.
Observe que a defini¢ao de S, implica que |[v]|* > S,[v|?, para toda v € H'(RY).
Desse modo, usando a convergéncia fraca acima e o Lema de Brézis-Lieb (cf. equagao
(4.10)) obtemos

Sp = lim [lu[* = [Jv]* + lim [jox —olf?
k—o0 k—o0

> S,Juf2 4 lim Sl — of
= Splvly + Sp(1 = [v[p)*”
= Sy {(Wp)*? + (1 — [ufp)*?} .
Como v, — v em LP(B,(0)), a inequagao (4.14) implica que fBT(O) luP > 6/2,
e portanto |v[? # 0. Suponha, por contradicao, que |v[) < 1. Entao, como v # 0,

devemos ter |v[5 € (0, 1). Lembrando que (a+b)" < a'+b', sempre que a, b, t € (0, 1),

e fazendo a = |[v[), b =1 —[v|P e t = 2/p na expressao acima, obtemos
Sp = S, {0 + (1= [ol)?} > S, {Jofy + 1= o} = 5,

o que é um absurdo. Logo [v[? = 1 e portanto a constante S, é atingida no ponto

v € HYRY). Isso implica que
2 - 2
= = l m
[0l = 5, = lim floel?,

donde se conclui que v, — v fortemente em H!(RY).

Note que, substituindo (uy) por (|Jug|), podemos sempre supor que a sequéncia
minimizante tomanda no inicio da demonstracao é formada por fungdes nao negati-
vas. Isso mostra que v > 0 em R”Y. Usando o Teorema do Multiplicador de Lagrange
obtemos A > 0 tal que

—Av+v =P, emRY.

Usando a teoria de regularidade e o Principio do Méximo concluimos que v € C?*(RY)

ev>0emRY.
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Voltemos agora a considerar o nosso problema inicial, qual seja

—Au+u = Q(z)|ulP?u, xeRY,
ue HY(RY),

com @ satifazendo (Q) — (Q1). Como @ € L>®(RY) podemos aplicar o Teorema 1.8

para mostrar que o funcional energia associado

fw) =5 [(val+ ) = [ Q@ = el = [ @a)lur

pertence a C'(H,R). Além disso, os seus pontos criticos sao exatamente as solugoes
fracas de (4.8). Como u = 0 é claramente uma solugao, estamos interessados em
obter pontos criticos nao nulos.

Observe que a imersao H < LP(RY) nos permite obter ¢; > 0 tal que

1 1 1 1 _
1 2 hal? = 1@ [ 1o gl = el = Jul? (5 - elllP).

Logo, podemos proceder como na secao anterior para mostrar que [ satisfaz a

condicao (/1) do Teorema do Passo da Montanha. Além disso, se u # 0, entao

lim I(t T P =
i I (tu) = o u] 5 Qx)|uf’ = —oo,

e portanto / também satisfaz (Iy). Uma vez que [(0), concluimos entdo que o
funcional satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha. O problema é que,
como a imersao H — LP(RY) nao é compacta, o argumento usado anteriormente
nao funciona para demonstrar Palais-Smale. De fato, nesse caso, a limitacao de uma
sequencia de Palais-Smale nao garante que ela possua subsequéncia convergente.
Para contornar a perda de compacidade da imersao vamos inicialmente mostrar,

por um argumento indireto, que I satisfaz (PS). para alguns valores de c.

Lema 4.8. O funcional I satisfaz (PS). para todo ¢ < c¢*, onde ¢* é dado por

= 11 Sp/(p=2)
2 p)?
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Demonstragao. Suponha que (ux) C H é tal que I(uy) — ¢ < ¢ e I'(ug) — 0.

Como na secao anterior, temos que

1 1 1
e+ on(Dluel + (V) = Hwn) = 2 ' unys = (5= 2 ) P,

onde 0x(1) denota uma quantidade que vai para zero quando k — +o00. Isso mostra

que (ug) C H e portanto, a menos de subsequéncia, temos que

up — U, fracamente em H,
u — u, em L; (RY), 1<s<2"—1, (4.16)
up(z) = u(r), q.t.p. em RV,

Considere p € C(RY e seja K = supp . A convergéncia pontual acima implica
que Q(z)|ug/P2urp — Q(x)|ulP 2up q.t.p. em K. Além disso, como uj — u em

LP~Y(K), existe uma fungao ¢, € LP~H(K) tal que |ug| < 1,1 q.t.p. em K. Logo

| Q@) u"*ure| < 1Qlsolloolurl”™ < |Qlucl@loc|trp-1 ", a.t.p. em K.
Como o lado direito acima estd em L'(K'), podemos usar o Teorema da Convergéncia

Dominada para obter

k—o0

lim /Q(x)\uk\pzusz ]}LI{)IO/KQ(SU)WMP%WZ /KQ(:c)|u|p2u<p: /Q(x)|u|p2wp_
Logo, passando a igualdade
oul1) = I = (s )y = [ Qo g
ao limite, e usando as propriedades de (uy), concluimos que
0= (wehmam — [ QP Pup=u)e, V¥ e CERY).

Segue entao por densidade que I'(u) = 0.
Como 0 = I'(u)u = ||lul* = [ Q(x)|u|?, obtemos

1w = gl = 1 [ @l = (5 -2 ) Il = 0.
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Definindo v, = u, — u e utilizando o Lema de Brézis-Lieb, temos que

Ja@tar = [e@lr+ [Q@lul + o)
= [ewmpr+ [k + [@w) - ik + o))

Vamos estimar a tltima integral acima como segue. Dado € > 0, existe R > 0 tal

(4.17)

que |Q(z) — 1| < g, sempre que |z| > R. Logo

@@ -vwr| < [ je@-twr [ -t
Bg(0) RN\ B (0)

s<@u+n/ ww+g/ e
Br(0) RN\BRr(0)

< (1@loe + 1)ox(1) + ey,

em que usamos, na ultima desigualdade, o fato de vy — 0 em LP(Bg(0)) e a limitagao

de (v;,) em LP(RY). Segue entdo da expressao acima que

lim sup ’/ ) — 1)|vg]?
k—o00

Como ¢ > 0 ¢ arbitrdrio, devemos ter [(Q(z) — 1)|vg[P — 0 quando k — co. Segue

< eq.

entao de (4.17) que

/Q(wﬂuk\pZ/Q(x)lulp+/\vk\p+0k(1)- (4.18)

Observe agora que, usando a expressdo acima e a convergéncia fraca de (uy),

obtemos

o) = Fluue = sl = [ Qo)
= P + ol = [ @@l = [+ ou()
= Pt ul? = [ P+ oul0)

Como I'(u)u = 0, segue da expressao acima que existe b > 0 tal que
lim ||vi]|? = b= lim /|vk|p.
k—o0 k—o0

Vamos mostrar que b = 0. Usando a defini¢ao de S, temos que [Jvg||* > S |vx2.

Passando ao limite e usando a expressao acima concluimos que

b > S,bP.
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Suponha entao, por contradicao, que b > 0. Nesse caso, a desigualdade acima

implica que b > S2/*~? ¢ portanto

1 1 1 1
* - p/(P=2) <« [ Z _ Z ). 4.1
¢ (2 p) Sp - <2 p) b ( 9)

Por outro lado, usando (4.18) novamente, obtemos

I(w) = www——/@ ) ux P

1
= Sl 3l =+ [ Q@ = [l + o)
)+ gllll = > [ P+ ou(1)
== u — ||V - = v (] .
2k D k k

Passando ao limite e lembrando que /(u) > 0, concluimos que

o que contradiz ¢ < ¢*. Logo b = 0, isto &, ||uy, — u||*> — 0. Concluimos entao que
ur, — u fortemente em H, e o lema estd provado. O

Estamos prontos para provar o resultado principal dessa secao.

Demonstracao do Teorema 4.4. Conforme observado anteriormente, existem
p, a > 0 tais que
I(u) >a>0, V|ul=p

Seja v € H dada pela Proposigao 4.7, isto é, [v|, = 1 e ||v]|* = S,. Considere a

funcao t — I(tv), para t > 0. Essa fungao atinge seu maximo no ponto ¢ dado por

- ”UH2 1/(p—2)
t= .
fcem

Sendo assim, denotando a = |[v]|* e b = [Q(x)|v’ e efetuando alguns cdlculos,

2/(p—2) 1 sa\»/(r—2)
(—) o)
p \b

HUHZ p/(p—2)
{ |v\”)2/p} '

temos
max [(tv) = I(tv) =

>0
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De acordo com a condi¢ao (Q1), existe uma bola B C R tal que Q(z) > 1 para

todo x € B. Assim, como o infimo de @ é igual a 1, concluimos que

[awr> [
Desse modo

1 1 2 p/(p=2) 1 1
max [ (tv) < [ = — — el — (= 2) gp/=2) —
>0 2 p ([ Jvlp)?/® 2 p)"”

Como limy_, I(tv) = —oo podemos escolher e = tyv, com ¢y > 0 suficientemente
grande, de modo que |le|]| > p e I(e) < 0. Para essa escolha de e, considere o nivel

minimax do Passo da Montanha, a saber

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t))

onde I' = {y € C([0,1], X) : v(0) = 0, v(1) = e}. Tomando o caminho 7(t) = te,

para t € [0, 1], obtemos

trél[a}f} I(v(t)) = trg[(zﬁ(} I(ttov) < max I(tv) < ¢,

o que mostra que ¢ < c¢*. Segue do Lema 4.8 que [ satisfaz (PS).. Portanto,
podemos usar o Teorema do Passo da Montanha para obter um ponto critico u # 0
do funcional I. Isso prova o teorema. O

O Teorema 4.4 foi provado por Ding e Ni [20] em 1986. O Lema 4.8 é um
ponto crucial na demonstracao e foi inspirando em um resultado anterior de Brézis
e Nirenberg [11]. Na verdade, ndo ¢ dificil modificar a demonstracdo acima para

verificar que, de fato, o problema possui uma solugao positiva (cf. Exercicio 4.11).

4.4 Exercicios

Atencao: Nos exercicios abaixo, a menos que se diga o contrario, @ C RY é um

aberto limitado de classe C.

4.1. Suponha existem p > 0 e e € X, ||e]| > p tais que

max{/(0),I(e)} < ags(fo) I =a.
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Prove que o nivel minimax ¢ definido no Teorema do Passo da Montanha é tal que

¢ > «a e que ele é valor critico se I satisfaz (PS)..

4.2. Mostre que I(z,y) = 2*+(1—x)%y* é tal que 1(0) = 0, (I;) e (1) sdo satisfeitas,
mas o unico nivel critico é zero. Conclua que I nao satisfaz (PS) no nivel ¢ dado

pelo Passo da Montanha.
4.3. Discuta a validade do Teorema 4.2 para 1 < p < 2 (cf. Exercicio 2.7).

4.4. Mostre que, no Teorema 4.2, as hipdteses (f2) e (f3) podem ser substituidas

por

(j/;) liH(l] @ = A < Ay, uniformemente para x € €2;
s5—

~

(f3) existem p > 2 e sy > 0 tais que

0 < puF(x,s)<sf(x,s), Yxel, |s|> s

4.5. Sob as mesmas hipotese do Teorema 4.2, mostre que existem solucoes u, u €
H}(Q) tais queu > 0 e u < 0. Se, adicionalmente, a funcao f é localmente Lipschitz,

entaouw > 0eu <0 em €.

Sugestao: para encontrar uw considere fi : 2 x R — R definida por

fi(z,s) = { f(z,s), ses=0,

0, se s < 0.

Para a segunda parte use regularidade eliptica e o Principio do Maximo.

4.6 (Condigao de nao-quadraticidade [18]). Suponha que f satisfaz (fy) — (f2) €

(f5) existe 5 € (A, +0o0] tal que
lim f(x,s)

|s|—o0 S

> (3, uniformemente para z € €2;
(NQ) |1‘im [f(z,s)s —2F(x,s)] = 400, uniformemente para x € ).
S|—00
Entao o problema (4.2) possui pelo menos uma solugao fraca u # 0.
Sugestao: Utilize o Lema de Fatou e (NQ) para mostrar que o funcional associado ao problema
(4.2) satisfaz a condi¢ao (Ce). para todo ¢ € R. Em seguida, lembre que o Teorema do Passo da

Montanha vale com essa condicao de compacidade mais fraca.
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4.7. Mostre que a funcao f(s) = F'(s), onde F(s) = s*In(1 + s?) é tal que

lim & =+o0, lim @ =0,

[s| 200 S |s|—o0 ‘8‘58 N
para todo 0 > 0. Além disso, f nao satisfaz a condicao de superlinearidade de

Ambrosetti-Rabinowitz (ﬁ,), mas satisfaz (4.5), a condigdo (f5) e a condicao de

nao-quadraticidade (N@), ambas dadas no Exercicio 4.6.

4.8 (cf. [44]). Seja I o funcional associado ao problema (4.2) e suponha que a fungao
[ satisfaga (fo) — (f1) e (4.5). Dado p > 0 qualquer, mostre que existe e € H} () tal
que [[e]| ga ) > p e I(e) <0 (cf. condigio (I3) do Teorema do Passo da Montanha).
Sugestdo: Use a continuidade de F(z,s) e (4.5) para mostrar que, dado M > 0, existe Cps > 0
tal que F(z,s) > Ms? — Cyy, para todo z € Q, s € R. Em seguida, escolha ¢ € HE () \ {0} com

norma pequena, estime I(t¢) e faga t — oo.
4.9. Verifique que a fungao H(s) = |s|P, com p > 1, satisfaz a condigao (4.11).
4.10. Complete a demonstracao da Proposicao 4.7 mostrando que
a) existe uma sequéncia (y,) C RY satisfazendo (4.14);
b) (a+b)' < a'+b', sempre que a, b, t € (0,1).
4.11. Verifique que a demonstracao do Teorema 4.4 permanece inalterada se consi-

derarmos, no lugar de I, o funcional

1

L = 5l =+ [ @)ty

Denotando por v € H*(R™) o ponto critico dado pelo Teorema do Passo da Mon-
tanha, calcule I’ (u)u~ para concluir que v > 0 em RY. Regularizando a solucao e
usando o Principio do Maximo, prove que u > 0 em RY. Descreva um procedimento

simples que nos permita encontrar uma segunda solucao que é negativa em RV,



CAPITULO b

Teorema do Ponto de Sela

Para provar o nosso préximo teorema de minimax vamos utilizar o conceito de
grau topoldgico de Brouwer. No que segue, faremos uma breve exposicao das suas
principais propriedades.

Seja Q € RY um aberto limitado, ¢ € C*(Q,RY) e y € RY tal que y € »(99).

Estamos interessados em resolver a equacao

p(r) =y.

Supondo que y é um valor regular de ¢, isto é, ¢'(z) # 0 para todo z € p~*({y}),
podemos usar o Teorema da Fungao Inversa para garantir que o conjunto ¢ *({y})
contém somente pontos isolados. Como y & ¢(9) e Q é compacto, o conjunto

0 '({y}) é finito, e portanto fica bem definido (cf Exercicio 5.1)

> sendety(x), sep'({y}) # 2,
deg(p,Q,y) = ¢ *€» (D) (5.1)

0, caso contrario.

Usando a definigao acima podemos facilmente provar as seguinte propriedades

(cf. Exercicio 5.2).
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(GR1) (Normalizacdo) se Id: Q — R¥ ¢ a aplicacao identidade entdo

1, seye),
0, sey¢

deg(Id, ©,y) =

(GR2) (Excisao) se deg(p, 2, y) # 0, entao a equagao p(z) = y possui solu¢ao em §;

(GR3) (Aditividade) se Qy, Qy C Q sdo tais que QN =T ey € o(Q\ (2, UNQ)),
entao

deg(p, 2, y) = deg(p, U, y) + deg(p, 2, v);

(GR4) (Continuidade) deg(y, 2, y) = deg(v, 2, y), sempre que || — || (g, € sufici-

entemente pequeno;

(GR5) (Invariancia por Homotopia) se H € C([0,1] x Q,RY), y & H([0,1] x 9Q) e y
é um valor regular de H(t,-) € C'(Q, RY) para todo t € [0, 1], entdo

deg(H(t,-),Q,y) = constante, V t € [0,1].

A definicao acima pode ser estendida para valores criticos de ¢ e para fungoes
que estao em C(Q,RY). Essa extensao ¢ feita por aproximacao e preserva todas as
propriedades acima, com o conceito de proximidade em (GR4) podendo ser tomado
na topologia de C(Q).

Utilizando a homotopia H (t, ) = ty(z) + (1 — t)p(z), podemos facilmente veri-

ficar a seguinte propriedade:
(GR6) Se ¢, ¥ € C(Q,RY) sao tais que ¢ =1 em 0Q e y € ©(0N), entdo
deg (e, ©2,y) = deg(y, 2, y).

Finalizamos essa breve introducao com uma observacao interessante. Considere

D a colecao de todos os subconjuntos abertos e limitados de RY e defina
M={(p.Qy) : QeD, p e C(QRY), y e R\ p(00)}.

Pode-se mostrar que existe exatamente uma funcao d : M — Z satisfazendo as

propriedades (GR1), (GR3) e (GR5) acima. Essa funcao ¢é definida, para fungoes
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em C'(Q,RY), pela expressao (5.1) e estendida para funcoes continuas através de
argumentos de aproximagao. A fungao resultante dessa extensao é chamada grau
topolégico de Brouwer.

O conceito de grau topoldgico de Brouwer é o primeiro, entre muitos outros,
que formam a chamada Teoria do Grau. Por exemplo, ele pode ser estendido para
funcoes definidas em espaco de dimensao infinita que tenha certas propriedades. A
extensao mais conhecida é para fungoes da forma ¢ = Id + K, com K compacto, e é
chamado de grau de Leray-Schauder. Recomendamos a leitura do livro de Deimling
[19] aos leitores interessados em se aprofundar nesse belo tépico da Matemética.

Estamos prontos para apresentar o resultado principal desse capitulo. Ele foi

provado por Rabinowtiz [39] em 1978.

Teorema 5.1 (Teorema do Ponto de Sela). Seja X =V &W um espago de Banach,
com dimV < oo, e I € C*(X,R) satisfazendo

(I3) existem o € R e uma vizinha aberta D C 'V da origem tais que

I(v) <a, YwvedD;

(1,) existe > « tal que
I(w) >3, YweW.

Seja ainda

= inf max [
¢ = inf max I(y(u))

onde ' ={y € C(D,X) : v(v) =v, Yv € dD}. Entio c> B e, se I satisfaz (PS).,

o nivel ¢ é um nivel critico de I.

Demonstracao. Vamos primeiro mostrar que ¢ > (3. Para tanto, é suficiente

verificar a seguinte propriedade de inteseccao: para cada v € I' fixado vale
Y(D)NW +# 2.

De fato, se isso for verdade, escolhemos u, € D tal que v(u,) € W e usamos (I4)

para obter

max I(y(u)) > I(y(u,)) > B.

ueD
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Tomando o infimo para todas as fungoes em I' concluimos que ¢ > .

Seja entao v € I' e denotemos por P : X — V a projecao sobre V. Observe que
Po~y € C(D,X). Além disso, se u € 9D, entdo P(y(u)) = P(u) = u # 0, visto
que D é uma vizinha aberta da origem. Logo 0 & (P o~y)(0D) e Po~y =1d em 0D.
Identificando V' com o espaco euclidiano RV temos que deg(P o+, D, 0) estd bem
definido e

deg(Po~,D,0) =deg(ld, D,0) =1,

onde usamos a propriedade (GR6) e (GR1) do grau de Brouwer. Segue agora de
(GR2) que existe u, € D tal que P(y(u,)) = 0. Como a projecao de y(u,) sobre
V é igual a zero, concluimos que esse vetor pertence ao complementar de V', isto é,
Y(uy) € W.

Suponha agora, por contradi¢ao, que ¢ nao é valor critico de I. Como 8 > «,
podemos aplicar o Lema de Deformagao de Clark (cf. Exercicio 3.20) com 0 < ¢ <
B—a

%% pequeno, para obter uma deformagao 7 : [0,1] x X — X continua satisfazendo

(a) n(1,u) = u sempre que u & I 1([c — 2¢, c + 2¢]);
(b) n(1,1¢t) C I¢=.

Seja v € I' tal que

max [(y(u)) < c+e¢,
ueD

e defina 5 : D — X por 7(u) = n(1,v(u)). Se mostrarmos que ¥ € I' podemos usar
v(D) C I¢*¢ e (b) para concluir que, para todo u € D, vale §(u) = n(1,v(u)) € I°~¢
. Desse modo,
c<maxI(Y(u)) <c—e,
uceD
o que é um absurdo.

Resta somente verificar que 5 € I'. Claramente 5 € C(D, X). Se u € 9D, entdo

podemos usar (I3), a escolha de € e a desigualdade ¢ > [ para obter
Iu)<a<f—2<c—2e.
Segue portanto da propriedade (a) da deformacao que

Y(u) = n(1,y(u) =n(l,u) = u.
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Logo 7 = Id em 0D, donde se conclui que 7 € I'. O teorema esta provado. O

Observe que, se V' = {0}, ndo poderemos encontrar nenhuma vizinhanga aberta
de zero totalmente contida em V. Contudo, nesse caso, (Iy) implica que ¢y =
infy I < 0o e portanto uma condicao suficiente para que ¢y seja nivel critico é que
I satisfaga (PS),,, conforme vimos anteriormente.

Um outro ponto importante é notar que as condi¢oes geométricas (I3) e (I4) s@o
satisfeitas se o funcional I é coercivo em W leva conjuntos limitados em conjuntos
limitados, e é anti-coercivo em V, isto ¢, I(v) — —oo quando ||v||x — oo, v € V.
Esse é o caso em muitas aplicacoes do Teorema do Ponto de Sela.

Diferentemente do Teorema do Passo da Montanha, o ponto critico dado pelo
teorema acima pode ser zero. Desse modo, ele é aplicado em casos nos quais nao
sabemos se u = 0 € solucao do problema em questao.

Existem muitas versoes e generalizacoes do teorema acima. Em particular, o

teorema vale se substituirmos (/3) por

~

(I3) I(v) < a, para todo v € V.

Nesse caso, a hipétese acima e (I;) implicam que < I1(0) < «, e portanto temos
que B < a. Alguns resultados para o caso em que o funcional possui esse tipo de
geometria foram obtidos por Schechter [43] e Silva [45]. O teorema pode também ser
provado, com algumas condigdes mais restritivas, no caso em que dim V' = +o0 (veja
Silva [46]). Finalmente, se estivermos interessados na obtengao de pontos criticos
diferentes de zero, podemos por exemplo adicionar algumas hipdteses relacionadas
ao comportamente do funcional préximo a origem. Alguns resultados podem ser
encontrados nos artigos de Lazer e Solimini [28], Perera e Schechter [37], Furtado
e Silva [23], e Furtado, Maia e Silva [24]. Ainda com rela¢ao & questao de pontos
criticos nao nulos, podemos citar o artigo recente de Zou [52], onde o autor, sob
algumas hipoteses extras, estabele a existéncia de um ponto critico que muda de
sinal (e portanto diferente de zero).

Nas préximas secoes apresentamos aplicacoes do Teorema de Ponto de Sela na

obtencao de solugoes para problemas assintoticamente lineares.
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5.1 Problema assintoticamente linear nao resso-
nate

Nessa e na proxima se¢ao vamos denotar por H o espago de Hilbert H}(€) com
a norma |jul = (/[ |Vu|2)1/2. Vamos também considerar 2 C RY um dominio
limitado e escrever somente | f para denotar fQ f.

Considere o problema

—Au =+ g(z,u), x €,
(5.2)

u =0, x € 01,

onde A € Re g€ C(QxR,R) é uma funcao limitada.
Considerando { A }ren a sequéncia de autovalores do problema linear (PA) estu-

dado na Secao 1.1, podemos enunciar o resultado principal dessa se¢ao como segue.
Teorema 5.2. Suponha que g satisfaz

(90) 9 € C(QAxR,R);

(91) existe M > 0 tal que

lg(x,8)| < M, V (z,s) € QxR.

Se existe j € N tal que \; < X < Aj41, entdo o problema (5.2) possui pelo menos

uma solucao fraca.

Demonstracao. Como a fungao f(x,s) = As + g(x,s) satisfaz a condigao de
crescimento subcritico (fy), com ¢ = M, co = |A| e p = 2, segue do Teorema 1.8 que
as solugoes fracas do problema (5.2) sdo os pontos criticos do funcional [ : H — R

dado por
1 A
I(u) = §||u||2 —3 /u2 — /G(x,u), (5.3)

onde G(z,s) = [; g(x,t)dt. Vamos verificar que todas as condi¢oes do Teorema do

Ponto de Sela sao satisfeitas pelo funcional I definido acima.



5 Problema assintoticamente linear nao ressonate 78

As condigoes geométricas sao uma consequéncia simples da caracterizagao va-
riacional dos autovalores. De fato, sejam {¢y }ren as autofungoes associadas aos

autovalores { A }ren do problema (PA), e defina
V =span{¢y,...,¢;}, W= Vvt
De acordo com o Exercicio 1.5, valem as seguintes desigualdades
|v]|? < )\j/UQ, YoeV, e )\j+1/w2 < |lw|?, YweW.
Como g satisfaz (g;), temos que
G, 5)| < /'s 9@, 8)| dt < Mls|, ¥ (z,5) € QxR (5.4)
0

Assim, dado w € W, podemos usar a desigualdade variacional em W e a imersao

H — L'(2), para obter

1 1 1 A
I(w) = Sfwl* - 5 |w||2 M/ jw > 3 (1 by ) lwl* = exffw].
2 2\ 41 2 )\j-i-l

Como A < Ajiq, segue da expressao acima que [(w) — oo, quando |w| — oo,

w € W. Por outro lado, a limitagdo de Au + g(z,u) e as imersoes de Sobolev
mostram que I leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Logo, concluimos
que I é limitado inferiormente em W, isto é, existe 5 € R tal que I(w) > 8 para
todo w € W.

Agora, dado v € W, podemos usar a desigualdade variacional em V e a imersao

H — LY(2), para obter

1 1)\ A
I(w) < Lo - MW+M/M< Q——)wﬂwmu

Como A; < A, segue que I(v) — —oo quando ||v]| = oo, v € V. Desse modo, existe

a < feR>0tal que
Iw)<a, VoeV o] =R

o que mostra que [ satisfaz (I3) com D = Bgr(0) N'V. Além disso, do pardgrafo

anterior e do fato de que o < 8 concluimos ainda que [ satisfaz (13).



5 Problema assintoticamente linear nao ressonate 79

Resta somente verificar a condi¢do de Palais-Smale. Seja entao que (ug) C H
tal que
lim I(ug) =¢, lim I'(u) =0,

k—o0 k—o0
em que ¢ € R é o nivel minimax dado pelo Teorema 5.1. Precisamos provar que (uy)
possui uma subsequéncia convergente. Como a nao linearidade f(z,u) = Au+g(x, u)
tem crescimento subcritico, basta mostrar que (uy) é limitada em H.
Suponha, por contradi¢ao, que a sequéncia nao ¢é limitada. Entao existe uma
subsequéncia, que denotaremos ainda por (uy), tal que [|ug|| — oo, quando k — co.

Definindo

~ Uk
U = —
[

temos que (uy) é limitada em H. Logo, a menos de subsequéncia, podemos supor

que

Uy — u, fracamente em H,
Uy — U, em L*(Q), (5.5)

up(x) = u(z), q.t.p. em Q.
Fixada ¢ € C'°(Q2), temos que

cMUZFWMwam@—A/Ww—/ﬂ%wW-

Dividindo a expressao toda por ||u,||, obtemos

odDz@h@—A/%w—/ﬂ%w)w (5.6)

]

A convergeéncia fraca em (5.5) implica que (uy, ) — (u, ). A convergéncia forte e

/ﬁkso—uso

e portanto [urp — [wup. Finalmente, como g(z,ux)e é limitada e |juy]| — oo,

Holder nos fornece

< | — ula|pl2 — 0,

devemos ter [ g(z,ug)ellugl|”t — 0. Assim, passando a expressao (5.6) ao limite,

concluimos que

/Vu-ch:)\/uap, Ve Cr(Q).
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Por densidade, a expressao acima vale para ¢ € H. Logo a funcao u € H satisfaz,
no sentido fraco,

—Au—Au, u€ H(Q).

Como A nao é autovalor, devemos ter u = 0.

Observe agora que, como I (uy) — ¢, obtemos

e (1) = 1) = 3luel = 5 [~ [ 6o

Dividindo por [Ju]|?, vem
~ 9 SL’ uk
SRR A ™ o o0

||uk||2 ||uk|| el

e portanto a limitagao de (uy) implica que [ G(z,uy)|juxl|~* — 0. Logo, passando

Note que

(5.7) ao limite, usando a convergéncia forte em L*(Q) e u = 0, obtemos

1 1
0==—-x[u?==
2 /“ 2’

o que é absurdo. Logo a sequéncia (uy) é limitada e podemos usar o Corolério 3.10
para garantir que [ satisfaz (PS)..

Tendo em vista as consideracoes acima podemos aplicar o Teorema do Ponto de
Sela para obter um ponto critico para o funcional I. Tal ponto critico é uma solucao

fraca do problema (5.2) e o teorema estd provado. O

Como & fun¢do g do problema acima é limitada, a nao linearidade f(z,s) =
As + g(z, s) satisfaz
o S L Astgles)

|s|—o0 S |s|—o0 S

=\

Desse modo, o problema é chamado assintoticamente linear (cf. Aplicagao 2 do
Capitulo 2). O fato de A nao ser um autovalor de (PA) caracteriza o problema
como nao ressonate. Note que a demonstracao de Palais-Smale apresentada acima
nao funciona se A for um autovalor. Nesse caso, o problema ¢é dito ressonate e
a situacao se torna mais delicada. Na proxima secao vamos ver que, sob certas

condigoes, podemos ainda obter solugoes para problemas ressonantes.
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5.2 Problema resonante

Consideraremos agora o problema (5.2) no caso em que A = \;, onde A; é um

autovalor do problema (PA). Sem perda de generalidade, podemos supor que
)\j,1 < )‘j = )\j+1 == )\j+m71 < )\j+m7

com a convencao de que \g = —oo se j = 1. Vamos decompor o espaco H da
seguinte forma

H=H &H'@ H",

onde
H™ =span{pi,...,0; 1}, H’°=ker(A+);), H"=(H @ H°)",

com a convengao de que H- = {0}, se j = 1, e denotar por P'u a projecio de
u € H sobre H', i € {—,0,+}. Desse modo, cada funcdo v € H possui uma tnica
decomposicao na forma u = u~ +u® +u'.

Conforme observado na secao anterior, o fato de A ser um autovalor caracteriza
o problema como resonante. Nesse caso, a questao de existéncia se torna mais
delicada. De fato, se g(x,s) = g(z), entdo podemos usar a Alternativa de Fredholm
para concluir que o problema tem solucao se, e somente se, fﬂ g(x)v = 0, para
toda funcao v € H. Isso mostra que precisamos de mais condicoes para garantir

solubilidade. Apresentamos abaixo uma delas.

Teorema 5.3 (Ahmad, Lazer e Paul [3]). Suponha que g € C(Q x R, R) satisfaz

(91) e
(92) [o Gz, v(z)) = —o0 quando [jv]| = oo, v e HO.
Entao o problema (5.2), com A = \;, possui pelo menos uma solugdo fraca.

Demonstragao. Vamos considerar somente o caso j > 1 (cf. Exercicio 5.6) e
mostrar que, nesse caso, o funcional associado ao problema (cf. (5.3) com A = )j)

satisfaz as condicoes geométricas do Teorema do Ponto de Sela.
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Observe que, para todo u € H, vale
O v O S T (S T

econsidere V=H eW=H® Ht.

Dado u € V', podemos usar a primeira desigualdade acima e (5.4) para obter

1 A
1w <5 (1= 725 ) 1P+l

J

Como A;_; < Aj, concluimos que I é anti-coercivo em V.

Y ¢ HY temos que

Considere agora u = u’ +u*t € W. Uma vez que u
|ul|* = A; [(u”)?. Logo, usando a ortogonalidade das autofungées em H e L*(12),
e a desigualdade variacional do espaco H", obtemos

M) = =% [y gl - 3 feh? - [ e

> %(1— A )|yu+|12—/(G<x,u0+u+)—G<x,u0))—/G<x,u°).

X im

Para cada z € 2, podemos usar o Teorema do Valor Médio para G(z, -) e (5.4), para

obter
|G(z,u’(2) +u'(2)) = Ga,u’(x))] < Sup |g(, 8)|[u™(2)] < Mlu™(2)],

e portanto

M2 5 (125 ) P = et - Gloat)

-2 j+m
Como A; < Ajim, a expressdo acima e (g, ) implicam que I(u) — oo, quando
lul® = {lu®l]* + [[ut]|* = o0, u € W.
Resta somente verificar que o funcional satisfaz a condicao de Palais-Smale. Seja
entdo (ug) C H tal que I(ux) — d € R e I'(uy) — 0. Como sempre, basta mostrar
que (ug) é limitada.

A ortogonalidade das autofungoes, a limitagao de g e o mesmo argumento da
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primeira parte da demonstragao nos fornece

or(Wlugll = I'(ur)uy
= (uk,ub —)\j/uku: —/g(x,uk)u;:

= 1= [ = [ gte

s
> (1= 22 ) bl - el
J+m

em que og(1) denota uma quantidade que vai para zero quando k — +o0o. Como o

termo entre paréntesis é positivo, concluimos que (u;) C H ¢ limitada. Analoga-

mente,

_ Aj _ _
ol < (1= 55 ) P+ el

J—1
donde obtemos a limitagao de (u, ) C H, visto que o termo entre paréntesis é agora

negativo. Segue entao que
g, — gl = Nl + w |l < e, (5-8)

para alguma constante c3 > 0.

Usando a ortogonalidade das autofungoes novamente obtemos

(u, u0) = luoll” = A, / 2= / ul

para todo u = u~ +u’ +u" € H. Logo
Ju— P = A, / (- = [l = A, / 2,

) = 5 (o= o+ f o - ?)

- [ (G~ 6te.) - [ Gl

Usando (5.8) e imersao H — L*(€2), concluimos que o primeiro termo do lado direito

e portanto

da expressao acima é limitado. Além disso, a limitagao de g, o Teorema do Valor

Médio e (5.8) novamente implicam que

’ / (Gl w) — G(:c,ug))’ < e
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Logo, como I(uy) — d, devemos ter

’ / G, )

Essa limitagdo e (g5 ) mostram que (u}) C H ¢ também limitada.

S Cs.

As consideracoes acima mostram que a sequéncia de Palais-Smale é limitada,
possuindo portanto subsequéncia convergente. Segue entao do Teorema do Ponto
de Sela que o funcional I possui um ponto critico, que é uma solucao fraca do

problema (5.2). O

O teorema acima foi provado por Ahmad, Lazer e Paul [3] em 1976. Ele é
uma extensao de um resultado anterior de Landesman e Lazer [27] (cf. Exercicio
5.10). A demonstragao apresentada acima é devida a Rabinowitz [39]. Existe uma
vasta literatura sobre problemas resonantes. Destacamos aqui os artigos de Costa e

Magalhaes [18], Beresticky e deFigueiredo [8] e Bartolo, Benci e Fortunato [7].

5.3 Exercicios

Atencao: Nos exercicios abaixo, a menos que se diga o contrario, @ C RY é um

aberto limitado de classe C.

5.1. Seja ¢ € CHQL,RY) ey € RY tal que y € 0(99). Se ¢'(z) # 0 para todo
r € o 1({y}), entao o conjunto ¢! ({y}) ¢ finito.

5.2. Mostre que o grau de Brouwer definido no inicio do capitulo satisfaz as propri-
edades (GR1)-(GR6) 14 apresentadas.
Sugestao: para mostrar (GR5) note que a funcao t — deg(H (¢, ), Q2,y) é continua e toma valores

em um conjunto discreto.

5.3. Mostre que a conclus@o do Teorema 5.2 permanece valida se substituirmos (g; )

pela condicao mais fraca
(g1) existem ¢1, c2 > 0e 1 <p <2, tais que

lg(x,8)| < c1+cals|Pt, V(z,s) € QxR
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5.4. Seja p : © — R continua em um dominio limitado Q € RY. Mostre que uma
condigao necessaria para que o problema —Au = \ju+ p(z) tenha solucao fraca em

H{(2) é que [, p(x)v =0, para toda v € ker(A + \;1d).
5.5. Descreva todos os autovalores do problema
—u" =X em (0,7), u(0)=u(xr)=0.
Em seguida, mostre que o problema resonante
u' +u=sent em (0,7), u(0)=u(r)=0,
nao possui solucao e explique por que o Teorema 5.3 nao pode ser usado nesse caso.

5.6. Use um argumento de minimizagao para mostra que, se 7 = 1, a conclusao do

Teorema 5.3 permanece valida.

5.7. Mostre que a conclusao do Teorema 5.3 permanece valida se substituirmos (g5 )

por
(93) [, G(z,v(z)) = 400 quando [[v| — oo, v € ker(A + A;Id).

Sugestao: usando a mesma notagao da prova do Teorema 5.3, mostre que o funcional é coercivo
em H* e anti-coercivo em H~ @ HY.
5.8. Mostre que a condigao (g5 ) acima é satisfeita se g verifica
(¢5) lim G(z,s) — +oo uniformente em €.
[s| =400
Sugestao: projete cada v € ker(A + \;Id) \ {0} na esfera unitdria e use o fato da dimensao desse
espaco ser finita.
5.9. Suponha que g satisfaz (go), (¢1) e a condi¢ao de nao-quadraticidade (veja [18])
(NQ) |l‘im [f(z,s)s — 2F(x,s)] = 400, uniformemente para x € ).
S|—00
Mostre que o funcional I definido em (5.2) satisfaz a condigao de Cerami, isto é,

toda sequeéncia (uy) C Hg(Q) tal que
I(ur) = d, [ (ug)[[(1 + [ull) =0,

possui uma subsequéncia convergente.
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5.10 (Landesman e Lazer [27]). Considere o problema
—Au =M Nu+g(u)—h(z), v€Q, uec Hy),

onde h € C(Q,R), g € C(R,R) é uma funcdo crescente. Denotando g, =

lim, 1 g(s), mostre que a condigao

(LL) se ¢1 > 0 é uma Aj-autofungao entao

goo/sol < /h(ﬂf)% <goo/<p1,
Q Q

¢é necessaria para a existéncia de solucao. Em seguida, mostre que ela também é

uma condicao suficiente.



CAPITULO 6

Teorema de Linking

O teorema abaixo foi provado por Rabinowitz [40] em 1978.

Teorema 6.1 (Teorema do Passo da Montanha Generalizado). Seja X =V & W
um espago de Banach com dimV < oco. Suponha que I € C'(X,R) satisfaz

~

(1) existem p, a > 0 tais que

IoB, 0w = @;

(I5) existem e € 0B1(0)NW e R > p tais que, se

Q=BrO)NV)@{re : 0<r <R},

entao

Ilog <0,
onde 0Q) indica a fronteira de Q) relativa ao espaco V @ Re.

Seja

= inf max |
¢ = Inf max (v(w))

onde ' = {y€ C(Q,X) : y(v) =v, Yo € dQ}. Entio c> « e, se I satisfaz (PS).,

o nivel ¢ é um nivel critico de I.
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Demonstragao. Vamos primeiro mostrar que ¢ > «. Como antes, precisamos da

seguinte propriedade de interseccao: para cada v € I' fixado vale
1Q) N (@B,(0) W) # 2.

De fato, se isso for verdade, escolhemos u., € @ tal que y(u,) € B,(0)NW e usamos
(I,) para obter

max I(y(u)) 2 I(1(wy)) = e
Tomando o infimo para todas as funcoes em I' concluimos que ¢ > «.

Seja entao v € I' e denotemos por Py : X — V a projecao sobre V. Observe que

a propriedade de interseccao acima é equivalente a obter u, € @) tal que

Po(1(u)) =0, [[(1d = Py)y(us)lx = p. (6.1)

Vamos decompor cada u € () na forma u = v + re ~ (v,7),comv e Vere(0,R),

e considerar a aplicagao ¢ : V x R — V x R definida por

(v, 1) = (Py(y(v +re)), [[(Id = Py)(y(v +re))llx) -

Note que, se u = v + re € 9Q, entdao (v + re) = v + re. Logo,
U(v,r) = (Py(v) +rPy(e),|lv+re— Pv(v) —rPy(e)|lx) = (v,7),

onde usamos a linearidade da projecao, Py (v) = v, |le|x =1 e Py(e) = 0 (lembre
que e € W). Em particular, se u € 0Q, entao (v, r) # (0, p), visto que (0, p) € Q.
Isso mostra que, se identificarmos V ®R com o espaco Euclidiano RY¥™ Y+ o grau de
deg(1, @, (0, p)) esta bem definido. Como 1|sg = Id, segue da propriedade (GR6)
do grau que

deg(v, @, (0, p)) = deg(Id, @, (0, p)) = 1.

Segue agora da proporiedade (GR2) do grau que existe u., € @ tal que ¢(u,) = (0, p).

Usando a definicao de ¢, concluimos que u., satisfaz as equagoes em (6.1), e portanto

+(@) N (9B,(0) N W) # 2.
Uma vez provado que ¢ > «, a demonstragao ¢ inteiramente andloga aquela

feita no Teorema do Ponto de Sela. De fato, suponha por contradi¢ao que ¢ nao é
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valor critico de I. Aplicando o Lema de Deformacao de Clark (cf. Exercicio 3.20)
com 0 < & < § pequeno, obtemos uma deformacao 7 : [0,1] x X — X continua

satisfazendo
(a) n(1,u) = u sempre que u & I~'([c — 2¢, c + 2¢]);
(b) n(1,I¢t=) C I =.

Seja v € I' tal que

max [(y(u)) < c+e,

ueq
e defina ¥ : Q — X por J(u) = n(1,v(u)). Se mostrarmos que 7 € I' podemos usar
v(Q) C I°*¢ e (b) para concluir que, para todo u € @, vale ¥(u) = n(1,v(u)) € I°7=.
Desse modo

c<maxI(Y(u)) <c—e,
ueq

o que é um absurdo.

Resta somente verificar que 5 € I'. Claramente 7 € C'(Q, X). Se u € 9Q, entdo

podemos usar (I5), a escolha de ¢ e a desigualdade ¢ > « para obter
Iu) <0< a—2<c—2e.
Segue portanto da propriedade (a) da deformagao que

Y(u) =n(1,v(w) = n(l,u) = u.

Logo 7 = Id em 0Q), donde se conclui que v € I'. O teorema estd provado. O

Observe que, se V = {0}, entdo W = X e a condicio (I;) é exatamente a
condigao (1) do Teorema 4.1. Nessas condigoes, se I(0) = 0, o teorema acima nada
mais é do que o Teorema do Passo da Montanha.

Uma maneira pratica de verificar a condigao (I5) é a seguinte. Suponha que
Ily < 0eexistae € OB (0)NW, R > ptal que I(u) < 0seu € VORee ||ul|x > R.
Entao o funcional [ satisfaz ([;) para algum R > 0 suficientemente grande (cf.

Exercicio 6.1).
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6.1 Um problema superlinear

Como aplicacao do Teorema de Linking vamos considerar o problema

—Au =M u+ f(z,u), z€Q,
(6.2)
u =0, x € 01,

onde Q C RY é um dominio limitado e f : © x R — R. Vamos assumir as mesmas

hipéteses do Capitulo 4 (veja também Exercicio 4.4), isto é,

(fo) feCQxR,R);
(f1) existem ¢y, ca > 0e 1 <p < 2* tais que

) S e+ aals™, V(ns) € QxR

(f2) hm f(x 5} — , uniformemente para z € €;

(f3) existe p > 2 tal que
0 < uF(x,5) < sf(r.8), Vs A0,
em que F(z,s) fo

O resultado abaixo estende o Teorema 4.2.

Teorema 6.2. Suponha que f satisfaz (fo) — (f3). Entao o problema (6.2) possui

pelo menos uma solugao fraca u # 0.

Demonstragao. Vamos denotar por H o espaco H}(€) munido da norma || - || =

(fo, IVul?) "2 o considerar o funcional I : H — R dado por

) = 3lhal? = 5 [ @ = [ P,

onde F(z,s) fo f(x, t)dt.
Observe inicialmente que, se A\ < A; entao podemos definir em H a norma

ullx = (|Vul]? — )\UZ))I/Q. Desse modo, a demonstragao do teorema é semelhante
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aquela do Teorema 4.2. Logo, podemos supor que A € [A;, A\j+1), onde {Ag}ren
denota a sequéncia de autovalores do problema (PA). Considerando {g}ren as

autofungoes associadas aos autovalores, vamos definir
1
V =span{ys,...,p;}, W=V~

Lembrando que [[w|* > A1 [,w® para toda w € W, usando (fo) — (f2), a
desigualdade de Poincaré, e procedendo como no Teorema 4.2, obtemos, para cada

e >0,
1 A €

Iw)y>=(1--2 _ = 2 _ p
@25 (15 =) Il - all

em que ¢; = c¢i(e) > 0. Escolhendo £ > 0 pequeno de modo que o termo entre

paréntesis acima seja positivo, obtemos «, p > 0 tais que
I(w) > a, YwedB,(0)nW.

Logo, I satisfaz a condicio (I;).
Para verificar (I5) note, inicialmente, que se v € V, entéao [Jv[|* < A; [, v*. Como

(f3) implica que F' > 0, obtemos

() < % (1 - %) Io|l? = /QF(J;,U) < —/QF(;L«,U) <.

Pit1
g+l

V @ Re. Usando (fy) e (f3), obtemos

Seja agora e =

€ W uma autofuncao normalizada em H e considere u €

F(x,s) > cols|! —c3, V (x,5) € QxR. (6.3)

Sem perda de generalidade, podemos supor que a constante p dada em (f3) satisfaz

2 < p < 2*. Logo, a expressao acima implica que
Lo Lo
I(u) < §||u|| — [ F(z,u) < §||u|| —02|u|5+03|9|, YueV ®Re.
Q

Como dim(V @ Re) < oo, as normas | - || e | - |, sdo equivalente nesse espago. Segue
entao que

1
I(u) < Sllul® = callull” + 5|9,

o que mostra que I(u) — —oo, quando ||ul| — oo, u € V & Re.
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As consideragoes acima e a observacao feita apos a demonstracao do Teorema
6.1 mostram que I satisfaz (I5).
Resta somente verificarmos a condi¢ao de Palais-Smale. Para tanto, escolha

B € R tal que 2 < f < p e note que

I(u) — %I’(u)u - (% - %) a2 = (- - —) / / ( (2, u)u — F(x,u))

-2
> H 12 - 24P [ pau),

BQ B Ja

em que somamos e subtraimos %fg F(z,u) e usamos (f3). Uma vez que 2 < § < p,

podemos definir Sy = (8 —2)/(26) > 0, ¢4 = ca(pp — B)/B, ¢5 = ¢c3|Q(n — B)/P e
usar (6.3) para obter

1
I{u) - Bf’(u)u > Bollull* = ABolul + calully —

Lembre agora que, se a,b >0, > 1e 1/r+ 1/r' =1, a desigualdade de Young

nos assegura que
a” b”
ab < — + —

Dado ¢ > 0, podemos usar a de&gualdade acima com (re)Y/a no lugar de a, e

(re)~'/"b no lugar de b, para obter
ab < ea” + CLb",

onde C. = (er)™""/"/r'. Usando essa desigualdade e lembrando que L#(Q2) < L?*(Q2)
e pu/2 > 1, obtemos

lulz < clul, < elult? + C.ci?)

Segue entao de (6.3) que
I(u) — %[’(u)u > Bollull* + —ABo ( |u|“/2 +C. c(“/2 ) + calulti — cs.
Lembrando agora que
<5|u|5/2 + Cecé“/2)/)2 < 262|u|5 + 205202(“/2)/,
concluimos finalmente que

1 !
I{w) = gl (wu 2 Bollull* + (=2ABoe® + ca) ulf; + CZes — cs.
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Escolhendo £ > 0 de modo que o termo entre paréntesis acima seja positivo, obtemos
1 / 2
) = 5 () = Aol = o

Considerando agora (uy) C H tal que I(uy) — d e I'(uy) — 0, podemos usar a

expressao acima para obter
1 ! 2
d+o(1) +o(D)uxl| = I{u) = ZI'(u)ur 2 Bolluel]” = co,

o que mostra que (ug) é limitada em H. Logo vale Palais-Smale e podemos aplicar

o Teorema 6.1 para obter um ponto critico para I. O

6.2 Exercicios

6.1. Mostre que a condi¢ao (I5) do Teorema 6.1 é satisfeita se I|y, < 0 e existe

e € 0B (0)NW, R>ptal que I(u) <0Oseu€cV dRee |ul|lx > R.

6.2. Mostre que a conclusao do Teorema 6.2 permanece vélida se substituirmos ( f3)
por

~

(f3) existem pu > 2 e R > 0 tais que

0 < pF(x,s) < sf(x,s), paratodox €, |s| >R

e, além disso, F'(x,s) > 0 para todo (z,s) € Q x R.

6.3. Sob as mesmas condicoes do exercicio acima, mostre que nao existe solucao

positiva para o problema (6.2) se A > Ay



CAPITULO [

Funcionais com simetria

Estamos interessados em estudar como propriedades de simetria de um dado fun-
cional afetam o seu niimero de pontos criticos. Por exemplo, se X é um espaco de
Banach e o funcional I : X — R é par, entao os seus pontos criticos ocorrem sempre
aos pares, visto que a derivada I’ é impar e, portanto, se u é ponto critico de I entao
o seu simétrico —u também o é. Note que, nesse exemplo, o funcional I é invariante

sob a acao do grupo Z, = {Id, —1d}, isto é,

I(gu) = I(u), Vg€Zy ucX.

7.1 Geénero e o Teorema de Ljusternik-Schnirelmann

No nosso primeiro resultado vamos mostrar que, sob certas condi¢goes no dominio
do funcional, podemos obter mais pontos criticos. Mais especificamente, vamos
demonstrar um resultado de Ljusternik e Schnirelmann [30] que data de 1934. Ele
é um resultado pioneiro entre aqueles que fornecem resultado de multiplicidade de

pontos criticos.
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Teorema 7.1 (Ljusternik-Schnirelmann). Se I € CY(RY R) € par entdo a restri¢io

de I a esfera unitdaria SY—1 C RN possui, pelo menos, N pares de pontos criticos.

Para provar o teorema acima vamos usar um argumento semelhante aquele uti-
lizado nos capitulos anteriores, além do conceito de género que, num certo sentido,
mede o tamanho de conjuntos simétricos. A definicao de de género que usaremos
aqui é devida a Krasnoselski [26] (veja também os artigos [16, 17]).

Seja X um espago de Banach. Um conjunto A C X\ {0} é simétrico com respeito
a origem (ou simplesmente simétrico) se —x € A sempre que z € A. Denote por
¥ a familia de todos os conjuntos fechados simétricos A C X \ {0}. Definimos o

género de um elemento A € ¥ como sendo
v(A) =inf{k € N : existe p: A — R*\ {0} continua e fmpar}.

Quando nao existe £ € N como acima definimos y(A) = +o0o. Definimos ainda
v(2) = 0.

Como exemplo, suponha que A C X é tal que AN (—A) = @. Considere a
aplicacao ¢ : AU (—A) — R\ {0} definida por p(z) = 1 se z € A, p(x) = —1 se
x € —A. Como ¢ é impar e continua concluimos que y(AU (—A)) = 1.

Suponha agora que A C ¥ tem um nimero finito de elementos. Entao podemos
escrever A como sendo A = BU (—B) de modo que BN (—B) = &. Em particular,
v(A) = 1. Isso mostra que todo conjunto com género maior do que um possui um
nimero infinito de elementos.

Uma maneira de construir conjuntos com género maior do que 1 é observar que,
se A € ¥ é homeomorfo & S*, k > 1, por uma aplicacio fmpar, entao v(A) > 1 (cf.
Exercicio 7.1).

Apresentamos abaixo as principais propriedades do género.
Proposigao 7.2. Para A, B € ¥ valem as afirmagoes abaizo:
(i) se x #0, entao y({z, —x}) =1;

(i) se existe uma fungao impar f € C(A, B), entio v(A) < ~(B);
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(iii) se A C B, entao v(A) < y(B);
(iv) v(AU B) <~4(A) +7(B);
(v) se A é compacto, entao v(A) < oo e eziste § > 0 tal que o conjunto
As ={x € X : dist(z, A) < 6}
satisfaz As € X e y(A) = v(As).

Demonstragao. O item (i) pode ser provado com um argumento semelhante ao
exemplo dado apds a defini¢ao do género. Para os itens (ii)-(iv), podemos supor que
v(A), v(B) < oo, pois se nao os resultados sao imediatos. Vamos entao verificar (ii).
Suponha que v(B) = k e considere ¢ : B — R\ {0} continua e fmpar. A funcio
pof:A— RF\ {0} écontinua e fmpar, de modo que v(A) < k. O item (iii) segue
de (ii) considerando f =1Id. Para provar (iv) vamos supor que y(A) = k e v(B) = j
e considerar ¢ : A — RF\ {0} e v : B — RJ \ {0} fmpares e continuas. Usando o
Teorema de Tietze (cf. [19]) obtemos funces @ € C(X,R¥) e ¢ € C(X,R?) tais que
Pla=pe @ |p = 1. Sem perda de generalidade podemos supor que as extensoes
sao fmpares pois, se nao for esse o caso, podemos tomar a parte impar da extensao

(cf. Exercicio 7.2). Defina agora f: X — R*J = R* x R/ por
1) = (B(x), d(x)).
Temos que f € C(AU B, R\ {0}) é fmpar, e portanto
VAUB) <k+j=7(A)+7(B).

Vamos verificar agora (v). Dado A C 3 compacto defina, para cada x € A, o
conjunto

T, = B, (z) U B, (—z),

onde r, = ||x2||x. As consideracoes feitas apds a definicao do género mostram que

v(T,) = 1. Como os conjuntos 7, formam uma cobertura aberta do compacto A,
temos que

ACT,U---UT,,
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donde se conclui que
J
YA) <D A(T) = < oo
i=1

Suponha agora que v(A) = k e considere ¢ : A — R*\ {0} fmpar e continua. Seja @
a extensao de ¢ para todo o X. Como antes, podemos supor que @ é impar. Como
© ¢ continua e () = p(z) # 0 para todo x no compacto A, existe § > 0 tal que
0 & p(As). Logo @ € C(As,R*\ {0}) o que mostra que v(A4;) < k. Como, por (iii),
k=~(A) <~(As), concluimos que y(As) = v(A). A proposigao esta provada. O

Uma observagao simples, que serd usada no futuro, é a seguinte: se v(B) < oo
entao, como A C ((A\—B) U B), temos que y(A) <~ ((A\—B) U B) <~(A\ B) +
v(B). Logo,

V(AN B) > 4(A) = 7(B). (7.1)

No que segue apresentamos uma maneira de calcular o género para uma familia
especial de conjuntos. Em seguida, apresentamos um outro resultado que mostra
como podemos usar propriedades de simetria, juntamente com o género, para obter

resultados de interseccao.

Lema 7.3. Seja A C ¥ e Q C R* uma vizinhanca limitada e simétrica da origem.

Se existe um homeomorfismo itmpar h : A — 0Q entio v(A) = k.

Demonstragao. Como h € C(A,R*\ {0}) ¢ impar temos que v(A4) < k. Suponha,
por contradigao, que v(A4) = j < k. Entao existe ¢ € C(A, R\ {0}) impar. Logo, a
aplicacdo f = poh™! € C(09,R7\ {0}) é impar. Segue do Teorema de Borsuk-Ulam
que existe z € 0N tal que f(x) = f(—x). Mas f é impar, e portanto

o que mostra que f(z) = 0. Isso é um absurdo visto que f toma valores em R’ \

{0}. O

Lema 7.4. Seja W C X um subespaco de codimensao k e A C X tal que y(A) > k.
Entao ANW # @.
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Demonstracao. Considere X =V & W com dimV =k e P, : X — V a projecao
sobre V', que é impar por ser linear. Suponha, por contradicao, que ANW = @.
Entao P(A) Cc V \ {0}. Logo P € C(A,V \ {0}) é impar e segue do item (ii) da
Proposigao 7.2 que y(A) < y(P(A)). Considere 7 a projecao radial de P(A) sobre
0B (0) NV, isto é, m(z) = Ty Para todo € P(A). Naturalmente 7 é continua e

fmpar. Desse modo, v(P(A)) < ~v(9B1(0) N'V). Segue entao do ltimo lema que
Y(A) <v(P(A)) <~(0B.(0) N V) =k,

o que é um absurdo. O

Antes de provar o Teorema de Ljusternik-Schnirelmann vamos precisar de uma
versao do lema de deformacao para funcionais definidos em subvariedades de um

espaco de Banach.

Lema 7.5. Seja X um espaco de Banach e M C X uma C'-variedade de Banach.
Suponha que I € CY(M,R) satisfa¢a Palais-Smale e considere c € R e O C M uma
vizinhanga de K. = {u € M : I(u) = ¢, I'(u) = 0}. Entdo, para todo € > 0 pequeno,
existe n € C([0,1] x M, M) tal que, para todo u € M et € [0,1], valem

(1) n(0,u) = u;
(i) n(t,u) = u, seu & I"*([c — 2¢,c + 2¢]);

(iii) n(1, I\ O) C I,

iz

(iv) se I € par, entao n(t,-) é impar.

A prova do lema acima pode ser encontrada em [42]. Na verdade, ela é andloga
aquela que fizemos no Capitulo 3. A diferenca principal é que, para o resultado
acima, precisamos resolver uma EDO nao mais em um espago de Banach, mas em
uma variedade de M C X. A existéncia de campo pseudo-gradiente para o funcional
I sobre M é analoga a anterior. Além disso, como I é par, o campo pseudo-gradiente
pode ser construido de modo a que seja fmpar, e portanto podemos provar (iv).

Observe agora que, se § > 0 é pequeno de modo que (K,.)s C O entdo, como [
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satisfaz (PS), existe a > 0 e € > 0 tais que
1I'(W)]| > a>0, Yuel\ (I"FU(K.)s) .

Logo, o mesmo argumento do Capitulo 3 mostra o item (iii).

Estamos prontos para provar o Teorema de Ljusternik-Schnirelmann.

Demonstracao do Teorema 7.1. Para cada 1 < j < N, defina
I, ={AeX : AcSV ' ~(A) >j}

em que ¥ ¢é a familia dos conjuntos A C RM \ {0} fechados e simétrico, e v é o

geénero. Os conjuntos I';’s tem as seguintes propriedades:
a) I'; # @ para todo 1 < j < N;
b) I'' DTy D - DTy
c) se p € C(SN=1,SN=1) ¢ impar e A € ', entao p(A) € T'y;
d) se AcT ;e B€X com~(B) <k<j,entdo A\ BeT; .

De fato, como y(S¥~1) = N, o item (a) segue do Lema 7.3. A propriedade (b) ¢
trivial e (c) segue do item (ii) da Proposicao 7.2, pois ¢ € C(A, p(A)), donde

J < 7(A) < v(p(A4)),
o que mostra que p(A) € I';. Finalmente, a propriedade (d) segue de (7.1), pois
YA\ B) > v(A) =v(B) > j — k.
Para cada 1 < 57 < N, definimos os seguintes niveis minimax

= o s

Note inicialmente que, pela propriedade (b) acima, temos que

01§02§---<CN.
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Como alguns dos niveis minimax podem coincidir, nao basta mostrarmos que cada
¢; ¢ um nivel critico. No entanto, lembrando que se v(A) > 1 para algum A € X,
entao A tem que ser um conjunto infinito e que y(@) = 0, é suficiente mostrar a

seguinte
Afirmacao: se ¢j = cjpq = -+ = Cjyp = ¢, entdo y(K.) > k+ 1.

Para provar a afirmacdo acima suponha, por contradigao, que y(K.) < k. Como
K. é compacto, o item (v) da Proposigao 7.2 nos fornece § > 0 tal que y((K.)s) =
v(K.) < k. Considerando K = (K,)s N SYL, segue do item (iii) da Proposicao 7.2
que 7(K) < k. Aplicando o lema de deformacdo com O sendo o interior (na esfera)

de K, obtemos £ > 0 pequeno e n € C([0,1] x S¥=1 S¥=1) tal que 7(t,-) é fmpar e
satisfaz n(1, I°t*\ O) C I°=. Desse modo

n(1, 17\ K) C I°.
Escolha agora A € I'j;; tal que

sup I(u) < c+e.
u€A

Como ~(K) < k, segue da propriedade (d) acima que A\ K € I';. Uma vez que

n(1,-) é impar, o item (ii) da Proposi¢ao 7.2 implica que n(1, A\ I?) e I';. Segue
entao que

sup  I(u) <c—e.
uen(1,A\K)

Lembrando que (1, A\ K) € I'; obtemos
c=c¢;= inf supl(u) < sup [(u)<c-—g¢,
Bel'j weB wen(1A\R)

o que é absurdo. Logo 7(K.) > k + 1 e o teorema estd provado. O

Um dos fatos importantes na prova acima foi o fato do conjunto K, ser com-
pacto. Se X ¢ um espaco de Banach e I € C'(X,R) satisfaz (PS)., sabemos que o
conjunto K. é compacto. Logo, uma adaptacao simples da prova acima nos fornece a
seguinte versao do Teorema de Ljusternik-Schnirelmann em dimensao infinita, cuja

demonstracao deixamos para o leitor (cf. Exercicio 7.5).
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Teorema 7.6. Seja X um espaco de Banach de dimensado infinita e I € C1(X,R)
um funcional par. Suponha que I|pp, o) satisfaz (PS) e é limitado inferiormente.

Entao I|op, (o) possui infinitos pares de pontos criticos.

Apresentamos ainda um outro resultado de multiplicidade que pode ser provado

com as mesmas ideias acima.

Teorema 7.7. Seja X um espago de Banach, I € C*(X,R) um funcional par que
satisfaz (PS) e € limitado inferiormente. Suponha ainda que 1(0) = 0, existe um
conjunto K C X homeomorfo a esfera S7=! por uma aplicag¢do impar e sup; I < 0.

Entao I possui j pares de pontos criticos.

Demonstragao. (ideia) A prova segue as mesmas linhas daquela do Teorema 7.1.
Seja

Ih={AeX:~(A) >k}
e defina

— inf sup/ 1<k<i
¢y = jnf sup (u), 1<k<y

Os conjuntos I'y satisfazem as propriedades (a)-(d) da prova do Teorema 7.1 com
SN=! trocado por X. Assim, ¢; < ¢y << c¢;. Além disso, ¢; > —oo porque [
é limitado inferiormente e ¢; < 0 pois y(K) = j e supg I < 0. Para concluir a
demonstracao basta a compacidade de K., para provar que, se ¢, = -+ = Cpyp = C,
entao v(K.) > p+ 1. Os detalhes de toda a demonstracao sao deixados para o leitor

(cf. Exercicio 7.6). O

Como aplicacao do resultado acima vamos considerar o problema

—Au = Nu— f(z,u)), zef,
(7.2)
u =0, x € 012,

onde Q C RY é um déminio limitado e f: Q x R — R satisfaz

(fo) f élocalmente Lipchitziana em Q x R;

(f2) liH(l] @ = 0, uniformemente para z € €;
s5—
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(fs) existe r > 0 tal que r — f(z,7) <0, para x € Q;
(fe) f(z,-) é impar para todo = € Q.

Vale o seguinte resultado:

Teorema 7.8. Suponha que f satisfaz (ﬁ]), (f2), (fs5) e (fs). Se A > Mg, 0 k-ésimo
autovalor de o(—A, H}(Q)), entio o problema (7.2) possui pelo menos k pares de

solugoes nao triviais.

Demonstragao. (ideia) O primeiro passo é proceder como na prova do Teorema

4.3. Definimos entao

s— f(x,s), sesel0,r],

fls) =9 flz,r),  ses>r,

—f(z,s), ses<0.

e consideramos o problema modificado
—Au = \f(z,u), em €, u € Hy(9).

Argumentando como na prova do Teorema 4.3 concluimos que as solugoes do pro-
blema acima sao, de fato, solugdes do problema (7.2). Seja I o funcional associado
ao problema modificado. As hipoteses do Teorema 7.7, a menos da existéncia do
conjunto K, sao facilmente verificiveis. Para mostrar a existéncia do conjunto K
denote por @1, ..., as autofungoes associadas aos autovalores Aq, ..., Ay normali-

zadas de modo que

||<Pi||=1=Ai/Q<p§dx, 1<i<k,

e defina

Esse conjunto é claramente homeomorfo & esfera S*~! por uma aplicacdo fmpar e,
usando (f2), podemos verificar que supy I < 0 desde que r > 0 seja suficientemente

pequeno. Os detalhes de toda a prova acima sao deixados para o leitor (cf. Exercicio

7.7). O
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O conceito de género usado acima é um caso particular do conceito de indice,
que descrevemos a seguir.
Seja X um espaco de Banach, M C X uma C'-variedade e G um grupo compacto

que age sobre M. Considere conjunto
Y ={AC M : Aéfechado e G-invariante}.

Seja ainda

'={heC(M,M): hog=goh,VgeGqG}
a classe das aplicagoes G-equivariantes. Finalmente, se G # {Id}, defina
FixG={rxe M : gv=ua,Vg e G}.
Um indice para (G,%,T") é uma fungao
i: X —= NU{0,+oo}

tal que, para quaisquer A, B € X, valem

(IND1) se z # Fix G, entdo i ( U gx) =1;

geG

(IND2) i(A) <i(h(A));
(IND3) se A C B, entao i(A) < i(B);
(IND4) i(AuU B) < i(A) +i(B);

(IND5) se A é compacto e ANFixG = @, entao i(A) < oo e existe uma vizinhanga

G-invariante N de A tal que i(N) =i(A).

O mesmo argumento usado na prova do Teorema de Ljusternik-Schnirelmann

nos fornece o seguinte resultado.

Teorema 7.9. Seja X um espaco de Banach e M C X uma Ct-variedade. Suponha
que I € CY(M,R) ¢ limitado inferiormente e satisfaz (PS). Suponha que G seja

um grupo compacto agindo sobre M sem pontos fizos, seja X a classe de conjunto



7 Género e o Teorema de Ljusternik-Schnirelmann 104

fechados e G-invariantes de M e I' o grupo dos homeomorfismo G-equivariantes de

M . Suponha ainda que i seja um indice para (G,%,T") e considere
a(M) =sup{i(K) : K C M ¢é compacto e G — invariante}.
Entao I tem pelos a(M) pontos criticos distintos modulo G.

O teorema acima mostra a importancia de se construir indices. O exemplo mais
simples de indice é o género de Krasnoselski v, onde tomamos G = Z,. Apresentamos
a seguir um segundo exemplo.

Considere M um espago topologico e A C M um conjunto fechado. Dizemos
que A é contratil em M se existe uma aplicacao continua H : [0,1] x A — M tal
que H(0,-) =1d e H(1,2) = x4 para todo z € A e algum x4 € M. Definimos a

categoria de Ljusternik-Schnirelmann de A em M como sendo

k
catyr A = inf {k eN: AC U Aj, A; é fechado e contratil em M} )

Jj=1
Se nenhuma cobertura como acima existir dizemos que caty; A = +00. Finalmente,

definimos caty; @ = 0.

Pode-se mostrar (cf. Exercicio 7.10) que caty; é um indice para (G, X, T"), onde

G={ld}, Y={AC M : Aéfechado},

'={heC(M,M) : h éum homeomorfismo}.

O conceito acima foi introduzido por Ljusternik-Schnirelmann [30] em 1934 e
foi o primeiro indice a aparecer na literatura. De uma maneira geral, nao é facil
calcular a categoria de um conjunto. Um exemplo bem ilustrativo e simples é o caso
da esfera. Tomando o complementar de vizinhancas abertas dos pdlos norte e sul
verifica-se facilmente que catstS*¥ = 2, sempre que k € N. Como a bola é contratil,
temos que catp, (9)B1(0) = 1. Considerando T* = R*/Z* um k-toro, pode-se mostrar
(cf. [30]) que

catpn TF = k + 1.
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Em particular, se I € C1(T? R), entao I tem, além dos pontos de minimo e méaximo,
um terceiro ponto critico.
O resultado abaixo, provado por Rabinowitz (cf. [42, Teorema 3.7]), estabelece

uma interessante relacao entre a categoria e o género.

Proposigao 7.10. Seja A C R*\ {0} um conjunto compacto e simétrico. Se A=
A/Zs, entao

-~

’Y(A) = Cat(Rk\{O})/ZQA.

Maiores detalhes sobre a categoria de Ljusternik-Schnirelmann e resultado que

envolvem simetria podem ser encontrados no livro [5].

7.2 Infinitas solucoes para um problema de auto-
valor nao linear

Nessa secao vamos estudar o problema de autovalor nao linear

—Au = Af(xz,u), x €,
(7.3)
u =0, x € 01,
onde Q € RY é um dominio limitado e f : QO x R — R satisfaz
(fo) f€C(QxRR);

(f1) existem c1, co > 0e 1< p < 2% tais que

|f(z,8)] <er+els|P™h, V(x,s) € QxR
(fe) f(x,-) é impar para todo = € Q;
(f7) sf(x,s) >0, para todo z € Qe s > 0.

Por solugao entendemos um par (A, u) € R x H}(Q) que satisfaz a equagao acima

no sentido fraco, isto é,

/Vu-ch:)\/f(x,u)ap, Yoe Hi(Q).
Q Q
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Denotando por H o espago H}(€2) munido da norma [ju| = ([, |Vu|?)'/?, vamos
considerar os funcionais I, J : H — R definidos por

M) == [ Pla), I = 3l

em que F(z,s) = [ f(x,t)dt. Ambos sio de classe C' em H. Ademais, para cada
r > 0, temos que 0B,(0) = J ' ({/2r}) é uma variadade de classe C".

Daqui por diante vamos denotar I a restricdo de I ao conjunto 0B,.(0). Note
que, se u € 0B,.(0) é um ponto critico de I , entao podemos usar o Teorema do

Multiplicador de Lagrange para obter u € R tal que
I'(u)p = pJ'(u)p, Vo€ H.
Escolhendo ¢ = u e usando (fs) — (f7), obtemos

pr = —/Qf(x,u)u <0,

e portanto p # 0. Assim,

/Q(VU-V@jL%/Qf(:c,u)go, VoeH,

1

e portanto o par (—p~', u) é uma solucao de (7.3).

No que segue vamos obter pontos criticos para o funcional I. Note inicialmente
que (fo) — (f1) implicam que
I(w)] < erllull + eallul” < e5, Vu € DB.(0),
e portanto I é limitado inferiormente.

Para verificar a condigao de Palais-Smale considere (uy) C 9B,(0) tal que
Como (uy) é limitada podemos supor que, a menos de subsequéncia, u; < u fra-
camente em H. As condigdes (fy) — (f1) implicam que I’ é compacto e portanto

podemos também supor que I'(ug) — I'(u). Além disso, a convergéncia fraca de
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(ug), as imersoes compactas de H em L?(Q) e LP(f2) e o Teorema da Convergéncia
Dominada implicam que

I(ug) = I(u) = c#0,

o que mostra que u # 0. O mesmo argumento, juntamente com f’(uk)uk — 0, nos

fornece

lim by = lim I'(ug)u, = lim —/fa:ukuk— /fa:uu—b<0

k—+o00 k—o0 k——+o00

em que usamos (f7) na ultima deisgualdade. Assim, b, — b # 0 e portanto
1 / T 1 /
wp = o () = T () = 5 1'(w),
b, b

As consideragoes acima mostra que I satisfaz (PS). para todo ¢ # 0. Podemos
entao definir, para 7 € N,

= i T

em que I'; = {A € HNOB,(0) : A é fechado, A = —A, v(A) > j}. Como ¢; <0, a
condigao de Palais-Smale local provada acima mostra que o conjunto K., ¢ compacto.
Assim, podemos seguir o mesmo argumento da prova do Teorema 7.1 (que é na

verdade a prova do Teorema 7.6) para obter o seguinte resultado de multiplicidade.

Teorema 7.11. Suponha que f satisfaz (fo), (f1), (fé) e (f7). Dado r > 0, o

problema (7.9) possui uma sequéncia de solugoes (—by,u) C R x H, em que by, =

1
I (ug )ug,

7.3 Teorema do Passo da Montanha com simetria

O teorema principal dessa segao é o seguinte resultado de multiplicidade de pontos

criticos provado por Ambrosetti e Rabinowitz [4].

Teorema 7.12 (Teorema do Passo da Montanha com Simetria). Seja X =V & W
um espago de Banach tal que dim X = oo e dimV < oo. Seja I € CH(X,R) um
funcional par satisfazendo (PS), 1(0) =0 e
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~

(1) existem p, a > 0 tais que

o, 0w > @;
(I) para cada subespago X C X de dimensdo finita existe R = R(X) tal que

g\ < 0-

Entao I tem uma sequéncia ilimitada de valores criticos.

A demonstracao do teorema acima é bem mais complexa do que a dos resultados
anteriores. Ela serd feita em uma série de passos, que consistem basicamente no
seguinte: vamos introduzir uma familia apropriada de conjuntos e, com base nela,
definir os valores minimax. Usando o lema de deformacao vamos mostrar que os
niveis minimax sao niveis criticos do funcional. Em seguida, novamente por um pro-
cesso indireto via lema de deformacao, vamos mostrar que os nivel criticos formam
uma sequeéncia ilimitada.

Observe que, nos resultados da secao anterior, na hora de definir os niveis mini-
max utilizamos conjuntos do tipo I'; = {4 € ¥ : y(A) > j}. Conforme veremos na

préxima segdo, o teorema acima se aplica para o funcional I : H}(2) — R dado por

1 1
1) =5 [ 196 = [ jup.

em que 2 < p < 2* e Q C RY é um dominio limitado. De acordo com o Exercicio

7.8, para esse funcional I, temos que

inf sup I(u) = —
1) = o0

o que mostra que uma nova familia de conjuntos deve ser definida para provar o
Teorema 7.12. Nosso primeiro passo € introduzir essa nova familia.

Seja k = dimV < oo e {ey,...,e;} uma base de V constituida de vetores
unitarios. Para cada m > k escolhemos e, 1 & span{ey,...,e,} = X, e defi-
nimos D,, = B, (0) N X, em que Ry, = Ry(X,) ¢ dado pela hipétese (I5). Seja

agora

Gm={h € C(Dy,,X) : h éimpar e h(u) =u, Yu € 0Bg,,(0) N X}
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Note que Id € G,, para todo m > k, de modo que G,, # &. Defina, para j € N,
Iy ={h(Dn\Y):heG, m>jYel yY)<m-—j}

A familia definida acima satisfaz propriedades analogas aquelas da definida na

prova do Teorema 7.1, conforme o resultado abaixo.

Proposicao 7.13. A familia {I';},en definida acima satisfaz as sequintes proprie-

dades
a) I'; # &;
b) Fj+1 - Fj,‘

c) sep € C(X,X) éimpar e p restrita a 0Bg,,(0) N X,, € a identidade para todo

m > j, entdo o(I';) C T'y;
d) se AecT; e BeX étal que y(B) <s<j, entio A\ Bel;_,.

Demonstragao. A propriedade (a) segue do fato de Id € G,,, para todo m > k. Se
A=h(D,\Y) e, y,entdiom > j+1>j,he G, Y eSey(Y)<m—(j+1) <
m — j. Logo, A € T;. Para verificar (c), seja A = h(D,, \Y) € T'; e ¢ como no
enunciado de (c). Observe que poh € C(D,,, X) é impar e sua restrigdo ao conjunto
0Bg,,(0) N X, é a identidade para todo m > j. Desse modo ¢ o h € G,,. Além

disso
(o h)(Dm \Y) = o(h(Dm \ Y)) = ¢(A),
e portanto ¢(A) € I';. Vamos verificar agora a propriedade (d). Seja A = h(D,,, \Y) €

I'; e BeXtal que y(B) < s <j. E suficiente mostrar que

AN\ B = h(Dy, \ (Y UL (B))). (7.4)

De fato, supondo que a igualdade acima é verdadeira, procedemos como segue.
Como h(0) = 0 ¢ B, o conjunto fechado e simétrico h~!(B) nao contém o 0. Logo,

Y Uh™Y(B) € X e podemos usar os itens (iv) e (ii) da Proposigao 7.2 para obter

YWY URTY(B) <A(Y) +v(h " (B) <A(Y)+v(B) <m—j+s=m—(j —s).
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Logo, A\ B eT,_,.
Vamos entao mostrar que vale a igualdade em (7.4). Observe inicialmente que,

se a € h(D,, \ (Y Uh™'(B))) entao
a € (h(Dw \Y)\ B) C (A\ B) C (A\ B),

donde se conclui que

h(D, \ (YUR™YB))) c A\ B.

Como h é continua temos que h(C') C h(C) para todo conjunto C' C D,,. Desse

modo, tomando o fecho na expressao acima obtemos

h(Dy \ (Y UL=1(B))) C h(Dy \ (Y UL-1(B))) C A\ B. (7.5)

Por outro lado, se a € A\ B, entdao a = h(w) ¢ B, com w € D,, \' Y. Logo,

como h é continua,

we (D, \Y\h ' (B)) CD,\ (Y UhB)),

e portanto

A\ B C (D \ (Y UR-L(B))).

Como Dy, \ (Y Uh=1(B)) é compacto e a fungao continua h leva compacto em com-

pacto, o conjunto h(D,, \ (Y Uh~1(B))) ¢é fechado. Segue entao da inclusao acima

que

A\ B C h(D,,, \ (Y UR=Y(B))).
Isso e (7.5) implicam na veracidade de (7.4). O

A demonstracao agora segue as mesmas linhas do Teorema 7.1. Para cada j € N,
definimos o seguinte minimax
cj = jglfj sup I (u).
ucA
Vamos mostrar que, se j > k = dim V/, entao o nivel ¢; é um nivel critico de /. O
primeiro passo é obter uma estimativa inferior para os valores minimax. Para tanto,

vamos usar o seguinte resultado de interseccao.
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Proposicao 7.14. Se j > k e A €I}, entao
ANOB,(0)NW # @. (7.6)
Em particular, se j >k, ¢; > a.

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente como a primeira assertiva acima

implica que ¢; > . Dado j > k e A € I';, segue de (7.6) e (1) que

sup(u) > inf  I(u) > «.

we A u€dB, (0)NW

E suficiente agora tomar o infimo para A € T';.

A primeira parte da proposicao pode ser provada como segue. Seja j > k e
A=hDy\Y)comm >jeY €3 tal que v(Y) < m —j. Defina O = {u €
D,, : h(u) € B,(0)} e note que, como h é fmpar, 0 € O. Seja O a componente de
O que contém 0, de modo que O é uma vizinhanga limitada e simétrica da origem

em X,,. Segue do Lema 7.3 que v(00) = m. Afirmamos que
h(00) C 0B,(0).
Assumindo a inclusao acima vamos considerar
E={ueD, : h(u) € 0B,(0)}.
Entao 00 C FE e, portanto, m = v(00) < v(FE). Assim,
YENY) 2~9(E)=~(Y)>=m—(m—j)=j>Fk

Segue do item (ii) da Proposicio 7.2 que v(h(E\Y)) > k. Lembrando que codim
W = dimV = k, podemos usar o Lema 7.4 para concluir que h(m) NW # @.
Mas h(E\Y) C (AN dB,(0)), donde se conclui que AN IB,(0)NW # @, como
haviamos afirmado.

Resta verificar que h(00) C 0B,(0). Para tanto, note inicialmente que a escolha

de R,, em (I3) nos fornece

I <0em X, \ Bg, (0).
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Por outro lado, como codim W = k < m = dim X,,,, temos que WN9oB,(0)NX,, # &

e portanto segue de (I;) que

IweoB,0)nx, = > 0.

As duas ultimas expressoes implicam que p < R,,.

Suponha, por contradi¢do, que u € 90 ¢ tal que h(u) € B,(0). Se u € Dy,
entdao, por continuidade, existe uma vizinhanca N, de u tal que h(N,) C B,(0),
o que implicaria que u estd no interior do conjunto O. Logo, v € dD,,, onde a
fronteira estd sendo tomada com respeito a X,,. Mas, em 0D,,, a funcao h coincide

com a identidade. Logo,
p > [[h(u)|lx = |lullx = R,

o que é um absurdo. Isso conclui a demonstracao. O

O proéximo resultado mostra que ¢; é nivel critico e estima o tamanho do conjunto

K.;, como feito no Teorema 7.1.
Proposicao 7.15. Se j >k ec; =cjy1 =+ = cjpp = ¢, entao y(K.) > p+ 1.

Demonstragao. Como I(0) = 0 e ¢ > « > 0, entdo K. € ¥. Suponha, por
contradicao, que v(K.) < p. A condigao de Palais-Smale implica que K. é compacto,

e portanto existe & > 0 tal que

Aplicando o Lema de Deformagao com 0 < ¢ < a/2 e O = int(K,.)s obtemos

n € C([0,1] x X, X) tal que n(1,-) é impar e satisfaz
(i) n(1,u) = u sempre que u & I ([c — 2¢, ¢+ 2¢]);
(i) n(1, 1M\ (K,)s) C I¢=.

Escolha agora A € I';4,, tal que

sup I(u) < c+e. (7.7)

u€A



7 Teorema do Passo da Montanha com simetria 113

O item (d) da Proposicdo 7.13 implica que A\ (K,.); € I';. Além disso, como
c—2e>0el <0em 0Bg,(0)N X, para todo m > j, concluimos da propriedade
(i) acima que n(1,-)=Id em 0Bg,, (0) N X,,. Uma vez que n(1,-) é impar, a assertiva
(c) da Proposicio 7.13 mostra que n(1, A\ (K.)s) € T';. Segue entdo de (ii) e de
(7.7) que

c< sup I(u) <c—ce,

uen(lvA\(Kc)(S)

o que a absurdo. O

O proéxima resultado completa a demonstragao do Teorema 7.12

Proposicao 7.16. Os niveis criticos ¢; sao tais que

lim ¢; = +o00.

Jj—o00
Demonstracao. Suponha, por contradi¢do, que a sequéncia crescente (c;) é limi-
tada. Como ¢; < ¢y <---<¢; <---, entao existe

c= lim c;.
Jj—o0

Se ¢; = ¢ para todo j > jy entao, pela Proposicao 7.13, y(K.) = oo, 0 que contraria
a compacidade de K.. Logo ¢; < ¢ para todo j > k. Defina

K={ueX : 1 <I(u)<c¢ I'(u)=0}= U K. (7.8)

cpr1<d<c

Usando Palais-Smale concluimos que K é compacto (cf. Exercicio 7.11), de modo
que existe 6 > 0 tal que v(Ks) = 7(K) < 00. Seja s = max{k + 1,7(K)} e escolha
e > 0 tal que

CcC—¢C
D<e< =

Escrevendo O = int(Kj) e usando o Lema de Deformagao, obtemos n € C([0,1] x

X, X) tal que n(1,-) é impar e satisfaz
(i) n(1,u) = u sempre que u & I ([c — 2¢, ¢ + 2¢]);

(i) n(1, I\ Kj) C I



7 Infinitas solugoes para um problema superlinear 114

Seja agora j € N tal que ¢; > ¢ — € e escolha A € T'j; tal que

supI(u) < cjis+e<cH+e.
u€eA

Como antes, A\ K5 € I';. Além disso, como ¢ — 2 > ¢, > o > 0, 0 mesmo
argumento usando na prova da proposigao anterior mostra que n(1, A\ Ks) € ;.
Logo, por (ii) acima e pela escolha de j, temos que
¢j < sup I(u) <c—e <y,
uen(1,A\Ks)el';

o que € absurdo. Logo ¢; — oo quando j — oo. O

7.4 Infinitas solucoes para um problema superli-
near

Nessa secao vamos retormar o problema estudado na Segao 77, qual seja
—Au = f(z,u), =€,
u =20, x € 08,

onde Q C RY é um déminio limitado e f : Q x R — R satisfaz

(fo) f€C(QxRR);

(f1) existem ci, cp > 0e 1 < p < 2%, tais que

|f(x,8)] <er+es|P™l, V(x,s) € QxR;
(f3) existe p > 2 tal que
0 < pF(z,s) <sf(x,s), Vs#0,
em que F(z,s) = [} f(z,t)dt;
(fé) f(z,-) é impar para todo = € (.

O resultado principal da secao é o seguinte.
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Teorema 7.17. Suponha que f satisfaz (fo), (f1), (f3) e (fs). Entdo o problema

(7.9) possui uma sequéncia ilimitada de solugdes fracas.

Demonstragao. Denotando por H o espago H}(2) munido da norma |ul| =

(Jq |Vu|?)'/2, podemos usar a condicdo (fy) — (f1) para verificar que o funcional

I(u) = 1/ |vu\2—/F<x,u)
2 Ja Q

¢ de classe C' em H. Como antes, F(x,s) = [ f(z,t)dt. Uma vez que f(z,-) ¢
fmpar, sua primitiva F(x,-) é par, donde se conclui que o funcional I é par. Além
disso, I(0) = 0 e, como f tem crescimento subcritico, podemos usar a condigao
de Ambrosetti-Rabinowitz (f5) como antes para verificar que [ satisfaz (PS). Para
provar o teorema precisamos somente verificar que [ satisfaz as condi¢oes geométrica
do Teorema do Passo da Montanha com simetria para alguma decomposicao H =
Vow.

Mostremos primeiro que a condicao (fg) vale para qualquer decomposicao do
espaco H. De fato, sem perda de generalidade podemos supor que o nimero y dado

pela condigao (f3) satisfaz 2 < u < 2*. Essa mesma condicao fornece

F(z,s) > c1|s|* —cay, Ve, seR
Logo, dado um subespaco X C X de dimensdo finita, a equivaléncia das normas
|-l e] -], nos fornece

1 1 =
I(w) < 5l = eafull + 10 < Sllull? = esllullt + cl@l, Vue K.

Como p > 2 segue que I(u) — —oo quando |ju] — oo, u € X. Assim, existe
R = R()A() > 0 tal que I(u) < 0 para todo u € X satisfazendo |lu|| > R, e portanto
a condicao (]/;) é satisfeita qualquer que seja a decomposicao do espaco H como
soma de dois subespacos, um deles com dimensao finita.

Para cada k € N, seja
Vi = span{p1, ..., o}, W=V,

onde (pp)ren sa0 as autofungdes do problema de autovalor (PA). Integrando a

condigao de crescimento (f;) obtemos

|F(z,8)] < cals| + cs|s]P < cg+cr|sP, V(x,5) € QxR
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Logo, para todo v € X, temos que
L, 9 »
1) > S lJull® = erful} — s
Como 2 < p < 2% existe 0 € (0,1) tal que
p=(1—-0)2+02". (7.10)

Assim, podemos usar a desigualdade de Holder com expoentes s = 07! e s =

(1 —6)~! para obter

Jtur = [l < fuly =
Q Q

02*
2%

de modo que

1 .
I(u) 2 o flul® = erluly™"ful5?

1
1-0)2
Plulg? — es = o flul® ~ caluly

Ol

Cg,

em que usamos a imersao H < L? (Q).
A desigualdade acima vale para todo elemento u € X. Se tomarmos u € Wy,

podemos usar a desigualdade variacional ||u||* > Ai11]ul3 e (7.10) para obter

1) 2 < [[ul]? = s a0 ] — e = (§—Wuuup ) Jull? — es.
)\k—l—l )\k—l—l

Considere agora p = 24/cs + 1 e escolha k£ € N grande de modo que

Co _9 1
k+1

Note que tal escolha é possivel porque A\, — oo quando & — oo. Com essa escolha,

sempre que u € 0B,(0) N Wy, temos que

1 1 1
) 2 (5_ Z) PP = (Ve + 1) - =1,

e portanto (fl) é satisfeita com a = 1, p = 2y/cg + 1 e a decomposicao do espaco
sendo dada por H = V,®W,, onde k € N é tal que a desigualdade (7.11) é satisfeita.
Aplicando agora o Teorema 7.12 obtemos uma sequéncia de valores criticos ¢, —

00. Considerando u; um ponto critico no nivel ¢, temos que

1
I(ug) = cp = §||uk||2 —/QF(x,uk).
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Se a sequéncia (uy) fosse limitada teriamos que o lado direito seria limitado, pois

/QF(:E, uy)

Como ¢ — oo devemos entao ter ||ug|| — oo, quando k — oco. Isso conclui a prova

(f1) implica que

< collun| + crol u]”-

do teorema. O

7.5 Exercicios

7.1. Seja A C X \{0} é um conjunto fechado e simétrico. Se k > 1 e A é homeomorfo

a S* por uma aplicacao fmpar, entdao y(A) > 1.

7.2. Mostre que a extensdo @ : X — R* de ¢ : A — R*\ {0} da prova da Proposicao

7.2 pode ser considerada fmpar.

o(x)—p(—x o(x)+p(—x
:w();a( )+90()2w( )

Sugestao: note que @(x)

7.3. Se A C H é um conjunto compacto e simétrico de um espaco de Hilbert H
e 7(A) = k < o0, entdo A contém um conjunto ortogonal contendo pelo menos k
vetores nao-nulos.

Sugestao: veja [41, Observagao 8.7].

7.4. Verifique que os valores mini-max ¢; definidos na prova do Teorema 7.1 podem

ser alternativamente caracterizados como
¢; =inf{r e R:y(I") > j}.
Sugestao: veja [41, Observacio 8.7).
7.5. Prove o Teorema 7.6.
7.6. Prove o Teorema 7.7.

7.7. Complete todos os detalhes da prova do Teorema 7.8.

Sugestao: veja [41, Teorema 9.6].
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7.8. Considere I : H}(Q) — R dado por

1 1
Iy =3 [ 196 = [ jup.

em que 2 < p <2 SejaX={Ae€ H}(Q)\{0}: A= —A} e defina
mw={AeX:v(A) >k}
Verifique que, para todo k € N, vale

inf sup I(u) = —o0.
AEWUEE ( )

7.9. Se i é um indice para (G,X,I') e A € ¥ é tal que ANFixG # @, entdo
i(A) = supi(B).
BeT

7.10. Seja M um espago métrico, G = {Id}, ¥ a familia dos conjuntos fechados de
M e T a classe de todos os homeomorfismos de M em M. Verifique que caty; é um

indice para (G,%,T).

7.11. Use a condicao de Palais-Smale para mostrar que o conjunto K definido em

(7.8) é compacto.



CAPITULO 8

Espacos de Sobolev

A partir de agora vamos estudar o problema

Au = f em(Q,
u = 0 em 0,

(P)

com £ C R™ sendo um aberto de classe C! e a funcao f, ao contrario dos capitulos
anteriores, podendo ser descontinua em €). A fim de exemplificar o que faremos
vamos supor, inicialmente, que a fungao f pertence ao espago de Lebesgue L%().
Se u € C?*(Q) N C(Q) é solucao de (P) no sentido cldssico entao, multiplicando
a primeira equacao de (P) por ¢ € C§°(f), integrando e usando o Teorema da

Divergéncia, obtemos

ou
/Q F(@)pla) de = / (—Au(z))p(z) dz = / Vu(z) - Vplz) dr — /a pla) () da,

ou ainda, lembrando ¢ = 0 em 052,
/ Vu(z) - Vo(z)de = / f(z)p(x)dz, para toda ¢ € C5°(£2). (8.1)
Q Q

Observe que o lado direito da equagdo acima é finito sempre que f € L}, (Q).

Em particular, se f € L*(Q2) e u é uma solugao cldssica, a expressao acima sempre se
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verifica. Note ainda que o integrando do lado esquerdo envolve apenas as derivadas
de primeira ordem da funcao u.
A fim de continuar nossa motivacao vamos supor que existe um espaco de Hilbert

H com as seguintes propriedades:

(i) o produto interno em H & dado pela aplicagao

(g HxH-—R

8.2
) oy = [ Vo) Vo

(il) C§°(2) é um subespaco denso de H;

(iii) H estd imerso continuamente em L*(€).

Nessas condigoes a equacao (8.1) se escreve como

/f z)dz, Yo e CX(Q).

Para mostrar que a igualdade acima pode ser estendida para todos os elementos
de H, seja ¢ € H e (o) C H tal que ¢,, = ¢ em H. Pela continuidade do
produto interno temos que (u, @,m) g — (U, ¢)g. Além disso, usando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz e a continuidade da imersao H — L*(f2), obtemos

IN

\ [0@ent@) - s@pte) ao

/ (@) (omla) — (2))| dz

< fllez@llem = ellz@

A

< Clflle@llem = ¢lla — 0.

Desse modo, passando a igualdade (u, @)y fQ x)dzr ao limite, con-

cluimos que

/ Vu(z) - Ve(x)dr = / f(z)p(x)dz, paratoda ¢ € H. (8.3)

Diremos que u € H é uma solu¢do fraca do problema (P) se a igualdade acima
ocorre. Naturalmente, toda solucgao classica é solucao fraca. Veremos posteriormente

que o contrario pode nao ser verdade.
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Vejamos agora como a existéncia de um espago H como acima nos permite

encontrar solucao fraca para o problema (P). Para isso vamos definir
Tf : H—R
oo i) = [ Fa)pl)ds
Q

e notar inicialmente que 7y é uma transformacao linear. Além disso, para toda

p e H, vale

Ty(o)| = ' [ f@otwyaa

< [Ifllzzallellz@) < Clfllz@llela,

e portanto 7t ¢ uma funcional linear continuo de H em R.
Nesse ponto vale lembrar que se T : R* — R ¢é uma transformacao linear e se
n
v € R™ pode ser escrito na base canonica de R" como v = E a;e;, entao
i=1

T(U) =T (Z Oéi€i> = Z aiT<ei> - <UT7 U)Rn )

em que vy = (T(eq1),...,T(e,)) € R". Isso mostra que para cada transformagao

linear T" de R™ em R podemos associar um elemento vy € R™ tal que
T(v) = (vp,v)py, Yo €R™

O ponto importante aqui é que o resultado acima s6 depende da estrutura Hil-
bertina de R™. Desse modo, vale o mesmo resultado em dimensao infinita, isto é,
se X é um espaco de Hilbert e T': X — R é um funcional linear continuo, entao o
Teorema da Representacao de Riesz nos garante que existe um elemento vy € X tal
que

T(v) = (vr,v)y, YveX.

Voltando ao nosso problema, perceba que a existéncia de solugao fraca para (P)

é equivalente a encontrar v € H tal que

(u,0)g = Ty(p), Ve H.

Como T ¢ um funcional linear continuo temos que existe um elemento uy € H tal

que

Ti(p) = (us,0)m, Yo € H.
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Segue entao das duas ultimas igualdades que u := uy é uma solugao fraca de (P).
Nao é dificil verificar que a solucao fraca obtida acima é tnica. De fato, suponha

que uy, uy € H sdo ambas solugoes fracas de (P). Entao

(1, 0) i = / f(@)o(x) dz = (us, @), Vo € H,

0 que mostra que

(ug —ug, o)y =0, V€ H.

Em particular, escolhendo ¢ = u; — uy na expressao acima, concluimos que ||u; —
us||% = 0, o que implica que u; = us.

Vale notar que o mesmo argumento usado acima nos permite mostrar que, em
geral, o elemento de representacao dado pelo Teorema de Riesz é tinico.

Nas proximas secoes vamos discutir a existéncia de um espago H com as pro-
priedades acima. E importante observar que a equagao (8.3) pressupOe apenas a
existéncia de derivas de ordem um para as fungoes de H. Desse modo, é natural
que o espaco H seja maior do que C2(£2) N C(2), esse tltimo sendo o espaco em que
vivem as solugoes cldssicas. Assim, parece natural pensar que temos mais chance de
obter solugoes fracas do que solugoes classicas.

Um maneira simples de construir o espaco H seria notar que a funcao dada em
(8.2) define um produto interno em C§°(2) e denotar por H o fecho de C3°(€2) com
a norma induzida por esse produto interno. Uma dificuldade que surge é que, com
essa construcao, os elementos de H seriam classes de equivaléncia de sequéncias de
Cauchy em C§°(€2). Evidentemente ndo parece muito claro como trabalhar com tais
elementos. O segundo problema é que ainda precisarfamos mostrar que H < L*(Q).

A idéia entao é tentar identificar o completamento acima com algum espaco de
fungoes. Esse é o contetido das proximas se¢oes. Antés porém vamos fixar algumas
notacoes.

Como trabalharemos muito com formulacoes integrais para nossos problemas,
escreveremos somente [ u para denotar [, u(z)dz, em que u € L'(Q). Além disso,
para 1 < p < oo e u € LP(2), vamos escrever ||ul|, para denotar a norma de u em

LP(Q2). As normas de fungoes u continuas ou Holder continuas serdo denotadas por
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lull cr@) e llullora @), respectivamente. Finalmente, diremos que ¢ é uma fung¢do

teste quando ¢ € C§°(9).

8.1 Derivadas fracas

O primeiro passo para a construcao do espaco H com as propriedades apresentadas
no inicio do capitulo sera introduzir um novo conceito de derivada que generaliza
que a derivada usual.

A fim de motivar esse novo conceito considere u € C*(Q), para algum k € N e
€ C°(2) uma funcao teste. O Teorema da Divergéncia nos permite entao integrar

por partes para obter

/wpxi = _/umi90+/ U($)<P(ff)77’ ds, = _/u$i§0>
o0

em que usamos, na ultima igualdade, o fato de que ¢ = 0 em 9€). De uma maneira

mais geral, se a é um multi-indice tal que |a| < k, podemos escrever

/uDo‘go = (—1)a|/<pDo‘u. (8.4)

Observe que o lado esquerdo da igualdade acima faz sentido mesmo que u nao

1

Le(£2) pois, nesse caso, se denotarmos

seja regular. De fato, basta supor que u € L

por K, CC 2 o suporte da fungao ¢, temos que

' / uD%p

As consideragoes acima motivam a seguinte definicao.

< /K ()| |D*p()] dz < [ollae / ju(z)| dz < oo.

Ko

Definigao 8.1. Dado um aberto Q C R", uma fungio u € Lj,.(?) e um multi-indice
1

e(2) € a a-ésima derivada fraca de u se

a, dizemos que v € L

/Qu(a:)Do‘go(x) dz = (—1)"'/1}(3:)@(:5) dz, Ve e C5e(Q). (8.5)

Q

1

loe(82) como acima, dizemos que u nao possui

Quando nao existir uma fung¢ao v € L

a-ésima derivada fraca.
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Essencialmente, a definicao acima diz que uma derivada fraca de uma funcao é
uma fungao localmente integravel que nos permite fazer integragao por partes. O

lema abaixo estabelece, em um certo sentido, a unicidade da derivada fraca.

1

1.(Q), quando existe, é

Lema 8.2. A a-ésima derivada fraca de uma fungao u € L

unica a menos de conjuntos de medida nula.

Demonstracao. Suponha que v, v sao a-ésimas derivas fracas de u. Entao

(-0 [op= [upre = (- [50. Vo cr@),

e portanto
/(v —0)p =0, Ve ().

Segue entao (cf. [9, Lema 4.2]) que v — v = 0 q.t.p. em Q. Logo v = ¥ ¢.t.p. em
Q. O

1

1e(§) possui a-ésima derivada fraca v,

Tendo em vista o lema acima, se u € L
podemos denotar simplesmente

v = D%u.

Observe que a notacao acima pode causar confusao com a de derivada no sentido
classico. Ao longo de todo este capitulo, quando escrevermos D®u, estamos nos
referindo a a-ésima derivada no sentido fraco.

Antes de apresentar as propriedades basicas da derivada fraca vejamos alguns

exemplos.

Exemplo 8.3. Se uma funcao u possui derivada no sentido classico, entao u possui

derivada no sentido fraco e essa coincide com a derivada classica.
Exemplo 8.4. Considere 2 = (0,2) e u : 2 — R dada por

r, se <z <1,
1

u(z) =
, caso contrario.

Observe que u € Lj,.(0,2) e que nio existe a derivada no sentido cléssico, visto que

nao existe u/(1). Vamos mostrar que u possui derivada fraca v : (0,2) — R dada
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por

1, se0<ax <1,

v(r) =
0, caso contrario.

De fato, claramente temos que v € L}, (0,2). Seja ¢ € C§°(0,2) e observe que

loc

/ngo’ :/Olscgo’(:c)d:c+/12<p’(x)dx

— 2p(@)Lg— / () dz + ((2) — (1))

— (1) - / () dz — (1)

de modo que v = v’ (no sentido fraco).
Exemplo 8.5. Considere Q2 = (0,2) e seja agora u : 2 — R dada por

r, sel<z <1,
u(z) =
2, caso contrario.

Vamos mostrar que nesse caso u nao ¢ fracamente derivavel. De fato, suponha por

contradicao existe a derivada fraca u’. Entao,
/wp' = —/u'gp, Vo e C5°(0,2).
Considere uma sequéncia (¢,,) C C§°(0,2) satisfazendo, para todo m € N,
(1) [lemllee <15
(i) @m(1) =1
(ill) limy,—eo om(x) = 0, para todo o # 1 ;

(iv) o suporte de @, estd contido em [1/2,3/2].
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Temos que
o [
1 2
:/ :Egp’m(:p)dx+/ 20! (z)dx
0 1
1
—pmlioo = [ (o) ds + 260 (2) — 2on()
0
2
—on() = [ nla)do - 20,(1)
0
2
:—/ om(r)dr — 1
0
Logo,

l= [ dom— [ om= Wom — [ om
(+%)

Observe agora que v/ (), (x) — 0 q.t.p. em (1/4,7/4). Além disso, |u/'(z)pm(z)| <
|u/(x)] q.t.p. em (1/4,7/4) e |u/| € L*(1/4,7/4), visto que v’ € L} (0,2). Segue

loc

entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim Wy = 0.
m—»00 (%7%)

Do mesmo modo mostra-se que f ©m — 0. Desse modo temos que

1= lim (/u’gpm—/cpm) =0,
m—r00

o que ¢é absurdo. Portanto, nao existe a derivada fraca u’.

8.2 Espacos de Sobolev

Comecamos definido o espaco com o qual trabalharemos em toda essa secao.

Definigao 8.6. Sejam Q@ C R™ um aberto, 1 <p < oo e k € NU{0}. Definimos o

espago de Sobolev WHP(Q) como sendo
WhEP(Q) .= {u € LP(Q) : D% € LP(Q) para todo multi-indice a tal que |a| < k}.

Observe que se u € W*P(Q) entdo u € LF(Q), de modo que toda fungao de

WHhP(Q) estd em L}.(2). Nunca é demais lembrar que, na definigao acima, D%u
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denota a derivada no sentido fraco. Finalmente, como D*u € LP((2), estamos as-
sumindo tacitamente que todas as derivadas fracas de ordem menor ou igual a k

existem. Uma outra observagao importante é que valem as seguintes inclusoes
Ce () CWHP(Q) C LP (Q).

Quando p = 2, vamos denotar W*?(£2) simplesmente por H*($2), isto ¢, H*(Q) :=
WH2(Q). Em particular, se k = 1, temos

HY(Q) =W(Q) = {u c L*(Q) : g—xu € L*(Q) parai =1, ,n} )

Veremos em breve que H¥(2) pode ser dotado de um produto interno de modo
a tornar-se um espaco de Hilbert. Antes porém note que, se u € H'(Q), entao
as duas integrais em (8.3) sao finitas, sempre que f € L*(©). Conforme veremos
posteriormente, o espago H que estamos procurando para obter as solugoes fracas
de (P) é precisamente um subespaco especial de H'(2).

O resultado abaixo apresenta as principais propriedades dos espacos de Sobolev.
Teorema 8.7. Se u,v € W"P(Q) entdo
(i) Du € Wkl (Q) para todo multi-indice o tal que |o| < k.
(i) D*(Au+ pw) = AD + pD*v, para todo A, v € R.
(iii) Se Q C Q € um aberto, entio u € WrP(Q).

(iv) Se p € C5°(Q) entdo pu € W*P(Q) e para todo multi-indice o = (ay, . .., a,)
tal que || < k, vale
D (pu) = Z LD@pDa*ﬁu
iz Plla—p)! ’
onde o) = ag! - an! -, e (B, ..., 0n) = B < a significa 5; < oy, para todo

1=1,...,n.

(v) DP (D*u) = D*"Pu sempre que |3| + |a] < k.



8 Espagos de Sobolev 128

Demonstragao. Considere ¢ € C§°(€2) e note que, pela definigao de derivada fraca,

temos
/()\u—l-,uv)Dago = )\/uDaap+u/vD°‘g0
= )\(—1)04/@Dau—i—,u(—l)a'/ngav

= (—1)'0‘/()\D0‘u+,uDo‘v) ©,

o que estabelece a veracidade de (ii). A prova dos demais itens segue também da

definicao de derivada fraca e sera deixada como exercicio. 1.

Observe que o item (ii) acima implica que W*?()) é um espaco vetorial real.

Vamos transformé-lo em um espacgo normado introduzindo a seguinte norma

(

Z/|Do‘u|p , sel<p<oo,
o<k
[ullwrrg) =
Z ”DauHL“’(Q) ) se p = Q.
\ |al<k
Para verificar que || - [[yyrs(q) define de fato uma norma em WHP(Q) precisamos

mostrar que para quaisquer u, v € W*P(Q2) e A € R, valem
(N1) [[u|lwr.r@) = 0 se, e somente se, u =0 ;

(N2) H)\UHW'w(Q) = ‘)‘H‘uHW’W(Q) ;

(N3) [Ju+vllwrr@) < lullwes@) + v]lwer@)-

Temos que (i) e (ii) sao imediatos da definicao. Mostremos entao (iii), para
1 < p < 0. Usando a desigualdade triangular em LP(Q) e a linearidade de D,

obtemos

lutvllwesey = | D I1Du+ D%, | < | D (ID%ullms@) + [|1D*0l|re)”

o<k lo| <k

=

Lembremos agora que, se a;,b; € R, a desigualdade de Minkowski se escreve como

(ZW +bi\p> L (Zmi\p)p + <Z\bi|p>p.
=1 =1 =1
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Desse modo, temos que

p
lut vllweney < [ S 1Dl |+ [ 32 107005,

lal<k la| <k

1
P

(X fiorar) (S [imrer] = it ¢ ol

la|<k la|<k
Quando p = oo o item (iii) segue imediatamente da desigualdade triangular para

numeros reais.

Observagao 8.8. Existem outras maneiras de definir normas em W*?(€2), como
por exemplo
|ulwra) = Z [D%ul[1ri) ou  |[|[ull|wrrq) == mi};HDauHLP(Q)
jal<k o
Nao é dificil verificar que as expressoes acima também definem normas em W*?(Q)

e que essas normas sao equivalentes a norma usual || - |Jy ks (q)-

A fim de simplificar a notagao, a norma | - [[yk»(q) serd denotada, daqui por
diante, simplesmente por || - |5 -

Lembremos que um espago vetorial (X, ||| x) é dito de Banach quando ele é com-
pleto com respeito a topologia induzida pela norma. O resultado abaixo estabelece

a completude do espaco de Sobolev W P(().
Teorema 8.9. O espaco W*P(Q) com a norma || - ||, € um espaco de Banach.

Demonstragao. Suponha 1 < p < oo e seja (u,,) C WHP(Q) uma seqiiéncia de
Cauchy arbitraria. Vamos mostrar que (u,,) converge em W*P(Q). Sendo (u,,) C

WkP(Q) uma seqiiéncia de Cauchy temos que, dado € > 0, existe N > 0 tal que
|l — wumllkp < e, sel,m> N.

Assim, para todo multi-indice « tal que |a| < k,
1/p

HDaul - Daume < Z HDaul - Daumnip(g) <&, se l,m > N7

lo| <k
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o que mostra que (D%u,;,) C LP(Q2) é uma seqiiéncia de Cauchy. Sendo LP(Q)
completo, segue que D%u,, — u, em LP().

Considere u := u,...0) € mostremos que u € WkP(Q) com D = u, para todo
la] < k. Se isso for verdade podemos fazer | — 0o na expressao acima para concluir
que ||ty — ul|k, < € sempre que m > N. Ora, mais isso é o mesmo que dizer que
Uy — w em WHP(Q).

Resta entao mostrar que, para cada multi-indice « tal que |a| < k, vale D% =
Uq. Para cada ¢ € C°(Q) fixada temos que D%p € LP (Q), em que p’ é 0 expoente
conjugado de p, isto é, 1/p+ 1/p’ = 1. Desse modo, podemos usar a desigualdade
de Holder para obter

[ @D = un070)| < [ = unllD®e] < = w196l
A expressao acima mostra que

/uDo‘ap = lim [ u, D%, Ve e C;°(Q).

m—0o0

Uma vez que D%u,,, — u, em LP(£2), podemos proceder como acima para verificar
que

/uago = lim [ (D%,)e, Yo e C5°(Q).

m—r00

Portanto, para toda ¢ € C§°(£2), temos que

/UDOC()O: Lim umDa(‘O: lim (_1>Ia/(Daum)()07: (_1)|a/ua§0.

m—r0o0 m—r00

donde se conclui que D*u = u,, € LP(), e portanto u € W*P(Q).

O caso p = oo é simples e serd deixado como exercicio. O

Finalizamos essa secao apresentando outras duas propriedades tteis do espaco
WkP(Q). Para simplificar a exposi¢do vamos considerar o caso k = 1 e observar

que W'?(Q) pode ser imerso isometricamente em (LP(€))""" através da aplicacio

I:Whr(Q) — LP(Q)"T! dada por

ou ou
I(u) := <u,a—xl7... ’8—3';”)’
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onde o espaco X := (LP(92))"*" estd4 munido com a norma

1
n+1 P
| (vo, ve, - 7vn)HLP(Q)”+1 = (Z Hvz”m Q)) , Vv = (vo,v1,...,0,) € LP(Q)HI-

Isso significa que podemos identificar W1P(€) com o subespaco correspondente Y :=
I(Wh?(Q)) de X. Uma vez que W'P(Q) é completo segue que Y é um subespago
fechado de X. Mas X ¢é reflexivo quando 1 < p < oo e separavel quando 1 < p < oo,
o que mostra que o subespago fechado Y (e portanto WHP(£2)) tem essas mesmas
propriedades.

A construcao acima pode facilmente ser feita para W*?(Q) de modo que vale o

seguinte

Teorema 8.10. O espaco WHP(Q) € reflezivo se 1 < p < 0o e separdvel se 1 < p <

Q.

8.3 Aproximacao por funcoes suaves

Seja B = B;(0) C R™ a bola unitédria, 1 <p < oo e~y > 0 tal que y < (n—p)/p. De
acordo com o Exercicio 8.5 temos que a fungao |z|~7 pertence a W'*(B). Como ela
é de classe C*° em qualquer aberto que nao contém a origem, concluimos facilmente
que u € WHP(By(0)).

Considere agora (z,,) € B um conjunto enumeravel e denso em B e defina

v: B — R por

Observe que

H‘x_ImFWHWl’P(B)SH|x‘ lep (B2(0)) = C(n,p,7) >0,

€ pOI‘lanlO
v ]/Vl,p E m a w1, p(82 0) n p, E 1 o = , fy’ p A

Desse modo concluimos que v € W ,(B). Observe porém que, como o conjunto (,,)

é denso em B, a funcao v é ilimitada em qualquer aberto contido na bola unitaria.
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O exemplo acima mostra que os espagos de Sobolev podem conter fungoes mal
comportadas. Contudo, conforme veremos nessa secao, é sempre possivel obter uma
funcao regular que esta proxima de v.

Em toda essa secao 2 C R™ denota um conjunto aberto arbitrario. Lembremos
que, se € > 0, entao

Q.= {r € Q:dist (z,00) > ¢}.

No Capitulo 1 mostramos que, se f € C(£2), entao a fungao regularizada f© := (n.*u)
é de classe C'™ em ().. Utilizando o mesmo argumento apresentado naquela ocasiao e
o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue podemos mostrar que a mesma
conclusdo vale com a hipdtese mais fraca de que f € L} (). Desse modo, se
f € WFP(Q), entao f¢ € C*(Q.). Além disso, se f € LV (Q) entdo f¢ — f em
P

loc

(Q), sempre que 1 < p < o0.
As consideragoes acima nos permitem provar nosso primeiro resultado de apro-

ximacao. Dizemos que uma sequéncia (u,,) C W*P(Q) converge para u em W, (Q)

quando

m [[u,, — ullwrrx) =0,
m—r0o0
para todo K CC €). Vale o seguinte resultado.

Teorema 8.11. Se u € W5P(Q) para algum 1 < p < oo entdo u® converge para u
em WP(Q), quando e — OF.

loc

Demonstragao. Dado um multi-indice « tal que |a| < k, podemos usar o mesmo

argumento do Capitulo 1 para verificar que, para todo = € €)., vale
D (x) = D* / ne(z — y)uly)dy = / Dgne(x — y)uly)dy
= (1" [ Dpne = wyat)dy
= (VR [ e =)D Uy = (e D) a),

em que usamos a Regra da Cadeia e o fato de y — 7.(z — -) ser uma fungoes teste.

Desse modo concluimos que

D = n.x D%, Yz € Q..
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Dado agora um compacto K CC 2, observe que

im0 = 0l = i 3 D% = Doul,
la|<k

: [e P « p
visto que D*u® — D% em L,

(Q). O

Gostarfamos agora de fazer aproximacoes em WFXP(Q) e nao somente apro-
ximacgoes locais. Para isso, necessitamos transformar as estimas locais do tltimo
resultado em estimativas globais. Vamos entao utilizar o importante conceito de

particao da unidade, dado pelo resultado abaixo.

Proposigao 8.12 (Particao da Unidade). Seja Q C RY um conjunto qualquer e O
uma familia de abertos que cobrem Q, isto €, Q C |J A. Entao existe uma familia

AcO
U de fungoes ¥ € C3°(RY) tais que

(i) 0 <(x) <1, para todo v € RN, € W;

(il) se K CC Q, entao suppipy N K # & somente para um numero finito de fungoes
Y ev;

(ili) para cada ¢ € ¥, existe um aberto Ay € O tal que supp) C Ay;

(iv) sex €, entdo Y, g (x) = 1.

A familia de fungoes ¥ dada acima é chamada particio da unidade subordinada
a cobertura O. A demonstragao do resultado pode ser encontrado em [?].
Provaremos abaixo que as fungoes de W#?(€)) podem ser aproximada por funcoes

de classe C* em .

Teorema 8.13. Seja 0 C RY aberto, 1 < p < oo, k € N e u € WrP(Q). Entdo
eziste (u,y,) C C°(Q) tal que u, — u em WHP(Q).

Demonstracgao. E suficiente mostrar que, se u € WkP(Q) e ¢ > 0, entdo existe

v e C™(Q) com ||lu— v, < e. Considere, para j € N,

Q; = {:p € Q: dist (z,00) > 1} N B;(0).

J
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Observe que €2; C ;41 e que, a medida em que j cresce, o conjunto §2; tende a se

aproximar de ). Denotando €)_; = )y = &, considere os abertos
Aj = Qi \

e note que Q = [J;Z, A;.

Seja ¥ a familia de funcoes dada pela Proposicao 8.12 e observe que, para cada
J € N, a fungdo ¢; € ¥ cujo suporte estd contido em A; ¢é tal que ;u € WHP(Q),
em vista do item (iv) do Teorema 8.7. Como ju tem suporte compacto em €2,
podemos utilizar o Teorema 8.11 para obter €; > 0 pequeno, de modo que a funcao
v; i= e, * (Yju) satisfaca

v = Yiullep < 5
Defina agora

v(x) = Zvj(:v), x € (.

Dado um compacto K CC () arbitrario, sabemos que supp; N K # & somente
para um numero finito de indices. Desse modo v restrita a K é uma soma finita
de funcoes v; € C°(K), sendo portanto C* em K. Como o compacto é arbitrario

concluimos que v € C*(€2). Além disso, lembrando que » % ¢;(x) = 1, temos que

o o o0
o —ullep = |[2ovi—ul| =|2v— 2 ¢u
J=1 & j=1 j=1 .
7p 7p
o o
€
< Y Moy —wulley <D0 o =
j=1 j=1
o que conclui a demonstracao. O

Em muitos trabalhos antigos encontra-se a definicio do espaco H*?(Q) como
sendo o fecho de C'™ com respeito a norma |- || ,. O teorema acima diz precisamente
que H*?(Q) = WHP(Q). O resulatdo foi provado em 1964 por Meyers e Serrin [31],
em um artigo cujo titulo é simplesmente "H = W”. O artigo, além de ser sério
candidato no concurso de trabalho com o menor titulo que se tem noticia, foi muito
importante porque unificou a notacao dos espacos de fungoes que vinham sendo

utilizados pelos matematicos.
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Uma questao interessante é se podemos fazer aproximacgoes por funcoes que sao
regulares até o fecho de €). Isso pode ser feito desde que €2 tenha um pouco de

regularidade. Mais especificamente vale o seguinte resultado

Teorema 8.14. Se Q C RY ¢ de classe C', 1 < p < oo, k € N eu € WFP(Q),

entdo existe (u,,) C C®(Q) tal que u,, — u em W*P(Q).

A demonstracao do resultado acima pode ser encontrada em [22, Teorema 3,
Secao 5.3.3]. Para uma versao um pouco mais geral veja [1, Teorema 3.18|.

Finalizamos essa secao observando que os dois resultados acima podem ser falsos
se p = 00. No que se refere ao primeiro basta considerar a fungao v : (=1,1) - R
dada por u(x) = |x|. Nesse caso u € W*°(—1,1), mas u nao pode ser aproximada
por fungdes de classe C°(—1,1). Com relagao ao udltimo teorema, consideramos

Q:=(=1,00U(0,1) e v: Q2 — R dada por

0, se —1<x<0,
v(x) =
r, se —0<z<l1.

Entao v € W*°(Q) nao pode ser aproximada por funcdes de classe C>(Q). Deixa-
mos a cargo do leitor a verificagao dos detalhes em ambos os exemplos (cf. Exercicios

8.7 ¢ 8.8).

8.4 Imersoes de Sobolev

J& haviamos observado que C5°(Q2) — WHFP(Q) < LP(Q2). Estaremos interessa-
dos agora em determinar espacos outros espacos intermediarios, que se localizem
WHkP(Q) e LP(Q). A fim de motivar a exposi¢cao vamos considerar inicialmente o

caso em que 1 < p < n e tentar obter uma estimativa do tipo
lull Loy < ClIVullo@n), Vu € CoRY), (8.6)

com C' > 0 independente de u. Considerando u € Cj(RY) com ||[Vul|p@y) # 0 e

definindo, para A > 0, a funcao

ux(z) :=u(Ax), = €R"
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temos que

sl = [ TG =" [ fus(a)f

IVa@ly = [ 1vaap = [ [Fus@ap
— W / IVu(Az)P = AP / V().

Suponha que a desigualdade (8.6) vale para alguma constanteC' > 0. Entao

1 =

(v [ur) < (v Wu<x>\p)’l’,

A7 Jlully < OXF ([ Vully,

isto é,

ou ainda

p—n_ n
lullg < CXF || Vul,,

qualquer que seja A > 0.
Se (p—n)/p+n/q > 0 a desigualdade acima nos fornece umacontradi¢ao quando
A — 0. Do mesmo modo, fazedo A\ — oo, percebemos que nao pode ocorrer

(p—n)/p+n/q < 0. Desse modo, para que valha (8.6) devemos ter

ou equivalentemente,

oo
q=p" = :
n—p

O numero p* acima é conhecido como ezxpoente critico de Sobolev.
No nosso proximo resultado vamos responder afirmativamente a pergunta feita

no inicio da secao.
Lema 8.15. Se 1 < p < n entao existe C' = C(n,p) > 0 tal que
||u||LP*(R”) < C||Vul|r@ny,

para todo u € C}(RY).
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Demonstragao. Vamos considerar primeiro o caso p = 1 e escrever, no que segue,
x = (z1,...,2,). Como u tem suporte compacto temos que, para cada 1 <i < n,

vale

Zj
U(l’) = / uxi(xh"'axi—l)yi)xi-i-la"'7xn) dyla
—o0
e portanto
oo
|U(ZL‘)| < / |VU(ZL‘1, vy Lim 15 Yiy Tip 15 -1y "L‘n)| dyla
—00

o que implica que

o0 n—1

Vu dyi)

juf) | gH</

— 00

Integrando a expressao acima com respeito a variavel x; obtemos

/|u|ﬁdx1 < /H(/ |Vu\dyi)n day
i=1 \J oo

([1vuan)™ [TL([1vulan) ™ an.
i=2

Lembremos agora que, se fi,..., fj sao taisque f; € L™, i =1,...,j e Zgzl 1/r =

(8.7)

1, entao a desigualdade de Holder generalizada se escreve como
J S AR TP

Aplicando esse resultado em (8.7) com j=n—1,r,=n—1e fi= ([ |Vu|dyz~)ﬁ,

1=1,...,n— 1, obtemos

/|u|n"1 dr, < (/|Vu\dy1> . H (//Wu\dyidxl) T
i=2

Agora, integrando com respeito a xs, concluimos que
_1_ n
n n—1 1
//|U|m dz;dry < (//\Vu|dx1 dyz) / H Fﬂin—l de’
i=1,i#2

onde

) ::/\Vu|dy1 e F}:://\Vu|dx1dyl-, 1=23,4,....n.
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Aplicando Holder novamente, vem

//\u\nnldxldxg < <//\Vu|dx1dy2)n_ <//\Vu|dy1dx2)n_
X (///|Vu\dx1dx2dyi)n_ .
=3

)

Continuando esse processo obtemos

/---/|u|nn1dx1---d:zcnSl_[(/.../|Vu|dx1---dacn>n1:1_[</|Vu|dac)n1
i=1 =1

7

em que, na desigualdade acima, escrevemos dxz; no lugar de dy;. Segue entao que

/|u|r£1 dz < </|Vu|dx) nil,
(1) " < [19ul

o que estabelece o lema no caso p = 1.

ou ainda,

Para o caso 1 < p < n vamos aplicar a desigualdade acima para |u|” com v > 1

a ser escolhido posteriormente. Observe inicialmente que

V([ul) = ylulsgnuVu,

(/ |u|%) <o [l 9al

Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes p e p’ = p/(p — 1), obtemos

(i)™ < ()™ (f )

Vamos agora escolher v de modo que

de modo que

isto é,
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Com essa escolha a tltima desigualdade se torna

n—1_p-—1 1
n n P P
(Ju) " " za(fiver)
Mas,
R =1 n
’y g . g :p
n—1 n—p n—1 mn-—p
e
n—l_p—l_pn—p—np+n n—p 1
n p np np  p*
e portanto,
1 1
/|up* ! <M /|vu|p !
— n_p Y
e portanto o lema vale para C' = p(n —1)/(n — p). O

Gostariamos agora de estender o resultado do ultimo lema para fungoes em
W1P(Q). Vamos considerar incialmente um caso mais simples, em que a funciao u
é tal que existe uma sequéncia (u,,) C C§°(Q) satisfazendo u,, — u em WHP(Q).
Como u,, tem suporte compacto em {2 podemos estendé-la para todo o R™ simples-
mente fazendo u,,|pv\q = 0. Observe que essa extensao nao afeta a regularidade de

Uy,, de modo que podemos aplicar o tltimo lema para obter
[l o @) < ClIVuml| e @)- (8.8)

Aplicando o mesmo lema para u,, — u; e lembrando que Vu,, — Vu em LP(Q)",
concluimos que (u,,) C LP"(€2) é uma sequéncia de Cauchy em L”" (Q). Logo u,, — v
em LP (). Como u,, — u em LP(Q) devemos ter u = v, isto é, u,, — u em LP" ().

Assim, passando (8.8) ao limite obtemos
[l o (@) < ClIVUll o) (8.9)

Concluimos entdao que o Lema 8.15 vale para toda fungao u € WH(Q) que é
limite de funcgoes de classe C>° com suporte compactamente contido em €. Isso

motiva a seguinte definicao.

Definigao 8.16. Sejam Q C R"™ um aberto, 1 < p < oo e k € NU{0}. O espaco

WiP(Q) € definido como sendo o fecho de C3°(Q) na norma || - ||k, i-e.,

W) = O .
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De acordo com a definicao, u € Wok P(€)) se, e somente se, existe uma seqiiéncia
() C C2(Q) tal que u,, — u em WHP(Q). Observe que W () é um subespaco
fechado de W*P(2). Veremos posteriormente que, num certo sentido, as funcoes

u e WEP(Q) sio as funcdes de WH?(Q) que ”se anulam”no bordo de €. Antes

porém, vejamos uma interessante extensio do Lema 8.15 para as funcoes de Wi ().

Teorema 8.17. Suponha que Q C RN € limitado e 1 < p < n. Entdo, para todo

q € [1,p*] existe C = C(n,p,q,|]) >0 tal que
[ul[ o) < Cl|Vull o),
para todo u € W,P(Q).

Demonstragio. Conforme vimos antes da definicio W, (), o resultado vale

quando ¢ = p*. Para o caso em que ¢ € [1,p*) basta usar Holder para obter

q/p*
/|u|q < (/\u\) ‘Q‘(p*—q)/z)*7

o que mostra que a imersao LP () < L4(2) é continua para todo ¢ € [1,p*]. Desse
modo,

[ull o) < Collull o) < ClIVull o),
o que conclui a prova do teorema. O

Destacamos abaixo um importante caso particular do resultado acima.

Corolério 8.18 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que Q C RN € limitado e
1 <p<mn. Entio existe C = C(n,p,|Q|) > 0 tal que,

lullzo) < ClIVullog), ¥Yue Wy™(Q).

Observacao 8.19. Uma consequéncia importante do resultado acima é que pode-

. 1 .
mos definir em W, () a seguinta norma

||u||W01,p(Q) = </Q |Vu|p> = || Vu|| e @), (8.10)
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para todo u € Wy (). De fato, basta notar que se u € Wy"(Q) entao

P _ P < P P P
all 1 /QIVUI < [Jullf, /QIUI +/Q|VUI
P P P S P _ P

. , 1 , . 7 . N

Assim, || -[[y10(, € uma norma em Wy P(€)) e, além disso, essa norma é equivalente &
0

norma usual ||-||;,. Note que a expressao (8.10) nao define uma norma em W*?(Q).

De fato, basta notar que, quando €2 é limitado, a funcao nao nula v = 1 esta em

WLP(Q) mas [ellyy10qy = 0.

Como consequencia imediata do Teorema 8.17 e da observacao acima temos o

seguinte resultado.

Teorema 8.20 (Imersio de W,”, 1 <p<n). Sel<p<mneQCR" éum aberto

limitado, entao vale a imersao
WaP(Q) = LU(Q),
qualquer que seja 1 < g < p*.

Ressaltamos nesse ponto que a Desigualdade de Poincaré (e portanto o teorema
acima) pode nao valer se Q ¢ ilimitado (cf. Exercicio 8.15). Contudo, pode-se
mostrar que ela vale se {2 é limitado em uma direcao, em particular temos a imersao
acima no caso em que 2 C (a,b) x R"™1 com a,b € R.

Observe que o ponto fundamental para a prova de (8.9) para funcoes de W, 7 (Q)
foi usar um processo de aproximagao por fungoes em C§°(£2). Uma vez que toda
fungao de WO1 P(€2) é limite de fungoes desse tipo seria natural supor que as fungoes
de W, () se anulam na fronteira de 9Q. Contudo, essa afirmacio nao faz sentido
visto que 0f) tem medida n-dimensional de Lebesgue nula e que fungoes no espaco
de Sobolev sao sempre definidas a menos de conjuntos de medida nula.

No entanto, quando € ¢ de classe C'', sabemos que toda fungao de W1?(Q) pode
ser aproximada por funcdes u,, € C=(€2). Note que faz sentido falar dos valores de

U, em 0S). E possivel entao introduzir um operador que nos permite falar dos valores

de fronteira de uma funcdo no espaco de Sobolev W#P(2). Mais especificamente,
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vale o seguinte resulatdo, cuja prova pode ser encontrada em [22, Teorema 1, Se¢ao

5.5].

Teorema 8.21 (Teorema do Trago). Suponha que Q2 é um aberto limitado de classe

C' e que 1 < p < oo. Entdo existe um operador linear limitado
T: WH(Q) — LP(09)
tal que,
(i) Tu = upq seu € WP(Q)NC(Q) ;
(i) eziste C = C(p,Q) > 0 tal que, para toda u € WP(Q), vale

| Tu]|ra0) < Cllullwir@)-

O operador acima é chamado operador traco. Conforme dito anteriormente,
ele nos permite identificar T'u como sendo os valores, na fronteira, de uma funcao
u e Whr(Q). E importante ressaltar que a existéncia desse operador estd ligada com
o fato das funcoes de WHP(Q) possuirem deriva fraca. Conforme pode ser visto no
Exercicio 8.13, uma construcao semelhante nao pode ser feita de LP(Q2) em LP(0f2).
Assim, nao existe uma maneira natural de falar dos valores de fronteira de uma
fungao u € LP(Q).

Suponha que u € W, 7(Q) e seja (uy,) C C2(Q) tal que u, — u em WP(Q).

Como o operador traco é continuo temos que

Tu = lim Tu,, = 0.

m—0o0

Desse modo, VVO1 P(Q) C kerT. Um argumento mais sofisticado mostra que a
reciproca é verdadeira, isto é, vale o seguinte resultado (cf. [22, Teorema 2, Se¢ao
5.5]), que justifica a afirmacio de que as funcoes de W, (Q) valem zero no bordo

de 02

Teorema 8.22 (Caracterizagao de I/VO1 ? em relagao ao trago). Suponha que 2 € um
aberto limitado de classe C*', 1 < p < oo e que u € W'P(Q). Entdo u € Wol’p(Q)

se, e somente se, Tu =0 em 0S2.
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No que segue vamos tentar provar um resultado analogo ao Teorema 8.20 para
o espago W1P(€). Observe que agora as fungoes podem nao ter trago igual a zero e
portanto o argumento de extensao utilizado na prova de (8.9) nao se aplica mais.

Uma idéia seria estender uma fungao u € W?(Q) simplesmente fazendo u = 0
em R" \ ©. Contudo isso pode criar descontinuidades na fronteira de €2, de modo
que a funcao estendida pode nem possuir derivada fraca.

O préximo resultado mostra que, se () é regular, entao é possivel estender as
fungoes de W1P(Q) de modo que a fungao estendida pertenca a WHP(R™) e, além
disso, tenhamos o controle do suporte da funcao. Diferentemente do Lema 8.15, o

resultado de extensao abaixo vale para 1 < p < oo.

Teorema 8.23 (Teorema de extensao). Suponha que 2 € um aberto limitado de
classe C* e que Q ¢ um aberto tal que €2 CC Q. Sel< p < 00, entao existe um

operador linear limitado
E:WY(Q) — WP(R™)
tal que, para todo u € WYP(R™), vale
(i) (Bu)(z)=u(x) ¢.t.p. em Q ;
(i) supp Fu C Q ;
(iii) eziste C = C(p,,Q) > 0 tal que
[Eullwre@ny < Cllullwisg)-

A demonstracao do resultado acima pode ser encontrada em [22, Teorema 1,
Secao 5.4]. Para uma versao mais geral com menos exigéncia de regularidade no
bordo, veja [1, Teorema 4.2.6]. O operador E acima é chamado operador de pro-
longamento. Pode-se mostrar que o mesmo resultado vale se 2 = R” ou se o

complementar de  for um aberto limitado de classe C*.

Usando o operador de prolongamento podemos provar o seguinte resultado.
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Teorema 8.24 (Imersdao de W' 1 <p<n). Sel <p<neQ CR" éum aberto

limitado de classe C', entdo vale a imersao
Whr(Q) — LU(9Q),
qualquer que seja 1 < g < p*.

Demonstracao. Vamos considerar primeiro o caso ¢ = p*. Queremos entao obter

uma constante C' > 0 tal que
lull 1o+ (@) < Cllullwiny, Yue€ WH(Q).

Seja entao v € WP(Q), B uma bola tal que Q CC B e considere @ := Fu €
WHP(R") a extensdo de u dada pelo teorema acima. Uma vez que o suporte de «

estd contido na bola, existe uma sequéncia (u,,) € C5°(R") tal que
Uy — % em WHP(R™).
Segue do Lema 8.15 que
it — ll o ey < Call Vit — Vit ooy

Como (u,,) converge em W1P(R") concluimos que o lado direito da expressao acima
tende a zero quando [,m — oo. Desse modo (u,,) C L” (R") é uma sequéncia de
Cauchy, e portanto

Uy — @ em L (R™).
Logo passando a expressao
[tml| Lo ey < C1lIVUml| 2o rn)
ao limite e usando o Teorema 8.23 obtemos
[ull o @) < (1B o+ @ny < CLlIV(EW)||po@ny < Cil|Bullwiegny < Cllullwisy,

onde a constante C' = C'(n,p,2) > 0 é independente de w.
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Considere agora 1 < g < p*. Conforme visto na prova do Teorema 8.17 temos a

imersao continua LP"(2) < L7()). Logo
WEP(Q) — LP (Q) — LI(),

o que conclui a demonstracao. O

Observacao 8.25. Um ponto que merece destaque é que a imersao de WO1 P(Q),
diferente daquela de WP(Q), nao exige regularidade da fronteira de 92. Isso ocorre

1 ~ .
porque, no caso de W, *(€2), ndo precisamos usar o operador de prolongamento.

Observacao 8.26. O argumento final da demonstragao acima pode ser ligeiramente
adaptado para provar imersoes para dominios mais gerais, inclusive ilimitados. De
fato, suponha que Q C R" é tal que a imersao WHP(Q) < LP"(Q) é continua. Desse
modo, se u € WP(Q), entdao u € LP(Q) N LP (). Fixado g € (p, p*) podemos usar
as desigualdades 1/p* < 1/q/ < 1/p para obter 6 € (0,1) tal que

1 1

1
S —(1—0)-+6—
q PP

Segue entao da desigualdade de Holder que

0q (1-0)q

e = [ < ()" ([ o)
Q Q Q Q

1-6
Iy

isto é,

[ullg < [lu

o
o]
Lembrando agora que estamos supondo W1P(Q) < LP"(2) e usando a definigao de

| - ||+, obtemos

lullg < Cullullyllull,™ < Cllully,lulliy” = Cllully,  Yu e WH(Q).

Portanto, se WhP(Q) — LP'(Q) entao WP(Q) < LI(Q) para todo ¢ € [p,p*],

independente de €2 ser limitado ou regular.

Observe que o Teorema 8.24 considera o caso em que 1 < p < n. Uma vez que
p* = np/(n — p) — oo quando p — n~, poderfamos pensar que W1m(Q) C L*.
Conforme podemos ver pelo Exericio 8.9, isso nao ¢ verdade em geral. No entanto,

podemos usar o Teorema 8.24 para considerar o caso p = n como segue.
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Teorema 8.27 (Imersao de W), Se Q C R™ é um aberto limitado de classe C',
entao vale a imersao

WHP(Q) = L1(9),
qualquer que seja q > 1.
Demonstragao. Vamos considerar somente o caso n > 1 (cf. Exercicio 8.10). Para

q > 1 fixado podemos usar a definicao de expoente critico de Sobolev para obter

lim (n —¢e)" = lim = lim nin —¢) = 00.
e—0+ es0tn—(n—eg)  es0t €

n(n —e)

Desse modo, para ¢ > 0 pequeno, devemos ter (n — )" > q. E suficiente agora

observar que

Wh(Q) s Whn=e — L0097 (Q) < LY(Q).
O teorema esta provado. O

Vamos considerar o caso p > n. Comecgaremos com o seguinte lema:

Lema 8.28. Se u € C*(R™) entao existe uma constante C' = C'(n) tal que

I Vuly)|
/B )~y < € / Vel

W™ B [T —y|"!

para todo x € R" e toda bola B,(x) C R™.

Demonstracao. Fixemos w € 9B;(0) e 0 < s < r, entao

*d
/0 au(:c + tw) dt‘

/OSVu(a:+tw)~wdt’

lu(z + sw) —u(z)| =

< / |Vu(z + tw)| dt.
0
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Assim,

1
/ lu(z 4+ sw) —u(x)|dS, < / (/ |Vu(z + tw) \dt) dsS,
8B1(0) 2B1(0) \Jo
1
= / (/ |Vux+tw|dt)
0 0B1(0)
1
= / (/ [Vu(y dSy) dt
[ (L )
0 8B (x \y—:c|

Bo() |7 — ?J|"

/ lu(z + sw) — u(z )|dSw§/ Vo)l
9B1(0) @) 1T —y["

Multiplicando por s"~! e integrando, com respeito a s, no intervalo [0, 7], obtemos

dSy,

e portanto

r

_/ 7\Vu(y)ll dy > / (/ lu(z + sw) — u(x)| dSw) s"ds
n Jp 2 T =y o \JoBi(0)
- [ M g g

0 9B (z) s"

:(/ ju(y) — u(z)| dy,
By (x)

o que conclui a prova do lema. O

Lema 8.29. Sen < p < oo entao existe C = C(n,p) > 0 tal que
ullcor@ny < Cllullwrogn),
para toda v € WHP(R") N CY(R"™), onde vy =1 — S sep<ooey=1sep=oo0.

Demonstragao. Considere inicialmente o caso n < p < oo e tome u € WP(R") N

CH(R™). Como
()] = [u(z) —uly) + uly)] < u(z) —uly)| + |uly)],

podemos integrar em Bj(x) em relacao a y, para obter

u(z)|d wlz) = uly)l d u(y)| dy.
[ om@las [ —vwlas [ ol
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ou ainda

ju(z)] < i/B o ula) — u(y)] dy + — u(y)] dy.

Wn Wn J B (z)
Aplicando agora o lema anterior e lembrando que LP(Bj(x)) < L'(B;(z)), vem

Vu
il < o f ()de@nuuuwﬂx»
Bi(xz

x_ynfl

|V (|)| (8.11)
u(y

< Cl/]_;()7| dy + Csl|ul| (B, (2))-

x =yt

Vamos usar a desigualdade de Holder para estimar a primeira integral do lado

direito acima. Seja entdo p’ = p/(p — 1) o expoente conjugado de p e observe que

' (p—1)/p
Vu(y P 1
[ < ([ wuwra) (| oy
Bi@) [T — Yl Bi (z) Bi(z) |z —y[" T

(8.12)

A primeira integral do lado esquerdo acima ¢é finita porque u € W1P(Q). Para ver

que a segunda também é finita basta notar que

1
/ (n—1)-2- dy = / |w|_(n_1)# dw
Bi(z) | — p—T B1(0)

e lembrar que fBl(O) |lw|77dw < oo se, e semente se, ¥ < n. Quando vy = (n —

1)p/(p — 1) esta condigao de integrabilidade é exatamente n < p, que é o caso que

estamos considerando. Dessa forma

1
/ dy = C(n,p) = C < 0.
B

(@) |z —y|VE

Substituindo a igualdade acima e (8.12) em (8.11), concluimos que
[u(@)] < CLCP Pl Loy ) + Callullrmi @) < Callullwrngen,
e portanto
|u]|comny < Cullullwrr@mny. (8.13)

A fim de estimar H,[u] procedemos como segue: escolha z,y € R" com = # y e
faca
r=lr—y|, Q:=B.(x)N B (y).
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Observe que para todo z € R",
() —u(y)| < fulz) —ulz)] +[u(z) = u(y)]
e portanto podemos integrar em {2 com respeito a z para obter
lu(z) — /\u 2)|dz + — / lu(z) —u(y)|dz (8.14)
=10] i

Como B, 2(¥5%) C 2 temos que

T+y r\"
Q| > |B: :n<—).
oz ()| =

Logo, podemos usar o lema anterior e a desigualdade de Holder, para obter

1 2"
— u(z) —u(z)|dz < u(z) —u(z)|dz
o e el < 22 ) )

v
< o [ T
Br(x) |ZL‘—Z|
) p/(p—1)
< Ol Vel e (/ o - >,,1dw) |
B;-(0)

Mas

/ \w|_("_1)# dw = / / jw|~(=DP/P=1) 48, ds = C4(n, p)r* .
B, (0) 0 JoB,(0)

Assim,
‘Q‘ / ‘U ‘dZ < C77’ p”quLP(Rn).
A expressao acima e (8.14) implicam que
lu(z) —u(y)| < 207T17%||vu||Lp(Rn) < 087‘17%”””1/]/1,;7([@71).
Como r = |x — y|, concluimos que para v =1 — = vale
H’y[u] S CSHUHWI,p(Rn)..
Isso, juntamente com (8.13), mostra que

H7“‘HC°’”(1R") < CHUHWW(Rn),

o que conclui aprova no caso em que n < p < 00.
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Para o caso p = oo basta usar a defini¢io da norma em W1°°(R") e o Teorema

do Valor Médio. Os detalhes sao deixados a cargo do leitor. O

Usando o lema acima e argumentando como na prova do Teorema 8.24 podemos

provar o seguinte (cf. Exercicio 8.14).

Teorema 8.30 (Imersio de WP n < p). Se Q C R™ é um aberto limitado de classe

C*, entdo vale a imersao

WhP(Q) — CO (Q).

E importante nesse ponto entender o significado da imersao acima. Lembre que
as fungoes de WHP(Q2), por pertencerem ao espago de Lebesgue LP(2), sdo definidas
a menos de conjuntos de medida nula. Sendo assim, o teorema acima diz que,se

w e Whr(Q) com n < p, entdo existe u* € W»(Q) N C*' 75 (Q) tal que
u(x) = u*(z) q.t.p. em Q.

Um outro ponto que merece destaque é que a imerao acima também vale se p = +o0.
Nesse caso, mostra-se que u € WH(Q) se, e somente se, u é Lipschitziana em
(cf. [22, Teorema 4, Secao 5.8])

Os resultados de imersao apresentado até agora podem ser sumarizados como

segue: se £ C R™ ¢ um aberto limitado de classe C! entdo

—_
IA

qu*:%’ sel <p<mn,
Wir(Q) — L), ¢>1, sep=mn,
™ (@), sep>n.
Vamos agora considerar imersoes para o espago W*P(£2). Suponha inicialmente

que 1 < p < neseauec W>(Q), com 2 C R" sendo um aberto limitado de classe

C*. Note inicialmente que, para cada i = 1,...,n, vale

ou
31’@-

Uma vez que u € W*P(Q) — WP(Q) < LP"(Q) concluimos que u € WP (Q).

c WhP(Q) — LF'(Q).

Vamos supor adicionalmente que 1 < p* < n, isto é, que 2p < n. Nesse caso

W (Q) < L (@),
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onde
*

B np
(p")

n—p* n—2p

Concluimos entao que, se 2p < n, vale a seguinte imersao

W2P(Q) — L2 (1).

O caso n < 2p pode ser tratado de maneira analoga. Iterando esse processo

obtemos o seguinte resultado de imersao.

Teorema 8.31 (Imersio de W*P). Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C*,

keNel<p<oo. Entao,
(i) se kp <n
WHEP(Q) — L(9),

np .
n—kp ’

para todo 1 < g <

(ii) se kp=n
WHP(Q) — LY(Q),

para todo q > 1 ;

(iii) se kp >n
Whe(Q) — CF L1711 (@),

onde
[B]+1-2, se 2 ¢ Z

_ P’
v =
qualquer nimero pertencente a (0,1), se > €L

Observacao 8.32. O teorema acima continua valido se 2 C R™ é um aberto
qualquer (possivelmente ilimitado) de classe C! com a restricio ¢ > p nos dois

primeiros itens (cf. [1, Teorema 5.4]).

8.4.1 Imersoes Compactas

Teorema 8.33 (Rellich-Kondrachov). Se @ C R™ € um aberto limitado de classe

C! entdo as sequintes imersoes sao compactas.
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(i) se 1 <p<mn,
cpct.

WP (Q) = L(Q),

para todo 1 < q < p* ;

(ii) se p=mn,
cpct.

Whe(Q) <= L1(Q),

para todo ¢ > 1 ;

(iii) sen < p,
cpct.

W) L5 00 (Q),

para todo 0 <y <1 —mn/p.

3 . . ~ 1 . ~ .
Além disso, as imersoes Wy () nos espagos acima sio sempre compactas, inde-

pendentemente da reqularidade de €.

Demonstracao. Consideremos primeiro o caso 1 < p < n. Fixado 1 < ¢ < p*,
seja () C WP(Q) uma sequéncia limitada. Usando o operador de prolongamento
podemos supor que u,, esta definida em todo o R™, supp u,, C B onde B uma bola

de raio suficientemente grande, e finalmente
||| wreBy < M.

Para cada € > 0 considere u;, := 7. * u,,. Podemos supor que £ > 0 é pequeno
de modo que o suporte de cada u;, estd contido em B. O Teorema segue das duas

afirmagoes abaixo
Afirmagao 1: a sequéncia (uS,)nmen € equicontinua e equilimitada.
Afirmagao 2: lim. o+ uS, = U, uniformemente em L%(B).

Vamos assumir a veracidade das duas afirmagcoes acima e ver como o teorema segue
delas.

Fixado ¢ > 0, podemos usar a Afirmacao 2 para obter € > 0 tal que

s, — tm||Lay < =, m=1,2,...

Z)
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Agora, usando a Afirmacao 1 e o Teorema de Ascoli-Arzeld, obtemos uma sub-
PP . : :
sequéncia (uy, )jen C (u5,)men que converge uniformemente para u. Em particular,

como ) é limitado,

lim sup ||ufnj - UfnkHLq(B) =0.

j,k——4oc0

Assim,

[ty =ty o) < tm; — upy lLaem) + llug,, — up,, [lLocs)
+ g, — g llzos),

e portanto
lim sup ||wm; — Um, ||La(5) < 0.
J,k—4o00

Tomando agora d; = 1/j, j = 1,2,..., e usando um processo diagonal obtemos

uma subsequéncia de (u,,), que é uma sequéncia de Cauchy em L9(B). O resultado
segue do fato dos espagos L%(2) C LI(B) serem completos.

Resta somente mostar as duas afirmagoes. Para a primeira, observe que

i (2) = / )y

n r—Y
= € / 7 (!) U (y) dy,
B.(z) €

de modo que

lunm (@) < eInllcolltml (8. @)
< CieMumll gy
< Coe™Mumllyng)
< G

o que mostra que (u%,)nen é equilimitada. De maneira andloga mostra-se que
Vs, (2)] < Cie ™,

e portando a derivada das funcoes u;, formas uma sequéncia equilimitada no con-
junto convexo B. Segue facilmente do Teorema do Valor Médio que a sequéncia

(us,)men € equicontinua, ficando portanto provada a primeira afirmagcao.
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Para a prova da Afirmacao 2 note inicialmente que

e (z) = / ) dy = / | Dtz —2)a:

n n 1 ey
= ¢ / Ne(ey)um(x —ey)dy = ¢ / —1) (M) um(z —ey) dy
B1(0) Bi1(0) € €
= [ nllybnte o) dy
B1(0)

Logo, se supormos que u,, ¢ de classe C*!, temos

U () — () = / ) <) ) dy
= [ o) |t~ avay

S / n(ly) / Vi (@ — tey) - ydi dy.
B1(0) 0

Logo

/|ufn<x>—um<x>|dx < e/ o(lyl) / /|Vumx—ety)|dxdtdy
B
< /|Vum )| dz

Uma vez que, C*°(B) é denso em W'?(B), podemos usar um argumento de densi-
dade para ver que a estimativa acima vale se u,, € W?(B).

A estimativa acima, a limitacio de B e a limitagdao de (u,,) em WP(B), nos
fonecem

||ufn — um||L1(B) S EHVUmHLl(B) S €C5M

0 que mostra que u;, — Uy, em Ll(B), uniformemente em m, e portanto a Afirmacao
2 ¢é verdadeira se ¢ = 1.
Para o caso geral 1 < ¢ < p*, argumentamos como na Observagao 8.26 para

obter 6 € (0,1) tal que

[ty = tmllLamy < g, — umHLl(B)Hu um”ip*(B)
<y — 0 e, — iy
< Cﬁ”uem_um”LT(B)
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O item (i) segue agora da convergéncia uniforme em L'(B).
Para mostrar o item (ii) vamos considerar somente o caso p = n > 1. Fixado
q > 1 escolhemos £ > 0 pequeno de modo que (n —€)* > ¢. Temos entao

cpct.

Whn(Q) — Wh=9(Q) S LI(Q),

e o resultado segue do fato da composicao de um operador continua com um operador
compacto ser compacta.

O item (iii) segue facilmente do diagrama abaixo
WP (Q) < C01n/e (@) TS C0(Q).

Para verificar que no caso de I/VO1 () vale a compacidade das imersgoes acima
sem hipodteses de regularidade em €2 procedemos como segue. Consideramos uma
bola aberta B tal que {2 CC B e estendemos as fungoes u € Wol’p(Q) para todo a
bola fazendo u = 0 em 2\ B. Como a bola ¢ de classe C*, podemos proceder como

acima para obter a compacidade das imersoes. O

8.5 Exercicios

Atencao: Nos exercicios abaixo, a menos que se diga o contrario, Q C RY ¢ um

aberto limitado de classe C.

8.1. Seja H um espago vetorial real com produto interno (-,-)y. Prove os itens a

seguir.
a) (desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer u, v € H vale

[, 0)a| <V (u, u) e/ (v, 0)m

Conclua que a aplicacdo || - ||z : H — R dada por ||ul|g = /(u,u)y define

uma norma em H.

b) (Teorema da representacao de Riesz) Se H é completo e T': H — R um

funcional linear continuo entao existe um tnico uy € H tal que

T(u) = (u,ur)y, para todou € H.
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Além disso, ||ully = || T |-

8.2. Prove que

(u,v)1 = | (Vu-Vu+uv)de
Q

define um produto interno em C*(€Q).

8.3. Calcule a derivada fraca da funcao u(z) = |z| € L} (-1, 1).

loc

1

loe(—1,1) ndo possui derivada fraca.

8.4. Mostre que a funcao sinal u(z) = |z|/z € L

Sugestao: considere (¢,) C C°(R) tal que 0 < ¢, (x) <1, ¢,(0) =1 e ¢, (x) — 0 para x # 0.

8.5. Seja B = B1(0) C R™ a bola unitdria, 1 < p < occe~y > 0tal quey < (n—p)/p.

Mostre que a fungao u(z) := |z|™7 estd em WHP(B).

8.6. Usando a defini¢ao de derivada fraca mostre que H'(€2) é um espago vetorial
real. Em seguida, verifique que a forma bilinear (-,-); do Exercicio 8.2 define um

produto interno em H'(().

8.7.5¢ Q= (-1,1)e
0 sexe(—1,0),
u(z) =
x sex€l0,1),
entdo u € Wh*°(Q), mas u nao pode ser aproximada nesse espaco por fungoes de

classe C>°(2).
8.8.Se Q= (—1,00U(0,1) e

0 sexe(—1,0),
1 sexe(0,1),

u(r) =

entdao u € W1P(Q) para todo p > 1, mas u nao pode ser aproximada nesse espago

por funcoes de classe C*(Q).

8.9. Se n > 1 entdo a funcdo u(zr) = log <log <1 + ‘—i‘)> ¢ ilimitada em B;(0) e
u € Whm(By(0)).

8.10. Se u € WHP(0,1) para algum 1 < p < oo, entdo existe uma fungao u*
absolutamente continua tal que u(z) = v*(x) q.t.p. em (0,1). Além disso v’ (que

existe q.t.p. em (0,1)) pertence a LP(0,1).
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8.11. Mostre que H((2) pode ser visto como subespago de H!'(RY).

Sugestao: dada u € H}(2), considere u : RY — R dada por 7 = v em Q, @ = 0 em Q°. Em

ou  Ou

axi - (’)xl

seguida, mostre que
8.12. Resolva os itens abaixo.
a) Sewu € H}(Q) entao |u| € HI(Q) e vale

Ug,, seu >0,
(Jul)e; = § 0, se u =0,
—Ug,, seu < 0.

Sugestdo: considere, para £ > 0, as fungdes ¢ (t) = (£ + £2)'/2

HL(Q) e use o Teorema da Convergéncia Dominada.
b) Se u € H}(Q) e u* = max{+u, 0}, entdo u* € H}(Q).
8.13. Nao existe um operador linear limitado
T:LP(Q) — LP(09)
tal que Tu = u|gq sempre que u € LP(Q) N C(Q).
8.14. Prove o Teorema 8.30.

8.15. Mostre que a desigualdade de Poincaré nio vale em RY.

— &, prove que ¢. ou €

Sugestao: tome ¢ € C(RY) tal que 0 < ¢p(z) <1, ¢ =1 em B1(0), » =0 em B;1(0)¢ e considere

a sequéncia ¢, (z) = ¢(z/n).

8.16. Mostre que a imersao H'(RY) < L?(R") nao é compacta.

Sugestao: tome ¢ € C°(RY) tal que supp ¢ C B1(0), ||¢||r2rv = 1, e considere a sequéncia

On(z) = Pn(x1,22,...,2N8) = O(x1 + 1, 22,...,TN).
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