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Resumo

O presente trabalho é baseado no artigo de Dias da Silva e Hamidoune, onde uma cota inferior
para a cardinalidade do conjunto de todas as somas de h elementos distintos de um subconjunto
A de um corpo K é apresentada. Em particular, a seguinte conjectura de Erdos e Heilbronn é

provada:

“Seja p um primo, A um subconjunto ndo vazio de Z, e 2"A o conjunto de todas

as somas de dois elementos distintos de A. Entdo, |2"A| > min{p, 2|A| — 3}.”

A demonstracao do resultado principal é baseada na determinacao de uma cota inferior para
a dimensao do espaco ciclico do operador derivativo DT definido sobre o espago de Grassmann
VA---AV,onde V é um espacgo vetorial sobre o corpo K. Uma caracteristica importante deste

trabalho é o uso de representacdo do Grupo Simétrico na determinacao desta cota inferior.



Abstract

This work is based upon a paper by Dias da Silva and Hamidoune, where a lower bound for
the cardinality of the set of all sums of h distinct elements of a set A contained in a field K is

presented. In particular, the following conjecture of Erdés and Heilbronn is proved:

“Let p be a prime number, A a nonempty subset of Z,, and 2" A the set of all sums

of two distinct elements of A. Then, |2"A| > min{p, 2|A| — 3}.”

The proof of the main result is based on the determination of a lower bound for dimension
of the cyclic space of the derivative operator DT defined over the Grassmann space VA---AV,
where V' is a vector space over a field K. An important characteristic of this work is the use of

representation of the Symmetric Group on the determination of this lower bound.
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Introducao

Os problemas de contagem sempre fascinaram os homens. Um exemplo de problemas dessa
natureza é o estudo da soma de dois subconjuntos A e B de um grupo abeliano (G, +), que é

dada por
A+B={a+b:a€ Abec B}

A teoria aditiva consiste no estudo desses subconjuntos de somas. Um problema direto em
teoria aditiva é um problema em que se pretende descrever propriedades da soma de conjun-
tos em fungao das parcelas como, por exemplo, relacionar a cardinalidade da soma com as
cardinalidades das parcelas.

Um resultado em problemas diretos bastante conhecido é o Teorema de Cauchy-Davenport
que estabelece um minorante para a cardinalidade da soma de dois subconjuntos nao vazios de

Z,, com p primo, que depende apenas de p e das cardinalidades dos subconjuntos envolvidos.

Teorema (Cauchy-Davenport). Sejam A e B subconjuntos nio vazios de Z,. Entdo
| A+ B |> min{p,| A |+ | B| —1}.

Davenport [6] apresentou a prova desse teorema em 1935 e em 1947 publicou uma nota [7]
dizendo ter descoberto que o teorema ja havia sido provado por Cauchy [4] em 1813. Nessa
mesma nota, Davenport explica que Cauchy provou o teorema para dar uma demonstracao

alternativa do resultado de Lagrange que diz que a equagao
az® +by* +c¢=0 (mod p), com a,b# 0 (mod p),

sempre possui solugao. Como z? possui ’%1 valores incongruentes médulo p, o mesmo vale para
az? e by?. Representando por A e B os conjuntos de tais valores, em virtude do teorema, temos
que a soma az? + by? possui no minimo min{p,| A | + | B | —1} valores incongruentes. Como
| A| + | B| —1 = p, segue que toda classe de residuos médulo p pode ser representada por

az? + by
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O Teorema de Cauchy-Davenport pode ser facilmente generalizado para a soma de h sub-

conjuntos de Z, (usando indugdo sobre k), dando
| A1+ Ay + -+ Ay [Z min{p, [ Ay [+---+ [ A | =R + 1}

Outro resultado que generaliza o Teorema de Cauchy-Davenport é devido a Dias da Silva e
Godinho [10, 13]. Seja

Sk,h(xlﬁ""xh) = E Ly Ljy * v Ly,
1<i1 <ia <+ <ip<h

o polinémio simétrico elementar de grau k em h varidveis e considere o conjunto

Sk,h(Ala .. .,Ah) = {sk,h(al, .. .,ah) : (al, .. .,ah) €A x--- X% Ah}

Dias da Silva e Godinho apresentaram a seguinte estimativa para a cardinalidade do conjunto

acima:

|8k,h(A1,...,Ah) |> {‘A1|++‘Ah‘_hJ+1’

k

para p suficientemente grande. Observemos que quando k = 1 obtemos o Teorema de Cauchy-

Davenport, ou seja,
| s1p(A1, ..., Ap) [Z min{p, | A |+---+ | Ay | —h + 1}.
Nesta dissertacao consideramos o problema de estimar a cardinalidade do conjunto
2"A:={a+d :a,d € Aea+#d}

de todas as somas de dois elementos distintos de um subconjunto A de Z,. O Teorema de
Cauchy-Davenport diz que | A+ A |> min{p,2 | A | —1}. Certamente essa estimativa nao serve
como minorante para a cardinalidade de 2" A, visto que estamos considerando uma quantidade
bem menor de somas. Por exemplo, para A = {1,3,6} C Z; temos A + A = {0,2,4,5,6},
MA={0,2,4}e2|A|-1=5

Nos anos 60, Erdds e Heilbronn conjecturaram que
| 2" A |> min{p,2 | A | —3}.

Apesar de Erdés e Heilbronn ndo terem incluido a conjuctura em [12], Erdés a apresentou numa
conferéncia de Teoria dos Nimeros na Universidade do Colorado em 1963 [11].

No caso em que A C Z, é facil mostrar que | 2"A |> 2 | A | —3. De fato, seja

A={ar,a0...,a;}, coma; <ag<---< .
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Entao,
artas<artaz<astaz<agtag<---<ag_o+ap_1<ag_o+ar <ax_1+ ag,

donde segue que | 2"A |> 2(k—2)+1=2| A | —3. Mas quando consideramos A como um
subconjunto de Z,, pode haver muito mais somas repetidas, por causa da caracteristica finita.
Uma outra dificuldade é controlar o comportamento das somas médulo p de forma geral, ou
seja, para todo p.

Dias da Silva e Hamidoune [8] apresentaram, em 1994, a prova da conjectura. Essa demons-
tragao utiliza resultados obtidos em algebra multilinear e resultados da teoria de representacoes
do grupo simétrico S,. Na verdade, eles mostraram um resultado bem mais geral que o da

conjectura.

Teorema (Dias da Silva-Hamidoune). Seja K um corpo, p a caracteristica de K, se ela é
finita, e p = 0o se a caracteristica de K € igual a 0. Sejam A um subconjunto finito de K e h

um inteiro positivo. Entao,
(1) KA > min{p, b | A| —h2+ 1),
onde hA é o conjunto das somas de h elementos distintos de A.

Demonstracoes posteriores para o Teorema de Dias da Silva-Hamidoune foram apresentadas
por Nathanson [17] e Alon, Nathanson e Ruzsa [1]. Em [17], Nathanson substitui os resultados
de representagdes de grupos por resultados de caminhos em Z" (um caminho em Z? é uma
seqiiéncia finita de inteiros a1, as, . . ., a,, tal que a; —a; 1 = (1,0) ou (0, 1), para todo 7). Uma
observacao a esse respeito enconta-se no final do Capitulo 4. Em [1], os autores ddo uma prova
polinomial para a conjectura, utilizando principios de contagem semelhantes aos usados em
[17].

Nesta dissertacao apresentamos a prova dada por Dias da Silva e Hamidoune do teorema
acima e a teoria necessaria para o entendimento dos resultados utilizados. A escolha dessa
demonstragao se deve a riqueza de tépicos que sao aplicados na resolucao do problema.

Dias da Silva e Hamidoune também mostraram que a estimativa do teorema (e, conseqiien-
temente, da conjectura) é a melhor possivel, isto é, quando o subconjunto A C Z, possui seus
elementos em progressao aritmética, o minimo da estimativa (1) é atingido. Uma pergunta
natural é se somente esses subconjuntos atingem o minimo. Este tipo de problema, que pre-
tende deduzir propriedades das parcelas a partir de propriedades do conjunto soma, é chamado

de problema inverso. Assim, perguntar se conjuntos que atingem o minimo na estimativa (1)
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possuem seus elementos em progressdo aritmética ¢ um problema inverso que consideramos

nesta dissertacao.

Os exemplos e resultados de teoria aditiva encontram-se no Capitulo 1. Os capitulos se-
guintes consistem no desenvolvimento da teoria e dos resultados utilizados na demonstrag¢ao do

Teorema de Dias da Silva e Hamidoune.

No Capitulo 2 expomos alguns resultados de representacoes de grupos finitos. O leitor ja
familiarizado com essa teoria pode perfeitamente seguir direto para a leitura do Capitulo 3. O
objetivo do Capitulo 2 é apenas introduzir algumas terminologias necessarias para o capitulo
seguinte e dar subsidio para o entendimento do mesmo. Alguns resultados sao enunciados sem
demonstracao tendo em vista nao extender por demais o texto, evitando assim nos afastar de

nosso objetivo principal. As demonstracoes omitidas podem ser encontradas em [5].

No Capitulo 3 apresentamos resultados a partir dos quais é possivel obter uma férmula para
os graus das representagoes irredutiveis de S, (Teorema 3.20), que depende apenas de n e
de suas particoes. Para isso associamos a cada particdo de n um subgrupo de S,, chamado
subgrupo de Young. Depois induzimos em S,, as 1-representagoes desses subgrupos e vamos
em busca do nimero de constituintes comuns entre as representacoes obtidas, com o objetivo
de construir um conjunto completo de representagoes irredutiveis. Aplicando o Teorema 2.24,
conhecido como “intertwining number theorem”, vemos que esse nimero de constituintes co-
muns pode ser determinado através do nimero de classes duplas dos subgrupos de Young cujas
representagoes foram induzidas em S,,. Entao transformamos um problema de representacoes
de grupos em um problema de combinatéria. Diagramas de Young e resultados como o Teo-
rema 3.10, de Gale-Ryser [19], sdo as ferramentas utilizadas para determinarmos esse niimero
de classes duplas. Com um conjunto completo de representacoes irredutiveis de .S,, em maos,

aplicamos os resultados da teoria de caracteres e obtemos a férmula desejada.

Um outro resultado importante do Capitulo 3 é o Teorema 3.23 que da uma féormula de
recursao para os caracteres irredutiveis de S,,. Restringindo um caracter irredutivel de S, a
S, obtemos um caracter escrito como uma soma, tomada sobre particoes de n, de caracteres

irredutiveis de .S,,.

As féormula obtidas nos Teoremas 3.20 e 3.23 sao utilizadas para a obtencao de resultados
de dlgebra multilinear que apresentamos no Capitulo 4. A partir de um espago vetorial V' (de
dimensdo finita) e uma aplicagdo h-linear e anti-simétrica, definida no produto direto de h
copias de V', definimos o espaco de Grassmann /\h V', que pode ser visto como a “restricao”do
produto tensorial de espacos vetoriais a uma aplicacao anti-simétrica. Nesse espaco, cons-

truimos uma base associada a particoes e definimos um operador linear DT induzido de um
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operador T em V', chamado operador derivativo. Naturalmente, as poténcias (DT)" do ope-
rador derivativo podem ser escritas como combinacao linear dos elementos da base de /\h V
associada a particoes. Com o auxilio do Teorema 3.23, mostramos que os coeficientes dessas
expressoes sao dados pela férmula do Teorema 3.20. Conhecendo as poténcias do operador
derivativo podemos obter um minorante para a dimensao de um subespaco ciclico particular
com respeito a esse operador (Teorema 4.9). O Teorema de Dias da Silva e Hamidoune segue

diretamente desse iltimo resultado.



Capitulo 1
A Conjectura de Erdos e Heilbronn

Seja Z, o corpo dos inteiros médulo p e A um subconjunto ndo vazio de Z,. Denotemos por

2" A o subconjunto de todas as somas de dois elementos distintos de A, ou seja,
2"A={a+d:a,d € Aea#d}.
A conjectura de Erdds e Heilbronn afirma que
| 2" A |> min{p,2 | A | —3}.

Neste capitulo expomos alguns resultados de teoria aditiva dos niimeros que estao relacionados
com essa conjectura.
Dias da Silva e Hamidoune [9] provaram que a conjectura é verdadeira, numa forma bem

mais geral. O resultado provado por eles foi o seguinte.

Teorema 1.1 (Dias da Silva-Hamidoune). Seja K um corpo, p a caracteristica de K, se
ela € finita, e p = 0o se a caracteristica de K € igual a 0. Seja A um subconjunto finito de K

e h um inteiro positivo. Entao,
B[S mingp,h | A | B2+ 1),
onde h"A € o conjunto das somas de h elementos distintos de A.

A demonstracao do teorema acima encontra-se no Capitulo 4, secao 4. Quando h = 2 e
A C Z,, temos a conjectura de Erdés e Heilbronn.

Dias da Silva e Hamidoune provaram também que a estimativa do Teorema 1.1 é a melhor
possivel, independente da caracteristica de K. Para isso, eles apresentaram conjuntos que

satisfazem a igualdade na estimativa, como veremos a seguir.

7



8 CAPITULO 1. A CONJECTURA DE ERDOS E HEILBRONN

Seja A =1{0,1,...,k—1} C Z e k > h, entdo a menor soma possivel de h elementos distintos

de A é dada por
h(h—1
0+1+---+(h—1)=%
e a maior, por

h(h+1
(k—1)+((k—1)—1)+---+((k—1)—(h—1))=hk—(1+2+---+h):hk—g.
Para a,b € Z, com a < b, denotemos por [a, b] o subconjunto de Z dado por {z € Z : a <
x < b}. A escolha do conjunto A nos permite concluir que todos os inteiros entre a menor e a
maior soma de h elementos distintos de A estao em h"A. Entao,

h(h—1)
2

h(h+1)

KA = ,
2

, hk —

donde segue que

(1.1) \hAA\:hk—h(h;l)—h(h2_1)+1:hk—h2+1.

Seja agora A um subconjunto de Z cujos elementos estdo em progressao aritmética com

razao igual a r e primeiro termo igual a ag, ou seja,
(1.2) A={ag,a0+ 1,00 +2r,...;00 + (k —1)r} = {ao} +r %[0,k — 1].

Como | h"[0,k — 1] |= hk — h% + 1, segue que o mesmo é valido para A. Isto nos diz que, se os
elementos de A C Z estdo em progressao aritmética, a igualdade na estimativa do Teorema 1.1
é atingida.

Vamos agora mostrar que o mesmo é valido quando A C Z,. Como a igualdade (1.2)
também se verifica em Z,, basta considerarmos A = {0,1,...,k — 1} C Z,, com k > h. Se
hk — h? +1 > p, entdo o Teorema 1.1 nos permite concluir que | h*A |= min{p, hk — h? + 1}.
Suponhamos entdo que hk — h? < p — 2. Seja v : Z — Z, o homomorfismo candnico e
S={0,1,...,k—1} CZ. Entao A =v(95) e

WA = u(hS) = v ([h(h_ Y - h(hH)D .

2 2

Para i,j € [@,hk - @}, com i < j, temos j—i € [1,h(k—h)] e, como h(k—h) < p—2,

segue que v(i) # v(j). Assim,
1 _
| ™A |= H@,hk— W] ‘ = h(k — h) + 1 = min{p, hk — h* + 1},

como queriamos.



Dizemos que A é um conjunto critico quando A satisfaz a igualdade na estimativa do Te-
orema 1.1. O estudo de tais conjuntos é relevante somente quando | A |> 4, pois nos outros
casos A é claramente um conjunto critico. Uma observagdo interessante é que nem todos os
subconjuntos de Z ou Z, que sao criticos estao em progressao aritmética, como podemos ver

nos exemplos abaixo (convencionado p = +o00 se A C Z).

Exemplo 1.2. Seja A C Z ou A C Z, um subconjunto com k elementos. Se h = k, entao
hk —h*>+1=1e|h"A|=1=min{p, hk — h* + 1}.

Exemplo 1.3. Seja A C Z ou A C Z, um subconjunto com k elementos. Se h =1ouh =k—1,
entdo hk —h*+1=ke | 1"A|=| (k—1)"A |= k = min{p, hk — h? + 1}.

Exemplo 1.4. Se h = 2 e k = 4, entdo hk — h* +1 = 5. Seja A = {ag, a1,as,a3} C Z, com

ag < ay < ag < az. Entdo 2"A = {ag + a1, a0 + as, ag + a3z, a1 + az,a; + as, as + az}. Como
ap+ a1 < ag+a <ag+ az <a+az <az+as
temos que | 2" A |=5 ou 6. Além disso,
ag+as <ay+az <ap+as

e portanto | 2°A |= 5 se, e somente se, ag + az = a1 + az. Entdo A = {ag, a1, as, a3 + a1 — ag},

com ag < a1 < ag, € um conjunto critico.

No caso em que A é um subconjunto de Z, o teorema abaixo garante que os exemplos
acima sao os unicos exemplos de conjuntos criticos cujos os elementos nao estao em progressao

aritmética.

Teorema 1.5. Sejak >5e2< h<k—2. SeA éum conjunto com k inteiros tal que
| WMA |= hk — h* + 1,
entdo os elementos de A estao em progressao aritmética.

Demonstragdo. Seja A = {a1,a,...,ar} C Z, com a; < as < --- < ax. Vamos provar que
o teorema é valido para h = 2. A demonstracao para os outros valores de h é feita com as
mesmas idéias e encontra-se em [18], pg. 16.

Precisamos mostrar que a; —a; 1 = ay — a;, para todo ¢ = 3,...,k. Como | 2"A |=2k—3 e
a1+ a<aptaz<ataz<at+a<---<ago+tap1<agpo+ar<ag_1+ ag,

o conjunto 2" A consiste exatamente dos elementos da expressao acima.
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Uma vez que a1 + a3 < a1 + a4 < as + a4, temos a; + a4 = as + as, ou seja, as —a; = a4 — as.

Analogamente, parait=1,...,k — 3,

;i + Qipg < QG + Qg3 < Qi1 + iy € Qi1 T g3 < Qg1 + Qs < Qjyo + Qjtsa

implicam que
Qi1 — A = Q43 — Aj42 € Qj42 — Aj41 = Qi44 — Q44 3-
Além disso,

g +a3 =a1 +a4 < a;+as<ag+ as = as + ay,

donde segue que as — a; = a5 — a4 e portanto A estd em progressao aritmética.
[ |
Vamos agora analizar o caso em que A C Z, e h = 2. No Exemplo 1.4, caracterizamos os
conjuntos criticos de inteiros com cardinalidade igual a 4 (observe que a condi¢ao ag+as = a;+as
inclui o caso em que os elementos do conjunto estdo em progressao aritmética). Isso também

pode ser feito para subconjuntos de Z, com essa cardinalidade.

Exemplo 1.6. Na tabela abaixo, apresentamos todos os subconjuntos criticos A de Z1; tais que
| A |=4. A tabela também descreve o conjunto 2" A e diz se o conjunto A estd em progressdo
aritmética (p.a. A). Neste caso, a coordenada a de (a,b) indica o primeiro termo da p.a. e b

indica a razao.

A 2N A p-a. A A 2NA p.a. A
(0,1,2,3) | {1,2,3,4,5) | (0,1) 3,10 ]| {0,1,210 | {0,1,2 3,10} | (2,10) (10,1)
(0,1,3,4} | {1,3,4,5, 7} (0,1,3,9) | {1,3,4,09,10}

(0,1,4,5} | {1,4,5, 6,9} {0,1,4,8) | {1,4,589} | (04) (1,7
{0,1,5,6} ] {0,1,5 6,7 | (1,5 (56) | {0,1,57 | {1,5,6,7,8}

(0,1,6,7} | {1,2,6,7,8 | (0,6) (7,5) || {0,1,7,8)} | {1,4,7,8,9)

{0,1,8,9} | {1,6,8, 9,10} {0,1,9,10} | {0,1,8 9,10} | (1,10) (9,1)
{0,2,3,5) | {2, 3,5,7, 8} {0,2,3,10} | { 1,23, 5,10}

(0,2,4,6} | {24,6 8100 | (02) (69) || {0,2,4,9) | {0,24,6,9)} | (49) (92

{0,257 | {1,2, 5,709} {0,2,5,8 | {257,810} | (0.8 (23)
(0,2,6,7} | {26,789} {0,2,6,8 | {2 3,6,810}

{0,2,7,9) | {0,2,57,9} | 29 (7.2) || {0,2 810} | { 1,27, 8,10}

(0,3,4,7} | {0,3,4 7,10} | (34) (47) | {0,3, 4,10} | {2, 3, 4, 7,10}

{0,3,58 | {0,2358 | 38 (53) || {0,359 | {1,358, 9}

{0,3,6,8 | {0,3,6,89} | (68 (83) | {0,3,6,9 | {1,346 9} | (0,3) (9,8




A 2MNA p-a. A A 2N A p-a. A

{0,3,7,10} | {23,6, 710} | (0,7) (104) || {0,4,5,9} | {2,3,4,5,9}

{0,4,510} | {3,4,5,9,10} | (0,5) (4,6) || {0,4,6,9} | {2 4,6,9,10}

{0,4,6,10} | {3, 4,5, 6,10} {0,4,7,8}14{0,1,4,7, 8} 7,4) (8,7
{0,5,6,10} | {0,4,5,6,10} | (6,5) (10,6) || {0,5,7,9} | {1,3,5,7,9} 0,9) (5,2
{0,6, 7,10} | {2, 5,6, 7,10} {0,6,8,9} | {3,4,6,8,9}

{0,7,8,10} | {4,6,7, 810} {0,8,9,10} | {6,7,8,9,10} | (0,10) (8,1)
{1,2,3,4} | {3,4,5,6,7} | (1,1) (4,10) || {1,2,4,5} | {3,5,6,7,9}

{1,2,410} | {0,1,3,5, 6} {1,2,5,6}|40,3,6,7,8}
{1,2,59}]{0,3,6, 7,10} | (1,4 2,7) || {1,2,6,7}|{23,7,8,9} 2,5) (6,6
{1,2,6,8}|{3,7,8,9,10} {1,2,7,8}|{3,4,8,9,10} | (1,6) (8,
{1,2,8,9} {0, 3,6, 9,10} {1,2,9,10} | {0,1, 3, 8,10}

{1,3,4,6} | {4,5,7,9,10} {1,3,5 7| {1,4,6,8,10} | (1,2) (7,9)
{1,3,510} | {0,2,4,6,8} | (59) (10,2) || {1,3,6,8} | {0,3,4,7, 9}

{1,3,6,9} | {1,4,7,9,10} | (1,8) (3,3) || {1,3,7,8} |{0,4,38,09,10}

{1,3,7,9} | {1,4,5, 8,10} {1,3,8,10} | {0,2,4,7,9} 3,9) (8,2
{1,4,58}4{1,2,56,9} | (44) 5,7) || {1,4,6,9} | {2 4,5, 710} | (48) (6,3
{1,4,6,10} | {0,3,5, 7,10} {1,4,7,9}y |1 {0,2,5, 8,10} 7,8) (9,3
{1,4,710} | {0,3,5,6,8} | (1,3) (10,8) || {1, 5,6,10} | {0,4,5,6,7}

{1,5,710} | {0,1,4,6,8} {1,5,8,9} | {23,6,9,10} | (8,4) (9,7)
{1,6,8,10} | {0,3,5 7,9} | (1,9 (6,2) || {1,7,9,10} | {0,5,6,8,10}

{2,3,4,5} | {5,6,7,8,9} | (2,1) (510) || {2,3,5,6} | {0,5,7,8,9}
{2,3,6,7}{2,5,8,9,10} {2,3,6,10} | {1,2,5,8,9} | (2,4) (3,7)
{2,3,7,81{0,4,5,9,10} | (3,5) (7,6 {2,3,7,9y]{0,1,5,9,10}
{2,3,89}]{0,1,5,6,10} | (2,6) (9,5) || {23,910} | {0,1,2,5,8}
{2,4,5,7+14{0,1,6, 7, 9} {2,4,6,8}|{1,3,6,8,10} | (2,2) (8,9
{2,4,7,9} 1 {0,2,5,6, 9} {2,4,7,10} | {0,1,3,6,9} | (2,8) (4,3
{2,4,8,9}1{0,1,2, 6,10} {2,4,8,10} | {1, 3,6, 7,10}
{2,5/6,9}]4{0,3,4,7,8 | (54) (6,7) || {25,710} | {1,4,6,7,9} | (58) (7,3)
{25,810} | {1,2,4, 710} | (88) (10,3) || {2, 6,9,10} | {0,1,4,5,8} | (9,4) (10,7)
{3,4,5,6}{0,7,8,9,10} | (3,1) (6,10) || {3,4,6,7} | {0,2,7, 9,10}

{3,4,7,8 {0, 1,4, 710} {3,4,89}]{0,1,2,6,7} | (45 (8,6)
{3,4,810} | {0,1,2,3, 7} {3,4,9,10} | {1,2,3,7,8} | (3,6) (10,5)
{3,5,6,8]40,2,3,8,9} {3,5 7,9} | {1,3,5,8,10} | (3,2) (9,9)
{3,5,810} | {0,2,4,7, 8} {3,5,9,10} | {1,2,3,4,8}

{3,6,7,10} | {2,5,6,9,10} | (6,4) (7,7) || {4, 5,6,7} |{0,1,2,9]10} | (4,1) (7,10)

11
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A 2N A p-a. A A 2NA p-a. A
{4,5,7,8 1 {0,1, 2,4, 9} {4,5,8,9} | {1,23,6,9}
{4,5,9,10} | {2,3,4,8, 9} | (55 (9,6) || {4,6,7,9} | {0,2,4, 5,10}
{4,6,8,10} | {1,3,5, 710} | (4,2) (10,9) | {5,6,7,8} | {0,1,2,3,4} | (51) (8,10)
{5,6,8,9} | {0,23,4,6} {5,6,9,10} | {0, 3,4,5, 8}
{5,7,810} | {1,2,4,6, 7} {6,7,8,9} | {2,3,4,5,6} | (6,1) (9,10)
{6,7,9,10} | {2,4,5,6, 8} {78,910} | {4,5,6,7,8} | (7,1) (10,10)

Pelo Exemplo 1.4, quando A CZ, h=2e | A|=4, A é um conjunto critico se, e somente se,
ag + a3 = a; + as.

No caso de A C Zi; podemos analizar a tabela acima e ver que se A = {ag, a1, as,as}, com

ag < a; < ay < az, ¢ um conjunto critico, entao

(1.3) agt+a3=a;+ay ou ag+a; = ap+ as.

Na verdade, essa observacao independe de p = 11, ou seja, é verdadeira sempre que A C Z, é

um conjunto critico com | A |= 4, para todo p > 5. De fato, temos
A= {ao —+ ai, Qg + a2, Qg -+ as, ax + a9, Q1 + as, a9 -+ ag}.
Entdo | 2" A |= 5 se, e somente se,

ap + a1 = as + as, ag+ as = a1 + as ou ag + a1 = a9 + as.

Podemos considerar ag = 0 e assim ag+ay = a; +a3 implica em a3 = as —ay, 0 que é impossivel
uma vez que 0 < a1 < ag < ag < p. Com isso, A C Z, com | A |= 4 é minimal se, e somente

se, ocorre (1.3).

Um resultado equivalente ao Teorema 1.5 para subconjuntos de Zj, com cardinalidade maior
do que ou igual a 5 ainda nao foi estabelecido. Para p < 17, observamos através de tabelas como
as do Exemplo 1.6 que, para h = 2, todos os subconjuntos criticos de Z, com cardinalidade
maior do que ou igual a 5 possuem seus elementos em progressao aritmética. Um resultado
parcial sobre esse problema aparece em [16].

Por fim, apresentamos uma aplicacao do Teorema 1.1, que também é devido a Dias da Silva
e Hamidoune [9], a problemas de teoria aditiva estudados por Erdds e Heilbronn [12].

Para x € R, denotamos por || o maior inteiro menor do que ou igual a x e por [z] o menor

inteiro maior do que ou igual a .
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Teorema 1.7. Seja A C Z, com cardinalidade igual a |\/4p — 7| + 1. Entao todo elemento de

Z,, pode ser escrito como uma soma de

o [T L)

2 2

elementos distintos de A.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.1, temos | h*A |> min{p,h | A | —h*+1}. Se | A | é impar,

entdo |4 | =A=L ¢
2 2

h|A‘_h2:h(|A‘_h):<\A£—1) <|A2|+1>:\AZ_1:V§|2J_

Se | A | é par, entao

e AP _|IAP
hIA| =k =1 _{ |-

Assim,
k

| KA |> min{p, V ill J + 1}

Vamos agora mostrar que {%J + 1 > p. Feito isso, obtemos h"*A = Z, e o resultado estd
provado.
Para todo k € Ny, se k é par entdao k* = 0 (mod 4) e se k é impar entdao k? = 1 (mod 4).

Assim, 4p — 6 e 4p — 5 nao sao quadrados e, portanto, nao existe n € N tal que \/dp — 7 < n <
v/4p — 4. Entao,
{\/4p - 7J 1= L/4p— 4} .

De 2/p —1 < [2y/p — 1] e da equagao acima segue que

Vi =] _ B

-1<
p 4 4

como queriamos. [ |



Capitulo 2

Representacao de Grupos Finitos

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados da Teoria de Representagoes de

Grupos Finitos. Denotamos por K um corpo arbitrario e G um grupo finito com identidade e.

2.1 Representacoes e moédulos

Uma representac¢io T de G sobre K é um homomorfismo
T:G— GL(M),

onde M é um espago vetorial de dimensdo finita sobre K e GL(M) é o grupo das transfor-
magcoes lineares nao singulares de M em M. Nestas condicoes, dizemos que M é o espaco de
representacdo de G e a dimensdo (M : K) de M sobre K é o grau de T. Duas representagdes
T, : G — GL(M,) e Ty : G — GL(Ms) sdo equivalentes se existe um isomorfismo S : M; — M,
tal que
Tr(9) = S7'T1(9)S, g€G.

Suponhamos que (M : K) = m e fixemos uma base de M. Podemos identificar M com
o espago K™ das m-uplas sobre K e considerar 7' como uma aplicacido de G em GL(m, K),
o grupo das matrizes m X m nao singulares sobre K. Chamamos esta nova aplicacao de
representacdo matricial de G correspondente a T'. Apesar da representacao matricial depender
da base escolhida, representacoes matriciais obtidas por bases diferentes sao semelhantes, donde

segue que as representacoes sao equivalentes.

Exemplo 2.1. (Representagao permutacional) Seja M um espago vetorial sobre K com
base 8 = {uy,...,u,}. Para o € S,, o grupo simétrico, seja P(o) : M — M o homomorfismo
definido por

P(o)(u;) = upn), 1<i<n.

14
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Entdo P(o7) = P(0)P(7), para todos 0,7 € Sy, e a aplicacdo e» P(0) é um homomorfismo
de S, em GL(M).
Seja [P(0)]s a matriz n x n de P(o) relativa a base 8 de M. Entao [P(0)]s é chamada
matriz permutacao e é caracterizada pela propriedade de que em cada linha e cada coluna existe
somente uma entrada nio nula, que é igual a 1. A aplicacdo e [P(0)]s é um isomorfismo de

Sy, sobre o grupo das matrizes permutagdo em GL(n, K).

Exemplo 2.2. (Representagao regular) Um grupo G = {g1,...,9,} pode ser visto como
um grupo de permutacgao se, para qualquer elemento g € GG, definirmos a aplicacio ¢ zg,
para todo z € G (Teorema de Cayley).
Seja agora M um espago vetorial sobre K e {uy,...,u,} uma base de M. Para g € G, seja

7y a transformacao linear em M definida pela agao
Ty 1 U; — U; Se, e somente se, ¢:g; — gj.

Entdo a aplicacdo 7 : G — GL(M) definida por 7(g) = m, é uma representacdo de G que
chamamos de representacdo reqular de G. Observemos que a representacao matricial corres-

pondente, com respeito & base {uq,...,u,}, é dada por matrizes permutagéo.

Exemplo 2.3. (1-Representagoes) Seja G um grupo finito com identidade e. Vamos deter-
minar todas as representacoes de GG sobre K de grau 1, chamadas 1-representacoes .
Para isso, considere G’ o subgrupo comutador de G. Entao G’ é gerado pelos elementos

{zyz~'y~' : 2,y € G} e G/G' é abeliano. Se T : G — K é qualquer 1-representacao de G entao
T(xya~y™) = T(2)T(y)T(x) "' T(y) " =1,

ou seja, T leva todo elemento de G’ sobre o elemento unidade de K. Conseqiientemente, T

induz uma aplicacao T :G/G" — K dada por
(2.1) T(zG") =T(z), z€G,

que é um homomorfismo e, portanto, uma representagao de G/G".

Reciprocamente, comecando com a 1-representacio 1 de G/G' em K, a equacao (2.1) define
uma representacao de G.

Observemos agora que duas 1-representagoes sao equivalentes se, e somente se, sao aplicacoes
iguais. Entdo existe uma correspondéncia bijetiva, dada por (2.1), entre as distintas 1-repre-
sentacoes T' de G e as distintas 1-representacoes 1T de G/G'.

No caso de G = S, temos G' = A,,, o subgrupo alternado, e [G : G'| = 2. Entao S,, possui

exatamente duas 1-representacoes, a saber, &» 1 esosgno - 1g, para todo o € S,.
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Consideremos agora todas as somas formais

Zagg, ag € K,

geqG

com duas tais expressoes sendo iguais se, e somente se, tém os mesmos coeficientes. Definimos

operagoes nas somas formais pelas regras

Do+ B = (ag+By)g,
o (Zagg) = Zaagg, ae K, e
(Z a_,,g) (Z th> = Z oy fpgh = Z%t, onde vy = Zagﬁgflt.

9eqa heG h,geG te@ 9eaq
Com essas defini¢oes, podemos ver que o conjunto KG de todas somas formais é um anel,

um espaco vetorial sobre K e satisfaz
a(ab) = (aa)b = a(ab), «a €K, a,be KG.

Chamamos KG de dlgebra de grupo de G sobre K.
Seja M um espaco vetorial de dimensao finita sobre K. Dizemos que M é um KG-mddulo

a esquerda se, para cada g € G em € M, o “produto” gm estd definido e satisfaz

gm € M, (gh)m = g(hm), g(m+m')=gm+gm/,
(2.2)
em=m, a(gm)= (ag)m = g(am),

para todos g € G, m,m' € M e a € K.

O conceito de KG-mddulo a direita é definido de maneira andloga. Vamos trabalhar, na
maioria das vezes, com K(G-médulos a esquerda deixando o termo “a esquerda” subentendido,
mas tomaremos o cuidado de destaca-lo quando necessario.

Seja entao M um KG-mdédulo e, para cada g € G, defina a aplicagao T(g) : M — M por
(2.3) T(gym =gm, m€ M.
As condigbes (2.2) asseguram que, para todos m,m’' € M e a € K, vale
T(g)(m+m') =T(g)m +T(g)m', T(g)(am)=aT(g)m,
e portanto T'(g) ¢ um homomorfismo. Além disso, temos

T(gh) =T(g)T'(h), T(ag)=aTl(g), T(e)=1, e T(g7)T(9)=T(9 'g)=T(e) =1,
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quaisquer que sejam g,h € G e o € K, donde segue que T : g — T(g) é uma representagio de
G. Chamamos T de representacao de G correspondente a M.

Reciprocamente, se T : G — GL(M) é uma representacdo de G, a relagdo (2.3) implica que
M é um KG-médulo, que chamamos de KG-mddulo correspondente a T'. Temos, entdo, uma

correspondéncia bijetiva entre as representacoes de G (sobre K) e os K G-médulos.

Exemplo 2.4. (Médulo regular) O mais importante exemplo de KG-médulo é a prépria

algebra de grupo KG. De fato, a operagao

Q(Z /\hh) = Z)\hgh = Z)\g—ltt

heG heG teG

estd bem definida e satisfaz as condigdoes (2.2), donde se conclui que KG é um KG-médulo,
que chamamos de mddulo reqular. Sua representagao correspondente é, naturalmente, a repre-

sentagao regular definida no Exemplo 2.2.

A idéia agora é trabalharmos com K G-médulos e os resultados obtidos valerem automati-
camente para as representagoes de G sobre K, ou vice-versa. Para isso, temos que garantir que
representagoes equivalentes correspondem a mdédulos “equivalentes”’no seguinte sentido.

Sejam M e M' KG-médulos. Dizemos que M e M’ sao KG-isomorfos, e denotamos por

M ~ga M', se existe um isomorfismo S : M — M’ tal que, para todo g € G e m € M, vale
g(Sm) = S(gm).

Com isso, dois modulos sao K G-isomorfos se, e somente se, suas representagoes correspondentes
sao equivalentes. Entao, a partir de agora, todos os resultados e defini¢coes valem tanto para
K (G-moédulos quanto para representacoes. No entanto, quando relevante, descreveremos o que
os resultados e definicoes feitos para os médulos significam em termos de representacoes.

Seja M um KG-médulo. Um subespagco N de M é um KG-submddulo se gn € N sempre
que g € G en € N. Se os tinicos submddulos de M sao {0} e M dizemos que M é irredutivel e,
quando M pode ser escrito como soma direta de submodulos irredutiveis, M é completamente
redutivel. Apresentamos agora alguns resultados importantes sobre a decomposicao de M em
soma direta de KG-submédulos irredutiveis. As demonstracoes de tais resultados podem ser

encontradas em [5].

Teorema 2.5 (Maschke [5], pg. 88). Seja G um grupo finito e K um corpo cuja carac-

teristica ndao divide a ordem de G. Entao todo KG-mddulo é completamente redutivel.

Como a 4lgebra de grupo KG é um KG-mddulo temos que, se a caracteristica de K nao
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divide a ordem de G,
(2.4) KG=U®---9U,

onde U; é um KG-moédulo irredutivel, 7 = 1,...,r. Um resultado ainda mais forte sobre

decomposi¢cdo de médulos é o seguinte.

Teorema 2.6 ([5], pg. 186). Seja G um grupo finito, K um corpo algebricamente fechado
cuja caracteristica nao divide a ordem de G e U um KG-mddulo irredutivel. Consideremos a
decomposi¢io de KG dada por (2.4). Entdo U ~k¢ U;, para algum 1 < i < r, e o nimero de
Uls com U; ~gq U € igual a (U : K).

Sob as hipdteses do teorema acima, existe um nimero finito de K G-mdédulos irredutiveis
nao isomorfos que chamamos de conjunto completo de KG-mddulos irredutiveis. Além disso,

temos o seguinte resultado.

Teorema 2.7 ([5], pg. 186). Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado
cuja caracteristica ndo divide a ordem de G. Entdo o nimero de KG-mddulos irredutiveis nao

1somorfos € igual ao numero de classes de conjugacdo de G.

2.2 Produto tensorial de modulos

Na secdo anterior, definimos K G-mddulos a partir da dlgebra de grupo KG. Podemos também
definir médulos sobre um anel R com identidade 1 e isso é feito de maneira andloga. Um grupo

abeliano M é um R-mddulo se, para cadar € Re m € M, o produto rm estd definido e satisfaz

r(my + mg) = rmy +rme, (r1 +ro)m = rim + rom,

(rirg)m =ri(rem) e 1m =m,

para todos r € R e m € M. Um subgrupo M; de M é chamado um R-submddulo se rm, € M,
sempre que 7 € R e m; € M;. Uma aplicacdo injetiva f de um R-médulo M sobre um R-
moédulo M’ é chamado um R-isomorfismo se f(my + mg) = f(mq) + f(me) e f(rm) =rf(m),
para todos m € M e r € R. Neste caso, dizemos que M ~ M’ como R-médulos. Aqui estamos
omitindo o termo “a esquerda”, como convencionamos anteriormente, e de maneira analoga
definimos R-maddulos a direita.

Sejam M e N R-modulos a direita e a esquerda, respectivamente. Dizemos que uma apli-
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cagdo f do produto cartesiano M x N em um grupo abeliano P é balanceada se

f(m1+m2:n) = f(mlan)+f(m25n)a
f(m’ n + n2) = f(m’ nl) + f(m’ nZ)a
f(m’ Tn) = f(mT’ TL),

para todos m, my,mg € M, n,ni,ny € N er € R. Uma aplicacao balanceada f: M x N — P

é o produto tensorial de M e N se
(i) os elementos f(m,n) geram o grupo P,

(ii) se t é uma aplicacdo balanceada de M x N num grupo abeliano P*, entdo existe um tinico

homomorfismo t* : P — P* tal que t = t*f, ou seja, tal que o diagrama abaixo comuta.

MxN-—1-p

Sk

P*

O teorema que garante a existéncia e a unicidade do produto tensorial pode ser encontrado
em [5], pg. 61.

Denotamos o produto tensorial de M e N por M ®gr N e escrevemos m @ n para a imagem
de (m,n) sobre a aplicacdo balanceada M x N — M ®g N.

Vamos agora analisar sob quais condi¢oes M ®r N é um moédulo sobre um anel. Dizemos
que M é um (S, R)-bimddulo sobre os anéis com identidade S e R se M é um S-médulo a

esquerda, um R-moédulo a direita e
s(mr)=(sm)r, VseS meM,reR.

Afirmamos que quando M é um (S, R)-bimédulo e N é um R-mddulo a esquerda, entdo M @ g N
é um S-médulo a esquerda. De fato, se s € S, a aplicacdo (m,n) — sm ®n de M x N em
M®pgN é balanceada. Entéo existe um endomorfismo ¢; de M@z N tal que ¢s(m®n) = smQn.

Assim, podemos definir, para cada s € S,

S(Zmi@)ni) = 1) (Zmi@)ni) :Zsmi@)ni

e concluimos que M ®gz N é um S-mddulo com respeito a essa operagao.
As seguintes observagoes, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [5], sdo impor-

tantes para o estudo de moédulos induzidos.
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Observagao 2.8 ([5], pg. 64). Sejam N um R-mdédulo a esquerda e M, My, M, (S, R)-
bimoédulos tais que M = M; & M,. Entao

M ®prN ~ (M ®r N)® (M ®r N),
como S-modulos a esquerda.
Como o anel R é um (R, R)-bimédulo, o produto tensorial R ® g N é um R-mdédulo a
esquerda. Além disso, vale a seguinte observacao.
Observacao 2.9 ([5], pg. 67). Seja N um R-médulo a esquerda. Entdo R®gr N ~ N.
Utilizando os resultados acima, vamos definir o produto tensorial de dois espacos vetoriais

M e N de dimensdo finita sobre um corpo arbitrdrio K. Podemos olhar M como um (K, K)-

bimédulo e portanto M ®x N é um espaco vetorial sobre K se definirmos
a(Zui®vi) = Zaui@)vi, a€ K,u; € M,v; € N.

Se (M : K) = r entdo M é isomorfo & uma soma direta de r cépias de K. Assim, pelas

Observagoes (2.8) e (2.9), temos que
M@k N~N@---®&N, (rcopias)
como K-modulos. Isso prova que
(M®x N:K)=(M:K)(N:K).

Suponhamos agora que {my,...,m,} é uma base de M e {ny,...,ns} é uma base de N.
Usando a distributividade do produto tensorial, vemos que todo elemento de M @ g N é expresso

como

Zzaiﬂj(mi@)nj), o, B € K.

i=1 j=1
Logo os elementos {m; ®n; : 1 <i<r, 1 <j< s} formam uma K-base de M @k N, visto
que a dimensao de M ®x N é rs.

E interessante descrevermos o que esses resultados significam em termos de representacdes.
Sejam T : G — GL(M) e U : G — GL(N) representagoes de um grupo finito G. Entao a

representacdo produto tensorial
TRQU:G— GL(M ®k N)
é a aplicagdo que leva cada g € G na transformagao linear (T'® U)(g) definida por

(m®mn)—T(g)(m)®U(g)(n), me M,née N.
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A verificacao de que T'® U ¢é de fato uma representacao de G utiliza a expressao

fey(fed)=ff®gd,

onde f, f', g, ¢’ sio homomorfismos entre espacos vetoriais sobre K.

2.3 Representacoes e mdédulos induzidos

Dado um subgrupo H de G, todo KG-médulo L é também um K H-mdédulo, que denotamos
por L | H. Apesar de L e L | H terem o mesmo espaco vetorial subordinado, o dominio dos
operadores de L. | H é KH, e nao KG. Nesta secao, consideraremos a situacao oposta. Vamos
descrever uma, construgao que associa a cada K H-moédulo M um KG-moédulo. Para tanto,
seja M um K H-médulo a esquerda. Como KG é um (KG, K H)-bimédulo, podemos formar o
KG-médulo a esquerda

M1G=KGQky M,

que chamamos mddulo induzido de M. Dizemos que a representacao de G correspondente a
M 1 G é uma representacdao induzida.
Para descrevermos M 1 G vamos comecgar com uma decomposi¢ao de G nas classes laterais
de H,
G=gHU---UgH,

ondet =[G : H| e g = e. Todo elemento de G é expresso como um produto g;h, com 1 < i <t

e h € H unicamente determinados. Entao, todo elemento de KG é escrito como
t
> gibi, b€ KH,
i=1

de forma tunica, donde segue que KG = gtKH & --- @ ¢g;KH é um K H-mdédulo a direita com
base {g1,---,9:}

Usando a Observacao 2.8 obtemos
(2.5) M1G=(KH®xuM)® & (KH @k M).

Além disso, de g;KH ~ KH como K H-mddulos a direita, este isomorfismo dado por ¢;b — b,

e da Observacao 2.9, segue que
g KH Qg M ~KH Qg M ~ M
e portanto

(2.6) (M1G:K)=[G:H](M: K).
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Como g;r ® m = g; ® rm, podemos reescrever a expressao (2.5) como
(2.7) M1G= (1 9ka M) DD (9 @k M)

e todo elemento de M 1 G pode ser expresso, de maneira tnica, como » |, g; ® u;, com 0s u;’s
em M unicamente determinados. Segue disso e da equagdo (2.6) que se 8 = {my,...,m,} é

uma base de M, entao
(2.8) BrG={g®@m;:1<i<t,1<j<r}

é uma base de M 1 G.

Uma observacao importante é que a construgao acima independe da escolha dos represen-
tantes gi, ..., g;. Isso porque se g;h = gyh' para certos h,h' € H, entdo ¢; @ M = g;h @ M =
gih' @ M = g» @ M.

Vamos agora determinar uma representagao matricial correspondente a M 1 G, quando
conhecemos uma representacao matricial correspondente a M. Suponhamos que, relativo a

base 3, M corresponde & representacao 71" tal que
(2.9) hmi =Y agi(h) m;,  [T(h)]s = (az(h)), heH
7j=1

Com respeito a base 1 G de M 1 (G, vamos calcular a representacao 7" 1 G correspondente
a M 1 G. Para isso, devemos expressar g (g; ® m;) como combinagio linear dos elementos da

base. Temos
9(9: ® mj) = gg; ® m;
e, como gg; € GG, podemos escrever gg; = gph, para certos 1 < k <te h € H. Entao
g(9: ®@mj) = ghQ@m;= g, ® hm;
= gr ® (32 cuj(h) mu)

= Zz‘zl alj(h)gk ® my.

Mas h = g, 'gg; e se estendermos o dominio de defini¢dio de oy; de H para G fazendo
a,(r) =0, se 2€G e x¢H,

podemos reescrever nossa férmula como

r t

(2.10) glgi@my) = ou;(9;"99:) g ® mu.

=1 k=1
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Ordenando os elementos da base 5 1 G como
gl®m17"'7g1®m7‘7g2®m17"'792®m7‘7"'7gt®m17"'79t®m7‘7

a equagao (2.10) implica que, para cada g € G, a matriz de T' 1T G(g) na base 8 T G é dada por

[T(gr 9905 -+ [T(g5 99:)]s

[T(g9:  990)ls - [T(9: " 990)]s
onde [T'(z)lp=0sexzeGex ¢ H.

Observacao 2.10. Se T é a 1-representagao trivial de H, ou seja, que leva todo h € H sobre
o elemento identidade 1x de K, entdo a representacao induzida 7" 1 G é uma representacao

permutacional das classes laterais de H em G.

A observacao acima segue do fato de que, para cada ¢ fixo, gg; € gxH, para algum k. Logo

g '99; € H e portanto

[T(9:'99:)ls =1 e [T(g;'99:)]p =0sej#k.

Observacao 2.11. Se H = {e} e T' é a 1-representacao trivial de H entdo T 1 G é equivalente

a representacao regular de G.

De fato, nas condicoes acima, o K H-médulo M correspondente a 71" é isomorfo a K como

K-médulos. Segue entao da definicao de mddulo induzido e da Observagao 2.9 que

2.4 Critérios de irredutibilidade

Sejam M e N KG-moédulos. Denotamos por Homgg(M, N) o conjunto de todas as trans-
formacoes lineares f de M em N tais que f(gm) = gf(m), para todo g € G e m € M.

Naturalmente, Homgg (M, N) é um espaco vetorial sobre K, cuja dimensao denotamos por
i(M,N).

Uma importante propriedade dessa dimensao ([5], pg. 320) é a sua “bilinearidade”, isto é,

se M = M; & M, entao

(2.11) (M, N) = i(My, N) +i(My, N).



24 CAPITULO 2. REPRESENTACAO DE GRUPOS FINITOS

Suponhamos agora que charK nao divide |G|. Entao, pelo Teorema 2.5, M e N sdo com-
pletamente redutiveis. Dizemos que M e N possuem um constituinte em comum U se, nas
decomposicoes de M e N em soma direta de submédulos irredutiveis, M e N possuem um
somando isomorfo a U. Se N é irredutivel, dizemos que & € N é o numero de vezes que N
estda contido em M se a decomposicao de M contém exatamente k subméddulos isomorfos a
N. No caso em que K é um corpo algebricamente fechado, é possivel calcular o niimero de

constituintes comuns entre M e N através de i(M, N), como diz o seguinte teorema.

Teorema 2.12. Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado cuja carac-
teristica nao divide a ordem de G. Sejam M um KG-mdodulo e N um KG-mddulo irreduivel.
Entdo o nimero de vezes que N estd contido em M € igual a i(M,N). Além disso, M €

irredutivel se, e somente se, i(M, M) = 1.

Demonstracdo. Seja M = M; & --- @ M,, onde M; é irredutivel, j = 1,...,r. Por (2.11)

temos
(2.12) i(M,N) =i(My,N)+---+i(M,,N).

Seja f : M; — N um KG-homomorfismo. Entao f é um KG-isomorfismo ou f = 0, pois
caso contrario Ker f seria um KG-submédulo de M;. Além disso, afirmamos que se f : N — N
é um K (G-isomorfismo, entao f é um miiltiplo da identidade. De fato, f possui um autovalor
¢ € K e portanto Ker(f — ¢ Idy) é um KG-submddulo de N diferente de zero. Como N é
irredutivel, temos que Ker(f — ¢ Idy) = N, donde segue que f = ¢ Idy. (Estes resultados sao
conhecidos como Lema de Schur.)

Com isso, obtemos
0, seM; N,
(04, N) = P
]_, se M] ~KaG N,

o que implica, juntamente com (2.12), as afirmagées do teorema.
[ |
Seja M um KG-médulo com base {ui,...,u,} e suponha que L é uma extensao de K.

Temos que M é um espaco vetorial sobre K que consiste de todas as K-combinagoes lineares

dos elementos uq,...,u,. Podemos considerar o conjunto de todas as L-combinacoes lineares
dos elementos u1, ..., u, como um novo espaco vetorial sobre L que contém M e possui a mesma
base {u1, ..., u,}. Isso pode ser justificado como segue.

Como K é um subcorpo de L, temos L um (L, K)-bimédulo e portanto L& M é um espago
vetorial sobre L. Uma vez que M é uma soma direta de r copias de K, segue das Observacoes

2.8 ¢ 2.9 que L @ M é isomorfo (como L-médulo) a uma soma de direta de r cépias de L.
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Portanto (L ®x M : K) = (M : K), donde segue que os elementos 1 ® uy,...,1 ® u, formam

uma base para L @ g M. Temos

@ (Za’i ®Ui) = Zaa’i ® u; = Zaai(l ® u;),

para todos «, o; € L. Além disso, podemos identificar M com o subespaco 1 @ M de L Q@ M
e, nesse sentido, M é um subespaco de L @ M e qualquer K-base de M é uma L-base de
L ®x M. Para simplificar a notacdo, vamos denotar L ®x M por M~.

Se extendermos o dominio dos operadores do KG-médulo M para LG, M’ se torna um

LG-moédulo com operagao definida por

(Z )\z’gi) (Z Mz’ui) = Amlgw), N €L, g €G, u € M.

Sejam T e T* as representacoes de G correspondentes a M e MF, respectivamente. As cor-
respondentes representagdes matriciais de G sao idénticas com respeito as bases {u1,...,u,}
e {l®uy,...,1 ®u,}. Entdo, temos T equivalente a T e todo esse processo ¢ chamado de
extensao do corpo de representacdo.

Seja T uma representacao irredutivel de G sobre K. Dizemos que T é absolutamente irre-
dutivel se T* é irredutivel para toda extensao L de K e que K é um corpo de decomposicdo
para G se toda representacao irredutivel de G sobre K é absolutamente irredutivel. Seguem

abaixo alguns resultados importantes.

Teorema 2.13 ([5], pg. 200). Sejam M e N KG-mddulos e L uma extensio de K. Entao,
i(M, N) = i(M™, NV).

Teorema 2.14 ([5], pg. 202). Um KG-mddulo M é absolutamente irredutivel se, e somente
se, i(M, M) = 1.

Seja K um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica nao divide a ordem de G e M
um KG-médulo irredutivel. Entao, pelo Teorema 2.12, i(M, M) = 1. Segue do teorema acima

que K é um corpo de decomposicao para G. Além disso, vale o seguinte resultado.

Teorema 2.15 ([5], pg. 204). Seja K um corpo de decomposi¢io para G e L uma extensdo de
K. Entdo L € também um corpo de decomposicao para G. Se Vi,..., V. formam um conjunto
completo de KG-mddulos irredutiveis, entio Vi¥,..., VI formam um conjunto completo de LG-

mddulos irredutiveis.

Se L é uma extensao de K entao charL=charK. Juntando este fato com os resultados

do teorema acima e dos Teoremas 2.13 e 2.14, podemos supor apenas que K é um corpo de
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decomposicao cuja caracteristica nao divide a ordem de G para obtermos os resultados dos
Teoremas 2.6, 2.7 e 2.12.

Um procedimento contrario ao de extensdao do corpo de representacdo é o seguinte. Seja
T : G — GL(n, L) uma representacdo matricial de G. Dizemos que T pode ser realizada sobre
um subcorpo K de L se existe uma representacao matricial U : G — GL(n, K) tal que U e
T sdo representagdes (sobre L) equivalentes. Na terminologia de médulos, se M é um LG-
moédulo correspondente a T', entao M pode ser realizado sobre K se, e somente se, existe um
KG-médulo N tal que M ~;; NL. Uma caracterizacao de corpos de decomposicao em termos

desse conceito é a seguinte.

Teorema 2.16 ([5], pg. 465). Seja K* um corpo algebricamente fechado. Um subcorpo K
de K* é um corpo de decomposicao para G se, e somente se, toda representacdo sobre K*

irredutivel pode ser realizada sobre K.

Suponhamos agora que 7' é uma representacao de G no corpo Q dos niimeros racionais.
Pode-se mostrar (confira teorema abaixo), numa forma bem mais geral, que T é equivalente
a uma outra representacdo U com a propriedade de que, para todo g € G, a matriz de T'(g)
possui suas entradas em Z. Se cada inteiro da matriz [T'(g)] é trocado por sua classe médulo

um primo p, obtemos uma matriz [T'(g)] com coeficientes em Z,. Com isso, [T(g)] = [T'(g)] é

uma representacao de G sobre Zj,. O teorema abaixo formaliza esse resultado.

Teorema 2.17 ([5], pg. 592). Seja K um corpo de nimeros algébricos e R o anel de inteiros
algébricos em K. Seja P um ideal primo em R, p o tnico racional primo em P e K = K/P
(corpo finito de caracteristica p). Se K é um corpo de decomposicido para G, entdo K também

¢ um corpo de decomposi¢cao para G.

Uma importante conseqiiéncia dos Teoremas 2.16 e 2.17 é a seguinte.

Corolario 2.18. Se toda representacao irredutivel de um grupo finito G pode ser realizada sobre

Q, entdo todo corpo é um corpo de decomposicio para G.

2.5 Produto tensorial externo

Sejam G e Gy grupos finitos e P = G; X Gy o produto direto. Seja L; um KG;-médulo,
1 = 1,2. O produto tensorial externo L#L, de L; e Ly é o K P-médulo cujo espaco vetorial

subordinado é L1 ® Lo e a operagao do médulo é dada por

(91,92)(lh ® o) = g1lh @ golo,  (91,92) € P, I; € L,
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e estendida & KP e L1 ®k Lo por linearidade.
Em termos de representacoes, se T7 e T, sao representacoes de 1 e G5 correspondentes aos

modulos L, e Ly, respectivamente, entao o médulo Li# Ly corresponde a representacao 17#715

de P, onde
(T1#T15) (91, 92) = T1(91) @ To(g2),  (91,92) € P.

Vamos agora relacionar os conceitos de produto tensorial (interno), que vimos na se¢io 2.2, e
produto tensorial externo. Seja Ga o subgrupo diagonalde GxG, isto é, Ga = {(g,9) : g € G}.

Entao Ga ~ G e, se os identificarmos, temos
(L1#L2) | Ga ~ L1 ® Lo,
como KG-médulos, ou em termos de representacoes
(M#T,) | Ga ~Th @ T,

onde “~” denota equivaléncia.
O teorema abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em [5], garante a associatividade

do produto tensorial externo.

Teorema 2.19 ([5], pg. 316). Parai = 1,2, seja H; um subgrupo de G; e L; um K H;-mddulo

a esquerda. Entao,

(L1#Lo) 1 (G X Go) ~ (L1 T G1) # (L2 1T G2) .

2.6 O teorema do numero de constituintes comuns

O objetivo desta secao é estudar a decomposi¢ao em soma direta do produto tensorial de dois
modulos induzidos, (M T G)® (N 1 G) onde M e N sao médulos para subgrupos de G, e achar
uma férmula para o nimero de constituintes comuns entre M 1+ G e N 1 (. Essa teoria é em
grande parte devido a Frobenius.

Primeiramente, vamos dar uma caracterizacao conveniente dos médulos induzidos.

Lema 2.20. Sejam H um subgrupo de G e M um KG-mddulo tal que, para algum KH -
submaodulo N de M | H, M é uma soma direta

t
M =P aN,
i=1
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onde 0s {g;} formam um conjunto completo de representantes das classes laterais de H em G.
Entao,

M~N1TG
como KG-mddulos.

Demonstragdo. Por (2.7), temos que N 1 G = (g1 @ N) @ --- ® (9: ® N). Este fato e a
hipétese M = 692:1 ¢; N implicam que

Zgi@’nz‘ = Zginz’

é um K G-isomorfismo de N 1 G sobre N.
[ |

Dados S e R subgrupos de G, o conjunto SzR = {szr : s € Ser € R} é chamado de a
(S, R)-classe dupla de G contendo x € G. Como Sz R independe do representante x, G possui

uma decomposicao em classes laterais duplas disjuntas
G=85r1RU.---USxR.
Entretanto, diferentes classes duplas podem ter diferentes cardinalidades. Por exemplo, sejam
G=25, S5={1),012)} e R={(1),(13)}.
Entao as (5, R)-classes duplas de G sao
SR =1{(1),(12),(13),(132)} e S(23)R = {(23),(123)}.
Seja N um K R-moédulo.Vamos mostrar que a estrutura do K.S-médulo
(N1G) LS

é determinada pelas (S, R)-classes duplas de G. Consideremos G como a unido disjunta das

classes laterais z1 R, . .., z,R. Entdo, por (2.7),

q

N1G =P eN).

i=1
Consideremos uma (.S, R)-classe dupla SaR fixada e todas as classes laterais z; R tais que
z;R C SaR, digamos
1 R,...,zpR C SaR.
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Observemos que uma classe lateral x; R ndo pode interceptar duas classes duplas distintas. De
fato, se x;r, x;r' € z; R sao tais que z;r € SaR e z;v" € SbR, entao x; € SaRN SbR e portanto
a = b. Seja

h

i=1
Entao W é um K S-submdédulo de N 1 G, pois se w = (21 ® 1) + -+ - + (2, ® np) € W, temos
que sw = (sx1Q@nq1)+---+ (s, @ny) € W, para todo s € S. De fato, sz; € z;R, para algum j.
Entao sz;R = z;R e, como z; R C SaR, temos ;R = sx;R C SaR, donde segue que sw € .
Além disso, W depende somente da (S, R)-classe dupla SaR e ndo dos representantes {xz;} de
R em G.

Para cada x; R C SaR, existe s; € S tal que

;R = s;aR
e s;all = sjaR se, e somente se, a_lsj’ls,-a € R ou ainda se, e somente se, s;ls,- €a'RanS.
Portanto, s, ..., s, pertencem a classes laterais distintas do subgrupo
R=a'RanS

de S. Além disso, para todo s € S, temos que sa € SaR e sa € x;R, para algum 7. Entao
sa = s;ar, para algum r € R, donde segue que s € SZ'E. Assim, {s;}} | forma um conjunto
completo de representantes das classes laterais de Rem S.

Voltando ao K'S-médulo W, obtemos

h h h
W:@(xi(&N):@sa@N :@ (a® N),

=1 =1

onde a ® N é um K (aRa 1)-médulo. Como R C aRa !, entdo a® N é um K R-submédulo de
W e, pelo Lema 2.20, obtemos

W~ ((a®N)¢PL) +S
como K S-méddulos. Isso prova o seguinte resultado.

Teorema 2.21. (Teorema do Subgrupo) Sejam R e S subgrupos de G e N um K R-mddulo,
onde K é um corpo arbitrdrio. Entdo, para cada (S, R)-classe dupla SaR, temos que a @ N é

um K (a ' Ra)-submddulo para o subgrupo

R=aRa'NS
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de S e
((a ®N) E) +8

¢ um K R-mddulo que depende somente da classe dupla SaR. Além disso,

(N1G) L S=P (oM L E) 1S

SaR

como KS-mddulos, onde a soma é tomada sobre todas as (S, R)-classes duplas SaR de G.

O préximo teorema é, essencialmente, um corolario do Teorema do Subgrupo. Ele nos da
uma informagao sobre a decomposigao em soma direta do produto tensorial (L; T G)® (Ly 1T G)

de dois médulos induzidos de subgrupos de G.
Teorema 2.22. (Teorema do Produto Tensorial) Sejam H; um subgrupo de G e L; um
KH;-mddulo, i =1,2. Para z,y € G fixados, defina
H@®Y) = cHi "' NyHy™ T,
'=z®L, cLi1G,
LY =y®L,C Ly 1G.
Entio L% e LY sio KH@Y-médulos. Além disso, o médulo induzido (L\” ® LY) 1 G

depende somente da (Hy, Hy)-classe dupla D de G a qual 27y pertence e

(L11G)e (16 = P [(ng) ® ng)] ’
w_IZED

onde a soma € tomada sobre todas as (Hy, Hs)-classes duplas D de G.

Demonstragao. Para mostrarmos o resultado, basta fazer o seguinte paralelo com o Teorema

do Subgrupo.

Teorema do produto tensorial Teorema do Subgrupo

GxG@ G

H, x Hy R

Ga (o subgrupo diagonal de G x G) S

Li# L, N

(z,y)(Hy X Hy)(z,y) ' NGa R=aRa'NS
~ cHixz ' NyHy ' = HEY)

(z,y) ® (L1#Lo) a® N
~(z®L)®(y® L) =L o LY
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Os detalhes dessa prova podem ser encontrados em [5], pg. 325.
[ |
Como corolario, reescrevemos o resultado correspondente ao Teorema do Produto Tensorial

para representacoes.

Corolario 2.23. Seja H; um subgrupo de G e T; uma representacdo de H;, i = 1,2. Entao,

para x,y € G firados,
Tl(z) cg—= Tz gx) e TQ(y) g Ti(y 'gy)

sao representacoes do subgrupo xHixz~ ' NyHyy™' de G. Além disso, a representacdo induzida

(Tl(m) ® Téy)) 1+ G depende somente da (Hy, Hy)-classe dupla D a qual que z71y pertence e

16 e 16 = @ [(17en”)ra],

D
z~lyeG
onde a soma é tomada sobre todas as (Hy, Hy)-classes duplas D em G.
O préximo resultado serd muito importante quando estudarmos as representacgoes do grupo

simétrico S,. Ele é o ponto de partida para esse estudo. Sua demonstagao é uma consequéncia

do Teorema do Produto Tensorial e os detalhes podem ser encontrados em [5], pg. 327.

Teorema 2.24. (Teorema do Nimero de Constituintes Comuns) Sob as mesmas hi-

poteses e notacoes do Teorema 2.22, para x,y € G firados, temos que i(ng),Lgy)) depende

somente da (Hy, Hy)-classe dupla D em G a qual x~'y pertence. Além disso,
(LG LtG)= Y i(LP,1f),
z—llg)/ED

onde a soma é tomada sobre todas as (Hy, Hy)-classes duplas D em G.

2.7 Os caracteres de um grupo finito

A teoria de caracteres de um grupo finito é um poderoso método para o estudo de suas repre-
sentagoes e vai muito além do que expomos aqui. Apresentamos nesta se¢ao somente alguns
resultados basicos que seguem como simples consequéncias do que vimos nas se¢oes anteriores.

Seja M um KG-mdédulo com base {uq, ..., u,}. Entao

gui =Y tu(9)u;,  tulg) € K, g €G,
j=1
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e M corresponde a representacao matricial g — [T'(g)] de G, onde [T'(g)] € GL(r, K) e possui
tij(g) como a entrada (z, ).
Denotamos por tr o trago da matriz de uma tranformacgao linear e dizemos que a aplicagao

X : G — K definida por
x(9) = tr[T(g)] = _ tiilg)
i=1

é um caracter de G correspondente a M (ou a T'). Se M ¢é irredutivel, entdo dizemos que x
é um caracter irredutivel. Como o trago de uma transformacao linear independe da escolha
da base, temos que o mesmo é valido para um caracter de G. Com isso, médulos isomorfos e
representacoes equivalentes possuem o mesmo caracter.
Observemos que
x(e)=r=(M:K).

Além disso, o valor x(g) depende somente da classe de conjugagio que contém g. De fato, como
tr(AB) = tr(BA), temos

x(9) = tr[T(9)) = tr[T(W][T ()T ()" = tr[T(hgh™")] = x(hgh™"),
para todos g, h € G.

Exemplo 2.25 (Caracter permutagao). Seja P a representacdo permutacional de S, defi-
nida no Exemplo 2.1. Entao o mddulo permutacdo M com base {uy,...,u,} correspondente a

P possui a operacao do moédulo definida por
ou; = Ugy, t=1,...,n e 0 €S,

A entrada (i,7) da matriz [P(c)] na base {uy,...,u,} é igual a 0 se o(i) = i e igual a 1 se

o(i) # i. Portanto, o caracter permuta¢do & do médulo permutacdo M é dado por
Eo) =i : o(t) =1}, o€

Exemplo 2.26 (Caracter regular). Vamos calcular o caracter yx,., de G correspondente ao
modulo regular K G construido no Exemplo 2.4.

Consideremos G = {g1,..., 9.} €, para cada g € G, seja
n
99i =Y tii(9)g;, tilg) € K.
j=1

Temos x(e) = n = |G| e se g # e entdo gg; é um elemento do grupo distinto de g;, para todo

g€ Gei=1,...,n,donde segue que t;(g) = 0. Portanto,

= G|, g=e,
- 0, g#e.
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Suponhamos que a caracteristica de K nao divide a ordem de G e seja M um KG-médulo.
Pelo Teorema 2.5 temos

M:Ml@"'@Mr,

onde M; é um submédulo irredutivel de M, para i = 1,...,r. Seja [; uma base de M; e T; a
representacdo correspondente a M;, i = 1,...,r. Entdo 8 = {f1,...,5,} é uma base de M e

sua correspondente representacao matricial T' tem a forma

[T1(9)]s: 0
(2.13) g—[T(g)ls = , 9g€G.
0 [T:(9)]5.
Se x e x; sao os caracteres de G correspondentes a M e M;, 7 =1,...,r, respectivamente, entao

de (2.13) segue que
x(9) =x1(9) +--- +x:(9)-

Se K é um corpo de decomposicao para G cuja caracteristica nao divide a ordem de G,
existe um conjunto completo de KG-mdédulos irredutiveis nao isomorfos que denotamos por
{Ui,...,Us}, onde s é igual ao niimero de classes de conjugacdo em G. Seja (; o caracter de G

correspondente a U;, j = 1,...,s. Abusando da notacao, pelo Teorema 2.6 temos
KGr(Ui@--- U)o (Usy®--dU)®---® (U, &---dU,),
onde, para cada 1 < j < s, aparecem (U; : K) = (j(e) fatores “iguais” (isomorfos) a U;. Entdo,
|G| = Xees(€) = (Gi(€)) + -+ + (Gs(e))™.
Consideremos agora um KG-médulo M arbitrario. Escrevemos
M ~a Uy +---+ asUs,

onde os ajs sdo inteiros nao negativos e indicam que a decomposi¢ao de M em mddulos

irredutiveis possui exatamente a; submodulos isomorfos a U;. Pelo Teorema 2.12, temos

a;j =i(M,Uj), j=1,...,s, e se x é o caracter correspondente a M obtemos
(2.14) x(9) =D i(M,U;) Gg), g€,
j=1

donde concluimos que x (e todo caracter de GG) pode ser escrito como Z-combinagao linear dos

caracteres (1, ..., (s-



Capitulo 3
Representacoes do Grupo Simétrico

No Capitulo 2, apresentamos alguns resultados e defini¢oes de representagdes de um grupo finito
G arbitrario. Quando G é o grupo simétrico S,, podemos descrever propriedades interessantes
de suas representacoes. Algumas delas encontram-se neste capitulo.

A teoria que desenvolvemos aqui visa estabelecer uma férmula para o grau das representacgoes
irredutiveis de S, (Teorema 3.20) e uma férmula de recursdo para esses caracteres (Teorema
3.23). Denotamos a identidade de S, por 1 e Ny ={0,1,2,3,...}.

3.1 Subgrupos de Young e suas 1-representacoes

Sejan € N. Dizemos que uma sequéncia de inteiros nao negativos o = (aq, ..., ay), com h < n,

é uma composicdo de n se

(3.1) Zai =n.

=1

Se, além de (3.1), temos
(3.2) Q1 202 2,

entao dizemos que « é uma particao de n, o que denotamos por « = n. As coordenadas de «
sao chamadas de partes de a. Usaremos, quando preciso, uma identificacao da particao o com
uma n-upla fazendo a; = 0, para h <1 < n.

Consideremos o grupo simétrico S,,. Sabemos que cada permutagao pode ser unicamente
determinada como o produto de ciclos disjuntos, chamados fatores ciclicos. Com esta notacao

ciclica podemos estabelecer uma bijecao entre as classes de conjugacao de S, e o conjunto
P(n)={a:akn},

34
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considerando a aplicacao

T € Sy c(m),
onde ¢(7) representa os comprimentos dos fatores ciclicos de 7 ordenados.

Exemplo 3.1. Seja 7 = (12)(345) € S;. Entao m = (12)(345)(6)(7) e m — (3,2, 1, 1).

Como dois elementos em S, sdo conjugados se, e somente se, possuem a mesma estrutura
ciclica, entao dois elementos em S, possuem a mesma particao associada se, e somente se,
pertencem a mesma classe de conjugacdo. Assim, podemos indexar as classes de conjugagao de
S, por particoes de n. Como o nimero de representacoes irredutiveis nao equivalentes de um
grupo finito G é igual ao nimero de classes de conjugacao deste grupo, isto sugere que também
relacionemos subgrupos de S,,, usados na teoria de representagoes, com as particoes.

A uma composigao A = (A1, ... Ap) de n, associamos subconjuntos de N = {1,2,...,n} C Z

dois a dois disjuntos, que denotamos por

e que satisfazem
INM =X, i=1,...,h.

Entao temos uma disseccao de N, isto é, N escrito como uma unidao disjunta, dada por

h
N =[JN)
=1

Se denotarmos por S} o subgrupo de S, consistindo dos );! elementos que permutam o
conjunto N} e deixam cada ponto de N \ N} fixo, i = 1,...,h, entdo S} N Sp = {1}, para

i # k, e mo = om, para todos m € S}, 0 € Sp. Assim, o produto

h
Sye=]] 52
=1

¢ um subgrupo de .S,, isomorfo ao produto direto
Sa X Sy, X ... X Sy,

Chamamos S, de subgrupo de Young correspondente a composicao A de n. Claramente, cada
S, onde A\ é uma composicao de n, é isomorfo a um S,, onde « F n.
Seja agora K um corpo. Para cada particdo A de n, existem duas 1-representacoes triviais

do subgrupo de Young S}, correspondente a A, de S,,. Uma é a representacao identidade

ISy: Sy — GL(KY

T IdKl
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onde K' é um espaco vetorial unidimensional sobre K, e a segunda é a que chamamos de
representacao alternada
ASy: Sy — GL(KY)
7 > sgnm - [dgr.
Assim, se A e p sao particoes de n, podemos formar ISy, IS, e AS, e induzi-las em S,
obtendo as representagoes
IS\ 1Sy, IS, 15, e AS, 1S,

de S,,.

Nosso objetivo, a partir de agora, é estudar as dimensoes
i (ISx 1 Sn, IS, 1 Sn) e i(IS\ 1 Sp, AS, T Sy)

para conhecermos o numero de constituintes irredutiveis comuns entre essas representacoes
induzidas.
Para isso, podemos aplicar o Teorema 2.24 e ver que
i(ISx 1 Sn, IS, 1 Sn) = Y i(ISy | SanaSum™ IS, | SynaS,m™t),
SamSy
onde a soma é tomada sobre todas as classes duplas Sy7S, de S, e IS,(]T) (mpm~t) := IS,(p),
para p € S,. Entao

i(ISN 1 Sn, IS, 1 Sn) = D i(I(SanaS,m ), I(SxnaS,m 1))
SamSy

= > 1

SamSy

(3.3)

pois I(SyNwS,n~") é irredutivel.
Analogamente,
i(ISx 1 S, ASu 1 Sn) = Y i (I(SanaS,r™), A(SxnaS,m™))
S)\WS#
Mas I(S\N7S,m~1) e A(SyN7S,m~1) sdo representagoes irreduiveis e Sy N7S,m! é o produto
direto de grupos simétricos. Portanto, tais representacoes irredutiveis sdo iguais se, e somente

se, Sy NwS,m~1 = {1} ou a caracteristica de K ¢ igual a dois. Assim,

)
Z 1, se charK = 2
SamSy
(3.4) (ISx 1 w1 5n) =9 Z 1, caso contrério.
SamSp
SanwS,m—1={1}

\
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Concluimos entao, de (3.3) e (3.4), que as dimensoes procuradas podem ser encontradas
a partir do nimero de (S}, S,)-classes duplas de S,,. Assim, dirigiremos nossa atencdo a tais

classes duplas, comecando com o seguinte lema.

Lema 3.2. Sejam A\, p particoes de n, Sx e S, seus correspondentes subgrupos de Young e
S\mS, uma (Sy, S,)-classe dupla de S,. Entio p € SymS, se, e somente se, [N} Nw(NE)| =
N2 p(NE)|, para todos 1 < i,k < n, onde m(N}') € a imagem do conjunto N pela permuta¢do

.

Demonstracdo. Mostremos inicialmente que a condicao é necessdria. Se p = onT € S)wS,
entdo, para cada k, p(Nf) = on7(Ny) = om(N}'), pois 7 € S,,. Assim, para cada 1 < i,j < n,
temos

N} p(Nf) = N} nor(NE) = o(N}) Nor(NE) = o (N} Nnw(NE)) ,

o que implica no resultado, pois ¢ ¢ bijecao.
Reciprocamente, a hipétese | N} N (NE)| = [N} N p(NE)|, para todos 1 < 4, k < n, implica

que, se fixarmos 7, os subconjuntos
N na(Nu) e  NMp(Nyw), k=1,...,n,

formam duas dissecgdes de N em subconjuntos de ordens iguais. Conseqiientemente, para

cada i, existe o; € S? tal que
oi (N} Nm(NE) =N p(NY), k=1,...,n.
O produto o := 0109 ---0, € S) de tais permutacoes satisfaz as equagoes
om(NE) = p(NE), k=1,...,n.

Entao, existe 7 € S, tal que p = on7, como querfamos.

O lema acima mostra que a classe dupla S5, é caracterizada pelos niimeros
Zik 1= |Nz~)‘ﬂ7r(N,€‘)\, 1<4,k<n.
Entao temos uma aplicacao injetiva
fSmS, v (zik)

do conjunto das (Sy, S,)-classes duplas no conjunto das matrizes n x n (z;;). Observemos que

tais matrizes satisfazem
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(1) zix € Ny, para todos 1 < i,k < n.

(2) Zzik =l € Zzzk =\
i1 k=1

Isto prova o seguinte teorema.

Teorema 3.3. Sejam A = (A1,...,\y) e p= (p1,-- -, bn) particées de n com correspondentes

subgrupos de Young Sy e S,, respectivamente. Entdo a aplicagdo
f oSS, = (zig := [N} nw(NE)))

estabelece uma bijecdo entre o conjunto das (Sx,S,)-classes duplas de S, e o conjunto das

matrizes n X n (zy) sobre Ny que satisfazem

n n
E Zik = k€ E Zik = Ai-
=1 =1

Coroldrio 3.4. O numero de (Sx, S,)-classes duplas de Sy, € igual ao nimero de matrizes nxn
com entradas em Ny e que possuem A = (A1,...,\,) como vetor das somas dos elementos das

linhas e u= (p1,-- -, tn) como vetor das somas dos elementos das colunas.

Se restringirmos a funcdo f, definida no Teorema 3.3, ao subconjunto das (Sy, S,)-classes

duplas Sy7S, com a propriedade de intersecao trivial
SN ﬂ'Su’ﬂ'il = {1},

obtemos como imagem o conjunto das matrizes nxn com entradas iguais a 0 ou 1, que chamamos
de matrizes 0-1, e que possuem A\ como vetor soma dos elementos das linhas e p como vetor
soma dos elementos das colunas. De fato, se observarmos que para o = (i1ig---)--- € SL“
temos mom ' = (m(i1)m(ip) ) --+ € wSEm !, vemos que wSFw' é o subgrupo de S, que
permuta exatamente os elementos do conjunto W(Nﬁ), para cada 1 < k < n. Além disso, o fato
SxNaS,m ' = {1} implica que S§ N7Sin~" = @ ou {1}, para cada 1 < 4,k < n. Portanto

IN} N w(N})|=0 ou 1, como queriamos.

Corolério 3.5. O ndmero de (Sy, S,)-classes duplas de S, com a propriedade de interse¢do
trivial € igual ao nimero de matrizes 0-1 n X n com vetor soma dos elementos das linhas igual

a A e vetor soma dos elementos das colunas igual a .

3.2 Representacoes irredutiveis ordinarias de S,

Por uma representacao irredutivel ordindria de S,, entendemos uma representacao de S,, sobre

o corpo C dos numeros complexos. Um dos resultados que apresentaremos nesta secao diz que
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cada representacao irredutivel ordinaria de S,, pode ser realizada sobre o corpo Q dos nimeros
racionais. Portanto Q (e todo corpo) é um corpo de decomposi¢ao para S,, o que implica que
nao precisamos mais assumir que a caracteristica de K nao divide n!, bastando simplesmente
considerar as representacoes irredutiveis ordiarias de S,,.

Na sec@o anterior, consideramos as representagdes 1S, 1 S, e AS, 1S, e expressamos o

nimero de constituintes irredutiveis comuns entre elas,
i (ISa 1 Sn, AS, T Sh),

em termos do nimero de classes duplas e matrizes 0-1. Estes resultados serao utilizados para
determinarmos, nesta secao, um conjunto completo de representacoes irredutiveis de S,,.

Para isso, vamos em busca de pares («, §) de parti¢oes de n com a propriedade
(3.5) i (ISq 1T Spn, AS, T S,) = 1.

No caso em que a caracteristica de K nao divide n!, (3.5) nos diz que essas duas representagoes
possuem um unico constituinte irredutivel em comum que aparece com multiplicidade 1 em
IS, 1 S, e AS, T Sy.

Os chamados diagramas de Young, que definiremos a seguir, nos ajudarao a determinar
estes pares especiais (o, ) de partigdes de n.

Considere a = (o, . . ., o) uma partigao de n. A o associamos o diagrama que consiste de

n simbolos [ distribuidos da seguinte maneira:

on-.---. O a1 simbolos
_oo---o o simbolos

o] = :
o-.-- 0 oy, simbolos

Chamamos [a] de diagrama de Young associado & particdo « de n.
Observando [a], vemos que os comprimentos de suas colunas formam uma composi¢ao de
n, que denotamos por

o= (al,...,al), ondeda;= E 1.
14

ay >t

Lembrando que para o - n temos «; > «a;,1, para todo 1 < i < h, vemos que ' também é
uma particdo de n, que chamamos de particio conjugada. Podemos também observar que o

diagrama de Young [o/] de o’ é obtido de [a] quando trocamos as linhas pelas colunas.

Exemplo 3.6.

(3,2,1,1))= OO0 e [321.1)]= 0000 =[421)
O O
O O
O
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Sabemos que
i (ISa T Sna ASO/ T Sn)

¢é igual ao nimero de matrizes 0-1 com soma da linha ¢ igual a «; e soma da coluna j igual a

oz;-, 1 < 4,7 < h. Mas existe somente uma matriz que satisfaz estas condicoes, a saber

36) e, ,

onde os 1’s sao colocados em cada linha o mais a esquerda possivel. Portanto
(3.7) i (ISq 1 Sny ASy 15,) = 1.

Vamos interpretar a equacao acima. Primeiro, lembremos que os resultados sao validos
quando a caracteristica de K é diferente de 2 e nao divide n!. Portanto, podemos olhar para a
equagao (3.7) como um resultado de representagoes de S, sobre Q.

Como, por (2.11), i(-,-) é “bilinear”, a equagdo (3.7) implica que existe exatamente uma
Q-representacao irredutivel, digamos D, que esta contida em IS, 1 S, e ASy T S,. Além disso
i(D, D) = 1, donde segue que D esta contida em IS, 1S, e ASy 1S, com multiplicidade 1 e

que D é absolutamente irredutivel (Teorema 2.14).

Teorema 3.7. Sejam o uma particio de n, o sua particio conjugada e S, e Sy 08 sub-
grupos de Young de S, correspondentes a « e o, respectivamente. Entdo as representagoes
induzidas IS, 1 S, e ASy 1T S, possuem exatamente um constituinte irredutivel ordindrio em

comum. Além disso, este constituinte irredutivel pode ser realizado sobre Q e estd contido com
multiplicidade 1 em IS, 1S, e ASy 1 5,.

Se observarmos o diagrama de Young [a] de « e a matriz 0-1 (3.6), podemos ver que apenas
“trocamos” os simblos [ do diagrama por 1’s, “acrescentando” 0’s para “completarmos” a

matriz. Isso motiva a notacao
[a] :=1S,71T S, NASy 1S,

para representarmos o constituinte irredutivel comum, dado pelo Teorema 3.7. Mas, como
a notagdo [a] indica duas situagOes, teremos o cuidado de especificar qual delas estd sendo
representada.

Nosso objetivo agora torna-se mostrar que o conjunto

(3.8) {[a] : « é particao de n}
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é um conjunto completo de representagoes irredutiveis ordindrias de S,,. Como ja sabemos que
a cardinalidade de (3.8) é igual ao nimero de classes de conjugacdo de S, precisamos apenas

mostrar que se [a] = [(] entdo o = . Para isto, introduziremos uma ordem parcial no conjunto
P(n) = {a: «a é parti¢ao de n}.

Sejam a = (v, ..., ), 8= (f1,...,0n) € P(n). Dizemos que a é menor do que ou igual

a [ em relacao as somas parciais, o que denotamos por « < 3, se

i i
Za,, = Zﬂy, para todo 1 <7 < n.
v=1 v=1

Podemos também definir uma ordem total em P(n). Dizemos que « e 8 estdo em ordem

lexicogrifica, situacao que denotamos por a < 3, se existe 1 < i < n tal que
ar =0, 1=01 e o <p
Essas duas ordens, claramente, se relacionam por
(3.9) a=<pB=a<p.

Quando o < f e nao existe v € P(n) tal que a < v < 3, dizemos que « e 3 sao vizinhas
com respeito a ordem <. Neste caso escrevemos o < 3. Esta situac¢ao nos dd uma importante
caracterizagao das particoes v e 8. No lema abaixo provaremos que parti¢oes vizinhas podem
ser facilmente expressas em termos dos correspondentes diagramas de Young, isto é, o < [ se,
e somente se, [3] pode ser obtido de [a] ao tirarmos um simbolo O do final de uma certa linha

Jj de [a] e colocarmos em outra linha i < j.

1 og---tom
LR

Depois deste procedimento precisamos garantir que o diagrama resultante corresponde a

J

uma particao de n. Além disso, o passo acima tem que ser o mais curto possivel, isto é, ou

i:j—loui<j—1eai:ai+1:...:aj’

(3.10) O0---01. DDDJ

j 00-- X

para que « e [ sejam vizinhas.
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Lema 3.8. Sejam a = (a1,...,a,) e 8 = (B1,...,By) particoes de n. Entio o <- 3 se, e

somente se, existem i e j tais que
(1) 1<i<y;
(2) Bj=aj—1efi=a;+1, enquanto o, = f, para v # i, j;
(3) i=j—1ouq =q.

Demonstragao. Assumindo a < (3, queremos mostrar que existem 7, j tais que uma das

situacoes abaixo ocorre:

(Caso 1). o= (1., Qi 1,04 Qir1, Qiyay ..., Q) €
ﬁ == (0[1,. ey O, O + 1,C¥Z'+1 - 1,ai+2,... ,th)

(C&SO 2) o = (O[l, ey OG1, 0 Qg 1y o O, O, O, - .,Oth), comao; =---=0q; €
ﬁ = (ala cey 041, 0 laai—i—la sy O, O — 1aaj+17 .- -aah)-

Para isso tomemos

t t
i:=min{v:a, # 8,} e j::min{t:ZaV:Zﬂy,i<t}.
v=1 v=1

Claramente 7 < j e a; > ;. Além disso, como a < 3, temos Bj11 > aj41. Se 7 > 1, entdo
o < B < Pici = a1 e +1 < B < Bi1 = a1, situagdo que nao precisamos considerar
quando ¢ = 1. Além do mais, o; > 3; > Bj41 = @41, 0 que implica a; — 1 > ;1. Portanto
obtemos

y=(o1,..., 1,0 +1,041,..., 05 1,05 — 1, @, ..., )

tal que o < v =% 3, donde segue que v = (3, por hipdtese.

Agorasei #j—1leo; # o, entao ¢ < j — 1 e o; > ;. Podemos entao tomar

t:=1+min{v:a, >a,, 1 <v<j}

everque: <t<j. Set=j,entdoa; =---=0j_1>a;>0e
a<(oq,...,05 1,0+, i, ., 0,051 — 10y, ..,ap) <
o que contradiz oo < 3. No caso em que ¢ < j temos c; = --- =y > o > ---a; > 0. Assim
a=< (o, ,op 1,05+ 101,05 — 1@, .., o) < B,

o que também é uma contradi¢do. Isto mostra que as condi¢oes (1)-(3) sdo necessarias.
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Reciprocamente, seja v = (71, ...,7) F n tal que aw < v < 5. Como (Caso 1) ou (Caso 2)

ocorrem, temos

o, =7, =0,, semprequerv <iouv>].

Segue que se 1 = j — 1, < v implica que v; = o; + 1 e ;41 = o; — 1. Entao v = 5. Agora, se
i #j—1lentdo a; =--- = . Assim, de o < 7, existem k e [ taisque 1 < k<l <je

w=or+1, v=o—1 e v, =a, para v#Ek,l.
Mas isso s6 pode acontecer se k =7 e [ = j pois, caso contrario, teriamos
ag=n—-1l<pna—-l=g 11— 1<y 1=o

ou

g=yntlZzynt+l=an+1>a1 =q

contradizendo «; = - -+ = ;. Portanto v = 3 e o lema esta provado.

Essa caracterizacdo da ordem < nos auxilia na demonstracao do seguinte resultado.

Lema 3.9. Sejam «, 3 particies de n. Entio o < 3 se, e somente se, ' < o.

Demonstracdo. Se a < § entao podemos obter [5] de [«] ao darmos r passos como em

(3.10), ou seja, existe uma cadeia de parti¢oes o’ Fn, 0 < v < r, que satisfaz
a=a’<a' =< ---<a =0
Pelo Lema 3.8 temos que o < o' implica
(") < (o).

Entao obtemos a cadeia

donde segue que 3 < o'. A reciproca é verdadeira por simetria.
[ |
Lembremos que nosso objetivo é mostrar que as representagoes irredutiveis ordindrias [
de S, formam um conjunto completo. Mas [a] “corresponde” ao diagrama de Young [a] e
portanto a matriz 0-1 dada por (3.6). Vamos ver entdo o que a ordem parcial < do conjunto

P(n) representa em termos das matrizes 0-1.
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Teorema 3.10. Sejam o = (a1,...,an) € 8 = (B1,---,08,) particoes de n. Se existe uma
matriz 0-1 cuja soma da linha ¢ € igual a o; e a soma da coluna j € igual a ﬁj’-, para todos

1<i<7<n, entdo a < .

Demonstracdo. Seja A uma matriz como na hipétese do teorema e A a matriz 0-1 dada por

(3.6). Entdao A e A possuem o como vetor soma dos elementos de cada linha. Além disso temos
n n
8= =n
j=1 j=1

Portanto podemos obter A de A ao mudarmos de posicio, dentro de uma mesma linha, os 1’s

das linhas de A. Segue que .
i n
Y B> al,
v=1 v=1
para todo i =1,...,n, ou seja, #' < . Aplicando agora o Lema 3.9 obtemos o < /3.
[ |
Pode-se mostrar que a reciproca do teorema acima é também valida. Essa caracterizacao
da ordem < em termos de matrizes 0-1 é conhecida como Teorema de Gale e Ryser e é um dos
resultados mais importante em combinatéria. A demonstragao da reciproca pode ser encontrada
em [19].
Aplicando (3.4) e o Coroldrio 3.5, obtemos uma caracterizagao do Teorema 3.10 em termos

de representacoes.

Teorema 3.11. Sejam o e 3 particoes den e S, e Sg 0s subgrupos de Young correspondentes

a a e, respectivamente. Se charK # 2 e i(1S, 1 Sp, ASp 1 S,) # 0, entio o = f.

Coroldrio 3.12. Sejam « e § particées de n. Se a multiplicidade (IS, T Sy, [B]) € ndo nula,

entao o < f3.

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.7, temos i(ASg 1 Sp,[5]) = 1. Este fato e a hipétese
i(ISq T Su,[Bl) # 0 implicam que (IS, T Sy, ASg 1 Sn) # 0. O resultado segue agora do
ultimo teorema.

Teorema 3.13. {[a] : « € parti¢cio de n} é um conjunto completo de classes de equivaléncia

das representacoes irredutiveis ordindrias de S,.

Demonstracao. Como ja observamos anteriormente, precisamos somente mostrar que se

[a] = [B] entdo a = 5. Suponhamos entao que [a] = [5]. Assim

(IS0 1 Sn; [B]) = i(ISa 1 Sn,e]) =1 e i(ISp T S, [a]) = i(1S55 T S, [B]) = 1.
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Aplicando o Corolario 3.12, concluimos que a < 3 e § < «, donde segue que a = (.
[ |
Como cada [a] pode ser realizada sobre @, o teorema acima nos diz que Q é um corpo de

decomposicao para S, (Teorema 2.16). Logo, pelo Coroldrio 2.18, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.14. Todo corpo € um corpo de decomposi¢do para S,,.

3.3 Os caracteres irredutiveis ordinarios de 5,

Na secao anterior construimos um conjunto completo de representacoes irredutiveis ordinarias
de S,. Agora vamos ver como se comportam os caracteres dessas representagoes.

Seja p(n) := |P(n)| o nimero de parti¢oes de n e consideremos essas particoes em ordem
lexicografica

ol=(1,...,1)<a? <. <™ = (n).

Definamos a matriz

com as seguintes multiplicidades como entrada
my; = i(ISur 1 Sn, []).

Pelo Teorema 3.7, Lema 3.9 e Coroldrio 3.12, temos que my; = 1 e my; # 0 somente se

of < of. Portanto

(3.11) M, = .
0 1
Uma outra observacao a respeito de M,, é que o produto escalar da linha 7 com a linha j satisfaz

p(n)

D mugmyu = i(ISax 1 Sp, IS0 1 8) = Y 1.
S

=1 ai’n’Saj

Exemplo 3.15. Consideremos as particoes de n = 3 em ordem lexicogréfica
ol =(1,1,1) < a® = (2,1) < o® = (3).

Entao
1 *x x

0 1 =
0 01

Ms

I
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e sabemos que

i(ISer 1 83,183 1 S3) = Y, 1=1, k=12

S k7rS(3)

7;([8(1,1,1) T Sg, 15(271) T S3) = Z 1= [S3 : S(Q,l)]a

S(1,1,1)TS(2,1)
pois S(3) = S3 e S,1,1) = {1}. Com isso,

e
3
3=[S5:5¢en] = Zmumﬂ =mio + 1.
=1
Portanto
1 2 1
M; = 011
0 01

A expressdo (3.11) tem consequéncias importantes. Denotemos por
CCM
o caracter da representagao irredutivel ordindria o] e por
50(
o caracter da representa¢do permutacional IS, 1 S, (veja observacio 2.9). Como {[a] : o n} é

um conjunto completo de representagoes irredutiveis de Sy, por (2.14), temos que todo caracter

de S, pode ser escrito como combinacao linear dos caracteres (%, ou seja,

p(n)
k

€ = i(ISer 1 S 0f]) - ¢ = kajca’

j=1
para todo 1 < k£ < p(n). Se representarmos por (g o valor do caracter (* na classe [ e por £f

o valor do caracter permutacao £“ nesta mesma classe entao
. .
(3.12) € = mgCs, 1<1<pn),

onde estamos ordenando as classes de conjugacdo 3' através de suas particoes associadas. Além

disso, se colocarmos (f e £§ em matrizes

=) e Puo=(&), 1<k 1<pn),
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entdo Z, é a tabela de caracteres de S, e P, satisfaz
P,=M,Z,,

como podemos ver por (3.12). Uma vez que det M,, # 0, temos

(3.13) Zn=M;'P,.

Como M,, ¢ uma matriz com entradas em Ny e determinante igual a 1, segue que M, ' é uma
matriz sobre Z. Portanto, cada caracter irredutivel ordinario (¢ de S,, é uma Z-combinac¢ao
linear dos caracteres permutacao £* e, como existem exatamente p(n) destes caracteres, esta
Z-combinacao linear estd unicamente determinada.

Para determinarmos esta Z-combinacao linear, vamos primeiro introduzir uma multiplicacao
nas representagoes [« de S,. Se m,k € N e Sy é o grupo simétrico que permuta os elementos

do conjunto {m+1,...,m+k}, entdo S, x Sy pode ser mergulhado em S, de forma natural
Sm X Sk; — Sm_|_k.

Portanto, se v - n e § - k entdo a representagio [y]#[0] de Sy, X Sk define uma representagéo
de um subgrupo de S, que é isomorfo a S,, X Sg. Podemos entao induzir [y]#[6] em S, ik,

denotar a representagio resultante por [v][d] e chamar de produto externo de [y] e [6],

V][6] == [VI#[0] T St

Essa multiplicacao é associativa, pelo Teorema 2.19, e comutativa. Portanto, para uma

parti¢do o = (o, ..., ) de n temos

(3.14) ISyt Sn = ([u]# -+~ #[an]) + S = [ou] - .- [an].

Com a ajuda dessa multiplicacdo vamos definir um determinante que corresponde a particao

a=(aq,...,04) de n, onde a1 = 0, pondo
[c] [ar +1] [ar+2] - o +h—1]
315)  foers-il=| @70l i R
[an —h+1] [on—h+2] [ —h+3] - [cun]
1, ser=20 1 e ] e
(3.16) [r].:{o’ orco 1-[r]:==[r] 0-[r] =0,

o que ¢ consistente com (3.14). Notemos que (3.15), quando aplicamos a defini¢do de determi-

nante, nao depende da escolha de h, apenas da condicao apyq = 0.



48

CAPITULO 3. REPRESENTACOES DO GRUPO SIMETRICO

Exemplo 3.16. Seja o = (3,1,1,0,0) - 5. Entao o determinante dado por (3.15) é igual a

3 [ 5]
LR = B - B - 4+ ()
0 1 [1]
3[4 [5) (6]
| moe o
0 1 [1] [2]
0O 0 0 1

o que ilustra a nossa observac¢ao de que (3.15) independe da escolha de h.

Exemplo 3.17. Seja o = (2,1) - 3. Entao

2] 3]

LT [2]1] - (3],

que corresponde a representacao IS(z1) T S3 — IS3) 1T S3. O caracter dessa representacao é

igual a

&N _ B,
Olhando agora para a matriz M3 do Exemplo 3.15 obtemos
1 -2 1
Mit=|0 1 -1
0 0 1

Segue entao de (3.13) que

C(Zl) — §(271) _ 5(3)'

No exemplo acima, com M3 em maos, vimos que o determinante dado por (3.15) corres-

pondente & o = (2,1) - 3 d4 a expressdo desejada para ((*»') como Z-combinacio linear dos

caracteres permutacao. Na verdade, este fato vale para qualquer particao a.

Param € S, e @ = (ai,--.,q,) particao de n, definamos

(3.17)

a—id+7m=(; —1+7(1),...,a, — n+7(n))

£ = { o caracter de IS, T .5,, se A é composicao de n,

a funcao que leva S, no 0, caso contrario.

No caso em que A ndo é uma composicio de n, dizemos que £* é o “caracter zero”. Por

definicao, temos as seguintes propriedades:
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(1) (o caracter zero de S,;) # (um caracter de Sx) = (o caracter zero de Sp,1x);

(2) induzir ou restringir um caracter zero resulta no caracter zero.

Aplicando a defini¢ao de determinante temos

Il —i+j]| = Z sgmrH[a,- — i+ 7(3)].

TESy 1=
Logo, se o determinante |[o;; — i + j|| d4 a expressdo de (® como Z-combinagio linear dos
caracteres de permutagio, entdo (com a notacdo acima)
Ca _ Z sgnm ga—id—Hr'
TESy
Teorema 3.18 ([15], pg. 53). Para cada « particio de n temos que
Ca — Z sgnm §a—id—|—7r’
TESn
isto €, o caracter da representacdo irredutivel ordindria o] de S,, pode ser escrito como combi-
nacdo linear dos caracteres permutacio £, X particdo de n, com coeficientes 0,1,-1. Podemos,

portanto, expressar [a] na forma determinante
[o] = llai — i+ ]I,
sugeita as condigoes [r] :==1ser=0¢e[r]:=0 ser <0,

Vamos agora obter, com a ajuda do Teorema 3.18, uma férmula para os graus das repre-

sentagoes irredutiveis ordindrias [«] de S,. Para isso considere o diagrama de Young de «.

Denotamos por simbolo (i,7) de [a] o simbolo [0 que estd na linha i e na coluna j do
diagrama. Denotemos por
H;
o gancho (7, j) de [«@], que consiste do simbolo (4, j) junto com todos os simbolos [J & direita na

mesma linha e os simbolos [0 abaixo na mesma coluna.

aog--- g —zq
Hf = 4

S—[]---
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Denotamos o numero de simbolos de H; por A, isto é,

hiy =i —j+ o —i+1.

Exemplo 3.19. Seja o = (3,2,1,1) - 7. O diagrama de Young correspondente a (3,2,1,1) é

igual a
[((3,2,1,1)] = ODOO
OO
O
O
Entao
HYy = Aln Hy, = (0Omnn Hy = 0O0ON
0 Om O
| | [l
[ | O [l
hi, =6 hiy = his =1
Hyy = 0OG0O0O Hy, = 000
| N | Om
| O
[ | O
hy =4 h3 =1
Hy = OO0 Hy = 000
oo 0
[ | O
| [ |
h$, =2 h$ = 1.

Teorema 3.20. Seja a particdo de n e * o caracter irredutivel associado a . Entdo

n!
¢*(1) = :
I1i,; 5
Demonstragdo. Assumindo que oo = (v, ..., qp) F n possui exatamente h partes ndo nulas,

segue de (2.6) que
n!

§%(1) =[Sn: Sa] =

ozl!---ah!'



3.3. OS CARACTERES IRREDUTIVEIS ORDINARIOS DE Sy 51

Entao pelo Teorema 3.18, temos

—id+7m — n'
> sgnr & (1) = ) senr [T, (i — i+ (i))!

wESh mwESn

onde &+ = 0se r < 0 (veja (3.16)).

Mas HY = a; + o} —i = a; — i+ h, j4 que a possui h partes ndo nulas, e quando j < h

h$! —z—i-hj:] .
(a-+?—i)':(( +j —1i)! Hal Z+]+T_Hh —h+j+r
; !
Quando j = h, temos c +J z) = 1. Entao
1 1 o .
— —— hii—h+j+r
(ai +J- Z)' Hz 21 (ai +J - Z)' zhzal' ,1_[1

(onde estamos convencionando o produtério como igual a 1 na coluna j = h).
Transformacoes elementares aplicadas no determinante do lado direito da igualdade acima

implicam no determinante de Vandermonde

B = T (- n5)
1<i<ji<h
Portanto
Ca(l) — Hi<j (h;ll - h?l)‘

I !

Para completar a prova, mostraremos que para 1 < ¢ < h temos

(3.18) 1] ( HW—h
j=it1
Feito isso,
(1) = n! Hi<j (hfi — h%) _ HK]- (hf‘1 — h;-ll) _ n
" h h Qg ’ (74 )
7 (07 a a hZa

IT IT (e —n3) I1 55 1T (ks =ns) [ 7s 1;[ J
i=1 j=i+1 v=1 i<j v=1

como queriamos.
Agora, em cada um dos lados da equagao (3.18) existem exatamente h$ fatores. Os fatores
hg — h$, estdao crescendo (estritamente) quando j cresce, enquanto os hf, sdo estritamente

crescentes quando v cresce. Além disso, os fatores do lado esquerdo sdo todos menores ou
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iguais a hgj. Portanto é suficiente provarmos que os fatores do lado esquerdo sao dois a dois

distintos, ou ainda, que
(3.19) hii — hiy < hi, < hii —hj4

para um 1 < 5 < h adequado, que depende de v.

Tomemos entao j = o, tal que o; > v e oj; < v. Assim,

hi—hfi=ai—i—aj+j<a—i—v+j<a—i—v+j+1=h

hi —hi1=ai—i—a+j+1>a—1—v+j+1=hj

w

o que prova (3.19) e completa a demonstragao.
|

Exemplo 3.21. Vamos determinar os graus de todas as representagoes irredutiveis ordindrias

de S4. Para isso, considere a seguinte tabela:

[(1, 1, 1, 1)] = D h11 = 4, h21 = 3, h31 = 2, h41 =1
g
0
0

[(2, 1, 1)] - D D h11 - 4, hlg == 1, h21 - 2, hQQ - 1
]
]

[(2,2)] = g hi1 =3, hig =2, ho1 =2, hyy =1
00

[(3, 1)] - D D D h11 - 4, h12 - 2, h13 - 1, h21 - 1
]

[(4)] == D D D D hll - 4, h12 == 3, h13 == 2, h14 - 1

Entao, pelo Teorema 3.20, os grau das representacoes irredutiveis ordinarias de Sy sao

o | (1,1,1,1)  (2,1,1) (2,2) (3,1) (4)
¢*(1) 1 3 2 3 1

3.4 Formulas de recursao

Dizemos que uma particdo A = (A, ..., \,) de n tem comprimento h se X possui exatamente h
partes nao nulas e denotamos por P,(n) o conjunto das parti¢des de n de comprimento menor

do que ou igual a h.
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Sejam A € Py(n+1) e p € Py(n). Escrevemos u — A se existe 1 < j < h tal que \; = p;+6;5,

para todo 1 < ¢ < 7, onde d;; é o delta de Kronecker.

Lema 3.22. Seja A € Py(n). Entao

Pl Sii= Y &,

HE PR (n—1)
U=

onde S,_1 € o subgrupo de S, que fixa o ponto n.

Demonstragdo. O Teorema do Subgrupo (Teorema 2.21) diz que

(UI$\18) 481 = >[I0 L (S anmsr )] 15,
Sn_17rS>\
= Z I (Sn—l N 7TS)\7T_1) T Sn
Sn—1mS)

Pelo Teorema 3.5, a (S,_1,Sy)-classe dupla S,, 7S, é caracterizada pela matriz 2 X n

( IN\ {n} N (NY)]

), 1<ign
[{n} i (V) ) I

pois podemos considerar S,,_; como o subgrupo de Young de S,, associado a particao (n—1,1)
de n.

Esta classe dupla estd, portanto, unicamente determinada por

o= (- [k nmw (V)] --)

isto é, um vetor com coordenadas todas nulas exceto a j-ésima, onde 1 < j < n é tal que
A x
nemw (Nj), que é igual a 1.
Como 7S3m~t é o grupo simétrico que permuta exatamente os elementos de W(Njf\), Vemos

que S, NwSHm~ ! ~ Sx-s;, onde A —8; = (A1, ..., Aj 1, A — 1, Ajpa, ..., Ap). Portanto,

h
(IS\ 1 Sp) 4 Sn1 =D ISx_5; 1 Su= > 18,18,

7j=1 wEPp(n—1)
U—A

o que implica

L S= ) &
HEPy (n—1)
u—A
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Aplicando este lema na forma determinante de (* dada pelo Teorema 3.18, obtemos

*1Spa = Y senm (LS, )= senm Y &

TESy TES WEPp (n—1)

p—a—id+m
— [ I3
= ) d sgnwof= Y 4
REPy(n—1) TESy REP (n—1)
p—a—id+m o

0 que prova a seguinte féormula de recursao para caracteres irredutiveis.

Teorema 3.23. Seja A € Py(n). Entdo

CA ~L Sp_1= Z CM-

{nEP(n—1):u—A}

Corolario 3.24. Seja A € Py(n +1). Entdo

n—+1
0o~ 2L

) [L—)A

Demonstracao. Podemos assumir n > 0, visto que para n = 0 o resultado é obviamente

verdadeiro. Pelos Teoremas 3.20 e 3.23, temos

(n+1)! A
Hi,jh%—c() (¢4 5,) ;H

donde segue o resultado.



Capitulo 4
Espacos de Grassmann

Neste capitulo apresentamos os resultados de dlgebra multilinear que Dias da Silva e Hamidoune
utilizaram para provar a conjectura de Erdos e Heilbronn. A prova da conjectura segue como

um caso particular do Teorema 1.1, que apresentamos na secao 4.3.

4.1 Definicoes e exemplos

Sejam V' e U espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo K. Dizemos que uma aplicacao

h-linear ¢ : V x --- x V. — U é anti-simétrica se, para cada m € Sy, temos
————
h

©(Vr(1ys - - -5 Un(n)) = S8OT @(V1,...,Vs), V1,...,U0n € V.

Consideremos, entao, uma aplicagao ¢ : V x --- x V — U h-linear e anti-simétrica. O par

(p,U) é um espago de Grassmann de grau h associado a V' se
(i) U é gerado pelos elementos ¢(vy,...,v,), onde vy, ..., v, € V;

(ii) Se W é um espago vetorial sobre K e ¢ : V x --- x V — W é uma aplicacdo h-linear
anti-simétrica, entao existe uma tunica aplicacao linear ¥* : U — W tal que ¥*p = 1, isto

é, tal que o diagrama abaixo comuta

Vx--xV—=U

el

w

Nessas condicoes, denotamos ¢ por A, U por /\h Ve o(vr,...,0n) POr v1 A=« A vp.

Utilizando a multilinearidade e a anti-simetria de A obtemos as seguintes propriedades:

)
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(D) A A+ V)N ANvp=(U1 A=Ay A= Awvp)+ (V1 A AVEA -+ Aoy),

7
(2) a(vy A---Awvp)=(av)) A---ANvp=---=v; A--- A (avy),

(3) se ™ € Sh, entdo vy A« -+ A gy =5gnT (V1 A -+ Avp),

(4) se charK # 2 e v; = v;, para algum i # j, entdo vy A -+ Avp, = 0.

paratodosv; € V,i=1,...,hea € K.
As trés primeiras propriedades sdo imediatas e, aplicando (3) para 7 = (ij) € Sp, vemos
que

VA AN AU A A==V A AV A= AU A Awg),
donde segue (4).

Exemplo 4.1. Seja V = R? e U o conjunto das matrizes reais anti-simétricas de ordem 2.

Consideremos ¢ : R? x R? — U definida por

0 arby — asd
¢ ((a1, a2), (b1, 02)) = (aib; — a;bi)1<ijce = ( e ) ,

U,le — a1b2 0

(a1, as), (bi,by) € R%. Claramente ¢ é bilinear e anti-simétrica. Para mostrar que (¢, U) é um

espago de Grassmann, fixemos a base {e; = (1,0), es = (0,1)} de R?. Entao

01
p(er, e2) = —p(eg, e1) = ( 10 )

e, como U é gerado exatamente por essa matriz, temos que a imagem de ¢ gera U.
Consideremos agora 1) : RZ2 x R? — W uma aplicacdo bilinear anti-simétrica. Definamos
v*: U — W por
V(pleireg)) = Yleie;), 1<4,j<2.
Entao ¢* é linear e, portanto, ¥*¢ = 1. Suponhamos que exista outra aplicagado linear 1)** tal
que ¥** ¢ = 1. Entao
V¥ (p(e1, e2)) = p(er, e2) = ™ (p(e1, €2))

e como (e, eg) gera U, obtemos ¢* = ¢**.

Vamos agora ver como a base do espaco de Grassmann /\h V se comporta em relacao a
uma base fixada {eg,...,ex_1} de V. Como /\h V' é gerado pelas imagens da aplicacao A as
propriedades (1) e (2) implicam que os elementos e;; A ---Ae;,, com i; € {0,...,k — 1} para
1 < j < h, geram /\h V. Além disso, as propriedades (3) e (4) garantem que precisamos

apenas considerar os elementos e;; A ---Ae;, com indices K —1 > 173 > 49 > -+ > 7, > 0.
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Vamos mostrar que o conjunto
(41) I:{eil/\---/\eih:k—1>i1>i2>--->ih>0}
¢ linearmente independente. Suponhamos que existe e;, A---Aej, € T tal que

e, N---Nej, = Z iy e iy, €33 N2 N € s
onde a soma é tomada sobre todas as h-uplas (i1,...,%) # (J1,.-.,jdn) cOmM k —1 >4 > -+ >
> 0ea,. i € K. Consideremos ¢ uma aplicacdo h-linear e anti-simétrica definida por
V(ejy,--- e5) =1e(e,....e,) =0,se (ir,...,0) # (Jzq),-- -, Jn(n)), Para todo 7 € Sj.
Entao, por defini¢do, existe uma unica aplicacao linear # satisfazendo A = . Mas
1 = 9Y(ejy,-..,¢€5)
= Olej, N---Nej,)
= DG, Oen Ao Nejy)
= i, iy, V(e e)
= ()’
um absurdo.
Com isso, temos que Z é um conjunto linearmente independente e que gera /\h V', sendo

portanto uma base de /\h V. Dizemos que Z é a base de /\h V induzida pela base {ey,...,ex 1}
de V.

4.2 Alguns resultados de algebra linear

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K e T': V — V um operador
linear. Denotamos por I : V — V o operador identidade e definimos 7% : V — V,i=10,1,.. .,
por
T'(v) =1d(v) =v e T'(v)=T(T"*'(v), i>1,

para todo v € V. Indicamos o polindmio minimal de T sobre V por p(x).

Dizemos que um subespago W de V é T-invariante se T(W) C W. Neste caso, T restrito
a W é um operador linear em W com polinémio minimal p y(z). Como pr(T)(w) = 0, para
todo w € W, segue que p,w(z) divide p,(z). Assim o grau de p; (), que denotamos por
Opr.w, € menor ou igual a Opr,y.

O subespago ciclico com respeito a T gerado por v € V' é o menor subespaco de V' que contém
v e é T-invariante, ou seja, o subespago gerado pelos elementos v, T'(v), T%(v), ... Denotamos
por Cr(v) tal subespago. Naturalmente Cr(v) tem dimensdo finita. Além disso, valem os

seguintes resultados.
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Proposigao 4.2. Seja C = Cr(v). Entao a dimensio (C : K) de C sobre K € igual a Opr,c-

Demonstragao. Sejal = (C : K). Entdo C é gerado pelos elementos v, T'(v), ..., T (v) e

existem constantes ag, a1,...,q_1 € K tais que
T'(v) = —a; T () —--- — a, T(v) — agv.

Seja p(x) = 2t + @125 1 + -« + a17 + ag. Entdo p(T) = 0 em C pois a equacio acima implica
que p(T)(v) =0 ¢
p(T)(T*(v)) = T'(p(T)(v)) = T*(0) =0, i>1.

Portanto, p; «(z) divide p(z), donde segue que Op o < .
Por outro lado, seja Op; . = m. Temos que pro(T)(v) = 0, donde segue que os vetores
v,T(v),...,T™(v) sdo linearmente dependentes. Assim [ < m, ou seja, [ = Opyc.
|

Proposicao 4.3. Seja T um operador linear diagonalizdvel sobre V e o(T) o conjunto dos

autovalores de T. Entio (Cr(v) : K) < |o(T)| = Opr,v, para todo v € V.

Demonstragdo. Sejac € o(T), f um autovetor associado a ¢ e consideremos W o subespacgo
gerado por f. Entdo W é T-invariante e p,(z) = x — ¢. Portanto (z — ¢) divide p,,(z), para
todo ¢ € o(T), donde segue que [[ ¢ (z — ¢) divide pr,v(z).

Por outro lado, como T é diagonalizdvel, V possui uma base { fo, f1, ..., fr—1} de autovetores

[[ @=cn(f)=0, i=0,... k-1

c€a(T)
Entao [ ¢, (T —cl)(v) = 0, para todo v € V, donde segue que pr,,(z) divide [[ ¢, (z —c).
Portanto, pr,v(z) = [[.co(ry(z — ¢) € Opr,v = |o(T)|. Lembrando que dps,c < Opr,v, onde
C = Cr(v), podemos aplicar a proposi¢ado anterior e concluir que (Cr(v) : K) < |o(T)].
|

Proposicao 4.4. Seja T : V — V um operador linear. Se fy, f1,..., fr—1 sdo autovetores de
T com autovalores distintos e v = fo+ fi +---+ fx_1, entdo (Cr(v) : K) =k. Se (V: K) =k
entio Cr(v) = V.

Demonstracdao. Mostraremos inicialmente que fy, f1,..., fr—1 sao linearmente independen-
tes. Suponha que nao. Entao existe um subconjunto minimo de vetores que é linearmente
dependente, digamos {fo, f1,..., fi-1}. Temos ! > 2, pois f; # 0,7 =0,...,k — 1, e existem
ag, ai,...,q_1 € K tais que Zi;é a; f; = 0.
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Seja ¢; o autovalor associado a f;. Entao
-1 -1 -1
o=t (z ai(fi)> S0t () = Y
i=0 i=0 i=0

o que implica

-1 -1 -1 -2
0= Zaicifi — (-1 Zaifi = Zai(ci - Cl—l)fz' = Zai(ci - Cl—l)fia
i=0 i=0 i=0 i=0

contradizendo a minimalidade de .
Seja agora W o subespaco T-invariante gerado por fy, fi,..., fx—1. Como v = fo + f1 +
oo+ fr—1 € W, temos Cr(v) C W. Assim

(Cr(v) : K) < (W : K) = k.

Por outro lado,
T'(v) = T'(fo+ fit-+ fi)
= T'(fo) + T'(fi) + -+ T*(fs1)
= cfo+cfit- 4 1 fin

e a matriz dos vetores {v,T'(v),...,T% '(v)} na base {f, ..., fr_1} é a matriz de Vandermonde
2 k-1
1 ¢ cg 1 C
2 k—1
1 ] c
2 k-1
N T T
Como ¢y, ..., cx—1 sdo autovalores distintos, o determinante [y ; ;<) ;(c; — ¢;) da matriz
acima ¢ diferente de zero, o que implica que o conjunto {v,T(v),...,T*"*(v)} é linearmente

independente. Assim,
(Cr(v) : K) > k,

o que conclui a demonstracao da proposigao.

[ |
Para a préxima se¢ao ¢ importante também destacarmos o seguinte resultado.
. k—1 .
Lema 4.5. Seja {eg,e€1,...,ex 1} uma base de V. Se v; = ijo a;;ej, 1=0,1,...,1—1, com

I < k, sdo vetores de V tais que , para i € {0,1,...,1 — 1} fizado,
(1) Qs 7é 0, €

(2) aij =0, sel>j>1,
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entdo vy, v, ..., V—1 SGo linearmente independentes.

Demonstracao. Claramente o resultado é verdadeiro quando [ = 1. Entao, sejal < < k—1
e suponhamos que para [ — 1 vale o resultado.

De (1) e (2) segue que

i k
V; = E Ai5€4 + E A;5€5, COIM Qg4 #0, iZO,...,l— 1,l
Jj=0

j=l+1
Como ay # 0 e a; = 0 quando 7 < [, temos que Zi’:o c;v; implica em ¢ = 0. Assim,
Zi;é c;v; = 0 e aplicando a hipétese de indugcao obtemos cg =---=¢_; = 0.

4.3 Operadores derivativos

Seja K um corpo arbitrario. Nesta se¢do vamos assumir que p é um primo se a caracteristica
de K ¢é finita igual a p e p = +00 se charK=0.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K. Todo operador linear T : V — V
induz um operador linear DT : A"V — A"V definido por

DT(UO/\---/\vh,l):Zvo/\---/\vi,l/\T(vi)/\vi+1/\---/\vh,1

que chamamos de operador derivativo de T.

Nosso objetivo é mostrar que existe um subespaco ciclico com respeito a DT' com dimensao
maior ou igual a min{p, (k — h)h + 1}, onde k é a dimensdo de um certo subespago ciclico com
respeito a 7. Para isso precisamos saber como se comportam as poténcias (DT)" do operador
derivativo.

Vamos ver primeiro o que acontece com D7 no caso particular em que 71" é diagonalizdvel e
possui (V : K) autovalores distintos. Denotemos por A" A o conjunto das somas de h elementos

distintos de um conjunto A, assim
h*A={ay+a1+---+an1 : a; € Aea;#a; para todo i # j}.

Denotemos ainda por o(DT) o conjunto dos autovalores de DT e Cpr(w) o subespago ciclico

com respeito a DT gerado por w € /\h V.

Proposicao 4.6. Seja T : V — V um operador diagonalizdvel. Entdo DT ¢é diagonalizdvel.

Além disso, se T possui (V : K) autovalores distintos, entdo

o(DT)=h"a(T) e |ho(T)| > (Cpr(w): K),
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para todo w e N\" V.
Demonstracdo. Seja k = (V : K), o(T) = {ag,a1,...,ak-1} € {fo, f1,---, fx—1} base de
autovetores de V tal que T'(f;) = a;f;, 1 =0,1,...,k — 1. Entao

T={fuN---Nfi, k=120 >...>1, >0}

é a base de /\h V induzida pela base de autovetores de V. Além disso,

DT(fi A=+ A fi) = qu T(fi,) A+ A fi,
= Zfil/\"'/\aijfij/\"'/\fih
j=1

h
= Z% (fi Ao A fiy)
j=1

= (a’il+"'+a/ih)fi1/\"'/\fih7
para todo f;; A---A fi, € Z. Portanto DT é diagonalizdvel e, se a; # a; para todo i # j, temos
o(DT) = ho(DT). A outra afirmagdo é consequéncia imediata da Proposi¢do 4.3.
[

Proposicao 4.7. Seja T : V — V um operador linear. Entao, pam todov €V,
(D)™ (T" ' (v) A+ AT (v = > /\
AEP (n) H %,J Z]

onde \ (T (v)*) = TM =) AT =2 (v) A - AT =1F1(0) A THn(v).

Demonstracao. Usaremos inducao sobre n. Quando n = 1, aplicando a definicao de DT
obtemos

(DT) (Th—l(v) A~ ANT(v) A U) =TMO)AT" 2N AT(0) Av = /\ (T(,U)(I,O,...,O)) .
Suponhamos entao que o resultado é valido para n. Entao

(DT)" T (T"(w) A+~ AT()Av) = DT ((DT)" (T" ' (v) A+ AT(v) Av))

= DT Znh/\/\

AEP;, (n %] )

AEP,(n)

— Z H )\ Z/\T)\ i+h— z+51t

AEP(n) Y] Z]tlzl
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Como z1 A --- Az, = 0 se existe 7 # j tal que z; = z;, temos

h

(DT)" ™ (T" () A+ AT = > Yo N\ ),
H

)\EPh 1,J 1-7 t=1 i=1
t¢{e:Ai=Aiy1}

Fixemos agora A € Py(n). Para cada t € {1,...,h} tal que A\; # Ay, seja x = (X1,---5 Xn)

dado por
Xi:/\i+5it, Z:1,,h

Entdao x € Py(n+ 1) e A = x. Reciprocamente, seja x € Py(n + 1) tal que A — x. Por
defini¢ao, existe j € {1,...,h} tal que

Xz:/\z+6z]7 Zzl,,h

Seja t= j Entao )\t =Xj— 1< Xj+1 = )\H-l'

Estabelecemos portanto um bijecao entre
fte{l,....ht: A # At e {x€Pn+1):A—x},

donde segue que

(DT)n+1 (Thfl(v) A< A T(U) A U) — Z H Z /\ Tx¢+h—i(v)

AEP,(n ZJ XE Py (n+1) i=1

A—=X

h

= Z Z /\ TXi+h=i(y),
XEPp(n+1) /\GPh(n) H i=1
Aplicando o Corolario 3.24, obtemos
(DT)" (Th' (W) A+~ AT (v) Av) = T N\ (T ()¥).

xEP, (n+1) 1147 71

[ |
O préximo passo é mostrar que a dimensao do subespaco ciclico com respeito a DT gerado
por T"1(v)A- - -AT(v)Av € A"V é maior ou igual a min{p, (k—h)h+1}, onde k = (Cr(v) : K).

Para isso, precisamos do seguinte resultado.
Lema 4.8. Seja {eg, e1,...,ex_1} uma base de V e suponhamos que k > h. Entao

{6A1+h1/\"'/\6/\h1+1/\6/\h D AE U Ph( e )\1 k— h}

neNy

¢ uma base de \" V.
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Demonstragao. Consideremos a aplicagao
g: ()\1,...,)\}1) — ()\1+h—1,...,)\h_1+1,)\h)

do conjunto {\: A € U, ey, Pr(n) e Ay <k —h}em {(i1,... i) : b =124 >--- > > 0}.

Afirmamos que g é bije¢ao. De fato, para (i1,...,4,) com k—1>14; > --- > i, > 0, seja
N=i;—h+j, j=1,...,h

Entao
N=ij—h+j>ijn—h+j+1=X4y, j=1,...,h—1
M=i1—h+1<k—h
Ap =1p 20,
donde segue que g é sobrejetiva. Além disso, se g(A) = g(p) entao \; + h —i = p; + h — i, para
todo i € {1,...,h}, e portanto A = p.
Como g é bijecao e {e;, A=+~ Aey :k—1>14 > - > i, >0} é base de A"V, temos o
resultado desejado.
|

Teorema 4.9 (Dias da Silva-Hamidoune). Seja T : V — V um operador linear, v € V,

k=(Cr(w):K) ew=T""w)A---AT(w)Av € N"V. Entio

(Cpr(w) : K) > min{p, (k — h)h + 1}.

Demonstracao. Se k < h o resultado é 6bvio. Suponhamos, entdao, que £ > h. Vamos
mostrar que w, (DT)(w), ..., (DT)"(w), onde 0 < r < min{p — 1, (k — h)h}, sdo linearmente
independentes.

Como {v,T(v),...,T* 1(v)} é uma base de Cr(v), do Lema 4.8 segue que

I:{/\(T(v)’\) cxe | Puln)e M <k - h}

neNy

é uma base de A" Cr(v). Seja B uma base de A" V' contendo Z.
Vamos agora construir parti¢oes de Py(n), n =0,1,...,min{p—1, (k—h)h}, que denotamos

por A satisfazendo

(1) AT ez,

(2) na expressio de (DT)"(w) na base B, o coeficiente de A(T (v)*™) é néo nulo,
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(3) sel € {0,1,...,min{p—1,(k — h)h}} e | > n, entdo o coeficiente de A(T(v)") ¢ igual

a zero na expressao de (DT)"(w) na base B.
Feito isso, o Lema 4.5 nos diz que
{(DT)"(w) : 0 < n < min{p—1,(k—h)h} }

¢ um conjunto linearmente independente, como queriamos.
Sejan € {0,1,...,min{p — 1,(k — h)h}} e escrevamos n = rh+t, com 0 <t < h—1e
r > 0. Temos
A = (r+1...,r+1,7...,1) € PBy(n).

~~ R
t h—t

Set =0, entdo rh = n < (k — h)h e portanto )\5") =7r < k—h Set >0, segue que
rh <n < (k— h)h e também A =7 4+ 1 < k — h. Assim, obtemos (1).
Pela Proposicao 4.7,

(DT)"(w) h’\(") /\ /\(n) Z H . . h /\

HJ 2] AE Py (n) 1,J ZJ
AFEA)

Fixemos A € Py(n) — {\™}. Se \;y <k — h, A(T'(v)*) € Z. Suponhamos que A\; > k — h e

k—1
(4.2) T i) =Y ayTi(v), i=1,2,...,h
§=0
Entao,
k—1 k-1
AT (@)) = ( al,le”(v)) AR (Z amﬂ”(ﬂ))
Jj1=0 Jjn=0
(4.3) k-1 k-1 [/ h h
= .. (H az’,ﬁ) /\ T (v).
1=0  jp=0 \i=1 i=1
Observemos em (4.2) que, se \;+h—i < k—1, temos a;; = dy,1n—4,. Consideremos (ji, ..., jn)

tal que H?Zl a;;; # 0. Entao, para cadai=2,...,h,
N+h—i>k—1 ou j;=MN+h—1t,
donde segue que
(4.4) Ji<Ai+h—4 1i=2...)h, ¢ <k—-1<M+h-1
Ordenando 7y, ..., j, de forma decrescente obtemos a sequéncia

k=120L2---210,20
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h h
N\T7 () =+ \T"@)
i=1 i=1

Se l; = Iy, para i # 7', entdo /\?:1 T?(v) = 0. Suponhamos que
k=120 >--->10,=20

Seja vy = (y1,-.-,Yn), comy; =l; —h+i,parai=1,...,h. Entilok—h >y >2---Z2 vy >0e

h h h h h
S o= L+ Y (h+i)=) i+ Y (~h+i).
=1 i=1 i=1 =1 =1

Segue agora de (4.4) que Z?Zl i < Z?Zl Ai = n e portanto

Provamos entao que, para cada (ji, ..., jn) tal que HLI a; ;; # 0, temos /\?;01 T’ (v) = 0 ou
N T (v) = + A(T(v)7), com 7 € Uocmen Pr(m) e 1 <k — h. Com isso e (4.3) obtemos

1P = s A(E0r )+ ¥ B AT« X b AT

AEPR(n) YEUp, Pr(m)
AzA(R) o<m<n
,\fégk—h A1<k—h

onde b, € K, para cada 1.

Na expressdo acima, escrevemos (DT)*(w) como combinacao linear dos elementos de Z C B.
Como n < p— 1, o coeficiente de /\ (T(v)’\(n)> é nao-nulo, valendo portanto (2). Além disso,
se l,n € {0,1,...,min{p—1,(k—h)h}}, com [ > n, entdo AV ¢ P,(n) e A" ¢ Uocmen Pr(m).
Isso verifica (3) e conclui a demonstragao.

4.4 Demonstracao do Teorema 1.1

Nas secoes anteriores obtemos todos os resultados necessarios para a demonstracao do Teorema

de Dias da Silva e Hamidoune, que prova a conjectura de Erdos e Heilbronn.

Teorema (Dias da Silva-Hamidoune). Seja K um corpo, p a caracteristica de K, se ela é
finita, e p = oo se a caracteristica de K ¢ igual a 0. Seja A um subconjunto finito de K e h

um inteiro positivo. Entao,
W\A| > minfp, hlA| — B + 1},

onde hA € o conjunto das somas de h elementos distintos de A.
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Demonstragdo. Se h > |A|, o resultado é ébvio. Suponhamos entdo que h < |A| =k e

consideremos um operador linear 7' : K* — K* tal que o(T) = A. Da Proposi¢ao 4.6 segue

que o(DT) = hA e |h*A| > (Cpr(w) : K), para todo w € A"(K*). Entdo, aplicando a
Proposicao 4.4 e o Teorema 4.9 obtemos |h"A| > min{p, h|A| — h? + 1}.

[ |

Por fim, vamos fazer uma observacgao sobre o coeficiente que aparece na expressao dada pela

Proposicao 4.7 das poténcias do operador DT.

Sejam a = (a1, ag,...,ap) € b= (b1, by, ..., by) € Z" Dizemos que uma seqiiéncia de vetores
a="uv, V..., Up =20

é um caminho em Z" se v; —v;_1 € {e1,€q,...,€x},j =2,...,m,onde e; = (0,...,0,1,0...,0)

é o vetor com coordenada 7 igual a 1 e as demais iguais a 0. Um vetor w = (w1, wy, - . ., wy,) € Z"

é estritamente decrescente se wy; > we > --- > wp € uma seqiéncia a = vy, Vg, ..., Uy = b €

um caminho estritamente decrescente se cada v; é estritamente decrescente, 1 =1,2,...h.
Sejam a = (h—1,h—2,...,1,0) e b = (by, by, ...,by) um vetor em Z" estritamente decres-

cente. Pode-se mostrar [18] que o nimero de caminhos estritamente decrescentes de a até b é

by+ by + -+ by — (g)]l

by! by! - bp!

dado por

I[[ @i-v), hr>2

1<i<j<h

Vamos agora observar as poténcias de DT aplicadas no vetor w = T'(v) A v.
(DT)(T(v) Av) = T?*(v)Awv
) = T*(v)Av+T?*(v) AT(v)
= TYv)Av+2[T3(v) AT (v)]

e
~

AV
AU
Se representarmos por (1,0) o vetor T'(v) A v, onde o 1 indica a poténcia de T em T'(v) e o
0 a poténcia de T em v = T°(v), vemos que na expressao de (DT)3(w) aparece o vetor (3,1)

com coeficiente igual a 2. Isso porque, partindo de (1,0), temos dois caminhos estritamente

decrescentes para chegar em (3,1), que sdo

v1 = (1,0), vo = (2,0), v3 =(3,0), v4 =(3,1)

v1 = (1,0), ve =(2,0), v3 =(2,1), v4 = (3,1).

O que vamos mostrar entdo é que, na expressao de (DT)*(T""' A--- AT (v) Av) dada pela

Proposicao 4.7, o coeficiente do vetor A\(7'(v)*) pode ser representado pelo niimero de caminhos
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estritamente decrescentes de (h—1,...,1,0) até (I1,lo,...,ln) = (M +h =1, a+h—2,..., ),
onde A = (A1, Ag, ..., A\p) € Py(n), ou seja,

| {l1+12+---+lh—<’2’)]3 '
n. ol
My bkl bl 1 =t)=ggr— 1l G-

1<i<j<h 1<i<j<h

Precisamos entao mostrar que

(4.5) 1 II G-t)=ult! - Wl

i, 1<i<j<h

Exemplo 4.10. Seja A = (5,3,1,1) € P,(10). Entao,

Diagrama de A | Comprimentos dos ganchos Li=XN+4—1
AN OO00O0O[h1=8 hia2=5 hiz=4 hiu=2 hiz=1 L =8
N OO0 hot =5 hoy =2 hos =1 lb=5
)\3 ] h31 =2 l3 =2
/\4 |:| h41 == 1 l4 == 1

Podemos observar que l; = h;1, para todo ¢ = 1,2,3,4. Isso é de fato verdade para toda

partigdo A = (A1, Ag, ..., Ap), pois
ha=X—1+XN —i+1=XN+h—i=1l, i=12...,h,

onde X' = (M, A, ..., \}) é a particdo conjugada de A.

Representando (I, 1o, ..., 1;) pelo diagrama de Young, obtemos
Diagrama de (I1,1ls,...,1s) | Diferencas (I; — ;) com i < j
L OOoOoooOooo lh—=ly=7101—-103=6 l1—1,=3
l, OOOOO lo—1ly=4 lp—13=3
I3 OO l3—1l4=1
Iy, O

Com as tabelas acima, vemos que

hap- (= 1) - (= 13) ~hag - haz - (= lo) - hua - has = 1!
hot  (la —1a) - (Iy = I3) - hag - hoz = 1!
hsy - (I3 —1ly) = 13!

hy = 14!

e, neste caso paticular, (4.5) se verifica.
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Para mostrar (4.5) vamos usar inducao sobre A;, onde A = (A1, A2, ..., Ap). Se Ay = 1, entdo
A=(1,1,...,1)e

Diagrama de A | Diagrama de (Iy,1ls,...,13)
A O Lh=h og.--- oo
)\h 1 D lh1=2 o
A4 lph=1 0
donde segue que [[; ki1 [];;(li —1;) = li!- - - [4!. Suponhamos entdo que o resultado seja vilido

para toda particao A = (A1, Ag, ..., Ap), com Ay < k.

Seja A = (k,Ag,...,An) e [A] o Diagrama de Young de A. Vimos no Exemplo 4.10 que
hia =1;, para todo i = 1,2,..., h. Consideremos entdo a particio A = (k—1, Ay —1,..., A\ —1)
obtida ao retirarmos a primeira coluna de [\]. Entdo A possui exatamente \, partes nio nulas
e, aplicando a hipétese de inducao, temos
(4.6) [1rs II G-1)=0k! - 5y

b 1Ki<G<N
Mas como o diagrama de X é igual a [A] sem a primeira coluna, temos

h I,
4.7 h L1 J 4 i Z]
(4.7 H " huhar - ha byl

Além disso, para 1 <1< j < )\’2, temos

45 L—li=h=14XN =i (N =1+ XM= =Ni—i=N+j=1—1
4.8
L=MN—1D+X—i=X+r—i—(r—XN+1)=L—(h—Xy+1).

Assim, substituindo (4.7) e (4.8) em (4.6), obtemos

IT @-1u)

H,] i 1i<j<h

Wl ] (- 1)

M <igh
1<i<j

= —h+ XN = D) (o= b+ Xy = 1) - (Ly —h+ Xy — 1)L,

Mas, para 1 < i < A}, temos

L—lp=l— M =1—1
h _T
b=l =li— (A +h—h+1)=1—2
~——

=1

L=y =li— (A1 +th=2 1) =1l —h+ X
=1



4.4. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.1

e, para Ay < i < j < h, temos
Li—l,=1—1
li—=lh1=10—-2

l; — li-l—l =1,

o que implica que a equagdo (4.5) também vale quando \; = k, como queriamos.
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